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Functii reale de mai multe variabile reale. Generalitéati.

Fie p, g € N*. Fie functia f : D C RP — RY.
Avem urmatoarele situatii:

1)p=qg=1:f:DCR — R este functie reala de o variabila
reala.

Exemplu: f: R — R, f(x) = sinx.

2)g=1sip>1: f: D CRP — R este functie reala de
variabila vectoriala (sau de p variabile reale).

f(X) = f(X17X27 -'~7XP)

Exemplu: f: R? = R, f(x,y) = x° + y2.




Functii reale de mai multe variabile reale. Generalitéati.

3)p=1sig>1:f:DCR — RY este functie vectoriala de o
variabila reala.

f(x)=(fi (x),6(x),...fq(x)),

unde f; : D C R — R se numesc componentele reale ale
functiei vectoriale f.

Exemplu: f: R — R?, f(t) = (rcost,rsint), r > 0.




Functii reale de mai multe variabile reale. Generalitéati.

4)yp>1sig>1:f:DCRP— RYeste functie vectoriala de
variabila vectoriala (sau de p variabile reale).
Pentru x = (x1, X2, ..., Xp) € D C RP,

F(x) = (f (%), 2 (x),... fq (X)),

unde fi : D C RP — R sunt componentele reale ale functiei
vectoriale f.

Exemplu: f: R? — R3, f(x,y) = (x3,y2, x+ ).




Limite de functii

Fie o functie f : D C RP — RY9 si xg € RP.

Spunem ca xp este punct de acumulare al multimii D daca

YV eV (x), (V\{x})n D 0.

Fie f: D C RP — RY si xo punct de acumulare pentru D.
Spunem ca / € RY este limita functiei f in punctul xo daca:
vV e V(l) U € V(xp) astfel incat, Vx € UN D, x # xp, sa
avem: f(x) € V.

Notam
I= lim f(x).

X—Xp



Limite de functii

Observatii

1.) Xo este punct de acumulare xg al multimii D (pe care este
definita functia) astfel ca ne putem apropia oricat de mult de
punctul xg prin puncte din multimea D.

2.) Xp poate sa nu apartina multimii D.

3.) Daca f este definita in xg, valoarea limitei in punctul xg nu
depinde de valoarea functiei in xo, adica lim f(x), daca exista,
X—Xp

si f(xo) pot fi egale sau nu.




Limite de functii

Teorema de caracterizare a notiunii de limita

Fie f : D C RP — RY si xo punct de acumulare pentru D.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) / este limita functiei f in punctul xp;

(if) Ye > 0 36 > 0 astfel incat Vx € D\ {xp}, cu ||[x — xo|| < 9,
avem: ||f(x) = 1I|| <e;

(iii) V(x,,)n21 C RP, x, € D, xn # Xo, Xn — Xg, S& avem:
f(xn) — 1.




Limite de functii

Sa se arate ca
X2y

l B -
(x,y)'in(oyo) x2 +y?

Solutie. Fie functia f : D C R? — R, D = R?\ {(0,0)}, definita
prin:
X%y

f(x,y)= Py
Observam ca (0, 0) nu apartine lui D, dar este punct de
acumulare pentru D.
Trebuie sa aratam ca:

Ve>03d>0al V(x,y)eD, |[(x,y)—(0,0)| <o

= |f(x,y) = 0| <¢,




Limite de functii

adica,

2

dacd 0 < /X2 +y2<§ =

Folosind inegalitatea
X2 < x4 y?
obtinem:
Xy |_ Xl _ (C+y2)lyl

s\yIZ\/}Esx/x2+y2<5-

Alegand 6 = ¢ obtinem ca |f (x, y)| < ¢ pentru orice

(x,y) € R?\ {(0,0)} cu0 < \/x2 + y2 < ¢, adica
lim f(x,y)=0.
(x.9)—(0,0)




Limite de functii

Corolar

Daca exista doua siruri convergente (zn),,~1,(Vn),>1 C D\ {Xo}
astfel incat z, — xp si v, — Xp, pentru care sirurile valorilor
(f(zn))p>1 > (f(vn)) >4 au limite diferite, atunci functia f nu are
limita in punctul xo.

Aratati ca functia

FRA{(x,y); x=y} =R, f(x.y)= 7

nu are limita in origine.




Limite de functii

Solutie. Observam mai intai ca (0, 0) este punct de acumulare
pentru multimea R?\ {(x,y); x = y}.

R A o (11
Consideram sirurile: z, = <n,0> Si v, = <n’ n>
convergente la (0,0).

Atunci,
f(zp)=f 1 0)=1—=1, f(va)=f 1.1 =0—-0
n) — n7 - I n) — na n — .
Deci, am gasit doua siruri de puncte convergente la (0,0),

pentru care girurile valorilor functiei converg la limite diferite.
Prin urmare, functia f nu are limita in origine.




Limite de functii

Teorema

Fief:DCRP = RY f=(f,h,..fy)unde f;: D — R, orice
i=1,2,...,q.

Fie xo punct de acumulare pentru D si | = (4, b, ..., Ig) € RY.
Atunci:

im f(x)=1 < lim fi(x)=1l, ¥i=1,2,...q.

X—Xo X—Xo




Limite de functii

Sa se calculeze lim f(x), unde
x—0

SIS

fR\ {0} — RS, f(x) = (Si”XBX,m +x) ,5XX‘1).

Solutie. Folosind limitele fundamentale studiate in liceu,

sin x A

I

lim — =1, lim (1+x)x =esi lim =lna, a> 0,
x—0 X x—0 x—0
obtinem
i 2 X
. . sin3x< . 2 =
lim f(x) = (Ilm sin3 , lim (1 +x)§ , lim )
x—0 x—0 X x—0 x—0 X

= (3, e, In 5) .




Limite de functii

Sa se calculeze

: VX2+y?+4-2
lim
(x.¥)—(0,0) x2 +y?

Solutie. Numitorul si numaratorul tind la zero cand
(x,y) — (0,0) . In acest caz vom scrie

VXEHyP+4-2 X4+ yP4+4-2 /x24yP4+4+42
X2y xe4yP VX2t y2 442
X2 +y2+4-4 B 1

(x2 +y?) (\/x2+4+2> VX2+y2+442




Limite de functii

Prin urmare,

im  YXEHyet4-2 L 1
(x,9)—(0,0) X2+ y? =00 /X2t y2 442 4
Sa se calculeze

i X2 — xy
(x,y)—(0,0) f \f
Solutie. In acest caz vom scrie
im 2—xy im Zoxy X+
(x.¥)=(0,0) f VY (x9)=(00) f VY VXY
. X(x-y) ,
= lim VX + lim  x(Vx+ =0.
(xy)=(00) X—Y¥ (Vx+vy) = (x.y)—(0,0) ( vY)




Limite de functii

Sa se calculeze limita
; 3 3
Sin (X
(xy)—=(00) X2+ y2

33
: Cox Cn A s : X
Solutie. Aratam mai intadica lim Ty 0. Avem:

(x,y)—(0,0) X2 + 2
Cx+yl X2 —xy + y?|
= X2+ )2
X2 + y2| + |xy|

X2 +y?

Xy 3
< =
1+ 1) (1 + 722005 ) < 5 (x1-+ D).

x3 4+ y3
X2 1 y?

IN

(Xl + 1y1)

deoarece x° + y2 > 2|x||y|.



Limite de functii

Trecand la limita, obfinem

X +y° 3
< w2 L2 ~ =
0= (xy)—=(0,0) | X2 + y?| ~ () 3(0.0) 2 (IXI+1yD) =0,
X3 4 °

deci = 0. Revenind la functia initiala, vom

(x,y)—(0,0) X2 + y2

L . .. sint . .
folosi limita fundamentala tlln?) 5 = 1 si vom scrie
4>

jm  SNOCHV) (S04 Oy

))=00) X2+y2  (xy)=00 \ x3+y3 x4y
i 8 3 3 3

_ gm SOCEY) o O g

T =00 X3+y3 ' (x.y)—(0,0) X2 + y2



Functii continue

Fie functia f : D C RP — RY si xo € D punct de acumulare
pentru D.
Spunem ca functia f este continua in punctul xg € D daca

Hxlij;l( f(x)="f(xo)-

Observatie

Continuitatea unei functii se studiaza numai in punctele mulfimii
de definitie a functiei: xg € D.




Functii continue

Teorema

Fie f : D C RP — R9 si X9 € D punct de acumulare petru D.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este continua in xo;

(i) V' (Xn) s> C D cu Xp — Xo, 5@ avem: f(xp) — f(Xo) -




Functii continue

Sa se studieze continuitatea funcfiei

xy?

— =2 daca (x, 0,0
FRZ DR, F(x6y) = d VxE T gR aca (x,y) # (0,0)
0, daca (x,y) = (0,0)

in punctul (0,0).
Solutie. Calculam maiintdi  lim  f(x,y). Deoarece
- (x.y)—(0,0)

ly|

7<X,

0 < [f(x,y)] =[xyl

rezultd ca

0< f(x
< ) 00)I( Y < x ) OO)WI




Functii continue

adica
f(x 0.
(X7y)—>(00) (x.y) =

Cum £ (0,0) = 0, rezulta ca functia f este continua in origine.




Functii continue

Sa se studieze continuitatea funcfiei

Xy 3
f:R? R, f(x,y) = {M daca (x,y) # (0,0)

0, daca (x,y) = (0,0)

in origine.

. e . 1 1
Solutie. Consideram sirul z, = (n?’ n> , n € N*, convergent la

. 1 1 1 5 =
(0,0). Atunci f(z,) = f <n2’ n) =5 de unde rezulta ca
nll_)moof(z,,) =3
Dar f(0,0) =0 # nIi_)m f(zp), ceea ce arata ca functia data nu
este continua n origine.




Functii continue

Teorema

Fief: DCRP - RY, f=(f, .., 1) sixo € Dpunctde
acumulare petru D.
Atunci:

f continuainxg € D < f;: D — R continue in xp,Vi =1,2,...,q.




Functii continue

Sa se studieze continuitatea funcfiei

f:DcR?—R?

definita prin

_ _ y2 _ 2 2 2

ToVIZ XV XV ) dack (x.y) # (0,0
f(x,y) = X<ty x|+ 1yl

3:0). dac (x.y) = (0.0)

in punctul (0,0), unde D este domeniul maxim de definitie al
functiei.




Functii continue

Solutie. Domeniul maxim de definitie al functiei este:
D:{(x,y)e]Rz; X2 +y? < 1}.

Functia f este o functie vectoriala de doua variabile,
f(X7y) = (f1 (Xay) ) f2 (va))a unde

11 -x2_y2
, 2 (x,y) #(0,0)
fi:DCR —>R,f1(X,y): 1 Xs+y
E,(Xay):(oao)

Si

Y ac (x,y) # (0,0)
fb:DCR® %R, hh(x,y)=1 x| +|y’ Y ’
0, daca (x,y) = (0,0).




Limite de functii Functii continue

Functia f este continua in origine daca si numai daca functiile f;
si f, sunt continue in origine.

Studiem continuitatea in origine a functiei f;.

1 x2_ 2
lim £ (x,y) = 1 1-x—y

= lim 5 5
(x,¥)—(0,0) (x,y)—(0,0) X<ty

o (1-vVI=22=7%) (1 + VT =22 %)

(%,5)=(0,0) (Xz4_yz)<1_% 1__X2__y2>

X2 +y2
= lim
(WHMWﬂ+ﬂML%1_ﬂ_ﬁ>

= lim 1

(X,y)—>001+\/1—x2 y2 2




Functii reale de mai multe variabile reale. Generalitati Limite de functii Functii continue

Deoarece lim fi(x,y) = = = f; (0,0) rezulta ca functia f;
(x,)—(0,0) 2
este continua n origine.

Studiem continuitatea in origine a functiei f.. Au loc majorarile:

2 2
X +y? x4yl

0<fh(x
A7) = X[+ 1yl Ix|+ ]yl
X+ P+ 20 ] (D
- x| + 1yl x| + 1y
Prin urmare,
0< lim f (X, x| +
oy 2OV = M P Y=

deunderezultdaca Ilim fh(x,y)=0=1/(0,0). Deci, si f
(x.y)—(0,0)
este continua in origine. Prin urmare, f este continua in origine.
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