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Spunem ca functia f : D C R — R, este continua in punctul
Xo € Ddaca VvV € V(f(xo)) 3U € V (xo) astfel incat vx € UN D
saavem f(x) € V.

O functie se numeste discontinua in punctul x, € D daca nu-i
continua in acest punct.

Continuitatea unei functii se studiaza numai in punctele mulfimii
de definitie a functiei.

v




Xo € D se numeste punct izolat al multimii D daca nu este punct
de acumulare.

D=[1,2)u{3}
Multimea punctelor de acumulare ale multimii D este [1,2] .
Punctul 3 este punct izolat pentru D.

Fie f: D — R, unde D C R. Spunem ca f este continua pe o
multime E C D daca este continua in fiecare punct al multimii
E.




Teoreme de caracterizare a continuitatii

Teorema

Fie f: D CR — R si xo € D. Atunci f este continua in punctul
Xp daca si numai daca are loc una din urmatoarele situatii:
(i) sau xg este punct de acumulare pentru D si

lim f(x)="f(xo):

X— X0

(i) sau xp este punct izolat pentru multimea D.

Xo € D Xo €D
Xo punct de acumulare pentru D Xp punct izolat pentru D
Jlimy_x, f(Xx) = f(Xo)



Teoreme de caracterizare a continuitatii

Demonstratie

Sa presupunem ca f este continua in xg Si xg este punct de
acumulare pentru D. Atunci, pentru orice vecinatate V a lui
f(xp) , exista o vecinatate U a punctului x astfel incat oricare
arfix € DN U sa avem f(x) € V. Cu atat mai mult, pentru
orice x € UN D\ {xp} avem f (x) € V, ceea ce spune ca

lim f(x)=f(xp).

X—Xo




Teoreme de caracterizare a continuitatii

Reciproc, sa presupunem mai intai ca xo este punct izolat
pentru D. Atunci exista o vecinatate U a lui xp astfel incat

Un D = {xp} . Deci, pentru orice vecinatate V a lui f (xp) , daca
x € UN D, atunci f(x) = f(xp) € V, adica f este continua in Xp.
Daca xg € D este punct de acumulare pentru D, folosind
definitia cu vecinatati a limitei XIi_r)r)(0 f(x) = f(xp), pentru orice V

vecinatate a lui f (xp) exista U vecinatate a lui xo astfel incat
oricare ar fi x € UN D, x # xp, sa avem f(x) € V. Cum si
pentru x = xg are loc f(xg) € V, rezulta ca f (x) € V pentru
orice x € UN D, adica f este continua in xg.




Teoreme de caracterizare a continuitatii

Teorema

Fie f: D — R, unde D C R, si X, € D. Atunci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) f este continua in xo;

(i) pentru orice £ > 0 exista 6 > 0 astfel incat pentru orice
x €D, cu|x—xy| <d,saavem |f(x)—f(x)| <¢;

(iii) pentru orice sir (xn),~1 C Dcu lim x, = Xp, rezulta ca
= n—oo

nIi_)moof(xn) = f(xp).




Operatii cu functii continue

Teorema

Fief,g:DCR >R, xge Dsi A eR.
Daca f si g sunt continue in xp, atunci sunt continue in xq Si
functiile f + g, M, fg; in plus, cand g (x) # 0, este continua si

functia 1
g




Operatii cu functii continue

Functia f : R — R definita prin
smx
f(x) = { L
a x=0
este continua pe R\ {0}. Cum

. sin x
lim f(x) = lim =1,
x—0 xao X
rezulta ca f este continua in xo = 0 daca si numai daca

f(xp) =1,adicaa=1.




Operatii cu functii continue

Teorema (Continuitatea functiilor compuse)

Fief:ECR —-Rsip:DCR— Rastfel incat ¢ (D) C E sifie
Xo € D.

Daca ¢ este continua in xq si f este continua in yg = ¢ (xo)
atunci functia compusa f o ¢ : D — R este continua n xg.

Functia g : R — R, definita prin g (x) = sin (x2 + 1), este
continua pe tot domeniul de definitie, deoarece este
compunerea functiilor continue ¢ (x) = x? + 1 (functie
polinomiald) si f (y) = sin y (functie trigonometrica).




Continuitate laterala

Fie f: D — Rsix € D.

1) Xo este punct de acumulare la stanga pentru D. Spunem ca f
este continua la stdnga in xp daca
3 lim f(x) =f(xp).

X—Xp
X<Xp

2) Xp este punct de acumulare la dreapta pentru D. Spunem ca
f este continua la dreapta in xp daca
3 lim f(x) =f(xp).

X—Xp
X>Xp




Continuitate laterala

Fie f: [1,3] — R,

| x, xe[1,2]
f(X)—{ 1, x € (2,3]

Avem

limf(x)=Ilmx=2, limf(x)=Ilm1=1sif(2)=2.
X—2 X—2 X—2 X—2
x<2 Xx<2 xX>2 X>2

Prin urmare, f este continua la stanga in xo = 2, dar nu este

continua la dreapte in 2.




Continuitate laterala

Teorema

Functia f : D — R este continua in punctul xo € D daca si
numai daca este continua la stdnga si la dreapta in punctul xg.




Continuitate laterala

Sa se studieze continuitatea functiei f : [0,2] — R, definita prin

6sin2(x —1)
— 2 0<
f=9 — x—1 0sx<!
74+5x,1<x<2.

Solutie. Functia f este continua pe [0,1) U (1,2]. Calculam
lim f(x) = |imwz12|imw:127
X—1 X—1 x—1 x—=1 2(x—1)
x<1 x<1 x<1
lim f(x) = lim (7 +5x)=12,

X—1 X—1
x>1 x>1

f(1) = 7+5-1=12,

deci f este continua in xog = 1.




Continuitate laterala

Teorema

Fie f: D — R si xo € D punct de acumulare la stanga (dreapta)
pentru D.

1) f este continua la stanga in xp daca v (xp),, astfel incat
Xn — Xo, CU X < X Si Xp € D, atunci f(x,) — f(Xp) .

2) f este continua la dreapta in xp daca Vv (xp),, astfel incat
Xn — Xo, CU Xp > Xp Si Xn € D, atunci f (x,) — f(X0) .




Continuitate laterala

Propozitie
Fie f : D — R o functie continua in punctul xo € D. Atunci:

1) daca a < f(xp) < b, atunci 3U € V (xp) astfel incat sa avem
a<f(x)<bVxelUnD,

2) daca f(xg) # 0, atunci U € V (xo) astfel incat sa avem
f(x)#0,vx e UnD.




Continuitate laterala

Propozitie
Fie f : D — R o functie continua pe D. Atunci:

1) daca Ja, b € D astfel incat a < b si f(a) f (b) < 0 atunci
dc € (a, b) astfel incat f(c) = 0.

2) daca f nu se anuleaza in nici un punct din D, atunci f
pastreaza semn constant pe D.




Continuitate laterala

Teorema (Weierstrass)

O functie continua pe o multime compacta (inchisa si marginita)
este marginita si isi atinge marginile pe aceasta multime.

Deci, daca f : [a, b] — R este continua pe [a, b] , atunci
JM > 0 astfel incat |f (x)| < M, Vx € [a, b]
si

dxq, xp € [a, b] astfel incat f (x1) = iFfb] f(x) sif(x2) = sup f(x).
Xx€la, x€|a,b]
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