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SEMINAR NR. 10, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analitica

8. REPERE iIN PLAN SI SPATIU

Schimbarea reperelor ortonormate in plan.

. - = . = 7
Fie R=10;i,5 | siR = |04,5 | doud repere ortonormare in plan. Trecerea de la
S—— SN——
S S’

reperul R la reperul R’ este datd de
etranslatia de reper
— — —
OO0r=x01 +yoj
si/sau
erotatia (schimbarea centro-afind) de reper
e T tan T
1 =ai1 a1 ai;r a2
= — i = A =9 AS’ = < )
J =ai2t +axj, az1 a2
iar schimbarea de coordonate de
(0} as  az Y2 Yo )
(z1,y1) sunt coordonatele unui punct oarecare M in reperul R iar (z2,y2) sunt coordonatele
aceluiasi punct M in reperul R’'.

— —
Deoarece A este matricea de trecere de la baza ortonormatsd S = ( T, ) la baza ortonormata

— — R
S = <z” ,j') = A este matrice ortogonals, adici A - AT= AT-A =1,. In consecinti, elementele

matricei A depind de un singur parametru «, adica

o sau A = ( cosa —sna ), daci (R, R') sunt la fel orientate (det A = 1 > 0). In acest caz
sina cosa
— g = gy
a:<i,i/>€[0,ﬂ']§i (j’,'L’)zg—i—a,(i’,j):g—a,(j’,j):—a.
osau A = 0 Sma ), dacd (R, R') sunt la contrar orientate (det A = —1 < 0). In
sina —cos«
acestcazaz(z,z)é[@,w]a (],z)zi—a,(z,]):§—a,<3,j):—(w—a).

Schimbarea reperelor ortonormate in spatiu.

. - = = . - 7 37 .
FieR=[0;i,75,k |siR =|(0";4,7,k | doud repere ortonormare in spatiu. Trecerea
N——
S S’

de la reperul R la reperul R’ este data de
etranslatia de reper
— — — —
OOr=x01 +yoj +20k
si/sau
erotatia (schimbarea centro-afind) de reper
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- —- — -

i =ant +anj +ank air a2 a3
= — — —

j'=ai2i +axnj +tazpk = A=sAg=| axn axn ay
w7 — — -

K =aizi +assj +assk a3l az2 Q33

iar schimbarea de coordonate de

1 a1l a2 a3 2 o

Y1 = | a21 a2 a3 Y2 | + 1 Yo

Z1 asz; as2 ass z9 20

(z1, Y1, 21) sunt coordonatele unui punct oarecare M in reperul R iar (x3,y2, z2) sunt coordonatele
aceluiasi punct M in reperul R/.

— — —
Deoarece A este matricea de trecere de la baza ortonormats S = < i, 7, k) la baza ortonor-

— = — .
matd S’ = (4, 5/, k') = A este matrice ortogonals, adici A - AT= AT-A =1I5.. In consecinti,
elementele matricei A depind de trei parametri, adica

— — — — — —

cos(7,4) cos(i,5) cos(?,k

— — — — - —

A= cos(j,7) cos(j,7) coslj,k
—_ - _— — _— —

cos (K, i cos k', 7 ) cos(K, Kk

Exercitiul 1. Fie ABCDFEF un hexagon regulat avand lungimea laturii egald cu 1 gi R un reper
ortonormat cu originea in punctul C, R = (C, 7, 7 |, in care vectorul i este coliniar si are acelasi

—_— R
sens cu BC, iar versorul j este coliniar si are acelasi sens cu FC. Fie R’ un reper ortonormat cu

— — — —
originea in punctul F, R’ = (F cil g ), in care versorul i’ este coliniar si are acelasi sens cu FA,
iar versorul j’ este coliniar si are acelagi sens cu DF. S& se determine:

a) translatia si rotatia care duc reperul R in reperul R/;

b) legdtura dintre coordonatele unui punct oarecare din plan in cele doud repere;
c) coordonatele punctelor A si B in cele doud repere.

Rezolvare.

A

B

— —

ﬁ
a) Reperul R = (C’, i ,7) este dus in reperul R’ = (F, 7, j’) prin
etranslatia data de
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CF = -1 T+ 5. V3 7,
~~ 2
~—_———

— —
=+ lung. proiectiei lui CF pe ¢ — =
=+ lung. proiectiei lui C'F pe j

erotatia data de

a
i =T+ 3y 5=y
= _ taw, am TASsAs = 5

L 2 2

. ==
04:(77i/):2%€[077r]?<jla7):_05

(repere la fel orientate din figurd), adica

2r i 27 -1 V3
A [ cos g sm2 3 ) _ 5 3 ‘
sin ¢ cos 4 V3 -1
2 2
b) Fie (z1,y1) coordonatele unui punct oarecare M in reperul R iar (x2,y2) coordonatele aceluiasi

punct M in reperul R’. Atunci schimbarea de coordonate este data de

()-(3 7))

{(J_A:_g?_@? .{F: ;
c) —_ 2, siqe —
i

Exercitiul 2. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ de latura 1. Consideram reperul R = (A, ?,7, ?)

— N - — — — = — — - — —
unde AB = i, AD = j, AA' = k gireperul R" = (C', ¢, j', k') unde C'C = ¢, C'D" = j,
OB =K.

— = — . — = —
a) Sa se arate cd S = ( i,7, k;) siS = (z” .7, k’) sunt baze ortonormate.

b) S& se determine matricea A de trecere de la baza S la baza S'.
c) Sa se verifice dacd matricea A este ortogonala.

Rezolvare.

o i c

»
:
A B
D
C
k
i
A 1 B

. . - = 7 o
a) Sistemul de vectori S = ( i,7, k) este baza in V3 deoarece

nr. vect. din § = dimg V3
ridiardirnd S o .
i, J, k sunt vectori l.i. pentru ca sunt necoplanari.
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Mai mult, S este baza ortonormata, deoarece

— — —
HAﬂL: 1, ADH 1, |44 =1
(4B,AD) =3, (4D, 44") = 3, (44", 4B) = 5.
Sistemul de vectori S’ = (z” , ?, ﬁ) este bazd in V3 deoarece

{ nr. vect. din S = dimg Vg3

A . .
i, 7", k' sunt vectori l.i. pentru ca sunt necoplanari.

Mai mult, S’ este baza ortonormatd, deoarece

(¢¢.cD)) - 5. (OD.CF) - 5. (CF.CC) - 1.

2
~ —- - 7
=07 +075 — k 0 -1 0
N

b)Cum<{ 7/ =—7 4+0j +0k =A=sAg=( 0 0 -1
=07 - T4k -1 0 0
K'=0¢ — 75 +0k

c¢) sau S, 58" baze ortonormate=g A g este matrice ortogonald;
sau verificam

0 0 -1 0 -1 0 1 00

AT A= -1 0 0 0 0 -1 |=]1010|=Is
0 -1 0 -1 0 0 00 1
0 -1 0 0 0 -1 1 00

A AT = 0 0 -1 -1 0 0 =010 |=1I.
-1 0 0 0 -1 0 0 0 1

Exercitiul 3. Fie tetraedrul regulat ABC D cu muchiile de lungime 1 si E, F,G mijloacele laturilor
. N — — —

BC,CD, respectiv BD. Notdm cu « = AB, v = AC ¢i W/ = AD.

a) Si se arate cd S = (U, v, w) formeazi o bazd in Vs.

b) S se determine masurile unghiurilor EAG, EAF i FAG.

c) Fie 8" = <7,7>, ?) baza ortonormats obtinutd din S prin procedeul Gram-Schmidt. S& se

determine matricea de trecere de la baza S la baza S’.

Rezolvare.
A
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SN

) este bazd in V3 deoarece

— —
w

—
u7v7

(

a) Sistemul de vectori S
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el
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Sl
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:COS<

cos (W)

cos (@)

(W, ', w) prin procedeul

aza ortonormata obtinuta din S

i}

c) eSe determin

[N

— —
, U, W) este bazd in Vj.

plav}

Etapa 0. Se observa c

1) baza ortogonald in V3. Se géseste
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= (-7 + (- P41 1243115311 4 - 2
Tos Jo, ko> bazd ortonormata in Vs. Se giseste

- —
o = Tl = —= U; =
’ullH V1 io = U;
- — 1 (= 1. — N N
]o—|—>||U1—73(U*§U), = ]0__§u+2330;
;] ! [ T 7 ;g
— o= ——=U — ==V
ho= @t = b (<37 - 17+ W) et T Ve
\ [[w1]] 2
eMatricea de trecere de la baza S la baza S, este
3 1
! 3T
_ 2V/3 1
sAs,=| 0 22 ——
0 0 3



