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SEMINAR NR. 11, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analitica

9. DREAPTA IN PLAN, IN R2?/V,

Coordonate in plan. Distanta dintre doua puncte in plan- Recapitulare liceu.
Definitii pentru coordonate carteziene (abscisa, ordonata), axe, cadrane, simetricul unui punct

fata de O/Ox/Oy - vezi Curs.

— —
Observatie. Fie R = (O, i, j) un reper ortonormat in Vo. Se precizeaza legdtura, prin
— —
reprezentare in plan, intre C' = (i, j) baza canonicd, ortonormata, in (Va,+,,R) i C =

(e1 = (1,0),e2 = (0,1)) baza canonica, ortonormata, in (R2, +, ',R) )
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Pentru M (z,y), x se numeste abscisa si y ordonata.
S-au reprezentat punctele

M (3,2), My (—2,1), M3 (—1,-3), M4 (2,-2), M5 (4,0), Mg (0,3), M7 (—4,0), Mg (0, —5) .
,y) €cadranul I < = > 0,y > 0: M;

(2,9
M (z,y) €cadranul I < x <0,y > 0: M,
M (z,y) €cadranul 1] < x < 0,y < 0: M3
M (z,y) €cadranul IV < x <0,y > 0: My
M (z,y) €axa Oz <y =0: Ms, My
M (z,y) €axa Oy < x = 0: Mg, Mg
Nj (—z,—y) este simetricul lui M fatd de O
M (z,y) = { Na(—=z,y) este simetricul lui M fata de Oy
N3 (z,—y) este simetricul lui M fatd de O
6_—
y |
4t
° 2+ °
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° 2+ o« X
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Definitie. Distanta dintre doud puncte din plan A (xa,ya) si B (xp,yp) este numarul real pozitiv:
(1) d(A,B) = AB= /(x5 —2a)* + (y5 — ya)".

Exercitiul 1. S& se calculeze distanta dintre punctele (1, —3) si (2,5).
Rezolvare. Fie A (1,—-3) si B(2,5). Atunci

d(A,B) = AB =/(2—1)* + (5 — (-3))* = V/65.

Exercitiul 2. S& se determine abscisa punctului P (z,0) daci PQ = 5v/2, unde Q (2,5).
Rezolvare. Fie P (z,0) si @ (2,5). Atunci

A(P,Q) = PQ =1/~ 2+ (-0 =52 =
(2—2)+25=50=(2—2)=25=
|2—2z|=5= (x; =7 saux2 = —3).

Existd doud puncte cu proprietatea cerutd, P; (7,0) si P» (—3,0).
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Exercitiul 3. Si se determine abscisa si ordonata punctului P (z, z) dacd PQ = v/5, unde Q (1,4) .
Rezolvare. Fie P (z,x) si @ (1,4). Atunci
A(P,Q) =PQ=1/(1-2) + (42 = V5=
(1-2+@-2)°=5
222 — 10z + 12 =0 = (z1 = 2 sau a9 = 3).
Exista doua puncte cu proprietatea cerutd, P; (2,2) si P (3,3).
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Exercitiul 4. Sa se stabileascd daca A (1,7), B(0,3), C (—2,—5) sunt puncte coliniare.
Rezolvare. Se calculeaza:

d(A,B) = AB = \/(0— 1)+ (3-17)2 = VIT;

d(B,C) = BO = /(-2 0)* + (-5 — 3" = V/6&;

d(C,A) = CA= /(1 - (=2))* + (T— (-5))* = VI53.
Se verificd dacit V17 + V68 = v/153. Intr-adevir

(VIT +/68)" = 17+ 2V/17 - VA~ 17 + 68 = 153,

Deci AB+ BC = CA = A, B,C sunt coliniare in aceastd ordine, cu B intre A si C.
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Exercitiul 5. S& se stabileasca daca A (0,2), B (—2,4), C(1,3) sunt varfurile unui triunghi drep-
tunghic.
Rezolvare. Se calculeaza:

d(A,B) = AB = /(-2 0)* + (4 - 2)* = 2V

d(B,C) = BC = /(1 - (~2))* + (3 — 4> = VIO;

d(C,A) = CA=\J(0- 1)+ (2-3)° = V2.
Se observa cd AB? + CA? = BC? = A, B, C sunt varfurile unui triunghi dreptunghic in A.
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X

Exercitiul 6. S& se demonstreze ca A(1,1), B(4,1), C(3,-2) si D (0,—2) sunt varfurile unui

paralelogram.

Rezolvare. Se calculeaza:
d(A,B)=AB=/(4—1)* + (1-1)* = 3
4(B,0) = BC = /(3 - 4)° + (-2 1)* = VIU;
d(C.D) =CD = /(0 -3 + (-2 - (-2)* =3

d(D,A) = DA = \/(1 —0)2 4 (1 = (=2))* = V10.
Se observa ca AB = CD si BC = AD = A, B,C, D sunt varfurile unui paralelogram. Din
calcule nu se obtine ordinea (adicd dacd ABCD este patrulater convex). Se poate reprezenta
grafic:

Exercitiul 7. Sa se demonstreze ca A(1,2), B(4,7), C(—6,13) si D (—9,8) sunt varfurile unui

dreptunghi.

Rezolvare. Se calculeaza:
d(A,B) = AB = /(4 —1)® + (7 2)* = V3%
d(B,C) = BC = \/(—6 —4)? + (13- 7)* = 2V/34;
d(C,D)=CD = \/(—9 —(—6))* + (8 —13)* = V34;

d(D,A) = DA =/(1— (~9))*+ (2 8)* = 2V/34.
Se observa ca AB = CD ¢t BC = AD = A, B,C,D sunt varfurile unui paralelogram. Mai
mult,
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d(B,D) = BD = /(-9 — 4)* + (8= 7)* = VIT0 s
AB? + AD? = BD? @N<E45> —
Deci ABCD este dreptunghi, in aceastd ordine. Grafic:

15
————t —————
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Exercitiul 8. S& se demonstreze ca A (—2,4), B (2,0), C'(2,8) si D (6,4) sunt varfurile unui patrat.
Rezolvare. Se calculeaza:

A(A,B) = AB=1/(2 — (-2 + (0~ 9)° = 4V%;

d(B,C)=BC =\/(2-2%+(8-07 =8
a(c, >—0D:¢<6 > <4—8)2=4\/§;
d(D,A) = DA= /(-2 - 6)* + (4 — 4 =&.

Se observa ca AB=CDsi BC = AD dar AB # BC = A, B,C, D sunt varfurile unui triunghi
paralelogram, dar poate nu in aceastd ordine.
Se poate reprezenta grafic:

10T

10+

Sau se poate calcula:
d(BD BD = \/6 2)2 4+ (4 - 0)% = 4V/2;
d(A,C) = AC = \/2—— +(8—4)? =42
AB? + Ac2 BC? & (BA(J) —z

Deci ABDC este dreptunghi, in aceastd ordine.
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Coordonatele unui punct care imparte un segment intr-un raport dat in plan-Recapitulare
liceu

Vezi Curs pentru formule gi formulele coordonatelor mijlocului unui segment, formulele coordo-
natelor centrului de greutate a unei placi triunghiulare.

Exercitiul 9. Sa se determine coordonatele punctului C' situat pe segmentul AB, A (2,5), B (8,—1),
la o treime distanta de A.

Exercitiul 10. S3 se determine coordonatele punctului C situat pe dreapta AB, A(—3,1), B(2,5),
AC

astfel incat 2 = —.

Rezolvare. Reprezentdm A, B in plan, C (z,y) pe dreapta AB, apoi construim
M = pro,A = M (-3,0);
P =pro,B= P(2,0);
N =pro,C = N (z,0);

10T

-10 —

Atunci

o, AC MN  z—(-3)

AB - MP ~ 2—(-3)
Analog

M' = proyA= M(0,1);
P' = proyB = N (0,5);
N'=pro,C = N (0,y);

2_AC’_]\/[’N’_y—l

i =< =142 —1)=09.
AB- P 5o Y=t 6-1)=9

S r=-342-(2-(-3)=T.
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Exercitiul 11. S& se determine coordonatele punctului C' situat pe segmentul AB, A(2,—4),
3 AC

B (8,—1), astfel incat F = AR

Exercitiul 12. Si se determine coordonatele punctului C' situat pe segmentul AB, A(—1,5),

AC
B (7,1), astfel incat 3 = B
Exercitiul 13. S& se determine coordonatele punctului C, mijlocul segmentului AB, A(1,5),
B(-3,-1).

1
Rezolvare. Conform formulelor, pentru r = ok se obtin coordonatele mijlocului C' pentru segmen-
tul AB =

T4+ xR 1-3
To=——(0; TO =5 = -1
_yA‘E?/B = 521
yC—T- yC:TZQ-

/

Ecuatii ale unei drepte in plan, in R? /Vy-Recapitulare liceu si Curs.

Fie R = (O, 1,7 ) un reper ortonormat in Vs.
Teorema 1. Un punct M (7) apartine dreptei (d) ce contine punctul My (70) si este perpendiculara
—
pe vectorul normal N dacd si numai daca

~

y ) M

4 —

Mo

/
- o v i
"’:1 2 0 2 4

X
24
_,1 —

Teorema 2. Un punct M (z,y) apartine dreptei (d) ce contine punctul My (xo,yo) si este perpen-
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— — —

dicularad pe vectorul normal N = A¢ + B j daci si numai daca
(3) Az —0)+ B (y—yo) =0
sau, notand C' = — (Azg + Byp), dacd si numai dacd
(4) Ax + By 4+ C = 0- este o ecuatie de gradul intai in z si y, ce reprezinta ecuatia generald a
unei drepte (d) in plan.
Observatie. Fie punctul P (zg, o) si dreapta (d) Az + By + C = 0.
a) Dacd P nu apartine dreptei (d), atunci distanta de la punctul P la dreapta (d) este numarul
real strict pozitiv:

d(P,(d)) = | Az —l—Byo—i—C’.

VI B

b) Daca P apartine dreptei (d), atunci Az + By + C = 0 si distanta de la punctul P la dreapta
(d) este:

d(P,(d)) =0.
Teorema 3. a) Un punct M (z,y) apartine dreptei (d) (oblicd) ce are panta sau coeficientul
unghiular m = tga, a € ]O, 5 [ U ] 5 77[ si se intersecteaza cu axa Oy intr-un punct de ordonata n
daca gi numai daca
(5) y =mz +n.
Observatie.

aE}O,g[:m>O.

ae]%,w[$m<0.

De exemplu, (d1) y = v/3x + 2 si (d2) y = —/3z + 2 au reprezentarile:

y 1

Se observs ca:
(dy) are m; = tga; = V3,a; =

T
g,nl = 2, (dl) ﬂOy = {Nl},Nl (0,2) .
2
(dg) are ma = tgan = V/3, az :W—g %,ng =2,(d2) N Oy = {Na2},N2(0,2).

Teorema 3. b) Un punct M (z,y) apartine dreptei (d) paralele cu Oy si se intersecteaza cu axa
Oz intr-un punct de abscisd a daca si numai dacad
(6) z=a. (y €R).

. . . s
Observatie. Pentru x = a, se poate conveni ca m =00 si a = —

De exemplu, (d1) x = —3,(d2) = = 0 si (d3) © = 3 au reprezentarile:
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y 4__ y 4 - y 4__
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Se observs cé:

dl) are o = ,(dl)ﬂOy:Q), (dl)ﬂOZL‘:{Ml},Ml (—3,0).
R (dz) N Oy = Oy, (dQ) NOz = {Mg} , Mo (0, 0) .

(
(d2) are aig =
( ,(d3)N Oy =0,(ds) NOx = {Ms}, Ms(3,0).

d3) are az =

N 0| =0 |

Teorema 3. c) Un punct M (z,y) apartine dreptei (d) paralele cu Ox si se intersecteaza cu axa
Oy intr-un punct de ordonatd b daca si numai daca
(7) y=">b. (x €R)
Observatie. Pentru y = b, se poate conveni ca m =0 gi a = 0.
De exemplu, (d1) y = —4,(d2) y =0 si (d3) y = 4 au reprezentdrile:

Yout Yout Yo
2T 2T 2T
: : : : ' ' : ' : : : :
4 2 2 4 4 2 | 2 a4 4 2 2 4
X X X
2T 2T 2T
o 4T 4T

Se observa ca:

(dq) are oy =0, (d1) N Oz =0, (d1) N Oy = {N1}, Ny (0,—4).
(dg) are ag = 0, (d2) N Oz = Oz, (d2) N Oy = {Na}, N2 (0,0).
(ds) are ag = 0, (d3) N Oz =0, (d3) N Ox = {N3}, N3 (0,4).

Teorema 4. Fie doud drepte de ecuatii (d1) y = miz + nq si (d2) y = maz + na.
a) dreptele sunt paralele sau coincid dacd si numai dacd my = ma.
b) dreptele sunt perpendiculare daca si numai dacd mq - mg = —1.

Teorema 5. Un punct M (z,y) apartine dreptei (d) ce are panta sau coeficientul unghiular m =
tga,a € ]O, 5 [ U ] g,w[ gi trece prin punctul My (xo,yo)
(8) y—yo=m(x—x0).
Observatie. Fie dreapta (d) 2z + 2y — 3 = 0.
Atunci (d) 2242y —3=0& () y=—2+3=>mg=—1la=nm—

ENE
N
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Dreapta paralela cu (d), ce trece prin My (3,1) este cu mg, = mg = —1 si
(d)y—1=-1-(x—3)

v

-1
Dreapta perpendiculara pe (d), ce trece prin M (3,1) este cu mg, = — = +1 i
mq

(d2) y—1=+41-(z—3)

Teorema 6. Un punct M (7) apartine dreptei (d) ce contine punctul My (7g) si este paraleld cu
vectorul director @ daci si numai daci
9) T =r+au,aeR.
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Teorema 7. Un punct M (z,y) apartine dreptei (d) ce contine punctul My (zg, yo) si este paraleld
= =

cu vectorul director % = my i +mg j dacd si numai daca

T =29+ Q- -my

10 ,a € R.
(10) { Y =1y +a-ms
Daca my # 0, mg # 0, atunci (10) <
(11) y_y():m_:po'
ma my

A ma . <

In acest caz, panta este m = — gi se regéseste (8).
m1

Mai mult, direct (10) <

(12) T—To Y—Y
mi meo

=0.

Teorema 8. Un punct M (7') apartine dreptei (d) ce contine punctele M; (77), Ma (73) distincte
daca gi numai daca
(13) 7T =r+a(rs—71),a€R,
Teorema 9. Un punct M (z,y) apartine dreptei (d) ce contine punctele M (x1,y1), M2 (x2,y2)
distincte daca si numai daca
(14) {$:331+O£(IE2$1)
y=uy1+a(y—y)

Daca x2 # x1, Y2 # y1, atunci (14) <
(15> y_ylzx—fﬁl.

Y2—Y1 X221

,a € R.

In acest caz, panta este m = 270 si se regdsegte (8).
o2 — X1
Mai mult, direct (14) <
(16) T VTN s
T2 —T1 Y2—MU
z y 1
(17) 1 Y1 1 =0.
z2 Y2 1

Teorema 10. Un punct M (z,y) apartine dreptei (d) ce taie axele de coordonate in A (a,0), B (0,0),
cua € R*, b € R* daca si numai daca
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Tz Yy
18 —+==1
1s) — —+3
Exercitiul 14. Si se deduci ecuatia dreptei care trece prin punctele P (1,5), Q (7,—7).
Exercitiul 15. Sa se deseneze ecuatia dreptei care trece prin punctul C (2, 1) si are panta 1.

oy o . . . ™ . o
Exercitiul 16. Sa se scrie ecuatia dreptei cu o = 4 Saren= 0. S& se deseneze.

.l o . . . ™ . o
Exercitiul 17. Sa se scrie ecuatia dreptei cu o = e si are n = 0. S& se deseneze.

.pe o . . . ™ . <
Exercitiul 18. Sa se scrie ecuatia dreptei cu @ = — gi are n = 1. Sa se deseneze.

Exercitiul 19. Sa se se determine pantele dreptelor (d;) determinata de punctele (1,5),(3,8) si
(d2) determinata de punctele (—4,1),(0,7). S& se stabileascd dacd dreptele sunt paralele, coincid
sau sunt perpendiculare.

Exercitiul 20. S& se se determine pantele dreptelor (d;) determinata de punctele (1,3),(3,1) si
(d2) determinata de punctele (1, —3),(—1,—2). Sa se stabileasca daca dreptele sunt paralele, coin-
cid sau sunt perpendiculare.

Exercitiul 21. Dacd dreapta (d) determinata de punctele (a,5) si (4, 3) este paraleld cu o dreaptd
care are panta 3, si se determine a.

Exercitiul 22. Daca dreapta (d) determinatd de punctele (a,5) si (4,3) este perpendiculara pe o
dreapta care are panta 3, sa se determine a.

Exercitiul 23. Si se determine a si b dacd dreapta care trece prin punctele (a, 1) si (0,b) coincide
cu cu dreapta ce trece prin punctele (1,4) si (2,-3).

Exercitiul 24.S3 se determine a si b dacd dreapta care trece prin punctele (a,4) si (3,7) este
paraleld cu cu dreapta ce trece prin punctele (b, —1) si (5,1).

Exercitiul 25. Sd se determine o relatie intre a si b dacd dreapta care trece prin punctele (—2,4)
si (1,b) este perpendiculara pe dreapta ce trece prin punctele (—2,4) si (a,2).

Exercitiul 26. S& se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A (—2,3) si are panta 2. Si se
deseneze dreapta.

Exercitiul 27. S& se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A (3, —2) si care este perpendic-
ulard pe axa Ox. Sa se deseneze dreapta.

Exercitiul 28. Sa se scrie ecuatiile dreptelor: a) paralele, b) perpendiculare pe dreapta 3z+2y—5 =
0 si care trec prin punctul de coordonate (3,1).

Exercitiul 29. Sa se deseneze dreapta 2o — 3y — 6 = 0.

Exercitiul 30. Si se scrie ecuatia redusd a dreptei 3y — v/3x + 6 = 0, si se stabileascd unghiul
format de dreapta cu axa Oz, sd se deseneze dreapta.

Exercitiul 31. Care din punctele (2,3),(—1,5),(6,0),(0,4) se gisesc pe dreapta 3x+4y—18 = 07
Exercitiul 32. Sa se stabileasca dacd ecuatiile bx — Ty + 8 = 0 gi 21y = 24 4 15z reprezinta aceeasi
dreapta.

Exercitiul 33. Sa se scrie expresia analitica a vectorului determinat de punctele (3,-2)si (—1,5).
Exercitiul 37. Sa se determme versorul corespunzator vectorului @ = 37 — j

Exercitiul 38. Fie @ =37 —2] si =7 —|—5j . Sd se calculeze @ + b, —?, 27—?,
|

avand punctul initial in (1,1).

—
— . V) . A . . . . . .
a+ b H si sa se reprezinte in plan vectorii reprezentanti ai vectorilor determinati

.ps o . . = G o — P
Exercitiul 39. Sa se determine coordonatele punctului A a vectorului AB € @ ,dacd @ =41 —2j
si B(—2,1).

- = — — —
Exercitiul 40. Sa se determine cosinusul unghlulul dintre vectorii @ =347 — j si b =— 1 +5

—

Exercitiul 41. Daca ||| = 10, | V'] = 6,<(w, v') = 60°, s se calculeze u - .
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oy JU— - - .7 -

Exercitiul 42. Dacda @ = ¢ +2j si b =x 1 —
Exercitiul 43. Si se stabileasci dac# vectorii @ = 2
Exercitiul 44. Si se stabileasci daci vectorii @ =
Exercitiul 45. Sa se calculeze lungimea proiectiei Vectorulul =
Sa se deseneze reprezentanti ai ceilor doi vectori gi vectorul proiectie p pry
in origine.
Exercitiul 46. Si se determine distanta de la punctul (1,4) la dreapta 3z — 5y + 2 = 0.
Exercitiul 47. Pentru ce valori ale lui m dreapta y — 1 = m (x 4 3) este la distanta 3 de origine.
Exercitiul 48. Sa se determine distanta dintre dreptele 2z — 5y — 10 = 0 si 2z — 5y + 4 = 0.
Exercitiul 49. Si se determine ecuatia dreptei bisectoare a unghiului dintre dreptele 3z —4y—3 =0
sibr+ 12y +1=0.
Exercitiul 50. Si se scrie ecuatia dreptei dacd se cunosc punctul A(—1,2) situat pe dreptd si:

a) vectorul director @ = 27 — 7;

b) punctul B(2,0) al dreptel

c) vectorul normal 7 = K +67;

d) panta m = 5.
Exercitiul 51. Sa se determine punctul de intersectie al dreptelor x —y —2=0six+y — 6 =0.
Exercitiul 52. S& se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(3,—5) si are vectorul director
T =47 +57.
Exercitiul 53. Sa se afle coordonatele punctului C; simetric punctului C(2,4) fata de dreapta

(d):x—y—2=0.
Exercitiul 54. S3 se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctul A(2,5) si este egal departata de
punctele B(—1,2) si C(5,4).



