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SEMINAR NR. 12, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analitica
10. PLANUL SI DREAPTA iIN SPATIU, IN R3/V;
Ecuatii ale unui plan in R3/V;

. - = —
Fie R = (O, 1,7, k:) un reper ortonormat in Vs.

Teorema 1. Un punct M (7°) apartine planului (7) ce contine punctul My (7o) si este perpendic-
—

ular pe vectorul normal N daca si numai daca

(1) <ﬁ,? - ﬁ> —0.

-
N

Teorema 2. Un punct M (z,y, z) apartine planului (7) ce contine punctul My (zo, yo, 20) si este
perpendicular pe vectorul normal N = A i + 37 + C’? daca si numai daca

(2)  A(—=z0)+B{y—yo)+C(x—2)=0

sau, notand D = — (Azg + Byo + Czp), daca si numai daca

(3) Az +By+Cz+ D =0.

Teorema 3. Un punct M (7°) apartine planului (7) ce contine punctul My (7g), si doi vectori
— — .. . — — Y S : X

u, v necoliniari (cu v x v # 0) dacd si numai dacd

4  (u, 7,7 —7g)) =0.

Teorema 4. Un punct M (7°) apartine planului () ce contine punctele My (77), Ma (73), M3 (73)
necoliniare daca si numai daca
(5) (7 =7, 7,73 —71)) =0.
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Teorema 5. Un punct M (z,y, z) apartine planului () ce contine punctele My (z1,y1, 21), M2 (22, y2, 22),
M3 (x3,ys, 23) necoliniare daca si numai daca

r—r1 Y-y z2—z2
(6) T2—T1 Yo~ z22-—2n |=0&
T3 —T1 Y3 — Y1 23— 21
z vy =z 1
1 y1 21 1
@ o y2 2 1| 0
x3 ys z3 1

Ecuatii ale unei drepte in R3/V3
. - = —
Fie R = (O, 1,7, k:) un reper ortonormat in Vs.

Teorema 1°. Un punct M (7°) apartine dreptei (d) ce contine punctul M (7g) si este paraleld cu
vectorul director @ daci si numai dacs

1) (FT-m)xu=0%s
2) T =rt+au,acR.

0]

Teorema 2’. Un punct M (z,y,z) apartine dreptei (d) ce contine punctul My (xg,yo,20) si este
— —

paraleld cu vectorul director @ =14 +m j +nk dacd si numai dacs

T =x9+ al
(3" y=1yo+am ,acR.

Z =20+ an
Dacd I # 0, m # 0, m # 0 atunci (3') &
(4/) x_x():y_y():z_z()'

m n

Teorema 3°. Un punct M (7°) apartine dreptei (d) ce contine punctele M (77), Ma (72) distincte
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daca si numai daca

5) (F-m)x(m-m=0«
) T=r4a(m-7),ack

5

o

Teorema 4°’. Un punct M (x,y, z) apartine dreptei (d) ce contine punctele My (21, y1, 21), M2 (2, Y2, 22)
distincte daca si numai daca
x=x1+ a(re — 1)
(7) y=yt+a(y—y) aeR
z=z1+a(z2— 21)
Daci z3 # x1, Y2 # Y1, 22 # 21 atunci (7') &
(8’) r—x1 Y-y 22—z

T2 — X1 Y2~y 29— 21
Teorema 5°. Un punct M (z,y, z) apartine dreptei (d) ce se obtine din intersectia planului (1) de

ecuatie generald Ajx+ B1y+Ciz+ D1 = 0 cu planul (72) de ecuatie generald Asx+ Bay+Caz+ Do =
0 (plane neparalele) daca si numai daca
(9,) { Ax+Biy+Ciz+ D1 =0

Aox + Boy + Coz + Dy = 0.

Exercitiul 1. Sa se scrie ecuatia planului (7) care trece prin origine si este perpendicular pe planele
(m):2x—y+32—1=0
(mo) tx+2y+2=0.
S4 se determine masura unghiului format de (1) si (72) .
Rezolvare.
eSe stie O (0,0,0) € (7). Pentru a aplica Teorema 2, se cautd N = Ai + B j + Ck un vector
normal la planul (7) astfel incat

(m) L (m1) N LN
hm¢m>®{ﬁLE

H H . . .
unde N7, Ny sunt vectori normali la (71) , (72) respectiv.
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2 32—1=0 Ny=27 -5 +3%
Se;:tie{ (m): 2z —y+3z-1= =¢ 1 _,>Z 7i,>+_>
(m2) rx+2y+2=0. No=1i +25 + k
modul 1
- — 7
NL1N o) (VN =0 {2A—B+3C:() 2*15010‘
— — =z
N L Ny N.No) =0 A+2B+C=0 Ot cR
— B — — A
Atunci N = %a( Ti 4+ g +5k) ,a € R* sunt toti vectorii normali la planul (7). In particular,
pentru o = 5, N = 774—74—5? este un vector normal la planul (7).
modul 2
- - -
ﬁ_L]Vl) — = — . t J k . -  — —\
A :>N:a<N1><N2):a 2 1 3 :a<—7i+j+5k>,aE]R*
N 1 No 1 9 1
A ~ — —_ = —
sunt toti vectorii normali la planul (7). In particular, pentru @ =1, N = =74 + j + 5k este un

vector normal la planul (7).
Se inlocuiegte in Teorema 2, in relatia (2) =
(m): =7(x-0)+1(y—0)+5(2—-0)=0<
(m) : =7z + y + 5z = 0 este ecuatia generald a planului.
Era previzibil @2: 0, deoarece O (0,0,0) € ().

°((sz)) = (ﬁ,ﬁg}) —
(7.7

R

—

cos ((m1) , (m2)) = cos (]ﬁ>

+(—1).2+3
¢22 132 VBT fW

Exercitiul 2. Pentru ce valoare a lui p € R, dreapta
() { 3x—2y+2+3=0
dr —3y+2+1=0
este paraleld cu planul (7) : 22 —y + pz — 2 =07
Rezolvare.

— - = —

Cum (7): 2z —y+pz—2=0= N =214 — j +pk este un vector normal la planul (7).
— — — —
32 —2y+2z+3=0 (7))~ N1 =37 —2j +1k
— — = =
4z —3y+z+1=0 (m3)~No=4i —3j + k

- = =

Cum (d) = (m1) N (m2) :

T 7 k _ _
ﬂ):]vl)x]@): 3 -2 1 |= 21 (e 51 74— 3 2 kz?—i—?—keste
4 - -3 1 4 1 4 -3

un vector director al dreptei (d).
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—

Atunci () || (d)@NJ_U(:)<ﬁ,U>:0©2-1+(—1)-1+p'(—1)20<:>p:1.

Exercitiul 3. Se considera punctul My (1, —1,3) si dreptele

S x+2-3=0 z—2z—1=0
(dl)'{y—Sz =0 i (da) : {y—|—2z—3_0
Sa se determine ecuagla planului (7) care trece prin My si este paralel cu dreptele (dy) si (d2).
Rezolvare.

Se gtie My (1,—1,3) € (7). Pentru a aplica Teorema 2, se cauta N =A% + 37 +Ck un vector
normal la planul (7) astfel incat
—
(@l [Nom
() || (d2) N L
unde u7, uz sunt vectori directori pentru (dy), (d2) respectiv.

lx4+0y+2—3=0 (W)WN—l'—l—()'—{—lk:
z+0y+ 2z = i J
(1) (1): h L

0r+1y—32—1=0 (WQ)WNQ_OZ +17 —3%
77
— = ¢ 0 1 1 1 10
ui=N{xNy=|1 0 1 2'1 _3'_'>—‘0 '—'> ‘0 1‘?:—?+37+?e8te
0 1 -3

un vector director al dreptei (dy) .

Cum(d2>:(7r%)ﬁ(7r%); 11’+0y_2—1:0 (7T2)'\/~>N1—12 +0]—1]{3
Ox +1y+22—-3=0 (WQ)WNQ—OZ —|—1j +o%

T 7 %
= = | 0 -1 1 -1 10| —
W=NIxNi=|1 0 -1 :'1 ) '—') ‘0 ) _>+‘0 1‘k:7—27+/€e8te

0 1 2
un vector director al dreptei (da) .
modul 1
— —
— = —
=
i

Atunci N = a (—5 ) — 27 + ?) o € R* sunt toti vectorii normali la planul (7). In particular,
+

— — — —
pentru a = —1, N =54 +2j — k este un vector normal la planul ().
modul 2
ELE éﬁ:&(mxﬁ):a -1 3 1 :a<5_i>+27 ?),&ER*
NJ_UZ 1 _9 1

. . . . . ~ = — -
sunt toti vectorii normali la planul (7). In particular, pentru @ =1, N =5¢ +2j — k este un

vector normal la planul (7).
Se inlocuiegte in Teorema 2, in relatia (2) =
(m):5(x—-1)+2(y+1)-1(z-3)=0«&
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() : 5z + 2y — z = 0 este ecuatia generald a planului.

Exercitiul 4. S& se determine ecuatia planului (7) care trece prin origine gi contine dreapta

z—1 y 2z-2

@) == =7="1"

Rezolvare.

Se cautd ecuatia planului () cu proprietatea {

Conform Teoremei 2/, relatia (4'), din (d) : =

{ My (1,0,2) € (d) C (r)

w =147 +1j 4+ 1k este un vector director al dreptei (d).

Atunci atat vectorul w, cat si vectorul 7 = OMy = 17 + 07> + 2% sunt in (m). Se observa
0-1
cd 0(0,0,0) ¢ (d), deoarece

1
coordonatele neproportionale).

#* % # 0%, si cd vectorii W si 7g sunt necoliniari (au
Conform relatiei (4) din Teorema 3, un punct M (7), cu 7 = OM =27
planului (7) <

(m) : ((&, 79, T — 70)) = 0 este ecuatia vectoriald a planului<>

1 1 1
(m): 1 0 2 =0«
z—1 y—0 z-2

(m) : 2x — y — z = 0 este ecuatia generald a planului.

Se observa ca D =0< 0 (0,0,0) € (7).

- = .
+vyj + zk apartine

Exercitiul 5. Sa se determine distanta dintre dreptele
z+1 y—2 2z-3 . z—1 y—-1 =z-1
(dy) : — =5 =7 ¢ (da) : = = .

1 1 1
Rezolvare.

z+1 y—-2 2-3

Conform Teoremei 2/, relatia (4), din (d;) : 1 5 1

{ My (=1,2,3) € (di) _

ui=—11 +2j + 1k este un vector director al dreptei (dy).
=1 y—-1 =z-1
111

Conform Teoremei 2/, relatia (4'), din (da2)
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2(1,1,1) € (da)
{ =17 +17 Jj +1 & este un vector director al dreptei (da) .

—_—
Se construieste un "paralelipiped" pe vectorii M Ms, u1, 03, unde

- = - = . 27 o7
Mﬂb:OMy%Mﬁzﬁz+13+M0—(41+23+MJ:22 7 —2%.
2 -1 =2
T oar — — .-
Cum <<M1M2,u1,u2>> =|-1 2 1 = 6 # 0 ="paralelipipedul" este nedegenerat
1 1 1

(dreptele (dy) si (d2) sunt necoplanare, nici nu sunt paralele, nici nu se intersecteazi). Atunci
dist (dz2,d2) este lungimea inaltimii acestui paralelipiped corespunzitoare paralelogramului-baza
construit pe vectorii uj, us =

M1M2,171>7172>>>‘

s )~ 0

-
(3
ur X us = | —1
1

I x Tl = /12 + 22+ (-3) = VIL
. 6] 6
dist (dg,d3) = —= = —.
(2 d2) = A3 = Vi

Exercitiul 6. Se considera punctul M (2,1, —3), dreapta (d) : © — 2 = y = 2z + 1 gi planul
(m):x+2y—32+4=0.
a) Si se determine distantele de la punctul M la planul (1), respectiv la dreapta (d).
b) S& se determine unghiul dintre dreapta si plan.
Rezolvare.

—
J
2
1

Exercitiul 7. Sa se determine coordonatele proiectiei punctului M (4, —3,1) pe planul
(m):z+2y—2—-3=0.
Rezolvare.

Se verificd dacd M € ().
442(-3)—1—-3=0fals= M ¢ (m).
Se construieste o dreapta (d) astfel incat
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Atunci, cum M (4,—3,1) € (d), conform relatiei (4') din Teorema 2’ =
x—4 y—(-3 z—1
@ ==="7 - —1
Pe aceasta dreaptd (d) se construieste M’ = pr(;y M. Se observa ca {M'} = (7) N (d) =
x4+2y—2z—3=0
M:¢ z—-4 y—(-3) z—-1 =M (5-1,0).

1 2 -1

Exercitiul 8. S& se determine coordonatele proiectiei punctului M (4, —3,1) pe dreapta
(d) { z+2y—2—-3=0
"l x—3y+224+3=0.
Rezolvare.

Se verificad dacd M € (d).
4+42(-3)—1-3=0
{ 4-3(-3)+2-1+3=0
Se construieste un plan (7) astfel incat

{ M (4,-3,1) € ()

fals= M ¢ (d).

() L (d). .
Cum () L (d) =un vector N normal la () este tocmai un vector u director pentru (d) =
T
A
~ = - — -
N=uv=|1 2 —-1|=—-1-2j -5k.
1 -3 1

Atunci, cum M (4, —3,1) € (), conform relatiei (2) din Teorema 2 =
(1) : —1(z—4)—2(y—(-3)) = 5(:-1) =0
(m):x+2y+52—-3=0
In acest plan () se construieste M’ = pr(q M. Se observa ca {M'} = (7) N (d) =
T+2y+52-3=0
M:S z+2y—2-3=0 =M (2,%0).
r—3y+224+3=0

Exercitiul 11. Sa se determine coordonatele simetricului originii fata de dreapta
(d)'x—l_y_z—2
111
Rezolvare.
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Se verifica daca O € (d).
0-1 0 0-2
Se construieste un plan (7) astfel incat

{ 0(0,0,0) € ()

Cum (7) L (d) =un vector N normal la (7) este tocmai un vector u director pentru (d) =

Atunci, cum O (0,0,0) € (7), conform relatiei (2) din Teorema 2 =
(m):1(z—=0)+1(y—0)+1(2—0) =0«
(m):x+y+2=0

5 . M'" = pr O

In acest plan (7) se construieste { S = simetricul lui O fata de (d).

Se observd ca {M'} = (m) N (d) =

r+y+z=0
M:¢ z—-1 y 2z-2 =M(0,-1,1).

1 1 1
Deoarece S este si simetricul lui O fatd de M’ =
. To + g
M =g
ynr = @ = 5(0,-2,2).
10) ?k Zs

ZM! =
2



