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SEMINAR NR. 2, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analiticd

1.2. Sisteme de ecuatii liniare

Notatii 1. Fie a;; e K(K=Rsau K=C),Vi =1,m,j =1,nsi b; € K,Vi = 1,m. Un sistem de m ecuatii
liniare cu n necunoscute este de forma

a1 + a12T2... + a1p Ty, = by

a21%1 + a99%s... + a2p Ty, = by

Am1T1 + AmaTs... + GmnTn = by
a;; sunt coeficientii sistemului, b; sunt termendi liberi ai sistemului, x;, j = 1, n sunt necunoscutele sistemului.

aixz a2 ... Qin
a21 a2 a9 . . . ..
A= " € Muxn (K) se numeste matricea coeficientilor (cu m-nr. de linii=nr.
am1l Am2 ... OGmn
de ecuatii gi n-nr. de coloane=nr. de necunoscute).
b1
by . ) oo
B= -se numeste matricea termenilor liberi.
bm
T
X9 . . . .
X = -se numeste matricea necunoscutelor (devine matricea solutie).
In

Atunci A - X = B se numeste forma matriceald a sistemului.
Pentru alte definitii si notatii-vezi curs.

Exercitiul 1. Si se rezolve urmatoarele sisteme si s se interpreteze geometric rezultatul:

r+y=10 T—2y=-3 r+y=3
a){ —z4+y=0 ’b){ 2x — 4y = 8 i ©) 20 +2y=6 '

d) { x;iyg;_—;) R. S = {(z,y) € R?% (z,y) = (3,2)}, drepte concurente.
e) { Zx__Qy ___1 R. S = 0, drepte paralele.
r—2y=3 5

f) 3z —6y =9 R. S = {(x,y) ERYz=2y+ 3} , drepte confundate.

g) { 2 + gy_*71 R. S ={(z,y) € R?%(z,y) = (2,—1)}, drepte concurente.

h) { —2m L 2 1 R. S = 0, drepte paralele.

i) { _r iyg)y___;) R. 5= {(x,y) eR%z = —%y - %} , drepte confundate.
r+y=10

Rezolvare. a) Crdy =0

Este un sistem de 2 ecuatii liniare cu 2 necunoscute, neomogen, cu matricea sistemului

A= ( 1_1 1 ) si matricea termenilor liberi B = ( 100 ) .

{ z+y=10

TIECl S @ =69,
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Sistemul este compatibil (are solutie) unic determinat (unicd solutie), cu multimea solutiilor S =

Interpretare geometrici: Fie xOy un reper ortonormat in plan. Atunci
(di))z+y=10si (d2) —z+y=0
sunt ecuatiile a doud drepte in plan. Sistemul are solutie unicd=

(d1) N (d2) ={(5,5)},

adici cele doud drepte se intersecteazi (sunt concurente) in punctul de coordonate (5,5).

Y 1N
5 ——
10 5 5 10\
X
5+
-10 T

) T —2y=-3
20 —4y =8
Este un sistem de 2 ecuatii liniare cu 2 necunoscute, neomogen, cu matricea sistemului

A= < ; :i ) si matricea termenilor liberi B = ( —83 ) .

{ ;x_—zgiy_:_83|: 5 © { i - ;zy/ _ 23 S B (z,y) care si verifice.
Sistemul este incompatibil (nu are solutii), cu multimea solutiilor S = §.
Interpretare geometrica: Fie xOy un reper ortonormat in plan. Atunci
(d1) x —2y = =3¢ (d2) 20 — 4y = 8
sunt ecuatiile a doud drepte in plan. Sistemul este incompatibil=
(d1) N (d2) =0,
adica cele doud drepte nu se intersecteaza, sunt paralele.

r+y=3
©) { 204+ 2y=6
Este un sistem de 2 ecuatii liniare cu 2 necunoscute, neomogen, cu matricea sistemului

A= ( ; ; ) si matricea termenilor liberi B = ( 2 ) .
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r+y=3

r+y=3

{ 2e+2y=6|:2 <:>{ r+y=3
Sistemul este compatibil (are solutii) nedeterminat (cu o infinitate de solutii, multimea tuturor punctelor de
pe dreapta albastrd trasatd), cu multimea solutiilor

S={(z,y) eR%z+y=3}.
Interpretare geometrica: Fie xOy un reper ortonormat in plan. Atunci

(di)) x+y=3si(d2) 22 +2y=06
sunt ecuatiile a doud drepte in plan. Sistemul este compatibil nedeterminat=-

(di) N (d2) = (d1),
adicd cele doud drepte se intersecteazd dupd (d;), adicd sunt confundate.

= (z+y=23)

Y 10+
— \ ——
10 5 10
X

54

104

Exercitiul 2. Si se rezolve urmaitoarele sisteme liniare si sd se interpreteze geometric rezultatul

r—y—z=-—1 r—y—z=-—1 rT—y—z=2
a)d z—y+z=1 ;b)) z—y+z=1 ;¢) z—y+2=38 ;
r+y+z=1 —r4+y+z2z2=3 r—y—3z=—4
r—2y+z2=4 rT—2y+z=4
d) { 2y—8:=38 i R.S={(2,-4,-2)};e) ¢ 2y—82=38 ; R.S =0;
20 — 3y +42 =0 z—4y+92=0
r—2y+z=4
f) < 2y—82=38 ; R. Sist compatibil nedeterminat.
r—4y+9z2=—4
r—y—z=-—1
Rezolvare. a) { z—y+z=1
z+y+z=1
Este un sistem de 3 ecuatii liniare cu 3 necunoscute, neomogen, cu matricea sistemului
1 -1 -1 -1
A=11 -1 1 si matricea termenilor liberi B = 1
11 1 1
Metoda liceu-schita
1 -1 -1
detA=|1 -1 1 = —4 # (0 =sistem compatibil unic determinat
1 1 1
-1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
A=|1 -1 1 =0;A0=|1 1 1 =0;A3=|1 -1 1 = —4.
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Un determinant cu 2 linii (coloane) egale (proportionale) este nul.
Ay Ay Az
T detA =0y = detA =0 “ 7 detA =1

Deci (z,y,2) = (0,0,1) este unica solutie.
Metoda Gauss:
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Etapa 1. Se transforma sistemul initial intr-un sistem echivalent, de forma superior triunghiulara, efectuand
transformdiri elementare asupra liniilor matricei extinse (adundri de linii, inmultirea unei linii cu un scalar
nenul, permutéri de linii), dupd algoritmul:
pasul 1. Se pastreaza prima linie a matricei extinse si se face zero pe prima coloand, sub diagonala principala
a matricei A ;
pasul 2. Se pastreazd prima si a doua linie gi se face zero pe a doua coloand, sub diagonala principala a
matricei de la pasul 1 ;

s.a.m.d.
Daca la unul din pasi, la intersectia dintre diagonala principald a primului bloc gi linia corespunzitoare
pasului apare elementul 0, atunci se introduce un pas intermediar, in care se permuta intre ele linia cu
elementul 0 cu o linie situatd sub ea.

Mentionam ci A; ~ Ay va insemna cd matricele A; gi As vor genera sisteme de ecuatii liniare echivalente.

-1 -1 | -1 X 1 -1 -1 ] -1 o 1 -1 -1 | -1
1 _1 1 1 p(fl\f 0 @ 2 2 p(lS zn,eNrme Leanr 0 2 2
11 1 1 0 2 2 2 hL 00 2 2
—_— |~ l
M 5 =i+l 13
—l +15 2
pas2

nu este necesar
Etapa 2. S-a obtinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel initial

r—y—z=-1

20+22=2 1
22 =2
z=0
Se rezolva recursiv sistemul anterior= ¢ y =0
z=1

Deci (z,y,2) = (0,0,1) este unica solutie.
Metoda Gauss cu matrice esalon-varianta 1
Valoarea unui determinant nu se schimba daca la elementele unei linii adundm combinatii liniare formate cu
elementele altor linii. In unele probleme cu matrice e necesars aplicarea de transformari elementare asupra
matricei pentru aducerea ei la o form& superior triunghiulard, incat in pasii intermediari sd se pastreze de-
terminantul. Metoda Gauss se poate folosi cu modificarea de mai jos:
Etapa 1. Se transforma sistemul initial intr-un sistem echivalent, de forma superior triunghiulara cu coefi-
cienti 1 pe diagonald, efectudnd transformdri elementare asupra liniilor matricei extinse (adungri de linii,
inmultirea unei linii cu un scalar nenul, permutéri de linii), dupa algoritmul:
pasul 1,,. Se face 1 la intersectia dintre prima linie a matricei (A| B) cu prima coloani.
pasul 1. Se pastreaza prima linie a matricei de la pasul 1 si se face zero pe prima coloand, sub diagonala
principala a primului bloc;
pasul 2,. Se face 1 la intersectia dintre a doua linie a matricei de la pasul 1 cu a doua coloana.
pasul 2. Se pistreaza prima si a doua linie gi se face zero pe a doua coloand, sub diagonala principald a
matricei de la pasul 2, ;
pasul 3,. Se face 1 la intersectia dintre a treia linie a matricei de la pasul 2 cu a treia coloana.

g.a.m.d. (dacd matricea este de ordin mai mare decat 3).
Daca la unul din pasi, la intersectia dintre diagonala principald a primului bloc si linia corespunzitoare
pasului apare elementul 0, atunci se introduce un pas intermediar, in care se permuta intre ele linia cu
elementul 0 cu o linie situatd sub ea.

Mentionam cd Ay ~ A, va insemna cd matricele A; gi As vor genera sisteme de ecuatii liniare echivalente.

-1 -1 | -1 ) 1 -1 -1 | -1 ‘ _
1 -1 1 1 ;Dari P p(fl{,ﬂ 0 0 9 9 pas znteNrmedzar
1 1 1 1 nu e necesar ll 0 2 2 2 ll

—ly + 1y I3

1+ 13 lo
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1 -1 -1 | -1 , Lo (1 -1 -1 ] -1
02 2 9 pegs vt g1 1 1
0 O 2 2 nu e necesar fl O O 1 1

by

ilz

503

Etapa 2. S-a obtinut sistemul superior triunghiular cu 1 pe diagonald echivalent cu cel initial
r—y—z=-1

y+z=17
z=1
z=0
Se rezolva recursiv sistemul anterior ¢ y =0 1
z=1

Metoda Gauss cu matrice esalon-varianta 2-Se aplici pentru sisteme Cramer (cu m = n gi matricea
sistemului nesingulard)

Etapa 1. Aceeasi cu Etapa 1 de la Varianta 1.

Etapa 1. Se transforma matricea superior triunghiulard obtinuta la Etapa 1 intr-o matrice diagonala efec-
tuand transformari elementare asupra liniilor dupa algoritmul:

pasul 1’. Se péastreazd ultima linie si se face zero pe ultima coloana a primului bloc, deasupra diagonalei
principale a matricei de la Etapal;

pasul 2. Se pastreaza ultima gi penultima linie si se face zero pe penultima coloana a primului bloc, deasupra
diagonalei principale a matricei de la pasul 1’;

s.a.m.d.
Aici=
1 -1 -1 | -1 , 1 -1 010 , 1000
01 1 1 pagt 01 o0 | P 01010
0 0 1 1 Is+ 1 0 0 1 1 la+ 1 0 0 1 1
—l3 + o lo
ls ls
Etapa 2. S-a obtinut sistemul diagonal cu 1 pe diagonald echivalent cu cel initial
z =0
y=01
z=1

Indiferent de metod4, sistemul este compatibil unic determinat, cu multimea solutiilor S = {(0,0,1)}.
Interpretare geometrica: Fie Oxyz un reper ortonormat in spatiu. Atunci
(m)x—y—z=—-1lgi(m)r—y+z=1si(m)z+y+z=1
sunt ecuatiile a trei plane in spatiu. Sistemul are solutie unica=
(1) 1) (72) 0 (m) = (0,0, 1)}
adicd cele trei plane se intersecteazd in punctul de coordonate (0,0,1).
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r—y—z=-1
b)) z—y+z=1

—zr4+y+z2z2=3
Este un sistem de 3 ecuatii liniare cu trei necunoscute (x,y gi z), neomogen, cu matricea sistemului
1 -1 -1 -1
A=11 -1 1 si matricea termenilor liberi B = 1
-1 1 1 3
Metoda liceu-schita
1 -1 -1
detA=1|1 -1 1 = (0 =-sistem incompatibil sau compatibil nedeterminat
-1 1 1
1 -1 -1 1 -1 -1 | -1
rang | 1 -1 1 =2;rang | 1 -1 1 1 =3
-1 1 1 -1 1 1 3
Cum 2 # 3 Feorema Krngcr_Capdhsistemul este incompatibil.
Metoda Gauss :
Etapa 1.
-1 -1 | -1 1 -1 -1 | -1
1 -1 1 1 pagt 00 2 2 pas?
_1 1 1 3 ll O O 0 2 nu e necesar
=l + 12
Iy +13

Etapa 2. S-a obtinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel initial
r—y—z=-—1
2z = 2 , care este incompatibil.
0=2
Indiferent de metod4, sistemul este incompatibil, cu multimea solutiilor S = §.
Interpretare geometrica: Fie Oxyz un reper ortonormat in spatiu. Atunci
(m)x—y—z=—1gi(m)r—y+z=1si(r3) —z+y+2=3
sunt ecuatiile a trei plane in spatiu. Sistemul nu are solutie=-
(m1) N (m2) N (m3) =0,
adica cele trei plane nu au puncte comune.

r—y—z=2
)y z—y+z=28
r—y—3z=-4
Este un sistem de 3 ecuatii liniare cu trei necunoscute (x,y gi z), neomogen, cu matricea sistemului
1 -1 -1 2
A=11 -1 1 si matricea termenilor liberi B = 8
1 -1 -3 —4
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Metoda liceu-schita

1 -1 -1
detA=|1 -1 1 = (0 =sistem incompatibil sau compatibil nedeterminat
1 -1 -3
1 -1 -1 1 -1 -1 2
rang | 1 -1 1 =2;rang | 1 -1 1 8 =2
1 -1 -3 1 -1 -3 —4
Teorema Kronecker-Capelli . . . .
Cum 2 = 2 = sistemul este compatibil nedeterminat, cu gradul de neterminare 3(nr.

necunoscutelor)—2(rangul comun matricei A si matricei extinse A | B)= 1.
Metoda Gauss:

Etapa 1.
1] -1 -1 ] 2 1 -1 -1 | 2 1 -1 -1 |2
T -1 1 8 et 00 2 6 |~[00 2 |6
1 -1 -3 | 4 l 00 -2 |-6 00 0 0
=l +1s
=l +13
Etapa 2. S-a obtinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel initial
T—y—2z=2 _ rT=5+«
22=6 T = { r-y N T care este compatibil nedeterminat.¢ y=a € R
0z=0 2=3 Z2=3

Indiferent de metod4, sistemul este compatibil nedeterminat, cu multimea solutiilor
S={(z,y,2) € R%(z,y,2) = 6+ aa,3),a € R}.
De ex, « = —1 = (z,y,2) = (4,—1,3) —o solutie
a="T7= (x,y,2) = (12,7,3) — o altd solutie; mai sunt o infinitate, de tipul (5 + a, a, 3) .
Interpretare geometrica: Fie Oxyz un reper ortonormat in spatiu. Atunci
(m)x—y—2z=2gi(m) z—y+2=8si(m3) v —y—3z=—4
sunt ecuatiile a trei plane in spatiu. Sistemul este compatibil nedeterminat=-
(m1) N (m2) N (m3) = {(z,9,2) €R% (z,y,2) = 5+ a,,3),0 € R},
adicd cele trei plane se intersecteazi dupa dreapta de ecuatii carteziene

r=5+4+a
rT—y—z=2 .
sau parametrice Y=« ,a€R
22=26 L —3

Exercitiul 7. S& se rezolve urmatoarele sisteme :

21 + 209 + 313 — 204 = 6 T, 4229 +3x3 — x4 =1

o B . 31 +2x0 +a3—24 =1 T14+ x4+ z3+24=1
) §i1+§;‘ —2§3+gi4:i 7b) 201+ 3x2+ 23+ 24 =1 ;C) 201 — X9 + T3 — x4 = 2
! 2 3 47 201 4+ 220 + 203 — x4 =1 T, — 209 — 214 = —1.

2z = 3wz + w3 + 24 = —8; 521 + BT + 273 = 2;
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x1 + 229+ 3x3 — 224 =6

29@1—362—2903—3334:8

3x1+ 220 —x3+ 224 =4

21’1 — 31‘2 + 2$3 + x4 = *8;

Este un sistem de 4 ecuatii liniare cu 4 necunoscute (1, T2, 3, z4), neomogen, cu matricea sistemului

Rezolvare. a)

1 2 3 =2 6
2 -1 -2 -3 . . . . . 8
A= 3 9 _1 9 si matricea termenilor liberi B = 4
2 -3 2 1 -8
Metoda liceu-schita
1 2 3 -2
2 -1 -2 -3 . o . .
detA = 3 9 1 9 |T 324 £ (0 =sistem compatibil unic determinat
2 =3 2 1
6 2 3 =2 1 6 3 =2
8 -1 -2 -3 2 8 -2 -3
A = 4 9 1 9 |7 324; Ay = 3 4 _1 9 |7 648;
-8 -3 2 1 2 -8 2 1
1 2 6 -2 1 2 3 6
2 -1 8 =3 2 -1 -2 8
Az = 3 9 4 9 | = —324; Ay = 3 9 _1 4 |7 —648.
2 -3 -8 1 2 -3 2 =8
Al Ag Ag A4
— — 1: — — 9. — — —1: — — _9.
17 detA T detA T JetA T detA ’

Deci (z1,x2,x3,24) = (1,2, —1,—2) este unica solutie.

Metoda Gauss:

Etapa 1. Se aduce matricea extinsd a sistemului la form& superior triunghiulard (cu zero sub diagonala

principald), folosind transforméri elementare asupra liniilor:

-2 -3 -2 [ 2 3 -2 |6
1 2 -1 -2 -3 8 p(fzjl
1 3 2 -1 2 4 I
1 2 -3 2 1 -8 .
X , 20 + 1o
A B =3l + 13
=2l + 1y
1 2 3 -2 6
-7 -4 0 |-5 -8 1 —4 pas2
5 0 -4 -10 8 —14 I
5 0o -7 -4 5 —20 Iy
—4ly + 5l3
—Tly + 5ly
1 2 3 —2 6 pas
0 -5 =8 1 —4 intermediar
0 0 |[—18| 36 | —54 .
1
0 O 36 18 72 Iy
(—=1/18) 13

(1/18) 14
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1 2 3 216 1 2 3 -2 6
0 -5 -8 1 | —4 pas3 0 -5 -8 1 | —4
—2 (o o [I] -2 3 N 0 0 1 -2 | 3
1 00 2 1 |4 Iy 00 0 5 |-10
ls
—2l3+ 14

Etapa 2. S-a obtinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel initial

T, 4 229 + 3x3 — 224 =6
—5x9 — 8x3+ 14 = —4
Tr3 — 21?4 =3 T
5:174 =—-10
Se rezolva recursiv sistemul anterior
r1 = ...= 1
To = ... = 2
Ir3 = 3+ 2.’1?4 =-1 T
Ty — -2

Metoda Gauss cu matrice esalon:

2 3 -2 6 1 2 3 -2 ¢
2 -1 -2 -3 | 8 pasl, pas 0 [-5] -8 1 —4 pas2,
3 2 -1 2 4 nu e necesar I 0 —4 -10 8 —14 Lll
2 -3 2 1 | -8 ol 41, \O =T —4 5 |-20) P
=3l + 13 I3
=201 + 14 ly
1 i 3 -2 6
0 I = &% | 3 pas?
0 —4 —10 8 |-14 o
0o -7 -4 5 —20 I
4l + 13
Tlo + 14

Concluzie: Indiferent de metoda, sistemul este compatibil unic determinat, cu multimea solutiilor
S={(1,2,-1,-2)}.
Ty 4+ 2x9 +3x3 — x4 =1
31 +2x9 +a3 —x4 =1
b) 201 +3x2+ 23+ 24 =1
201 4+ 220 + 203 — x4 =1
5xq1 + Hxo + 223 = 2;
Este un sistem de 5 ecuatii liniare cu 4 necunoscute (x1, z3, 23, x4), neomogen, cu matricea sistemului

1 2 3 -1 1
3 21 -1 1
A= 2 3 1 1 si matricea termenilor liberi B = | 1
2 2 2 -1 1
55 2 0 2

Metoda liceu-schita
det A nu are sens si fie calculat!!! (A € Msy4 (R))

1 2 3 -1 1 2 3 -1 |1
3 2 1 -1 3 21 -1 |1
rang| 2 3 1 1 =3;rang| 2 3 1 1 1 |1=3
2 2 2 -1 2 2 2 -1 |1
5 5 2 0 5 5 2 0 2

rang A = rang A = sistemul este compatibil;
nr. necunoscutelor = 4 gi rang A = rang A = 3 = sistemul este compatibil nedeterminat, cu gradul de
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neterminare 4 — 3 = 1 (o necunoscutd secundars).
Metoda Gauss:

Etapa 1.
-5 -2 -2 -3 2 3 -1 |1 12 3 -1 |1
1 3 21 -1 |1 0 |-4] -8 2 | -2
1 2 31 1 |1 rest 0 -1 -5 3 | -1 e~
1 2 2 2 -1 |1 h 0 -2 -4 1 |-1 I
1 5 5 2 0 2 =3l +1p 0 -5 —13 5 -3 la
=201+ 13 —ly + 4l
=201+ 1 —lo 42l
=5l + I3 —bly + 4l5
1 2 3 -1 1 1 2 3 -1 1
0 -4 -8 2 -2 0 4 -8 2 -2
0 0 |-12[ 10 | -2 pas? 0 0 —12 10 | -2
00 0 0 0 I 00 0 0 0
0 0 12 -10 | 2 Iy 00 0 0 |0
ls
ly
I3 + 15
Etapa 2. S-a obtinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel initial
T1 4 2x9 +3x3 — x4 =1
74332 - 81‘3 + 21‘4 =-2 T
—12x3 4+ 10z4 = —2
Se rezlolvg re%ursiv sistemul anterior. Cum
0 2 4 |=1-2-(—6)=—12 # 0, se aleg corespunzitor coloanelor ¢y, cq, c3 ale determinantului
0 0 —6
anterior necunoscutele x1, 3,3 ca necunoscute principale si 4 = a € R ca necunoscuta secundara si se
obtine
1 + 220 + 323 =14+« x1:%(1+5a)
—4x9 — 813 =-2-2x 2o =2z (1—="Ta)
—12x3 =—-2— 10« r= x3=§(1+5a)’aeR'
zs=a€R T4=a
Multimea solutiilor sistemului este
S={zeR'|z=(;(1+5a),5 (1-7a),%(1+5a),a),acR}.
1 t+rot+axz3+r4=1
c) 2r1 — To + T3 — 14 = 2
xr1 — 2{132 — 2334 =—1.
Este un sistem de 3 ecuatii liniare cu 4 necunoscute (x1, z2,x3,x4), neomogen, cu matricea sistemului
1 1 1 1 1
A=1 2 -1 1 -1 | simatricea termenilor liberi B = 2
1 -2 0 -2 -1

Metoda liceu-schita
det A nu are sens s8 fie calculat!!! (A € Msy4 (R))

1 1 1 1 1 1 1 1 1
rang| 2 -1 1 -1 |=2rang| 2 -1 1 -1 2 =3
1 -2 0 -2 1 -2 0 -2 | -1

rang A # rang A = sistemul este incompatibil;
Metoda Gauss (a eliminarii) relaxata:
Etapa 1.
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1 1 1 | 1 11 1 1 |1

2 11 -1 2 past 0 -3 -1 -3 | o0 pas?

1 -2 0 -2 | -1 L 0 -3 -1 -3 | -2 Iy
=201 + 15 lo
=l +13 —la+13

1 1 1 1 1

0 -3 -1 -3 0

o 0 0 0 -2
Etapa 2. S-a obtinut sistemul superior triunghiular echivalent cu cel initial

T +ro+x3+T4=1

—3332—.7}3—333420 T
01’4 =-2

Sistemul anterior este incompatibil. Multimea solutiilor sistemului este S = (.

11

Exercitiul 4. Folosind metoda elimindrii (Gauss), si se rezolve urmitorul sistem si, daci existd, s se

determine inversa matricei sistemului
rT+2y+3z2=14

20 —y+2=3
z+y—2=0.
Rezolvare.
1 g No
-10 -

Fie A € M,, (R). Daca detA # 0 atunci 3A~! € M,, (R) astfel incat

1 2 3
2 -1 1 |=15#0=34"1ec M3(R)
11 -1

Sistemul este un sistem Cramer, cu m = n = 3 gi matricea sistemului nesingulara.
Metoda Gauss cu matrice esalon-Varianta 2.

Etapa 1.

[ 2 3 |10 0 14 o 12 3 |1 0
2 -1 1 [0 10 3 P 0 [-5 -5 | -2 1
1 1 —-11]0 01 0 L 0 -1 -4 | -1 0

—2ly + 1y

A I3 col. term. lib. _ll + l3

_ 1 2 3 1 0 0] 14 5

i 01 1 2 Lol 5 HE

L 00 -3 |3 &+ 1] -9 h

7112 lo

gl2—|—l3 %1[3
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1 2 3 1 0 0 14 , 1 2 0 2 2 % 5
Olig—?los) pegt 0||0§%;}§2
000 |35 5 3|3/ Bth Xo 0o 1|5 5 F/[3
=3+ 12
I3
, 10010 3§ £ 1
rez? 010 |t — 1 2
=2l + 1 001 |5 £ -3 3
lo ~—~
13 I3 A-1 col.solutie
Etapa 2. S-a obtinut sistemul diagonal echivalent cu cel initial
— 1 1
x =1 0 1 1
. o R ¢
y =2 si matricea inversi A=! = | 1 —15 3
z=3 i 1 _1
5 15 3

Exercitiul 5. Folosind metoda elimindrii (Gauss), s& se rezolve urmétorul sistem si, daci existd, s se
determine inversa matricei sistemului. Sa se foloseasca si factorizarea LU.

T —2T9 + 23 =4

21?2 — 8£E3 =8

21’1 - 31’2 + 4%3 = 0.
Rezolvare.a) Este un sistem de 3 ecuatii liniare cu 3 necunoscute, neomogen, cu matricea sistemului

1 -2 1 4
A=1 0 2 —8 | si matricea termenilor liberi B = | 8
2 -3 4 0
Metoda liceu-schita
1 -2 1
detA=1]0 2 —8 | = 12 # 0 =-sistem compatibil unic determinat
2 -3 4
4 -2 1 1 4 1 1 -2 4
Aj=|8 2 -8 |=—-24; A= 0 8 —8|=—-48;A3=|0 2 8 | =—24.
0 -3 4 2 0 4 2 -3 0
Aq Ay , Az

= — = —2' = — = —4 = —
U1 et 12T etA PP detA
Deci (z,y, z) = (-2, —4, —2) este unica solutie.

Metoda liceu pentru A=1. Fie A € M3 (R). Daci detA = 12 # 0 atunci JA~! € M3 (R)

-1 4 5 7

1 -2 1 -z = £

-1 _ _ _i 112 g

A = 0 2 8 = 5 g 3
1

2 3 4 3 T12 &

Sistemul este un sistem Cramer, cu m = n = 3 si matricea sistemului nesingulara.
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Metoda elimindrii (Gauss) .

Etapa 1.
[ -2 1 |10 0 4 o 1
0 2 -8 |0 10 8 Pl 0
2 -3 4 [0 01 0 l 0
~~ 0l + 15
A I3 col. term. lib. _211 + l3
pas2,—2 1 =2 1 1 0 0 4 pas3
~ 0 1 -4 |0 3 0| 4 ~"
h 0 0 6 |—-2 5 1| -12 h
5lo l2
Sy +13 gl
Etapa 1°.
1 -2 1 1 0 0 4 , 1 =2
0 1 4|0 L ol 4 ;’“f} oo ]
0 O =L =L 11 _9 —l3+ 11 N
iz = s wan V00
l3
-4 5 7
P B e
~ 010 |5 3 3 —4
20 + 1 001 |3+ & 3 -2
Iy ~—~—
13 I3 A1 col.solutie
Etapa 2. S-a obtinut sistemul diagonal echivalent cu cel initial
I =-2 _74 %
zy =-4 i matricea inversi A7t = | 2 1
Tr3 — -2 _Tl %21
mod cu factorizare LU
1 -2 1
eA=1[ 0 2 -8
2 -3 4
100 1 -2 1 1 -2 1
LiA=| 0 1 0 0 2 -8 |=10 2 =8
0 0 1 2 -3 4 2 -3 4
1 0 0 1 -2 1 1 =2
Ly(L1A)=1 0 10 0 2 -8 |=|0 2
-2 0 1 ( 2 -3 4 0 1
1 0 0 1 -2 1 1
L3 (Ly(L1A)=1 0 1 0 0 2 -8 ]=|20
0 —3 1 0 1 2 0
1 0 0 1 0 0 100
Lslolqy=( 0 1 0 0 10 0 1 0
0 —3 1 -2 0 1 0 0 1
1 0 o0\ ' 1 00
L=(LsLeLy)) "= 0 1 0 =010
-2 -1 1 2 31
Atunci (L3L2L1) A=U=A=LU
1 0 0 1 -2 1 1 -2
Intr-adevéir, [ 0 1 0 0 2 -8 |=(0 2
2 41 0 0 6 2 -3

O NS~

I eol !
oo‘)_po O

13

1 0 0 4
0 1 0 8
-2 0 1 -8
L2014
91 % 2
12 6 -
=U
0
0 =
1
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eMai mult, rezolvarea sistemului cu ajutorul factorizarii este:
AX =B & (LU)X =B< L(UX) = B, adici
UX=Y,culY =B.

Atunci:
Y1 =4 4
Y2 =38 =Y = 8
201+ 5y2+y3 =0 —12
T —2x9 +x3 =4 -2
2x9 — 8x3 =8 = X = —4

623 = —12 -2

Exercitiul 6. Folosind metoda elimindrii (Gauss), si se rezolve urméitorul sistem gi, daci existd, si se
determine inversa matricei sistemului. Sa se foloseasca si factorizarea LU.

4]}1 + 21‘2 + 14.133 =14

2x1 + 17z9 — bx3 = —101

141’1 - 5.’B2 + 83:173 = 155.
Rezolvare.a) Este un sistem de 3 ecuatii liniare cu trei necunoscute (z1,z2 si £3), neomogen, cu matricea

sistemului
4 2 14 14
A= 2 17 —5 | si matricea termenilor liberi B = | —101
14 -5 83 155
Metoda liceu-schita
4 2 14
detA=1|2 17 —5 | =1600 # 0 =sistem compatibil unic determinat
14 -5 83
14 2 14 4 14 14 4 2 14
A;=| —101 17 =5 |=4800; Ay =| 2 —101 -5 |=-9600; Az=|2 17 —101 |=1600.
155 =5 83 14 155 83 14 -5 155
1 2 3

17 JetA T2 et A R
Deci (z,y, z) = (3,—6,1) este unica solutie.

Metoda liceu pentru A~!. Fie A € M3 (R). Daci detA = 12 # 0 atunci JA~! € M3 (R)

-1 693 59 31

A= 2 1T -5 =| —aw o T
14 -5 83 _4371 i i

200 100 25

Sistemul este un sistem Cramer, cu m = n = 3 si matricea sistemului nesingulara.
Metoda eliminirii (Gauss) TEMA.
mod factorizare LU
4 2 14
eA=| 2 17 -5
14 -5 83
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1 00 4 2 14 4 2 14
LiA=| 32 10 2 1T -5 |=( 0 16 -12
0 01 14 -5 83 14 -5 83
1 0 0 4 2 14 4 2 14
Ly(L1A)=| 0 10 0 16 —12 |=(0 16 -12
=0 1 14 -5 83 0 —12 34
10 0 4 2 14 4 2 14
L3 (Ly(LiA)=11 0 1 0 0 16 —-12 |=|0 16 —-12 | =U
0 2 1 0 —12 34 0 0 25
1 0 0 1 00 1 00 1 00
LsLoLy = 0 1 0)(0 10 210 |= —3%10 =
0 12 1 = 0 1 0 01 -3 2
1 0 o0\ "' 1 0 0
L:(L3L2L1)1:( —1 1 o) =L 1 o0
A s Po_s
8 4 2 4
Atunci (L3L2L1)A:U:>A:LU
1 0 0 4 2 14 4 2 14
Intr-adevar, [ £ 1 0 0 16 —-12 | = 2 17 —5 |!
% -3 0 0 25 14 -5 83

eMai mult, rezolvarea sistemului cu ajutorul factorizarii este:
AX =B & (LU)X =B< L(UX) = B, adica
UX=Y,culY =B.

Atunci:
éyl + 2 =-101 =Y=| -108
U1 — Jy2 +ys3 = 155 25
4.’1}1 + 2:132 + 14.’173 =14 3
1629 — 1223 = —108 = X = —6

2513 = 25 1



