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SEMINAR NR. 3, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analiticd

2. SPATII LINIARE (VECTORIALE)
2.1. Spatii liniare (vectoriale). Definitii. Exemple

Elementele unui spatiu vectorial pot fi modelari matematice ale unor entitati diverse: forte, viteze,
semnale electrice, vectori geometrici, solutii ale unor ecuatii diferentiale s.a.
https://www.3bluelbrown.com/essence-of-linear-algebra-page
Definitie: Fie (K,+,:) un corp comutativ cu elementul unitate notat 1k si elementul nul notat Og. Fie
X # () o multime oarecare. Se numeste spatiu liniar (vectorial) peste K (sau K-spatiu liniar) cvadrupla
ordonatd (X, @, ®,K) unde
O:XxX—=X,V(x,y) €X2(x,y) XDy
este o operatie internd pe X (numitd adunarea vectorilor) si
O:KxX—-XV(,x) e KxX, (a,x) »~»a®x
este o operatie externd pe X indusd de K (numitd inmultirea vectorilor cu scalari), ce verificd axiomele:
a) (X, @) este grup abelian , adici
(GA)V(x,y,2) eX3: (xDy)Dz=xD (y D 2);
(GAy) 30x € X (numit vectorul nul) astfel incat Vx € X : x @ Ox = Ox ® x = x;
(GA3) Vx €X,3(—x) € X (numit opusul vectorului x) astfel incat x & (—x) = (—x) & x = Ox;
(GA) YV (x,y) EX2:xDy =y DX
b) (SL1) V(a,3,x) € K2 xX:a® (BOx) = (a-B)®x;
(SL2) ¥ (a,B,%) € K2 x X : (0 + B) ©0x = (a ©x) & (80 );
(SL3) V(a,x,y) EKxX?:a @ (xBy) = (a0x) & (aOy);
(SLy) VxeX:1lgk Ox =x.
Elementele din K se numesc scalari, iar cele din X se numesc vectori.
Corolar. Fie (X, +,-,K) un spatiu liniar. Atunci
a) Vx € X: OgOx = Ox;
b) Va € K: a®8x = Ox;
c) vx e X: (-1)ox = —x;
d)VaGKxeX.a@x—Gxﬁa:OKsaux:HX;
e) Vo, f e K,x € X\ {0x} : a0x = fOx = a = [;
f) Va e K\ {0k}, (x,y) € X2: a0x = a0y = x =y.

Exercitiul 1. Fie (R, +, -) corpul comutativ al numerelor reale si R} = {x € R;x > 0}. Se definesc operatiile:

@:RY xR, SR,V (x,y) € (RY) ixay=xy

O:RxRL = Ri,V(a,x) ERxRY @ x =x"
Sa se arate ca R’ are o structurd de R-spatiu liniar in raport cu operatiile definite anterior.
Rezolvare. X = R}, K = R. Se observa ca @, ® sunt operatii corect definite. In plus, se verifici axiomele
(GA1) — (SLy).
a) (R%,®) este grup abelian , adica

3

(GANVY(x,y,2) € (R}) : (x@y)@z=(x'y) z=x (v 2) =x& (yD2z);
(GAs) 30r- =1 € R} (este vectorul nul pentru (R%,®)) astfel incat Vx e R% :x-1=1-x=x;
(GA3) Vx e Ry, 3 —x =x"1 € R% (este opusul vectorului x relativ la (R, ®)) astfel incat

x-x1=x1x=1;

2
(GA) VY (x,y) € (R}) :x y=y- x
BYY — B

b) (SLy) V (aﬁ, x) ER2xRy a0 (Box)=X) =X J=(a-8)ox;
(SLy) V(a,B,x) eERZxRY : (a+ ) 0Ox=x>TF =x* xAl= (0O x)® (BOx);
(SLs) ¥ (a x y) eRx (R a0 (xay) =Y =x"y]_ (cox) & (aoy);
(SLy) ¥x € R 1 © x =
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In continuare, se va renota: & =+ gi © = -.

Exemplu de spatiu liniar: Fie (K, +, ) un corp comutativ si (X, +, -, K) un K-spatiu liniar.
({0x},+, -, K) este K-spatiu liniar (vectorial), numit spatiu vectorial nul.

Exemple de spatii liniare standard: Fie (K, +,-) un corp comutativ.
1. (K™, +,-,K) este K-spatiu liniar (vectorial) standard, unde
K'=KxKx..xK={x;x=(21,22,...,4,) ,x; € K,Vi = 1,n} —multime de n—uple.
—_—————

n ori
S-a definit egalitatea a doud n-uple prin
X=y < (1,22, o0y Tn) = (Y1,Y25 s Yn) < [T1 = Y1y ooy Tny = Yn] -
Pe multimea K™ s-au definit operatiile:
(adunarea n-uplelor)
+: K" x K" — Kn,v (Xay) € (Kn)2 ) (xla 7xn) + (ylv 7yn) = (ml + Y1y T+ yn)
(tnmaultirea n-uplelor din K™ cu scalari din campul K)
KXK' =KV (a,x) e Kx K" - (21, .0, Tn) = (@1, .oy ay)
Demonstratie pentrun =3si K=R:
Peste tot la disciplina Geometrie analiticd se vor utiliza notatiile (x,y, z) in locul notatiilor (x1, 2z, x3)
de la algebra liniara.

A4(0.0.4)
1(4.3.4)
(0.3.0)
(@ y
(2.0.0)

Aici se demonstreaza ca (R3, +, -, R) este R-spatiu liniar (vectorial) standard.

K = R-multimea scalarilor (numere reale)

X =R? = {x;x = (21,22, 23) ,7; € R, Vi = 1,3}-multimea vectorilor (triplete)

(adunarea tripletelor)

+:R3 xR - R3,V(x,y) € (R?’)2 (21, 2, 23) + (Y1, y2,y3) = (1 4+ Y1, T2 + Y2, T3 + ¥3).
(tnmultirea tripletelor din R? cu scalari din campul R)

SRR =RV (a,x) e RxR3 - (21,22, 23) = (a1, awa, ax3) .

v v renotat renotat . . N . o .
Se observd c8 @ = +,® = - sunt operatii corect definite. In plus, se verifici axiomele (GA;) —

(SLy).

a) (R3 , +) este grup abelian , adica

(GA) Y (xy,2) € (R): (x+y) +2=x+ (y +2)
Intr-adevir, V (x,y,2) € (R3)3 :

+ in R3
My =(x+y)+z=((z1,22,23) + (1,92, ¥3)) + (21, 22,23) = =
+ in R®
= T1+yL ,T2+Y2,T3+Y3 |+ z1 )22, 23 =
—— ~—~
un x1 in def. + un yi in def. +

({L‘1 + yl) + 21, ($2 + y2) + 23, (‘T3 + y3)par4 de adunare + 23
~——_— ——

prima comp a My par. de triplet
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+in_]R3

M2 =X+ (y +Z) = ($1,$2,$3) + ((y1>?427y3) + (Z1?227Z3))

+in]R3
T1 , T2, T3 | + Y1+21 Y2+ 22,ys + 23 =
~— —

un zp in def. + un yi in def. +

z1+ (Y1 + 21), T2 + (Y2 + 22) , w3 + (y3 + 23)
prima comp a Mo
Se observa ca se verifica M; = My deoarece au componente egale, din asociativitatea adunarii numerelor
reale.
(GA3) 30gs = (0,0,0) € R? (numit vectorul nul) astfel incat Vx € R : x + Ogs = Ops + x = x;
Intr-adevir, 30gs = (0,0,0) € R? a.i. Vx = (z1, 22, 23) € R :
(z1,22,23) +(0,0,0) = (0,0,0) + (21, 22, 23) = (21, 72, 23) &
(x1 4+ 0,22 + 0,23 +0) = (0 + x1,0 + 2,0 + z3) = (21, T2, T3)
se verificd din axioma de existentd a elementului neutru in (R, +).
(GA3) Vx = (21,79,73) € R} 3 —x = (—z1,—22,—23) € R® (numit opusul vectorului x) astfel incat
X+ (—x) = (=x) + x = Opo;
Intr-adevir, Vx = (21,20, 23) € R3, 3 — x = (—21, —22, —x3) € R? a.i.
(z1,22,23) + (=21, —T2, —23) = (—21, —22, —3) + (21,22, 23) = (0,0,0) <
(x1+ (—21), 22+ (—22), 23 + (—23)) = (—21 + 21, —22 + T2, —x3 + x3) = (0,0,0),
se verificd din axioma de existentd a opusului in (R, +).
(GA) V(x,y) € (R i x+y=—y+x.
Intr-adevir, V (x,y) € (Rg)z,
(z1,22,23) + (Y1, 92, ¥3) = (y1,¥2,¥3) + (21,22, 23) &
(1 +y1,22 + Y2, 23 + y3) = (y1 + =1, Y2 + T2,y3 + T3),
se verificd din comutativitatea in (R, +).
b) (SL1) V(a,3,x) ERZxR3: - (B-%x) = (- B) - x;

A

Intr-adevir, V (o, 3,x) € RZ x R3 :
M1 —a- (ﬂ . X) —a- (/B . (:L_17 o, .’Iig)) def. inm._cu scalari a- (ﬁl’l, 61'2, 5‘1‘3) def. nm._cu scalari

= \a (ﬂxl ) & (51'2) y & (5$3)par de inmultire par. de triplet .

def. inm. scalari
M2 = (a ‘intre scalari ﬁ) ‘intre scalar si vector X = (0[5) : ((E1, x2, .’L’g) o et

= ((aB) =1, (af) 2, (aff) z3) .
Se observa ca M; = M5 deoarece au componente egale, din asociativitatea inmultirii numerelor reale.
(SL2) ¥ (e B,%) € R2 x B s (a+ ) - x = (- %) + (B - x);
Intr-adevir, ¥ (a, 8,x) € R2 x R3 :
Ml = (OZ + ﬁ) X = (a Fintre scalari 6) ‘intre scalar si vector X = (a + B) ' (xlv €2, CE3) =
= ((a+B8)z1, (a+ B)x2, (a+ B) x3) .
My =(a %)+ (B-x)=a- (v1,22,23) + B - (z1,22,23) =
— (a1, ams, aws) + (81, Bag, Brg) * “EITV () 4 Bay, awy + Bag, aws + Bas)
Se observa cad M7 = Ms deoarece au componente egale, din distributivitatea inmultirii fatd de adunare
numerelor reale.
(SL3) V(a,x,y) € R x (R3)2 car(xt+y)=(a-x)+ (a-y);
Analog cu (SLs)
(SLy) ¥x €R3: 1g - x = X.
Intr-adevir, Vx € R3
I]R X = 1R . (5131, .%‘2,.1‘3) = (ll‘l, 133‘2, 1333) = ($1,$2,$3) = X.

2. (men (K) 7+adunarca matricelors ‘inm. matr. cu scalaris ]K) este K-Spaﬁiu liniar (vectorial) Standard? unde
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a1 A1n
Mpsn (K) =< A; A = ,ai; EK,Vi=1,m,j=1,n
Gm1 .- Oamn
S-a definit egalitatea a doud matrice A si B prin
A=B< [aij :blj,VZ:m,j :H]
Pe multimea M, «,, (K) s-au definit operatiile:
(adunarea matricelor)
+ : Misn (K) X Mopsn (K) = Mopxn (K),V (A, B) € Mpxn (K) X Mpxn (K),
a1 QA1n b11 bln a1 + b11 a1n + bln
Am1l -~ QAmn b1 .. bmn am1 +bm1 . Amn + bmn
(inmultirea matricelor din M., x, (K) cu scalari din campul K)
KX Mpxn (K) = Maisn (K),V(a, A) € K X Mopxrn (K),
ail A1n aall a1
o- =
A1 e Gmn Q1 e Qlgpp
3. (F(M,X),+,-,K) este K-spatiu liniar (vectorial) standard, dacd (X, +, -, K) este un K-spatiu liniar, unde
F(M,X)={f;f: M —X}.
S-a definit egalitatea a doua functii f si g prin
f=g<[f(x)=g(x),Vz e M|
Pe multimea F (M, X) s-au definit operatiile :
(adunarea functiilor)
+: F(M,X) x F(M,X) - F(MX),V(f,g) e F(M,X) x F(M,X),
f+g: M —Xedatdde (f+g)(z)=f(z)+g(x),Vo e M si
(inmultirea functiilor din F (M, X) cu scalari din campul K)
K x F(M,X) - F(M,X),¥(a,f) e Kx F(M,X),
a-f: M —Xedatd de (a-f) (z) = of (z),Vx € M.
4. a) (K, [t],+,,K) este K-spatiu liniar (vectorial) standard, unde
K, [t] = {p; P=ao+ait+..+a,t", a; e K,Vi= 0,771}
t—nedeterminata polinomului.
S-a definit egalitatea a doua polinoame p si q prin
P=q< [0,0 =bg,...,ap = bn]
Pe multimea K, [t] s-au definit operatiile:
(adunarea polinoamelor)
+ K, [t] x K, [t] = K, [t],V (p,q) € K, [t] x K, [t],
p+a=(ao+bo)+ (a1 +b)t+ ...+ (an+b,)t"si
(inmultirea polinoamelor din K, [t] cu scalari din campul K)
K x Ky [t] — K[t V(e, p) € K x K, [t],
a-p = (aa) + (aar)t + ... + (aa,) t".
b) Analog (KEL [t],+, ~,]K) este K-spatiu liniar (vectorial) standard, unde
KLt ={f: T—-R;f(t) =ao+ait+ ..+ ayt",a; €K, Vi =0,n}.
t—variabila functiei polinomiale.

Exercitiul 2. Si se precizeze care dintre urmstoarele perechi de operatii definesc pe R? o structura de spatiu
liniar real: )
a) +:R* xR? = R%V (x,y) € (R?)" : (21,22) + (y1,¥2) = (x1 + 22,0r)
R XxR?2 - R%2V(a,x) ERXR?: - (71,22) = (ax1, aza) .
2
b) +:R? x R? - R%,V (x,y) € (R?)" : (z1,22) + (y1,%2) = (z1 + y1,01)
R XxR?2 - R2V(a,x) ERXR2: - (71,22) = (ax1, az2);
2
c) +:R?xR? - R2V(x,y) € (R?)": (z1,22) + (y1,92) = (z1 + y1, T2 + ¥2)
G RXxRZ S R2V (a,x) ERXR?: - (w1, 12) = (0, axs) .
Observatie. pentrun =2giK=R:



lect. dr. Gabriela Grosu / Algebra liniard gi Geometrie analiticd 5

Peste tot la disciplina Geometrie analiticd se vor utiliza notatiile (z,y) in locul notatiilor (z1,x2) de la
algebra liniara.

(03’)‘ M(2,3)

(2,0) x

Aici (R27 +, -,R) este R-spatiu liniar (vectorial) standard, cu

K = R-multimea scalarilor (numere reale)

X =R? = {x;x = (21,22) ,%; € R,Vi = 1,2 }-multimea vectorilor (perechi)

(adunarea perechilor)

+:RZ2xR? - R2V(x,y) € (R2)2 (71, m2) + (y1,92) = (21 + Y1, T2 + Y2).

(inmultirea perechilor din R? cu scalari din campul R)

S RxRZ - REV(a,x) ERx R - (21, 22) = (1, o) .

Se observa ci @ "2 +, ® Rt sunt operatii corect definite. In plus, se verifici axiomele (GA;) —
(SL4).
Rezolvare. a) Se verificd axiomele (GA;) — (SL4) si se observa cd + nu e operatie comutativa, adica
J(x,y) € X2 astfel incat

(z1,22) + (y1,92) = (21 + 22,0r) # (Y1 +¥2,0r) = (y1,92) + (71, 22).
De exemplu, pentru x = (2,7) si y = (5,11).

X+y= (2+7,0R) 7é (5+11,0R) =y +X

2.2. Subspatii liniare (vectoriale). Definitii, exemple, operatii

Definitie: Fie (X, 4+, -K) un K-spatiu liniar. Se numeste subspatiu liniar al lui X o submultime V C X ce
satisface axiomele:

() V(x,y) eVZ:ix+yeV;

(i) V(,x) e KxV:a-x€eV.
Observatie. Fie (X, +, -, K) un K-spatiu liniar. Multimile {6x} si X sunt subspatii liniare ale lui X, numite
subspatii improprii. Orice alt subspatiu liniar al lui X se numeste subspatiu propriu.
Teorema. Fie (X, +,,K) un K-spatiu liniar. O submultime V C X,V = () este subspatiu liniar in (X, +, -, K)
daca si numai daca

V(,x,y) EKxV?:(a-x)+yeV.

(chiar V (o, 8,%,y) € K2 x V2 : (o~ x) + (B -y) € V; adica orice combinatie liniars de vectori din V este
un vector din V)
Teoremad. Fie (X, +,,K) un K-spatiu liniar. O submultime V C X,V # () este subspatiu liniar in (X, +, -, K)
dacd si numai dacd (V,+, -, K) este un K-spatiu liniar.
Observatie. Dreptele si planele din spatiu (ca submultimi de puncte-triplete din (R3, +, -,R)) care trec
prin origine (contin (0,0, 0)) sunt subspatii liniare in (R3, +, R) .
Observatie. Fie (X, +,,K) un K-spatiu liniar i Vq, Vs doud subspatii liniare. Se definesc multimile:

ViNnVy={xeX;x €V; si x € Vy}- intersectia a doud subspatii liniare este subspatiu liniar;

ViUV, = {xeX;x €V; saux € Vo}- reuniunea a doud supspatii liniare nu este, in general, spatiu
liniar;

Vi+ Ve ={xeX;Iv; €V gi Ivy € V5 a.i. x = vy + va}- suma a doud subspatii liniare este subspatiu
liniar;

V1 @ Vs se definegte ca multimea Vi + Vs cu proprietatea Vi NV = {6x }- suma directd a doud subspatii
liniare este un subspatiu liniar; descompunerea X = v + Vo este unica.
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Exercitiul 3. Si se precizeze care dintre urmétoarele submultimi ale R sunt subspatii liniare ale (R™, +, -, R)
standard:
a) V={xeR"x=(z1,...,2,),21 = Or};
b) V={xeR"x = (21,...,2n),21 = Ir};
) V={xeR";x=(21,...,%n) , 21 = Ta};
)
)

8

d) V={xeR";x = (x1,....,%,) , 122 = Op } ;
e)V:{XERn;X*(xla“wxn ;1 + .. anOR}v
) V={xeR"x=(x1,....,25),21 = Og,x2 = Or};
g) V={xeR"x=(21,....Tpn),T1 > T2} .
Rezolvare. a) V= {x € R";x = (21, ..., Zs) ,x1 = O}
K = R-multimea scalarilor; X = R™—multimea vectorilor (n—uple);
+, - sunt cele de la exemple de spatii standard.
V C X ca submultime.
Se verifica axiomele:
() V(x,y) eV2:x+yeV.
FieV(X,y)6V2:>[X:(x17...7xn),x1:0R §iy ( Y1, ayn) ylzoR
x4+y=(x14+Y1,,Tn+Yn), 21 +y1 =0r +0r = Og ]:x—i—y ev.
(i) V(e,x) eERxV:a-x€V.
FieV(o,x) ERxV=[a€Rsix=(z1,....2n),21 = Or
[ax = (azy,...,az,) ,az; = a0g = Og] = ax € V.
V e subspatiu liniar al (R, +,-,R).
b) Nu se verificd (i) (z1 +y1 = 1Ig + 1g = 2r # 1g)= V nu e subspatiu liniar al (R™, +,- R).

def. 4+ n—uplelor
] =

def. - cu scalari a n—uplelor
] =

Exercitiul 4. Fie a;; € R,i = 1,m, j = 1,n. Fie sistemul liniar omogen

n —_—
(*) Z Qi T = O,i = l,m.
j=1
S4 se arate cd multimea solutiilor acestui sistem formeaza un subspatiu liniar real al spatiului (R™,+,-,R)

standard.
Rezolvare.

1=1: ZCLUII}J':O

i=1
Jn a112¢1 + a1222 + ... + a1pxy, =0
=2: ) azz; =0 2171 + a22T + ... + A2nTy = 0
(*) & j=1 &
n Am121 + Gm2T2 + oo + ATy = 0
i=m: )y, am;xz; =0
j=1

Se noteazi
V={xeR"x=(x1,....;%p), 21, ..., T, verificd (x) (m relatii-ecuatii intre necunoscute)}.
K = R-multimea scalarilor; X = R”—multimea vectorilor (n—uple);
+, - sunt cele de la exemple de spatii standard.
V C X ca submultime.
Se verificd axiomele:
() V(x,y) eV2:x+yeV.
Fie V (x,y) € V2 =
a1171 + ... + a1,y =0 a11y1 + ... + a1nYn =0
X = (Z1,.0sTp) 4§ - Sy =1, Un)s§ -
Am1T1 + ... + QmnTn = 0. am1Y1 + - + @mnyn = 0.
se aduna ecuatie cu ecuatie cele doud sisteme,

se folosesc proprietati ale adundrii gi inmulgirii numerelor reale
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ain (1 +y1) + o+ a1 (@ +yn) =0
X+y = (xl + Y1, Ty +yn);
am1 (1 +31) + oo + @mn (T +yn) = 0.
=x+yeV.
(ii) V(e,x) ERxV:a-x € V.
Fie V(a,x) e R x V=
[ a11L1 + ... a1y = 0
a€eRgix= (21, Tpn), 4 -
i Am1T1 + ... + amnTy = 0.
se adund inmulteste fiecare ecuatie cu scalarul nenul, se verificd si pentru cel nul,
se folosesc proprietati ale adunérii si inmultirii numerelor reale

a1 (1) + ... + a1y (@z,) =0

ax = (azy, .., qxy),

i am1 (az1) + ... + amp (@z,) = 0.
=axeV.
Observatie. La examen, se poate pastra acelagi enunt pentru sisteme particulare, ca de exemplu:
II}1+21'2+3ZL'3—1'4:O
3x1+2x2+x3 —24 =0
201+ 320 + 23+ 24 =0
(un sistem omogen cu m = 3 ecuatii liniare si n = 4 necunoscute), iar rezolvarea exercitiului poate fi ca
anterior, fard a explicita solutiile sistemului.
x1 + 2094+ 3x3 — 24 =0
Se noteazd V = { x € R x = (21, ..., 24) verificd (x) 3z + 229 +x3—14 =0
201+ 39+ a3+ 24 =0
K = R-multimea scalarilor; X = R*—multimea vectorilor (n—uple);
+, - sunt cele de la exemple de spatii standard.
V C X ca submultime.
Se verifica axiomele:
() V(x,y) eV2:x+yeV.
Fie V (x,y) € V? =

21+ 229+ 323 —24 =0 y1+2y2+3ys —ys =0
X = (xla"'axél)a 3.’E1+2$2+l‘3—$4:0 §1y: (yla"'ayﬁl), 3y1+2y2+y3_y4:0
201 + 3o+ x5 +14 =0 21 +3y2 +ys +ys =0

se adund ecuatie cu ecuatie cele doud sisteme,

se folosesc proprietiti ale adundrii si inmultirii numerelor reale

[ (14 91) +2 (22 +1y2) +3(x3 +y3) — (24 +y4) =0

X+y=(@1+y,Tat+ys),y 3@ +y1)+2(@2+y2)+ (z3+ys) — (24 +ys) =0
2 (21 +y1) +3(x2 +y2) + (w3 +y3) + (x4 +y4) =0

=x+yeV.
(i) V(eyx) eERxV:a-x€V.
Fie V(a,x) e R XV =
[ 1+ 2294+ 3x3 —24 =0
a€Rgix=(21,...,24),8 321 +202+23—24=0
L 2%1+3$2+I3+$4:0
se adund inmulteste fiecare ecuatie cu scalarul nenul, se verificd si pentru cel nul,
se folosesc proprietiti ale adundrii si inmultirii numerelor reale
(axq) + 2 (axe) + 3 (axs) — (axy) =0
ax = (axy,...,axq), {4 3(ax1) + 2 (az2) + (ax3) — (azy) =0
2 (axq) + 3 (axe) + (axs) + (axy) =0

= ax e V.

Exercitiul 5. Fie K un corp comutativ de caracteristicd diferitd de doi (K poate fi considerat R sau C).
Se noteazd cu M (K) multimea matricelor patratice simetrice cu elemente din K gicu M¢ (K) multimea
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matricelor patratice antisimetrice cu elemente din K. S& se arate cd ele sunt subspatii liniare ale lui
M, (K),+,-,K) si c& orice matrice pitraticd se poate descompune in mod unic ca suma dintre doud
matrice, una simetrica si una antisimetrica, adica

M, (K) = M8 (K) + MZ (K), iar descompunerea este unica.
(sau M,, (K) = M2 (K) & M2 (K)-suma directd)

Rezolvare Fie

M (K)={A eM,(K);AT =A} =
:{AE./\/I,,(]K);A:(aij)z Tom > @i = i, Vi = ,n,jzl,n},
j=1n
M2 (K)={AeM,K);A :—A}:

A e My, (K); A = (a45);—17 a0 = —ai;,Vi=1,n,j = 17”} :
i=1,n

oSe aratd cd M2 (K) este subspatiu liniar al lui (M,, (K),+,-,K). Se verifici axiomele:
(i) V(A,B) € (M: (K))*: A+ B e M (K).

Fie V(A,B) € (M:(K))? = [AT=AsiB” =B] = [(A+B) =AT+B” = A+B]=A+Be¢
(i) V(a,x) e Kx M2 (K): - A € M2 (K).

Fie V (o, x) € K x M3 (K) = [0 e K si AT = A] = [(@A)” = aAT = aA]

= aA € M (K).
oSe aratd cd M (K) este subspatiu liniar al lui (M,, (K),+,-,K). Se verifici axiomele:
(i) V(A,B) € (M2 (K))* : A+ B € M2 (K).

Fie V(A,B) € (M2 (K))* = [AT = —A §i BT = -B] = [(A+B)" = AT + B” = — (A + B)]

= A+BeM?(K).
(i) V(a,x) e Kx M2 (K) : a- A € M2 (K).

Fie V(a,x) e Kx M2 (K) = [0 e K 5i AT = —A] = [(aA)” = aAT = — (@A)

= aA e M (K).
ofie A € M,, (K). Se cautd o matrice A; € M? (K) si o matrice A, € M (K) astfel incat A = A, + A,.
Cum

A=A, +A )" = AT=A,-A,
se obtine

A, =(2) " (A+AT) 5 A, = (2) " (A—AT).
Se observd cd pentru A € M, (K),

A, =(2x)7" (A +AT) € M (K) (deoarece AT = A,) si

A, = (2)" (A —AT) € M2 (K) (deoarece AT = —A,).

Mai mult, descompunerea este unics. in adevar, fie A, € M (K) si A, € M (K) astfel incat A =
;&V + . A Urmand acelasi procedeu ca in paragraful anterior, se obtine

A, =2) " (A+AT)=A,s5iA,=(2) " (A- AT) A,

Se poate demonstra unicitatea si din afirmatia cd unica matrice simultan simetricd si antisimetricd este
matricea nuld. Adica

M, (K) = M2 (K) & M2 (K)-este sumd directd, deoarece

Mo, (K) = M5, (K) + Mg (K) si M, (K) 0 Mg (K) = {0, ) }

Observatie. La examen, poate apidrea un exercitiu de tlpul

FieVlz{AEngg(R);A: 8 8 (C) ,a7b,c€R}§1
0 00

V2:{B€M2X3(R)7B:(p q T)ap7an€R}'

a) Si se arate cd V; gi Vo sunt subspatii liniare ale lui May3 (R).
Ob) Si se arate ci Mays (R) = Vi + Vs si ci descompunerea este unica.
(sau Mays (R) =V, & V).
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8 8 8 >,a,b,c€R}

K = R-multimea scalarilor; X = M3 (R) —multimea vectorilor (matrice);
+, - sunt cele de la exemple de spatii standard.

V1 € X ca submultime.

Se verifica axiomele:

(l) V(Al,AQ) € V% A+ Ay eV

. 2 _ ai b1 C1 . _ a9 b2 C2 def. + matricelor
FleV(Al,Ag)Evlé[A1—< 0 0 0 )§1A2—( 0 0 0 ):| =

ar +az b +by cl+02>:>A1+A2€V1

Rezolvare. V; = {A € Mayxs (R); A = (

A+ Ax= 0 0 0
(ll)V(OL,Al) ERxVi:a-A; €V,

Fie V (@, A1) € R x Vi = [a € RsiA; = ( “oha )] el e senlzg w madielor

0 0 0
V1 este subspatiu liniar al (Msyxs (R),+,-,R).
Analog V5 este subspatiu liniar al (Maxs (R),+,,R).

alAq = ( aayaby - ac ) = alA; € V.

Exercitiul 6. Fie (F ([a,b],R),+,+,R) spatiul liniar real al functiilor f : [a,b] — R. Care din multimile de
mai jos au o structura de subspatiu liniar al spatiului dat:
a) multimea functiilor marginite pe [a, b);
b) multimea functiilor pozitive pe [a, b];
¢) multimea functiilor cu proprietatea f (a) = 0;
d) multimea functiilor cu proprietatea f (a) = 1;
e) multimea functiilor monoton crescitoare pe [a, bl;
f) multimea functiilor monotone pe [a, b];
g) multimea functiilor continue pe [a, b].
Rezolvare. a) Se reaminteste cd functia f : [a,b] — R este marginita pe [a,b] dacd IM > 0 astfel incat
If (x)] < M,Vx € [a,b].
Se noteazd V = {f € F ([a,b],R) ; £ e marginitd pe [a,b]}.
Ardtdm ca V este subspatiu liniar al lui (F ([a,b],R),+,,R). Se verificd axiomele:
() V(f,g)eVZ:f+geV.
Fie V (f,g) € V2 =
[3M; > 0 astfel incat |f (z)] < My, Vx € [a,b] si IMy > 0 astfel incat |g (v)| < Ma,Vx € [a,b]] =
[3M = My + M3 > 0 astfel incat
(f+8)(2)| = |f (z) + g (@) < |f ()] + g (@) < M+ My = M,z € [a,0]] = f+ g€ V.
(i) V(o,f) e Rx V:a-f € V.
FieV(a,f) e RXxV =
[ € R gi IM > 0 astfel incat |f (x)| < My,Vz € [a,b]] =
[ € Rsi M’ = || M > 0 astfel incat
[(af) (z)| = |a-f(z)| = |a| |f (z)] < |a| M,z € [a,b]] = af € V.

2.3. Dependenta si independenta liniara pentru un sistem de vectori

Definitie: Fie (X, +,-,K) este un K-spatiu liniar gi S = (vy,...,v,) C X (notatie: () = {} +ordine) un
sistem de vectori din X.
a) S se numegte sistem de vectori liniar dependent (vy, ..., vy, sunt vectori liniar dependenti) dacd 3 (A1, ..., \,) €
K™\ {0k~ } astfel incat

A1vy + ... + A\, v, = Ox-relatie de dependenta liniara.
b) S se numesgte sistem de vectori liniar independent (v1, ..., v, sunt vectori liniar independenti) daci
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AMVi+ o+ A v, = 0x = (A1, ..., A) = Ok ca si unicd solutie.
Teoremad. Fie (X, +, -, K) este un K-spatiu liniar ¢i S = (v1, ..., v5,) € X un sistem de vectori din X. Conditia
necesara si suficientd ca S s fie liniar dependent este ca cel putin unul din vectori sd se poata exprima ca o
combinatie liniara de ceilalti vectori.

Exercitiul 7. Sa se studieze dependenta sau independenta liniard pentru sistemele de vectori din spatiile
liniare specificate:
a) ((27 33 71) ) (07 72’ 1) ) (71, 717 71)) in (Rg’ +5 R)v
Rezolvare. X = R3-multimea vectorilor; K = R-multimea scalarilor.
S=(v1=(23,-1),va =(0,-2,1), vy = (—1,—1,—1))-sistemul de vectori pentru care se studiaza liniar
dependenta/ independenta.
Se cauti (Ai, A2, A\3) € R? (numdrul de scalari A = numairul de vector din S, indiferent din ce spatiu sunt
vectorii) astfel incat
A1V1 4+ Aove + Ag3vy = OX:]R?’ <~
A1(2,3,-1) 4+ X2 (0,—2,1) + A5 (—1,-1,—-1) = (0,0,0) &
(2)\1, 31, —1/\1) + (O)\Q, —2\o, 1)\2) + (—1)\37 —1As, —1)\3) = (0, 0, 0) =4
(2)\1 4+ 03 — A3,3A1 — 2X0 — A3, — A1 + Ao — )\3) = (0, 0,0) =
22014+ 0X2 — A3 =0
3\ —2X2—A3=0
A +A—A3=0
Ultimul sistem este un sistem liniar omogen cu m = 3 ecuatii (cat este dimensiunea lui X) cu n = 3
necunoscute, Ai, A2, Ag(cati vectori contine S), care admite mécar solutia nuld (A1, A2, A3) = (0,0,0). Se
studiaza dacd admite si alte solutii.
modul 1: (liceu) Se calculeazi:

2 0 -1
detA=] 3 -2 —1|=05=#0 = sistemul este compatibil unic determinat (sistem Cramer, m =n =
-1 1 -1
r) si admite solutia nuld (A1, A2, A3) = (deAtlA =0, deAfA =0, deAt?’A = 0) drept unica solutie

= V1, Vo, V3 sunt vectori liniar independenti.

2l o -1 1]o0 2 0 -11]o0 2 0 -1
modul 2: (Gauss) [ 3 —2 —1 |0 past 0 -4 1 |o pas? 0 -4 1
-1 1 -110 5} 0 2 -3 10 h 0 0 -5
311 + 21, Iy
l1 + 2l3 lo + 2I3
201+ 02— A3 =0
= —4)s + A3 =0
“A3=0

sistemul este compatibil unic determinat si admite solutia nuld (A1, A2, A3) = (0,0,0) drept unici solutie
= V1, Vg, v3 sunt vectori liniar independent;i.
b) ((2,1,3,1),(1,2,0,1),(-1,1,-3,0)) in (R* +,-,R);
Rezolvare. X = R*—multimea vectorilor; K = R—multimea scalarilor;
S =(vi=(213,1),va =(1,2,0,1),v3 =(—1,1,-3,0)) —sistemul de vectori pentru care se studiaza
dependenta,/ independenta.
Se cautd (A1, A2, A3) € R3 astfel incat
A1Vi + Aovo + A3vy = Ope &
A1(2,1,3,1) 4+ X2 (1,2,0,1) + A3 (—1,1,-3,0) = (0,0,0,0) &
(221, 1M1, 321, 1A1) + (1X2,2X2,0A2, 1A2) + (—1As3, 1A3, —3A3,0A3) = (0,0,0,0) &
(2)\1 4+ Ao — A3, A1+ 2X0 + A3, 301 + 0o — 3A3, A1 + Ao + 0)\3) = (0, 0,0, 0) =4
2M1+ X — A3 =0
AM+2X+ A3 =0
3A1+0X2 —3X3=0
AL+ A2 4+0A3=0

o
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Ultimul sistem este un sistem liniar omogen cu m = 4 ecuatii (cat este dimensiunea lui X) cu n = 3 necunos-
cute A1, A2, Az (cAti vectori sunt in S), care admite m&car solutia nuld (A1, A2, A3) = (0,0,0). Se studiaza
daca admite si alte solutii.

2 1 -1 |0 2 1 -11]o 2 1 -1 |0
, | 12 1 o pasl 0 3 3 |0 pas2 03 3 |0
modul 2: (Gauss) s 0 -3 lo ; 0 =3 -3 |0 ; 00 0 0
1 1 0 |0 1+ 2y 0 1 1 |0 Iy 00 0 |0

=3l + 2l3 lo + 13

—l + 2, —la + 3y

= rang A = 2 < 3 =nr. necunoscutelor=- sistemul este compatibil simplu (n —r = 3 — 2 = 1—gradul de
nedeterminare) nedeterminat gi admite gi alte solutii decat solutia nuld (A1, Mg, A3) = (0,0,0) = vy, va, V3
sunt vectori liniar dependent;i.

Mai mult, din rezolvarea sistemului se poate obtine si o relatie de dependenta liniara intre vectori.

{ 2A+ A2 = A3 =0 T:A = (2) é = 2-3 =6 # 0 =se aleg drept necunoscute principale pe cele

3da+3X3=0
corespunzatoare coloanelor determinantului A1, A2 si se alege A3 necunoscuta secundara=-
)\1 =«
)\2 = —
A3=a€eR

= (A1, A2, A3) = (a, —, ) , @ € R-o infinitate de solutii.
Sunt o infinitate simpla de relatii de dependenta liniara intre vy, va, vs,
avy — avy + avy = Opa, a0 € R.
In particular, pentru a = 1, obtinem o relatie de dependent liniar,
Vi — Vo —|—V3 = 0R4-
c) Analog
cua), ((1,2,2,-1),(4,9,9,—4),(5,8,9,—5)) sunt liniar independenti in (R4, +, ~,R);
cub) ((1,-2,3),(5,6,—1),(3,2,1)) sunt liniar dependenti in (RS, +, ~,R);
d) 8—t+T7t2,2—t+3t%,1+t—t?) in (Ro[t],+, -, R);
Rezolvare. X = Rj [t]-multimea vectorilor (polinoame de grad cel mult 2 in nedeterminata t, avand
coeficienti din R); K = R-multimea scalarilor;
S=(vi=8—t+Tt*vo=2—1+3t%,v3=1+1—1t?).
Se cautd (A1, A2, A\3) € R? astfel incat
A1V] + Agvo + )\3V3 = GRQM <~
M (B=t+Tt) + A2 (2—t+3t2) + A3 (L+t — 1) = Oy, VE &
(8)\1 — M\t + 7)\1t2) + (2)\2 — Aot + 3)\2t2) + (1)\3 + A3t — )\3t2) = ng[t],vt =
(BAL +2X2 +A3) + (A1 = Ao+ A3) t+ (TA1 +3X2 = X3)t2=0-1+0-t+0-t2,Vt &
t9 . A1 +2 o+ 23=0
th: M —X+X3=0
t2: 7)\14—3)\2—)\3:0
Ultimul sistem este un sistem liniar omogen cu m = 3 ecuatii (cat este dimensiunea lui Ry [t]) cu n = 3
necunoscute A1, Ag, Az (cati vectori sunt in S), care admite méacar solutia nuld (A1, A2, A3) = (0,0,0). Se
studiaza daca admite gi alte solutii.
modul 1: (liceu) Se calculeaza

8 2 1
detA=| -1 -1 1 |=0. Se observd ca j;l 31 = —6 # 0 = sistemul este compatibil simplu
7T 3 -1
nedeterminat (n — r = 3 — 2 = l-gradul de nedeterminare) si admite gi alte solutii decat solutia nuld

()\1) )\2, )‘3) = (O? 07 0)

= V1, Vg, V3 sunt vectori liniar dependenti.

Mai mult, din rezolvarea sistemului se poate obtine si o relatie de dependenta liniard intre vectori. Se
alege A3 = 2a € R drept necunoscuta secundara=
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_ )\1:—04
{ 8_)\/1\ +_2§2::§a I I
17 Az = e Xz =2a€R

= (A, A2, A3) = (—a, 3, 20) , 0 € R.

Sunt o infinitate simpla de relatii de dependentd liniara intre vy, va, vs,
—Qavi + 305V2 + 205V3 = O]Rz[t]’ (VRS R.

In particular, pentru o = —1, se obtine o relatie de dependenti liniara,
Vi — 3V2 - 2V3 = o]Rz[t]-

gl 2 1 |o 8 2 1 0 8§ 2 1
modul 2: (Gauss) [ =1 —1 1 |0 past 0 6| 0 pas? 0 -6 9
7 3 —-1|0 l 0 10 —15 |0 h 0 0 0
ll+8l2 12
-7l + 8l3 5l + 33

= rang A = 2 < 3 = sistemul este compatibil simplu nedeterminat si admite i alte solutii decat solutia
nula ()\1, )\27 )\3) = (0, O, 0)

= V1, Vg, V3 sunt vectori liniar dependenti.

Mai mult, din rezolvarea sistemului se poate obtine si o relatie de dependenta liniara intre vectori.

o )\1 = —
2 3 A3 =2a€R

= (Al, )\2, )\3) = (70[, 3017 205) , (v € R.

Sunt o infinitate simpla de relatii de dependenta liniara intre vy, va, vs,
—avy + 3avy + 2avs = Op, ), a € R.

In particular, pentru a = —1, se poate o relatie de dependenti liniars,
Vi — 3V2 — 2V3 = 0R2[t]-

e) <A1:(i :§>,A2:<é _34),A3:<2 " >)in(M2(R),+,-,R);

Rezolvare. X = M5 (R)-multimea vectorilor; K = R-multimea scalarilor.
Fie S = (A17A27A3).
Se cautd (A1, A2, A3) € R? astfel incat
AMAL+ AAs + N3A3 = HMQ(R) =

2 =2 1 —4 0 —4
)\1<4 _6>+)\2<5 3)+)\3(4 8>0M2(R)<:>

20 =2\ 1A —4) 0As  —4X3 00
(4/\1 —6\ >+<5/\2 3\ )*(zu3 83 )‘(o 0><:’
221+ A +0A3 20 —4h—4X3 Y _ (0 O
<4/\1+5>\2+4>\3 6/\1+3)\2+8>\3)_(0 0
2+ X2 +0X3=0
—2M\ — 4 —4X3=0
4M + 05X +4X3 =0
—6A1 +3X2+8X3=0
Ultimul sistem este un sistem liniar omogen cu m = 4 ecuatii (cit este dimensiunea lui M5 (R))
necunoscute Ar, Az, A3 (cAti vectori sunt in S), care admite macar solutia nuld (A1, A2, A3) = (0,0,0). Se
studiaza daca admite gi alte solutii.

=

20 1 0 0 2 1 0 0 2 1 0 0
-2 —4 —4 |0 pasl 0 |[-3 —4 |0 pas2 0 -3 —4 |0
modul 2: (Gauss) ~ . ~
4 5 4 0 A 0 3 4 0 I 0 0 0 0
-6 3 8 0 Iy + 1, 0 6 8 0 I 0o 0 0 0
I3 — 20 I3+ 1o
ly + 301 Iy + 2l

= rang A = 2 < 3 = sistemul este compatibil simplu nedeterminat si admite gi alte solutii decat solutia
nula ()\1, )\27 )\3) = (0, 0, 0)

o
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= V1, Vg, V3 sunt vectori liniar dependenti.
Mai mult, din rezolvarea sistemului se poate obtine si o relatie de dependenta liniara intre vectori.

o )\1:204
SRR e
2 3 A3 =3a€eR

= ()\1, )\2, )\3) = (20&, 740&,304) , o € R.

Sunt o infinitate simpla de relatii de dependenta liniara intre A1, Ao, Ag,
20A1 — daAs + 3aA3 = 0 ,w), a € R.

In particular, pentru a = 1, se obtine o relatie de dependents liniari,
2A1 - 4A2 + 3A3 = OMQ(R)'

Of) Analog cua), f: R =R, f(z) =sinz;9g: R - R,g(z) =cosz;h: R — R, h(z) = zsinx
(f,g,h) este sistem liniar independent in (F (R;R),+,-,R).

Og) Analog cub), f: R = R, f(z) =sin’z;g: R — R,g(z) = cos’z;h: R — R, h(x) = cos 2z
(f, g, h) este sistem liniar dependent in (F (R;R), +,-,R).(cos 2z = cos® z — sin® z).

Exercitiul 8. Se considera vectorii v = (3 +v2,1+ \/ﬁ) €ER? vy = (7, 1+ 2\/§) € R2. S4 se arate cd vy
si vo sunt liniar dependenti dacs se considers R? spatiu liniar peste corpul comutativ R si liniar independenti
daci se considers R? spatiu liniar peste corpul comutativ Q.
Rezolvare. Fie S = (vi = (34+v2,1+v2),v2 = (7,1+2V2)).
eSe studiazd dacd S este sistem liniar dependend de vectori in (X = R?, +,, K = R). Se cautd (A1, A2) € R?
astfel incat
A1V] + Aavy = 0R2 -~
A (B+V2,14+V2) + X (7,1+2V2) =(0,0) &
(34 v2) A+ Tha, (1 +v2) A + (1+2v2) A2) = (0,0,0) <
{ (3+\/§))\1+7)\2=0
(T+V2) A+ (14+2v2) A2 =0
Ultimul sistem este un sistem liniar omogen in necunoscutele A, A, care admite macar solutia nuld (A1, A2) =
(0,0). Se studiazi dacd admite si alte solutii.
modul 1: se calculeazi detA = 3+v2 7 = 0 = sistemul este compatibil simplu nedeterminat si
A 1+v2 1+2V2
admite si alte solutii decat solutia nuld (A1, A2) = (0,0)
= V1, Vo sunt vectori liniar dependenti in (RQ, +, - R).
modul 2: greoi;
Indiferent de mod, se va rezolva sistemul, pentru a obtine o relatie de dependenta liniara.
{ A= _3+7\/§ @
A=« €R.

S-a gisit (A1, A2) = (fﬁa,a) € R? asfel incat

—ﬁavl + avy = Op2,a € R.
In particular, pentru o = 1, se obtine o relatie de dependenti liniara,

*ﬁvl 4+ vy = Op2,a € R.
oSe studiaza dacad S este sistem liniar independent de vectori in (RQ, +, -, Q). Se cauts (A1, A2) € Q? astfel
incat

A1V1 + Aovy = Ope.

7
———=a

3+v2 Se observda c& YAy = a € QF = A\ ¢ Q. Atunci (A1,A2) = (0,0) este

2 = Q.

)\1—
Se gasest
e gaseste { \

unica solutie a sistemului in Q? = sistemul este compatibil unic determinat in Q2 si admite solutia nuls

(A1, A2) = (0,0) drept unicé solutie = vy, vy sunt vectori liniar independenti in (RQ, -+, Q).

Exercitiul 9. Se dau vectorii liniar independenti (u, v, w) in spatiul liniar X peste corpul comuativ R si se
cere:
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a) s se arate cd vectorii u+ v, v+ w, u+ w sunt liniar independenti;
Rezolvare. Fie S = (u+v,v +w,u+ w). Se cautd (A1, A2, A\3) € R? astfel incat
AMu+v)+ A (v4+w)+FA3(ut+w) =0 <
()\1 +0>\2+)\3)u+()\1 + Ao +0)\3)V+ (0)\1 + A +)\3)W = 0x
A +0A+ A3 =0
AMFA+0A3=0
0OAM+X+23=0
Ultimul sistem este un sistem liniar omogen in necunoscutele A1, A2, A3, care admite macar solutia nula
(A1, A2, A3) = (0,0,0). Se studiazd dacd admite i alte solutii.

(u,v,w) sunt liniar independenti
=

in (X,+,-,R)

1 0 1
modul 1: se calculeazd detA =] 1 1 0 | =2 # 0 = sistemul este compatibil unic determinat si admite
0 1 1

solutia nuld (A1, A2, A3) = (0,0,0) drept unici solutie
= u+vVv,v+ w,u+ w sunt vectori liniar independent;i.

] o 1|0 1 0 1 |o 10 1 |0
modul2: | 1 1 0 |0 pagt 0 i -1 |0 ps? 02 —-11/0
0 1 110 L 01 1 |0 Iy 00 —2 10
=l + 15 9
I3 —lo 413

= sistemul este compatibil unic determinat si admite solutia nuld (A1, A2, A3) = (0,0,0) drept unicd solutie
= V1, Vs, Vg sunt vectori liniar independent;i.
b) si se arate c& vectorii u+ v — 3w, u+ 3v — w, v + w sunt liniar dependenti;
Rezolvare. Fie S = (u+v — 3w,u+3v — w,v +w). Se cauti (A1, Aa, A3) € R3 astfel incat
AMu+v=3w)+(u+3v—w)+A3(v+w)=0x <
()\1 +>\2+0)\3)u+()\1 +3>\2+)\3)V+ (—3)\1 —)\2+)\3)W: ax
AM+A4+0A3=0
AMF3A+A3=0
in (X,+,-,R) “3A — Ao+ )\3 -0
Ultimul sistem este un sistem liniar omogen in necunoscutele Aj, A\g, A3, care admite macar solutia nula
(A1, A2, A3) = (0,0,0). Se studiazd dacd admite gi alte solutii.

(u,v,w) sunt 1i1<1:i;u‘ independenti

1 1 0
modul 1: Calculdm detA =| 1 3 1 |=0. Seobserva ca 1 il)) ‘ = 2 # (0 = sistemul este compatibil
-3 -1 1
simplu nedeterminat gi admite si alte solutii decat solutia nuld (A1, A2, A3) = (0,0,0) = vi,va,vs sunt
vectori liniar dependent;i.
1 o1lo 1 1 010 1 1010
modul2: [ T 3 1 |0 st 012 110 ps? 02110
-3 -1 110 h 0 2 110 lh 0000
=l + 1 ly
3l + 13 —ly+13

= rang A = 2 < 3 = sistemul este compatibil simplu nedeterminat si admite i alte solutii decat solutia
nuld ()\1, /\27 )\3) = (0, O, 0)

= V1, Vg, V3 sunt vectori liniar dependenti.

Mai mult, din rezolvarea sistemului se poate obtine si o relatie de dependenta liniara intre vectori.

o /\1:Ol
{)\1+)\2+O>\30 2 e a
2X2+X3=0 A =20 € R

= (Al, )\27 >‘3) = (057 —Q, 20[) € R.

Sunt o infinitate simpla de relatii de dependenta liniara intre vy, va, vs,
a(u+v—-3w)—a(u+3v-—w)+2a(v+w)=0x,ack

In particular, pentru a = 1, se obtine o relatie de dependents liniari,
(u+v-3w)—(u+3v—w)+2(v+w)=0x.
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2.4. Sisteme de generatori intr-un spatiu liniar (vectorial)

Definitie. Fie (X, +,:,K) este un K-spatiu liniar i S = (vy,...,v,) C X (notatie: () = {} +ordine) un
sistem de vectori din X.
a) Un vector v € X este combinatie liniard a sistemului de vectori S dacd

F(A1, e An) €K™ ad. v=Avi+ ..+ Ay
b) Se numegte subspatiu liniar generat de sistemul de vectori S multimea

[S]={veX;T(N\,..., A\n) €K™ al. v=A\vy+...4+ A\, v, } - este subspatiu liniar in (X, +, -, K).
c) Sistemul de vectori S se numegte sistem de generatori pentru X sau S genereazd pe X daca

[S] =X, adicdA Vv € X, (A1,..., ) € K™ ad. v =X Avi+ ... + AV
d) Un K-spatiu liniar X se numeste finit generat dacd pentru X existd un sistem finit de generatori.
Observatie. In (F (R,R),+,-,R), care este R-spatiu liniar (vectorial) standard al functiilor f : R — R se
considerd sistemul de functii:

S = {f17273 R — R, f1 (t) = 1,f2 (t) = t,fg (t) = t2} .

Orice functie polinomiald de grad mai mic sau egal cu 2 poate fi scrisa ca o combinatie liniara de functii
din S, adicd p : R — R; p (t) = agl + ait + aot?.

Dar functia exponentiald f : R — R; f (t) = e’ nu poate fi scrisi ca o combinatie liniara de functii din S.
Observatie. In (R?, +,,R) sistemul de vectori S = (vi = (1,1),va = (2,2)) genereazi dreapta

[S]={(z,y) eR*y =a}.

y 1
2__
4 2 2 4
X

o4

4+
ail a2 o Q1n
Observatie. a) Fie A € M, x, (R), A = a1 Q2 ... Q2n
Am1  Am2 ... Amn

Fie L(A)= (L= (an 0 -~ an),onln={(am @na .. amy ))submultimeadin My (R).

Se poate demonstra ca subspatiul liniilor matricer A, adicd cel generat de vectorii linii, este subspatiu liniar
in (Mlxn (R) N P R) .

a1 ain
Fie C(A) = | ¢ = @21 ety Cp = @2n submulfimea din M,,«1 (R). Se poate demon-
Am1 Amn

stra ca subspatiul coloanelor matricer A, adica cel generat de vectorii coloand, este subspatiu liniar in
(MmX1 (R) 7+ '7R> :
1 2 1 1 5
De exemplu, fie A € M35 (R), A= -2 -4 0 4 -2
1 2 2 4 9
L=(12 1 15),=(-2 —-404 —=2)=(12 24 9)).
[L(A)] ={v €R%v =X + Xl + A3l3} este subspatiu liniar in (M5 (R),+,,R).

—~
Z
I
—~
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1 2 1 1 5
CA)=[c= -2 J,co=| -4 J,ec3=| 0 J,ea=| 4 |,ec5=[ -2
1 2 2 4 9

[C (A)} = {V € R3; v = A1cq + Aaco + Azc3 + Agcq + )\5C5} este subspatiu liniar in (M3><1 (R) , Tty R) .
b) Fie A € My, xn (R),b € M;,x1 (R) . Sistemul AX = b este compatibil dacé si numai dacd b apartine
spatiului generat de coloanele matricei A, b € [C (A)].

Exercitiul 10. a) Fie spatiul liniar (R3 [t],+, -, R). S& se determine care dintre polinoamele ¢ ¢ —1,2t% — 1
apartin subspatiului liniar generat de (t3 —t+1,3t% + 2t, t3). (enunt echivalent: S& se determine care dintre
polinoamele ¢2,¢ — 1,2t% — 1 se pot scrie drept combinatii liniare de vectorii 3 — ¢ + 1, 3t + 2t,13.)
b) Fie spatiul liniar (R?, +,,R). S& se studieze daca vectorul (1,2, —3) este in spatiul generat de vectorii
(13 2, 3) ) (07 71) 3) ) (Oa Oa 6) .
Rezolvare. a) X = Rj [¢]-multimea vectorilor; K = R-multimea scalarilor;
S=(vi=t3—t+1,vy =3t +2t,v3 =t3).
[S} = {V € R3 [t] = ()\1, A9, )\3) eR?ai v= A1Vi + Aovy + )\3V3}
oSe studiaza dacd u; = t? € [S]. Se cautd (A1, A2, A3) € R3 astfel incat
AV1 + Aovo + A3vy = uy &
M (B —t+1)+ 2 B2 +2t) + A3 (%) =2 &
A (A +200) t+ 302+ (M + A3) 13 =12 <

A1 =0

=M1+ 2\ =0
32 =1

A+ A3 =0

Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen in necunoscutele A1, Ao, A3. Se observéa ca este incompatibil =
u; = t2 ¢ [S], adicd u; = t? nu se poate scrie drept combinatie liniara de polinoamele vy =3 —t + 1, vy =
3t2 4 2t, vy = t3.
eSe studiaza dacd us =t — 1 € [S]. Se cauti (A1, Mg, A3) € R? astfel incat
A1V + Aave + Azvs = ug &
M —t+1)+ A (32 +2t) + X3 (83) =t — LVt &
)\1 + (7)\1 —+ 2)\2) t+ 3)\2752 —+ ()\1 —+ )\3) tg =t — 1,Vt =

A1 =-1

—A1 + 2)\s =1
32 =0

AL+ A3 =0

Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen in necunoscutele Aj, Ao, Az. Se observd cd (A1, Ay, A\3) =
(—=1,0,1) este unica solutie, adicd
u; =t—1=—v;+0vy+v3 € [5], adicd uy =t —1 se poate scrie drept combinatie liniard de polinoamele
vi=1t—t—+1,vy=3t242t vy =1t
b) X = R3-multimea vectorilor; K = R-multimea scalarilor;
S=(vi=(1,2,3),va=(0,—1,3),vs = (0,0,6)).
[S} = {V € R3; 3 ()\1, )\2, )\3) eR3ai v= A1V1 + Aava + )\3V3}
oSe studiaza dacd u; = (1,2, —6) € [S]. Se cautd (A1, Aa, A3) € R? astfel incat
AV +Ava + A3vz =u; &
A1 (1,2,3) + A2 (0,—-1,3) + A3 (0,0,6) = (1,2, -3) &
A+ (A 20+ 302+ (M + X)) 2 =12 &

A+ 00X +0A3=1 A =1
2/\1—)\2+0/\3=2 l:> )\220
3A1 +3X2 +6X3 = -3 A3 = —1

Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen in necunoscutele A1, Az, A3. Se observa ca este compatibil =
u; = (1,2,—6) = 1vy + 0ve — 1vz € [5], adicd u; = (1,2, —6) se poate scrie drept combinatie liniars de
vectorii vy, va, vs.



