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SEMINAR NR. 4, REZOLV¼ARI
Algebr¼a liniar¼a şi Geometrie analitic¼a

2:5: Baze într-un spa̧tiu liniar

De�ni̧tie: Fie (X;+; �;K) este un K-spaţiu liniar. Un sistem de vectori B = (v1; :::;vn) � X este
baz¼a în X dac¼a

(i) B este un sistem de vectori liniar independenţi;
(ii) B este sistem de generatori pentru X, [B] = X, adic¼a

8v 2 X;9 (�1; :::; �n) 2 Kn a.î. v = �1v1 + :::+ �nvn:
Dac¼a B este baz¼a în X, scalarii unici �1; :::; �n se numesc coordonatele vectorului v în baza B:

Caracterizare 1: Fie (X;+; �;K) este un K-spaţiu liniar. Un sistem de vectori B = (v1; :::;vn) � X
este baz¼a în X, orice vector din X se scrie în mod unic drept combinaţie liniar¼a de vectori din B,
adic¼a

8v 2 X;9�-unic¼a (�1; :::; �n) 2 Kn a.î. v = �1v1 + :::+ �nvn:
Teorem¼a. Fie (X;+; �;K) este un K-spaţiu liniar şi �e B = (v1; :::;vn) � X o baz¼a în X: Atunci:
a) Orice alt¼a baz¼a din X este format¼a din n vectori.
b) Orice sistem de vectori liniari independenţi format din n vectori este o baz¼a în X:
De�ni̧tie: Fie (X;+; �;K) este un K-spaţiu liniar, X 6= f�Xg. Spunem ca X este �nit dimensional
şi are dimensiunea n 2 N�, ceea ce se noteaz¼a dimKX = n, dac¼a în X exist¼a o baz¼a format¼a din n
vectori. Prin convenţie, dimK f�Xg = 0:
Caracterizare 2: Fie (X;+; �;K) este un K-spaţiu liniar. Un sistem de vectori B = (v1; :::;vn) � X
este baz¼a în X,

(i) dimKX = cardB(= n):
(ii) B este un sistem de vectori liniar independenţi.
https://www.3blue1brown.com/essence-of-linear-algebra-page

Exemple de baze canonice în spa̧tiile liniare standard:
1. Fie (Kn;+; �;K) spaţiu liniar peste K. Atunci

C = (e1 = (1; :::; 0) ; :::; en = (0; :::; 1))
este o baz¼a în Kn, numit¼a baza canonic¼a. dimKKn = n:

Ex: În
�
R3;+; �;R

�
; C = (e1 = (1; 0; 0) ; e2 = (0; 1; 0) ; e3 = (0; 0; 1)) şi

(2; 3; 7) = 2 (1; 0; 0) + 3 (0; 1; 0) + 7 (0; 0; 1) :
2. Fie (Mm�n (K) ;+; �;K) spaţiu liniar peste K. Atunci

C = (E11; :::;Emn)
este o baz¼a înMm�n (K), numit¼a baza canonic¼a. Eij este matricea cu m linii şi n coloane ce are la
interseçtia liniei i cu coloana j elementul 1K iar restul componentelor sunt 0K. dimKMm�n (K) =
mn.

Ex: În (M2�2 (R) ;+; �;R) ; C = (E11;E11;E21;E22) şi�
1 2
7 6

�
= 1

�
1 0
0 0

�
+ 2

�
0 1
0 0

�
+ 7

�
0 0
1 0

�
+ 6

�
0 0
0 1

�
:

3. Fie (F (M;X) ;+; �;K) spaţiu liniar peste K (dac¼a (X;+; �K) este un K-spaţiu liniar). Acest
spaţiu nu este �nit dimensional.
4. Fie (Kn [t] ;+; �;K) spaţiu liniar peste K. Atunci

C = (p0 = 1; :::;pn = t
n)

este o baz¼a în Kn [t], numit¼a baza canonic¼a. dimKKn [t] = n+ 1:
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Ex: În (R3 [t] ;+; �;R) ; C =
�
p0 = 1;p1 = t;p2 = t

2;p3 = t
3
�
şi

5t2 + 11t = 0 � 1 + 11 � t+ 5 � t2 + 0 � t3:

Exerci̧tiul 4: Fie spaţiul liniar
�
R4;+; �;R

�
.

a) S¼a se arate c¼a
B = (v1 = (1; 1; 2; 1) ;v2 = (1;�1; 0; 1) ;v3 = (0; 0;�1; 1) ;v4 = (1; 2; 2; 0))

este o baz¼a în
�
R4;+; �;R

�
.

b) S¼a se determine coordonatele vectorului v = (1; 1; 1; 1) în aceast¼a baz¼a.
Rezolvare. a) modul 1: B este baz¼a în

�
R4;+; �;R

� Caracterizarea 2,
(i) dimRR4| {z }

C=(e1=(1;0;0;0);e2=(0;1;0;0);e3=(0;0;1;0);e4=(0;0;0;1)) în (R4;+;�;R) are 4 vectori

= 4 = cardB| {z }
B are 4 vectori

;

(ii) B este sistem liniar independent de vectori.
mod ii)-1: Direct, calcul¼am determinantul având pe coloane componentele cvadruplelor din B :��������
1 1 0 1
1 �1 0 2
2 0 �1 2
1 1 1 0

��������
dezv dup¼a linia 1

=

= 1�(�1)1+1
������
�1 0 2
0 �1 2
1 1 0

������+1�(�1)1+2
������
1 0 2
2 �1 2
1 1 0

������+0�(�1)1+3
������
1 �1 2
2 0 2
1 1 0

������+1�(�1)1+4
������
1 �1 0
2 0 �1
1 1 1

������ =
= �4 6= 0) v1;v2;v3;v4 sunt vectori liniar independenţi.
mod ii)-2: Detaliat, c¼aut¼am (�1; �2; �3; �4) 2 R4 astfel încât
�1v1 + �2v2 + �3v3 + �4v4 = �R4 ,

�1 (1; 1; 2; 1) + �2 (1;�1; 0; 1) + �3 (0; 0;�1; 1) + �4 (1; 2; 2; 0) = (0; 0; 0; 0),8>><>>:
�1 + �2 + 0�3 + �4 = 0
�1 � �2 + 0�3 + 2�4 = 0
2�1 + 0�2 � 1�3 + 2�4 = 0
�1 + �2 + 1�3 + 0�4 = 0

Ultimul sistem este un sistem liniar omogen în necunoscutele �1; �2; �3; �4, care admite m¼acar
soluţia nul¼a (�1; �2; �3; �4) = (0; 0; 0; 0). Studiem dac¼a admite şi alte soluţii.
�sau calcul¼am detA = �4 6= 0 ) sistemul este compatibil unic determinat şi admite soluţia nul¼a
(�1; �2; �3; �4) = (0; 0; 0; 0) drept unic¼a soluţie ) v1;v2;v3;v4 sunt vectori liniar independenţi.

�sau

0BB@
j1j 1 0 1

1 �1 0 2
2 0 �1 2
1 1 1 0

��������
0
0
0
0

1CCA pas1�
l1

�l1 + l2
�2l1 + l3
�l1 + l4

0BB@
1 1 0 1

0 j�2j 0 1

0 �2 �1 0
0 0 1 �1

��������
0
0
0
0

1CCA pas2�
l1
l2

�l2 + l3
l40BB@

1 1 0 1
0 �2 0 1

0 0 j�1j �1
0 0 1 �1

��������
0
0
0
0

1CCA pas2�
l1
l2
l3

l3 + l4

0BB@
1 1 0 1
0 �2 0 1
0 0 �1 �1
0 0 0 �2

��������
0
0
0
0

1CCA

) sistemul este compatibil unic determinat şi admite soluţia nul¼a (�1; �2; �3; �4) = (0; 0; 0; 0) drept
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unic¼a soluţie ) v1;v2;v3;v4 sunt vectori liniar independenţi.

modul 2
: B este baz¼a în
�
R4;+; �;R

� Caracterizarea 1, 8v 2 R4;9� (�1; �2; �3; �4) 2 R4 a.î. v =
�1v1 + �2v2 + �3v3 + �4v4:

Fie 8v = (x1; x2; x3; x4) 2 R4 dat. C¼aut¼am (�1; �2; �3; �4) 2 R4 a.î.
�1v1 + �2v2 + �3v3 + �4v4 = v,

�1 (1; 1; 2; 1) + �2 (1;�1; 0; 1) + �3 (0; 0;�1; 1) + �4 (1; 2; 2; 0) = (x1; x2; x3; x4),
(�1 � �2 + 0�3 + �4; �1 � �2 + 0�3 + �4; �1 � �2 + 0�3 + �4; �1 � �2 + 0�3 + �4) = (x1; x2; x3; x4),8>><>>:
�1 + �2 + 0�3 + �4 = x1
�1 � �2 + 0�3 + 2�4 = x2
2�1 + 0�2 � 1�3 + 2�4 = x3
�1 + �2 + 1�3 + 0�4 = x4

Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen în necunoscutele �1; �2; �3; �4, cu parametrii x1; x2; x3; x4.
�sau calcul¼am detA = �4 6= 0 ) sistemul este compatibil unic determinat. Se rezolv¼a cu regula
lui Cramer) v se scrie în mod unic drept combinaţie liniar¼a de v1;v2;v3;v4 ) B e baz¼a în�
R4;+; �;R

�
.

�sau

0BB@
j1j 1 0 1

1 �1 0 2
2 0 �1 2
1 1 1 0

��������
x1
x2
x3
x4

1CCA pas1�
l1

�l1 + l2
�2l1 + l3
�l1 + l4

0BB@
1 1 0 1

0 j�2j 0 1

0 �2 �1 0
0 0 1 �1

��������
x1

x2 � x1
x3 � 2x1
x4 � x1

1CCA pas2�
l1
l2

�l2 + l3
l40BB@

1 1 0 1
0 �2 0 1

0 0 j�1j �1
0 0 1 �1

��������
x1

x2 � x1
x3 � x2 � x1
x4 � x1

1CCA pas3�
l1
l2
l3

l3 + l4

0BB@
1 1 0 1
0 �2 0 1
0 0 �1 �1
0 0 0 �2

��������
x1

x2 � x1
x3 � x2 � x1

x4 + x3 � x2 � 2x1

1CCA

) sistemul este compatibil unic determinat ) v se scrie în mod unic drept combinaţie liniar¼a de
v1;v2;v3;v4 ) B e baz¼a în

�
R4;+; �;R

�
.

Mai mult din rezolvarea sistemului obţinem coordonatele vectorului v = (x1; x2; x3; x4) în baza
B. 8>><>>:

�1 + �2 + 0�3 + �4 = x1
�2�2 + 0�3 + �4 = x2 � x1

��3 � �4 = x3 � x2 � x1
�2�4 = x4 + x3 � x2 � 2x1

)

8>><>>:
�1 = �x1 � 1

4x2 +
3
4x3 +

3
4x4

�2 = x1 � 1
4x2 �

1
4x3 �

1
4x4

�3 =
1
2x2 �

1
2x3 +

1
2x4

�4 = x1 +
1
2x2 �

1
2x3 �

1
2x4:

Adic¼a
v =

�
�x1 � 1

4x2 +
3
4x3 +

3
4x4

�
v1 +

�
x1 � 1

4x2 �
1
4x3 �

1
4x4

�
v2+

+
�
1
2x2 �

1
2x3 +

1
2x4

�
v3 +

�
x1 +

1
2x2 �

1
2x3 �

1
2x4

�
v4:

b) Fie v = (1; 1; 1; 1) 2 R4 dat. C¼aut¼am (�1; �2; �3; �4) 2 R4 a.î.
�1v1 + �2v2 + �3v3 + �4v4 = v,

�1 (1; 1; 2; 1) + �2 (1;�1; 0; 1) + �3 (0; 0;�1; 1) + �4 (1; 2; 2; 0) = (1; 1; 1; 1),
(�1 � �2 + 0�3 + �4; �1 � �2 + 0�3 + �4; �1 � �2 + 0�3 + �4; �1 � �2 + 0�3 + �4) = (1; 1; 1; 1),8>><>>:
�1 � �2 + 0�3 + �4 = 1
�1 � �2 + 0�3 + �4 = 1
�1 � �2 + 0�3 + �4 = 1
�1 � �2 + 0�3 + �4 = 1
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Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen în necunoscutele �1; �2; �3; �4.
�sau calcul¼am detA = �4 6= 0 ) Se rezolv¼a cu regula lui Cramer.
�sau0BB@

j1j 1 0 1

1 �1 0 2
2 0 �1 2
1 1 1 0

��������
1
1
1
1

1CCA pas1�
l1

�l1 + l2
�2l1 + l3
�l1 + l4

0BB@
1 1 0 1

0 j�2j 0 1

0 �2 �1 0
0 0 1 �1

��������
1
0
�1
0

1CCA pas2�
l1
l2

�l2 + l3
l40BB@

1 1 0 1
0 �2 0 1

0 0 j�1j �1
0 0 1 �1

��������
1
0
�1
0

1CCA pas3�
l1
l2
l3

l3 + l4

0BB@
1 1 0 1
0 �2 0 1
0 0 �1 �1
0 0 0 �2

��������
1
0
�1
�1

1CCA

Din rezolvarea sistemului obţinem coordonatele vectorului v = (1; 1; 1; 1) în baza B.8>><>>:
�1 + �2 + 0�3 + �4 = 1
�2�2 + 0�3 � �4 = 0

��3 � �4 = �1
�2�4 = �1

")

8>><>>:
�1 =

1
4

�2 =
1
4

�3 =
1
2

�4 =
1
2 :

Atunci (1; 1; 1; 1) = 1
4v1 +

1
4v2 +

1
2v3 +

1
2v4:

Dac¼a am rezolvat punctul a) cu modul 2
; înlocuiam (x1; x2; x3; x4) = (1; 1; 1; 1) :

Exerci̧tiul 3: S¼a se arate c¼a vectorii

B =

�
A1 =

�
1 1
2 1

�
;A2 =

�
1 �1
0 1

�
;A3 =

�
0 0
�1 1

�
;A4 =

�
1 2
2 0

��
formeaz¼a o baz¼a în (M2�2 (R) ;+; �;R). S¼a se determine coordonatele vectorului A =

�
1 1
1 1

�
în

aceast¼a baz¼a.
Rezolvare. a) modul 1: B este baz¼a în (M2 (R) ;+; �;R)

Caracterizarea 2,
(i) dimRM2 (R)| {z }

C=(E11;;E12;E21;E22) în (M2(R);+;�;R) are 4 vectori

= 4 = cardB| {z }
B are 4 vectori

;

(ii) B este sistem liniar independent de vectori.
mod ii)-1: Direct, calcul¼am determinantul având pe coloane componentele cvadruplelor din B :��������
1 1 0 1
1 �1 0 2
2 0 �1 2
1 1 1 0

��������
dezv dup¼a linia 1

=

= 1�(�1)1+1
������
�1 0 2
0 �1 2
1 1 0

������+1�(�1)1+2
������
1 0 2
2 �1 2
1 1 0

������+0�(�1)1+3
������
1 �1 2
2 0 2
1 1 0

������+1�(�1)1+4
������
1 �1 0
2 0 �1
1 1 1

������ =
= �4 6= 0) v1;v2;v3;v4 sunt vectori liniar independenţi.

b) Fie A =

�
0 1
1 0

�
2M2 (R) dat. C¼aut¼am (�1; �2; �3; �4) 2 R4 a.î.

�1A1 + �2A2 + �3A3 + �4A4 = A,
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�1

�
1 1
2 1

�
+ �2

�
1 �1
0 1

�
+ �3

�
0 0
�1 1

�
+ �4

�
1 2
2 0

�
=

�
1 1
1 1

�
,8>><>>:

�1 + �2 + 0�3 + �4 = 1
�1 � �2 + 0�3 + 2�4 = 1
2�1 + 0�2 � �3 + 2�4 = 1
�1 + �2 + �3 + 0�4 = 1

Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen în necunoscutele �1; �2; �3; �4.
�sau calcul¼am detA = �4 6= 0 ) Se rezolv¼a cu regula lui Cramer.
�sau0BB@

j1j 1 0 1

1 �1 0 2
2 0 �1 2
1 1 1 0

��������
1
1
1
1

1CCA pas1�
l1

�l1 + l2
�2l1 + l3
�l1 + l4

0BB@
1 1 0 1

0 j�2j 0 1

0 �2 �1 0
0 0 1 �1

��������
1
0
�1
0

1CCA pas2�
l1
l2

�l2 + l3
l40BB@

1 1 0 1
0 �2 0 1

0 0 j�1j �1
0 0 1 �1

��������
1
0
�1
0

1CCA pas3�
l1
l2
l3

l3 + l4

0BB@
1 1 0 1
0 �2 0 1
0 0 �1 �1
0 0 0 �2

��������
1
0
�1
�1

1CCA

Din rezolvarea sistemului obţinem coordonatele vectorului A =

�
1 1
1 1

�
în baza B.8>><>>:

�1 + �2 + 0�3 + �4 = 1
�2�2 + 0�3 � �4 = 0

��3 � �4 = �1
�2�4 = �1

")

8>><>>:
�1 =

1
4

�2 =
1
4

�3 =
1
2

�4 =
1
2 :

Atunci
�
1 1
1 1

�
= 1

4A1 +
1
4A2 +

1
2A3 +

1
2A4:

Exerci̧tiul 5. S¼a se arate c¼a vectorii.(1; 0; 0) ; (1; 2; 0) ; (1; 2; 3) formeaz¼a o baz¼a în
�
R3;+; �;R

�
. S¼a

se determine coordonatele vectorului (2; 0; 1) în aceast¼a baz¼a.
Rezolvare. Fie B = (v1 = (1; 0; 0) ;v2 = (1; 2; 0) ;v3 = (1; 2; 3)) :
a) Se studiaz¼a dac¼a B este o baz¼a în

�
R3;+; �;R

�
:

modul 1: B este baz¼a în
�
R3;+; �;R

� Caracterizarea 2,
(i) dimRR3| {z }

C=(e1=(1;0;0);e2=(0;1;0);e3=(0;0;1)) în (R3;+;�;R) are 3 vectori

= 3 = cardB| {z }
B are 3 vectori

;

(ii) B este sistem liniar independent de vectori.
mod ii)-1: Direct, calcul¼am determinantul având pe coloane componentele tripletelor din B :������
1 1 1
0 2 2
0 0 3

������ = 1 � 2 � 3 = 6 6= 0) v1;v2;v3 sunt vectori liniar independenţi.

Deci B este o baz¼a în
�
R3;+; �;R

�
; alta decât cea canonic¼a.
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b) Fie v = (2; 0; 1) 2 R3 dat. C¼aut¼am (�1; �2; �3) 2 R3 a.î.
�1v1 + �2v2 + �3v3 = v,

�1 (1; 0; 0) + �2 (1; 2; 0) + �3 (1; 2; 3) = (2; 0; 1),
(1�1 + 1�2 + 1�3; 0�1 + 2�2 + 2�3; 0�1 + 0�2 + 3�3) = (2; 0; 1),8<:
1�1 + 1�2 + 1�3 = 2
0�1 + 2�2 + 2�3 = 0
0�1 + 0�2 + 3�3 = 1

Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen cu 3 ecuaţii şi 3 necunoscute �1; �2; �3.
�sau calcul¼am detA = 6 6= 0 ) Se rezolv¼a cu regula lui Cramer.

�1 =

������
2 1 1
0 2 2
1 0 3

������ = 12;�2 =
������
1 2 1
0 0 2
0 1 3

������ = �2;�3 =
������
1 1 2
0 2 0
0 0 1

������ = 2:
�1 =

12
6 = 2;�2 =

�2
6 = �1

3 ;�3 =
2
6 =

1
3 :

�sau0@ 1 1 1
0 2 2
0 0 3

������
2
0
1

1A pas1;2;3�
nu sunt necesari

Din rezolvarea sistemului obţinem coordonatele vectorului v = (2; 0; 1) în baza B.8<:
�1 + �2 + �3 = 2
2�2 + 2�3 = 0

3�3 = 1
")

8<:
�1 = 2
�2 =

�1
3

�3 =
1
3

Atunci (2; 0; 1) = 2v1 + �1
3 v2 +

1
3v3:

Exerci̧tiul 6: S¼a se expliciteze subspaţiul soluţiilor urm¼atoarelor sisteme liniare omogene şi s¼a se
precizeze o baz¼a în ele:
a) fx1 + x2 � x3 � x4 = 0 , subspaţiu în

�
R4;+; �;R

�
;

Rezolvare. Sistemul este un sistem liniar omogen cu 1 ecuaţie şi cu 4 necunoscute x1; x2; x3; x4.
Conform unui exerci̧tiu din seminarul precedent; muļtimea soluţiilor sistemului este un subspaţiu
liniar în R4:

Se noteaz¼a subspaţiul soluţiilor cu
V =

�
x 2 R4;x = (x1; x2; x3; x4) ; x1; x2; x3; x4 veri�c¼a sistemul

	
:

fx1 + x2 � x3 � x4 = 0 " )

8>><>>:
x1 = ��+ � + 

x2 = � 2 R-nec. sec.
x3 = � 2 R-nec. sec.
x4 = 
 2 R-nec. sec.

)

V =
�
x 2 R4;x = (��+ � + 
; �; �; 
) ; �; �; 
 2 R

	
=
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=
�
x 2 R4;x = � (�1; 1; 0; 0) + � (1; 0; 1; 0) + 
 (1; 0; 0; 1) ; �; �; 
 2 R

	
=

= [(v1 = (�1; 1; 0; 0) ;v2 = (1; 0; 1; 0) ;v3 = (1; 0; 0; 1))]
Muļtimea soluţiilor sistemului este subspaţiul liniar generat de S = (v1;v2;v3), adic¼a V = [S] :

Mai mult, din algoritm, v1; ;v2;v3 sunt vectori liniar independenţi. Atunci B = S = (v1; ;v2;v3)
este o baz¼a în subspaţiul V.

dimRV = 3:

b)
�
x1 + x2 � x3 � x4 = 0
x1 � x2 � x3 � x4 = 0

, subspaţiu în
�
R4;+; �;R

�
;

Rezolvare. Sistemul este un sistem liniar omogen cu 2 ecuaţii şi cu 4 necunoscute x1; x2; x3; x4.
Conform unui exerci̧tiu din seminarul precedent; muļtimea soluţiilor sistemului este un sbspaţiu
liniar în R4: Se noteaz¼a subspaţiul soluţiilor cu

V =
�
x 2 R4;x = (x1; x2; x3; x4) ; x1; x2; x3; x4 veri�c¼a sistemul

	
:�

x1 + x2 � x3 � x4 = 0
x1 � x2 � x3 � x4 = 0

)
�
j1j 1 �1 �1
1 �1 �1 �1

���� 00
�

pas1�
l1

l2 � l1�
1 1 �1 �1
0 �2 0 0

���� 00
�
)
�
x1 + x2 � x3 � x4 = 0

�2x2 = 0
" )

8>><>>:
x1 = �+ �
x2 = 0
x3 = � 2 R-nec. sec.
x4 = � 2 R-nec. sec

)

V =
�
x 2 R4;x = (�+ �; 0; �; �) ; �; � 2 R

	
=

=
�
x 2 R4;x = � (1; 0; 1; 0) + � (1; 0; 0; 1) ; �; � 2 R

	
=

= [(v1 = (1; 0; 1; 0) ;v2 = (1; 0; 0; 1))]
Muļtimea soluţiilor sistemului este subspaţiul liniar generat de (v1;v2). Mai mult, din algoritm,

v1;v2 sunt vectori liniar independenţi. Atunci B = (v1; ;v2) este o baz¼a în subspaţiul V. dimRV =
2:

c)
�
x1 + x2 + 2x3 = 0
2x1 � x2 + 3x3 = 0

, subspaţiu în
�
R4;+; �;R

�
;

d)

8<:
2x1 + x2 � x3 + x4 = 0
x1 � x2 + x3 + 2x4 = 0
x1 + 2x2 � 2x3 � x4 = 0

, subspaţiu în
�
R4;+; �;R

�
;

e)

8<:
x1 � 2x2 + x3 = 0
x2 � x3 + x4 = 0
x1 � x2 + x4 = 0

, subspaţiu în
�
R4;+; �;R

�
;

f)

8<:
x1 � 3x2 + x3 � x4 = 0
x1 � 2x2 + x3 � x4 = 0
x1 � x2 + x3 � 2x4 + x5 = 0

, subspaţiu în
�
R5;+; �;R

�
:

Exerci̧tiul 11
. S¼a se determine dimensiunile sumei şi interseçtiei subspaţiilor generate de sis-
temele de vectori

S1 = (u1 = (2; 3;�1) ;u2 = (1; 2; 2) ;u3 = (1; 1;�3)) şi
S2 = (v1 = (1; 2; 1) ;v2 = (1; 1;�1) ;v3 = (1; 3; 3)) :

S¼a se veri�ce teorema lui Grassmann.
Rezolvare. X = R3:K = R:
�Se determin¼a [S1] :
modul 1:(detaliat, cu de�ni̧tia)

[S1] =
�
u 2 R3;9 (�1; �2; �3) 2 R3 a.î. u = �1u1 + �2u2 + �3u3

	
:
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Se caut¼a u = (x1; x2; x3) 2 R3 a.î. s¼a existe �1; �2; �3 cu proprietatea
(x1; x2; x3) = �1 (2; 3;�1) + �2 (1; 2; 2) + � (1; 1;�3)

,

8<:
2�1 + �2 + �3 = x1
3�1 + 2�2 + �3 = x2
��1 + 2�2 � 3�3 = x30@ j2j 1 1

3 2 1
�1 2 �3

������
x1
x2
x3

1A pas1�
l1

�3l1 + 2l2
l1 + 2l3

0@ 2 1 1

0 j1j �1
0 5 �5

������
x1

�3x1 + 2x2
x1 + 2x3

1A pas2�
l1
l2

�5l2 + l30@ 2 1 1
0 1 �1
0 0 0

������
x1

�3x1 + 2x2
16x1 � 10x2 + 2x3

1A
Sistemul liniar neomogen în necunoscutele �1; �2; �3 este compatibil , parametrii x1; x2; x3

veri�c¼a f16x1 � 10x2 + 2x3 = 0 : Atunci
[S1] =

�
u = (x1; x2; x3) 2 R3; 16x1 � 10x2 + 2x3 = 0

	
:

f16x1 � 10x2 + 2x3 = 0 ,

8<:
x1 =

1
8 (5�� �)

x2 = � 2 R
x3 = � 2 R:

:

[S1] =
�
u 2 R3;u =

�
1
8 (5�� �) ; �; �

�
; �; � 2 R

	
=

8>>><>>>:u 2 R
3;u = �

�
5

8
; 1; 0

�
| {z }

w1

+ �

�
�1
8
; 0; 1

�
| {z }

w2

; �; � 2 R

9>>>=>>>; = [(w1;w2)] :

Din algoritm=) (w1;w2) este un sistem de vectori liniar independent.
În consecinţ¼a (w1;w2) este o baz¼a în [S1]) dimR [S1] = 2:

modul 2:
[S1] =

�
u 2 R3;9 (�1; �2; �3) 2 R3 a.î. u = �1u1 + �2u2 + �3u3

	
:

Se studiaz¼a dac¼a sistemul de vectori S1 este liniar independent sau dependent.������
2 1 1
3 2 1
�1 2 �3

������ = 0 ) S1 este sistem liniar dependent de vectori (între u1;u2;u3 exist¼a o

rela̧tie de dependenţ¼a liniar¼a): Cum (u1;u2) sunt vectori liniar independenţi ) se poate alege
(u1;u2) drept baz¼a în [S1] :

dimR [S1] = 2:
�Se determin¼a [S2] :
modul 1:(detaliat, cu de�ni̧tia)

[S2] =
�
v 2 R3;9 (�1; �2; �3) 2 R3 a.î. v = �1v1 + �2v2 + �3v3

	
:

Se caut¼a v = (y1; y2; y3) 2 R3 a.î. s¼a existe �1; �2; �3 cu proprietatea
(y1; y2; y3) = �1 (1; 2; 1) + �2 (1; 1;�1) + � (1; 3; 3)

,

8<:
�1 + �2 + �3 = y1
2�1 + �2 + 3�3 = y2
�1 � �2 + 3�3 = y3
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0@ j1j 1 1

2 1 3
1 �1 3

������
y1
y2
y3

1A pas1�
l1

�2l1 + l2
�l1 + l3

0@ 1 1 1

0 j�1j 1

0 �2 2

������
y1

�2y1 + y2
�y1 + y3

1A pas2�
l1
l2

�2l2 + l30@ 1 1 1
0 �1 1
0 0 0

������
y1

�2y1 + y2
3y1 � 2y2 + y3

1A
Sistemul liniar neomogen în necunoscutele �1; �2; �3 este compatibil , parametrii y1; y2; y3

veri�c¼a f3y1 � 2y2 + y3 = 0 : Atunci
[S2] =

�
v = (y1; y2; y3) 2 R3; 3y1 � 2y2 + y3 = 0

	
:

f3y1 � 2y2 + y3 = 0 ,

8<:
y1 =

1
3 (2
 � �)

y2 = 
 2 R
y3 = � 2 R:

:

[S2] =
�
v 2 R3;v =

�
1
3 (2
 � �) ; 
; �

�
; 
; � 2 R

	
=

8>>><>>>:v 2 R
3;v = 


�
2

3
; 1; 0

�
| {z }

w3

+ �

�
�1
3
; 0; 1

�
| {z }

w4

; 
; � 2 R

9>>>=>>>; = [(w3;w4)] :

Din algoritm=) (w3;w4) este un sistem de vectori liniar independent.
În consecinţ¼a (w3;w4) este o baz¼a în [S2]) dimR [S2] = 2:

modul 2: [S2] =
�
v 2 R3;9 (�1; �2; �3) 2 R3 a.î. v = �1v1 + �2v2 + �3v3

	
:

Se studiaz¼a dac¼a sistemul de vectori S2 este liniar independent sau dependent.������
1 1 1
2 1 3
1 �1 3

������ = 0 ) S2 este sistem liniar dependent de vectori (între v1;v2;v3 exist¼a o relaţie

de dependenţ¼a liniar¼a): Cum (v1;v2) sunt vectori liniar independenţi ) se poate alege (v1;v2)
drept baz¼a în [S2] :

dimR [S2] = 2:
�Se determin¼a [S1] + [S2] :

[S1] + [S2] =
�
w 2 R3;9u 2 [S1] şi 9v 2 [S2] a.î. w = u+ v

	
:

��Cum (w1;w2) este o baz¼a în [S1] ) 9� (�; �) 2 R2 a.î. u = �w1 + �w2:
Cum (w3;w4) este o baz¼a în [S2] ) 9� (
; �) 2 R2 a.î. v = 
w3 + �w4:
Deci (w1;w2;w3;w4) genereaz¼a [S1] + [S2] :
[S1] + [S2] � R3 ) dimR ([S1] + [S2]) � 3:
Cum

rang

0@ 5
8

�1
8

2
3

�1
3

1 0 1 0
0 1 0 1

1A = 3

0@������
5
8

�1
8

2
3

1 0 1
0 1 0

������ = 1
24 6= 0

1A) (w1;w2;w3;w4) este sistem liniar

dependent de vectori. Dar (w1;w2;w3) sunt vectori liniar independenţi) putem alege (w1;w2;w3)
drept baz¼a în [S1] + [S2] = R3:

dimR ([S1] + [S2]) = 3:
sau
��Cum (u1;u2) este o baz¼a în [S1] ) 9�

�
�0; �0

�
2 R2 a.î. u = �0u1 + �0u2:

Cum (v1;v2) este o baz¼a în [S2] ) 9�
�

0; �0

�
2 R2 a.î. v = 
0v1 + �0v2:

Deci (u1;u2;v1;v2) genereaz¼a [S1] + [S2] :
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[S1] + [S2] � R3 ) dimR ([S1] + [S2]) � 3:
Cum

rang

0@ 2 1 1 1
3 2 2 1
�1 2 1 �1

1A = 3

0@������
2 1 1
3 2 2
�1 2 1

������ = �1 6= 0
1A ) (u1;u2;v1;v2) este sistem liniar

dependent de vectori. Dar (u1;u2;v1) sunt vectori liniar independenţi) se poate alege (u1;u2;v1)
drept baz¼a în [S1] + [S2] = R3:

dimR ([S1] + [S2]) = 3:
�Determin¼am [S1] \ [S2] :

[S1] \ [S2] =
�ew 2 R3; ew 2 [S1] şi 9ew 2 [S2]	 :

��Cum (w1;w2) este o baz¼a în [S1] ) 9�
�
�00; �00

�
2 R2 a.î. ew = �00w1 + �00w2:

Cum (w3;w4) este o baz¼a în [S2] ) 9�
�

00; �00

�
2 R2 a.î. ew = 
00w3 + �00w4:

�00w1 + �
00w2 = 
00w3 + �

00w4 ,
�00
�
5
8 ; 1; 0

�
+ �00

��1
8 ; 0; 1

�
� 
00

�
2
3 ; 1; 0

�
� �00

��1
3 ; 0; 1

�
= (0; 0; 0),8<:

5
8�

00 + �1
8 �

00 � 2
3

00 � �1

3 �
00 = 0

1�00 + 0�00 � 1
00 � 0�00 = 0
0�00 + 1�00 � 0
00 � 1�00 = 0

Cum

rang

0@ 5
8

�1
8 �2

3 ��1
3

1 0 �1 �0
0 1 �0 �1

1A = 3

0@������
5
8

�1
8 �2

3
1 0 �1
0 1 �0

������ = � 1
24 6= 0

1A )sistemul liniar omogen în

necunoscutele �00; �00; 
00; �00 este compatibil simplu nedeterminat)8>><>>:
�00 = 5�
�00 = �

00 = 5�
�00 = � 2 R

Deci
[S1] \ [S2] =

�ew 2 R3; ew = 5� �58 ; 1; 0�+ � ��18 ; 0; 1� ; � 2 R	
=

8<:ew 2 R3; ew = �(3; 5; 1)| {z }
w5

; � 2 R

9=; = [(w5)] :

Dar (w5) este sistem vectori liniar independenţi (deoarece w5 6= �R3) ) se poate alege (w5)
drept baz¼a în [S1] \ [S2] :

dimR ([S1] \ [S2]) = 1:
sau
��Cum (u1;u2) este o baz¼a în [S1] ) 9�

�e�; e�� 2 R2 a.î. ew = e�w1 + e�w2:
Cum (w3;w4) este o baz¼a în [S2] ) 9�

�e
; �00� 2 R2 a.î. ew = e
w3 + e�w4:e�w1 + e�w2 = e
w3 + e�w4 ,e� (2; 3;�1) + e� (1; 2; 2)� e
 (1; 2; 1)� e� (1; 1;�1) = (0; 0; 0),8><>:
2e�+ 1e� � 1e
 � 1e� = 0
3e�+ 2e� � 2e
 � 1e� = 0
�1e�+ 2e� � 1e
 � (�1)e� = 0

Cum

rang

0@ 2 1 �1 �1
3 2 �2 �1
�1 2 �1 � (�1)

1A = 3

0@������
2 1 �1
3 2 �1
�1 2 1

������ = 1 6= 0
1A)sistemul liniar omogen în ne-
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cunoscutele e�; e�; e
;e� este compatibil simplu nedeterminat)8>>><>>>:
e� = e�e� = e�e
 = 2e�e� = e� 2 R

Deci
[S1] \ [S2] =

new 2 R3; ew = e� (2; 3;�1) + e� (1; 2; 2) ; e� 2 Ro
=

8<:ew 2 R3; ew = e�(3; 5; 1)| {z }
w5

; e� 2 R
9=; = [(w5)] :

Dar (w5) este sistem vectori liniar independenţi (deoarece w5 6= �R3) ) se poate alege (w5)
drept baz¼a în [S1] \ [S2] :

dimR ([S1] \ [S2]) = 1:

2:6: Schimbarea coordonatelor unui vector la o schimbare de baze într-un spa̧tiu
liniar (vectorial)

De�ni̧tie: Fie (X;+; �K) este un K-spaţiu liniar cu dimKX = n şi B1 = (v1; :::;vn) şi B2 =
(v01; :::;v

0
n) dou¼a baze în X. Se arat¼a c¼a 9�A 2Mn (K) a.î.0@ v01
:::
v0n

1A = AT

0@ v1
:::
vn

1A :
Mai mult, �e 8u 2 X. Atunci

9� (�1; :::; �n) 2 Kn a.î. u = �1v1 + :::+ �nvn şi
9� (�1; :::; �n) 2 Kn a.î. u = �1v01 + :::+ �nv0n.

Atunci

0@ �1
:::
�n

1A = A�1

0@ �1
:::
�n

1A :
a) Matricea A se numeşte matrice de trecere de la baza B1 la baza B2 sau matrice de schimbare de
baze şi o se noteaz¼a A =B1 AB2 .
b) Se spune c¼a bazele B1 şi B2 sunt la fel orientate dac¼a detA > 0 şi contrar orientate dac¼a
detA < 0.

Exerci̧tiul 8. a) S¼a se determine coordonatele vectorului x 2 R3 în baza canonic¼a dac¼a în baza
B0 = (e01 = (1; 1; 1) ; e

0
2 = (1; 1; 0) ; e

0
3 = (1; 0; 0)) are coordonatele 1; 2; 3.

b) S¼a se determine coordonatele vectorului y 2 R3 în baza B0 dac¼a în baza
B00 = (e001 = (1;�1; 1) ; e002 = (3; 2; 1) ; e003 = (0; 1; 0)) are coordonatele 3; 1; 4.

c) S¼a se stabileasc¼a dac¼a bazele B0 şi B00 sunt la fel sau contrar orientate.
Rezolvare. Fie C = (e1 = (1; 0; 0) ; e2 = (0; 1; 0) ; e3 = (0; 0; 1)) baza canonic¼a în

�
R3;+; �;R

�
.

a) Se dau �1 = 1; �2 = 2; �3 = 3 coordonatele vectorului x 2 R3 în baza B0, adic¼a x = 1�e01+2�e02+
3 �e03. Se cer �1; �2; �3 coordonatele vectorului x 2 R3 în baza C, adic¼a x = �1 �e1+�2 �e2+�3 �e3.
mod direct x = 1 � e01 + 2 � e02 + 3 � e03 = 1 � (1; 1; 1) + 2 � (1; 1; 0) + 3 � (1; 0; 0) =

(6; 3; 1) = 6 (1; 0; 0) + 3 (0; 1; 0) + 1 (0; 0; 1) = 6 � e1 + 3 � e2 + 1 � e3:
mod detaliat (cu explicaţii legate de determinarea matricei de trecere de la baza canonic¼a la o alt¼a
baz¼a)

Conform formulelor de schimbare a coordonatelor unui vector la o schimbare de baze, se obţine
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0@ �1
�2
�3

1A = (B0AC)
�1

0@ 1
2
3

1A :
Se determin¼a B0AC : Se exprim¼a vectorii din baza C în funçtie de baza B0, şi determin¼am matricea
de trecere de la B0 la C scriind pe coloane coe�cienţii de pe linie ai vectorilor e01; e

0
2; e

0
3:8<:

e01 = e1 + e2 + e3
e02 = e1 + e2
e03 = e1

,

8<:
e1 = 0e

0
1 + 0e

0
2 + e

0
3

e2 = 0e
0
1 + e

0
2 � e03

e3 = e
0
1 � e02 + 0e03

CAB0 =

0@ 1 1 1
1 1 0
1 0 0

1A,B0 AC =

0@ 0 0 1
0 1 �1
1 �1 0

1A :
Se observ¼a c¼a (B0AC)

�1 =C AB0 . În general, se poate ar¼ata c¼a
(B1AB2)

�1 =B2 AB1 .

Atunci0@ �1
�2
�3

1A = (B0AC)
�1

0@ 1
2
3

1A =C AB0

0@ 1
2
3

1A =

0@ 1 1 1
1 1 0
1 0 0

1A0@ 1
2
3

1A =

0@ 6
3
1

1A ;
adic¼a x = 6 � e1 + 3 � e2 + 1 � e3.
b) Se dau 
1 = 3; 
2 = 1; 
3 = 4 coordonatele vectorului y 2 R3 în baza B00, adic¼a y = 3�e001+1�e002+
4 � e003. Se cer �1; �2; �3 coordonatele vectorului y 2 R3 în baza B0, adic¼a y = �1 � e01+ �2 � e02+ �3 � e03.

Conform formulelor de schimbare a coordonatelor unui vector la o schimbare de baze, obţinem0@ �1
�2
�3

1A = (B00AB0)
�1

0@ 3
1
4

1A punctul a)
= B0 AB00

0@ 3
1
4

1A :
Se determin¼a B0AB00 :
mod detaliat (cu explica̧tii legate de determinarea matricei de trecere de la o baz¼a la alta, prin
intermediul matricei de trecere de la baza canonic¼a la o alt¼a baz¼a) Se exprim¼a vectorii din baza
B00 în funçtie de baza B0, şi se determin¼a matricea de trecere de la B0 la B00 scriind pe coloane
coe�cienţii de pe linie ai vectorilor e01; e

0
2; e

0
3:8>><>>:

e001 = e1 � e2 + e3
punctul a)
= e03 � (e02 � e03) + (e01 � e02) = e01 � 2e02 + 2e03

e002 = 3e1 + 2e2 + e3
punctul a)
= 3e03 + 2 (e

0
2 � e03) + (e01 � e02) = e01 + e02 + e03

e003 = e2
punctul a)
= e02 � e03 = 0e01 + e

0
2 � e03

,

CAB00 =

0@ 1 3 0
�1 2 1
1 1 0

1A ;B0 AC punctul a)
=

0@ 0 0 1
0 1 �1
1 �1 0

1A ;B0 AB00 =
0@ 1 1 0
�2 1 1
2 1 �1

1A
Se observ¼a c¼a B0AB00 =B0 AC �C AB00 . În general se poate ar¼ata c¼a
B1AB2 =B1 AB �B AB2 :

mod direct (cu explicaţii legate de determinarea în mod direct a matricei de trecere de la o baz¼a
la alta) Conform formulelor, se putea c¼auta direct matricea de trecere de la B0 la B00, c¼autând
B0AB00 = (aij) astfel încât8<:

e001 = a11e
0
1 + a21e

0
2 + a31e

0
3

e002 = a12e
0
1 + a22e

0
2 + a32e

0
3

e003 = a13e
0
1 + a23e

0
2 + a33e

0
3

,

8<:
(1;�1; 1) = a11 (1; 1; 1) + a21 (1; 1; 0) + a31 (1; 0; 0)
(3; 2; 1) = a12 (1; 1; 1) + a22 (1; 1; 0) + a32 (1; 0; 0)
(0; 1; 0) = a13 (1; 1; 1) + a23 (1; 1; 0) + a33 (1; 0; 0)

Sistemul anterior este echivalent cu 3 sisteme liniare neomogene (sistemul 1 cu necunoscutele
a11; a21; a31; sistemul 2 cu necunoscutele a12; a22; a32;sistemul 3 cu necunoscutele a13; a23; a33), sis-
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teme cu aceeaşi coe�cienţi, provenind din componentele vectorilor e01; e
0
2; e

0
3, cu termeni liberi difer-

i̧ti, ce provin respectiv din componentele vectorilor e001; e
00
2; e

00
3: Se rezolv¼a simultan.0BBBBBBB@

j1j 1 1

1 1 0
1 0 0| {z }
e01 e02 e03

�������������
1
�1
1| {z }
e001

�������������
3
2
1|{z}
e002

�������������
0
1
0|{z}
e003

1CCCCCCCA
pas1�
l1

l2 � l1
l3 � l1

0@ 1 1 1
0 0 �1
0 �1 �1

������
1
�2
0

������
3
�1
�2

������
0
1
0

1A
pas

intermediar
�
l1
l3
l20B@ 1 1 1

0 j�1j �1
0 0 j�1j

������
1
0
�2

������
3
�2
�1

������
0
0
1

1A pas2�
nu e necesar

pas10�
l1 + l3
l2 � l3
l3

0@ 1 1 0

0 j�1j 0

0 0 �1

������
�1
2
�2

������
2
�1
�1

������
1
�1
1

1A pas20�
l1 + l2
l2
l3

0@ 1 0 0
0 �1 0
0 0 �1

������
1
2
�2

������
1
�1
�1

������
0
�1
1

1A pas �nal�
l1
�l2
�l3

0BBBBBBB@
1 0 0
0 1 0
0 0 1| {z }
I3

������
1
�2
2

������
1
1
1

������
0
1
�1

1A
| {z }

B0AB00

Se g¼asesc soluţiile celor 3 sisteme8<:
a11 = 1
a21 = �2
a31 = 2

;

8<:
a12 = 1
a22 = 1

a32 = 1
;

8<:
a13 = 0
a23 = 1
a33 = �1

adic¼a B0AB00 =

0@ 1 1 0
�2 1 1
2 1 �1

1A.
Atunci, conform formulelor de schimbare a coordonatelor unui vector la o schimbare de baze,

se obţine0@ �1
�2
�3

1A =

0@ 1 1 0
�2 1 1
2 1 �1

1A0@ 3
1
4

1A =

0@ 4
�1
3

1A ;
adic¼a y = 4 � e01 � 1 � e02 + 3 � e03.

c) det (CAB0) =

������
1 1 1
1 1 0
1 0 0

������ = �1 < 0) bazele C şi B0 sunt contrar orientate.

det (CAB00) =

������
1 3 0
�1 2 1
1 1 0

������ = 2 > 0) bazele C şi B00 sunt la fel orientate.

det (B0AB00) =

������
1 1 0
�2 1 1
2 1 �1

������ = �2 < 0) bazele B0 şi B00 sunt contrar orientate.

2:7: Completarea unui sistem de vectori pân¼a la o baz¼a într-un spa̧tiu liniar

Teorem¼a: Fie (X;+; �K) este un K-spaţiu liniar cu dimKX = n. Oricare ar � sistemul de p � n
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vectori liniar independenţi (w1; :::;wp) � X, exist¼a un sistem de q = n� p vectori, (v1; :::;vq) � X
astfel încât (w1; :::;wp;v1; :::;vq) s¼a �e baz¼a în X.

Exerci̧tiul 10. S¼a se completeze urm¼atoarele sisteme de vectori la o baz¼a în spa̧tiile liniare spec-
i�cate
b) S = (v1 = (2;�1; 3) ;v2 = (4; 1; 1)) în

�
R3;+; �;R

�
;

Rezolvare. Se arat¼a c¼a S = (v1;v2) este sistem liniar indepenent în
�
R3;+; �;R

�
.

�1v1 + �2v2 = �R3 ) :::)0@ 2 4
�1 1
3 1

������
0
0
0

1A �

0@ 2 4
0 6
0 �10

������
0
0
0

1A �

0@ 2 4
0 6
0 0

������
0
0
0

1A)

(�1;�2) = (0; 0) e unica soluţie în R2:
modul 1: Se ştie c¼a C = (e1 = (1; 0; 0) ; e2 = (0; 1; 0) ; e3 = (0; 0; 1)) este baza canonic¼a în

�
R3;+; �;R

�
cu dimRR3 = 3. A completa S pan¼a la o baz¼a în

�
R3;+; �;R

�
, care s¼a conţin¼a S, revine la a deter-

mina B = (v1;v2;v3), adic¼a v3, astfel încât B s¼a �e sistem liniar independent.
Se încearc¼a dac¼a B = (v1;v2; e1) este sistem liniar independent.

�1v1 + �2v2 + �3e1 = �R3 ) :::)

������
2 4 1
�1 1 0
3 1 0

������ = �4 6= 0)
(�1;�2;�3) = (0; 0; 0) e unica soluţie în R3:

Atunci B = (v1;v2; e1) este sistem liniar independent în
�
R3;+; �;R

�
cu dimRR3 = 3) B e baz¼a

în
�
R3;+; �;R

�
ce conţine S:

modul 2: Deoarece
�
R3;+; �;R

�
admite baza canonic¼a

C = (e1 = (1; 0; 0) ; e2 = (0; 1; 0) ; e3 = (0; 0; 1))
se poate completa cu vectori din aceast¼a baz¼a sistemul S: Pentru aceasta se construieşte matricea0@ 2 4

�1 1
3 1

������
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
şi prin transform¼ari elementare se formeaz¼a primele 2 din coloanele matricei unitate0@ 2 4

�1 1
3 1

������
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A �

0@ 2 4
0 6
0 �10

������
1 0 0
1 2 0
�3 0 2

1A �

0@ 2 4
0 6
0 0

������
1 0 0
1 2 0
�4 10 1

1A �0@ 6 0
0 6
0 0

������
1 �4 0
1 2 0
�4 10 1

1A �

0@ 1 0
0 1
0 0

������
1
6

�4
6 0

1
6

2
6 0

�4 10 1

1A
deci completarea se poate face cu vectorul e3: O baz¼a în

�
R3;+; �;R

�
ce conţine vectorii v1;v2 va �

B = (v1;v2; e3) :
Se observ¼a ca exist¼a mai multe baze în

�
R3;+; �;R

�
ce conţin vectorii v1;v2:

c) S =
�
v1 = t;v2 = t

2 + 4
�
în (R3 [t] ;+; �;R) ;

Rezolvare. Se arat¼a c¼a S = (v1;v2) este sistem liniar indepenent în (R3 [t] ;+; �;R).
�1v1 + �2v2 = �R3[t] ) :::)0BB@
0 4
1 0
0 1
0 0

��������
0
0
0
0

1CCA �

0BB@
1 0
0 4
0 1
0 0

��������
0
0
0
0

1CCA �

0BB@
1 0
0 4
0 0
0 0

��������
0
0
0
0

1CCA)

(�1;�2) = (0; 0) e unica soluţie în R2:
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modul 1: Se ştie c¼a C =
�
e1 = 1; e2 = t; e3 = t

2; e4 = t
3
�
este baza canonic¼a în (R3 [t] ;+; �;R) cu

dimRR3 [t] = 4. A completa S pan¼a la o baz¼a în (R3 [t] ;+; �;R), care s¼a conţin¼a S, revine la a
determina B = (v1;v2;v3;v4), adic¼a v3;v4, astfel încât B s¼a �e sistem liniar independent.
�Se încearc¼a dac¼a B = (v1;v2; e1; e2) este sistem liniar independent. R¼aspuns - nu, deoarece
v1 = e2:
�Se încearc¼a dac¼a B = (v1;v2; e1; e3) este sistem liniar independent. R¼aspuns - nu, deoarece
v2 = 4e1 + e3:
�Se încearc¼a dac¼a B = (v1;v2; e1; e4) este sistem liniar independent.

�1v1 + �2v2 + �3e1 + �4e4 = �R3 ) :::)

��������
0 4 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

�������� = 1 6= 0)
(�1;�2;�3; �4) = (0; 0; 0; 0) e unica soluţie în R4:

Atunci B = (v1;v2; e1; e4) este sistem liniar independent în
�
R4;+; �;R

�
cu dimRR4 = 4 ) B e

baz¼a în
�
R4;+; �;R

�
ce conţine S:

modul 2: Deoarece (R3 [t] ;+; �;R) admite baza canonic¼a
C =

�
e1 = 1; e2 = t; e3 = t

2; e4 = t
3
�

se poate completa cu vectori din aceast¼a baz¼a sistemul S: Pentru aceasta se construieşte matricea0BB@
0 4
1 0
0 1
0 0

��������
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA
şi prin transform¼ari elementare se formeaz¼a primele 2 din coloanele matricei unitate0BB@

0 4
1 0
0 1
0 0

��������
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA �

0BB@
1 0
0 4
0 1
0 0

��������
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA �

0BB@
1 0
0 4
0 0
0 0

��������
0 1 0 0
1 0 0 0
�1 0 4 0
0 0 0 1

1CCA �

0BB@
1 0
0 1
0 0
0 0

��������
0 1 0 0
1
4 0 0 0
�1 0 4 0
0 0 0 1

1CCA
deci completarea se poate face cu vectorii e2 şi e4: O baz¼a în (R3 [t] ;+; �;R) ce conţine vectorii
v1;v2 va �

B = (v1;v2; e2; e4) :
Se observ¼a ca exist¼a mai multe baze în (R3 [t] ;+; �;R) ce conţin vectorii v1;v2:

e) S = (v1 = (1; 0;�1; 1) ;v2 = (1; 1; 1;�1)) în
�
R4;+; �;R

�
:

Rezolvare. Se arat¼a c¼a S = (v1;v2) este sistem liniar indepenent în
�
R4;+; �;R

�
.

�1v1 + �2v2 = �R4 ) :::)0BB@
1 1
0 1
�1 1
1 �1

��������
0
0
0
0

1CCA �

0BB@
1 1
0 1
0 2
0 �2

��������
0
0
0
0

1CCA �

0BB@
1 1
0 1
0 0
0 0

��������
0
0
0
0

1CCA)

(�1;�2) = (0; 0) e unica soluţie în R2:
modul 2: Deoarece

�
R4;+; �;R

�
admite baza canonic¼a

C = (e1 = (1; 0; 0; 0) ; e2 = (0; 1; 0; 0) ; e3 = (0; 0; 1; 0) ; e4 = (0; 0; 0; 1)) ;
se poate completa cu vectori din aceast¼a baz¼a sistemul S: Pentru aceasta se construieşte matricea
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0BB@
1 1
0 1
�1 1
1 �1

��������
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA
şi prin transform¼ari elementare se formeaz¼a primele 2 din coloanele matricei unitate0BB@

1 1
0 1
0 2
0 �2

��������
1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0
�1 0 0 1

1CCA �

0BB@
1 0
0 1
0 0
0 0

��������
1 �1 0 0
0 1 0 0
1 �2 1 0
�1 2 0 1

1CCA ;
deci completarea se poate face cu vectorii e3 şi e4: O baz¼a în

�
R4;+; �;R

�
ce conţine vectorii v1;v2

va �
B = (v1;v2; e3; e4) :


