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SEMINAR NR. 4, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analitica

2.5. Baze intr-un spatiu liniar

Definitie: Fie (X, +,-,K) este un K-spatiu liniar. Un sistem de vectori B = (v1,...,v,) C X este
baza in X daca

(i) B este un sistem de vectori liniar independenti;

(ii) B este sistem de generatori pentru X, [B] = X, adicd

Vv e X, 3 (A1, Ap) €K™ ad. v =Avi+ ... + AV

Daca B este bazd in X, scalarii unici A1, ..., A, se numesc coordonatele vectorului v in baza B.
Caracterizare 1: Fie (X, +, -, K) este un K-spatiu liniar. Un sistem de vectori B = (vy,...,v,) C X
este bazd in X < orice vector din X se scrie in mod unic drept combinatie liniara de vectori din B,
adica

Vv € X, J#-unica ()\1, . )\n) cK"ail v=MAvi+..+\Vp.

Teorema. Fie (X +, -, K) este un K-spatiu liniar si fie B = (v1,...,v,) C X o bazd in X. Atunci:
a) Orice alta baza din X este formata din n vectori.
b) Orice sistem de vectori liniari independenti format din n vectori este o baza in X.
Definitie: Fie (X, +,,K) este un K-spatiu liniar, X # {0x}. Spunem ca X este finit dimensional
si are dimensiunea n € N*, ceea ce se noteazd dimg X = n, dacd in X existd o baza formata din n
vectori. Prin conventie, dimg {0x} = 0.
Caracterizare 2: Fie (X +, -, K) este un K-spatiu liniar. Un sistem de vectori B = (vq,...,v,) C X
este baza in X <

(i) dimg X = card B(= n).

(ii) B este un sistem de vectori liniar independenti.
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Exemple de baze canonice in spatiile liniare standard:
1. Fie (K™, +,-,K) spatiu liniar peste K. Atunci
C=(e1=(1,..0),..,e, =(0,...,1))
este o baza in K", numita baza canonica. dimg K" = n.
Ex: In (R%,+,,R),C = (e1 = (1,0,0),es = (0,1,0) ,e3 = (0,0,1)) si
(2,3,7)=2(1,0,0)+3(0,1,0) + 7(0,0,1).
2. Fie (M xn (K), 4+, -, K) spatiu liniar peste K. Atunci
C=(E,. En)
este 0 baza in Mp,xr, (K), numitd baza canonici. E;; este matricea cu m linii si n coloane ce are la
intersectia liniei ¢ cu coloana j elementul 1k iar restul componentelor sunt Og. dimg M, x, (K) =
mn.
Ex: In (Maxa (R),+,-,R),C = (E11, E11, Ea1, Eg2) si
1 2 10 01 0 0 0 0
(He)=(ao)==(o ) (5 b)),
3. Fie (F(M,X),+,-,K) spatiu liniar peste K (dacd (X, +,-K) este un K-spatiu liniar). Acest
spatiu nu este finit dimensional.
4. Fie (K, [t],+, -, K) spatiu liniar peste K. Atunci

C=(po=1,..pp=1"
este o baza in K, [t], numitd baza canonicd. dimg K, [t] =n + 1.
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Ex: In <R3 [t]a+7'7R)7C: (pO =1,p1 =1,p2 :t27p3 :tg) si

5624+ 11t=0-1+11-t+5-t24+0-t3.

Exercitiul 4. Fie spatiul liniar (]R4, +, ~,R).

a) S4 se arate ca

B=(vi=(1,1,21),vs = (1,-1,0,1),v3 = (0,0,—1,1),v4 = (1,2,2,0))

este o bazd in (R"‘, +, -,R).

b) S& se determine coordonatele vectorului v = (

Rezolvare. a) modul 1: B este baza in (]R4, +,R

(i)

C=(e1=(1,0,0,0),e2=(0,1,0,0),e3=(0,0,1,0),e4=(0,0,0,1)) in (R%4,+,-,R) are 4 vectori

(ii) B este sistem liniar

dimR R4
~———’

independent de vectori.

1,1,1,1

) ) )

Caracterizarea 2
) &

) in aceastd baza.

:4:

card B
N—_——

B are 4 vectori

I

mod ii)-1: Direct, calculdm determinantul avand pe coloane componentele cvadruplelor din B :

1

1 1 0 1
1 -1 0 2 | dezv dupad linia 1
2 0 -1 2 -
1 1 1 0
-1 0 2 1 0 2
=1.(-D" ] 0 -1 2 |+1(=D"| 2 -1 2 |[+0-(-1)'?] 2
1 1 0 1 1 0

= —4 # 0 = vy, Vs, Vs, vy sunt vectori liniar independenti.

mod ii)-2: Detaliat, cautim (A1, A2, A3, Ag) € R* astfel incat

A1V1 + Aava + Ag3vs + A\gvy = Ops &
A1 (1,1,2,1) + A2 (1,-1,0,1) + A3(0,0,—1,1) + A4 (1,2,2,0) = (0,0,0,0) &

M+ +0A3+X =0
A — A +0A3+20 =0
220 +0Xo —1A3+2X4 =0
M+ A+1A3+0X =0

1

-1 2
0 2 |+1(-1)'*
1 0

Ultimul sistem este un sistem liniar omogen in necunoscutele A1, As, A3z, Ay, care admite macar
solutia nuld (A1, A2, Az, Ag) = (0,0,0,0). Studiem dacd admite si alte solutii.
esau calculdm detA = —4 # 0 = sistemul este compatibil unic determinat si admite solutia nuld
(A1, A2, A3, Aq) = (0,0,0,0) drept unica solutie = vi, vy, vs, v4 sunt vectori liniar independenti.

] 1 0 1
1 -1 0
2 0 -1
1 1 1

esau

S NN

o O O
o

0 1
pgjl 0
I U
-1+ 0
—2l1 + 13
=1+ 1y

o O O

1
p(}j2 -2
I
l2
I
I3+ 14

o O O O
o O O
@)

1 0 1
-2] 0o 1
—2 -1 0
0o 1 -1

0 1 |0

0 1 |0

-1 -1 10

0 —21]0

= sistemul este compatibil unic determinat si admite solutia nuld (A1, A2, A3, A\s) = (0,0, 0,0) drept
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unica solutie = vy, vo, v3, v4 sunt vectori liniar independent;i.
modul 29: B este bazi in (R*, +, -, R) Caractgrizarea 1 o e R*, 3% (A1, A2, A3, M) € R* ad. v =
A1V1 + Aava + A3vs + Agvy.
Fie Vv = (21, 72,23, 24) € R* dat. Cautdm (A, A2, A3, A1) € R* a.i.
AV1+ Aovo + A3v3 + vy = v &
A1 (1,1,2,1) + A2 (1,-1,0,1) + A3 (0,0, —1,1) + X4 (1,2,2,0) = (21, x2, 3, 74) <
(/\1 — X+ 0A3+ A, A1 — Ao+ 0A3 4+ Ag, A1 — A+ 03+ Mg, A1 — Ao+ 0X3 + )\4) = (x1,$2,$3,$4) &
A+ A+ 0A3+ X =21
Al — Ao+ 0A3+ 20 = 29
201 +0Xo — 1A3 4+ 2X4 = 23
M+ A+ 1A3+ 00y = 24
Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen in necunoscutele A1, A2, A3, A4, cu parametrii 1, x2, x3, T4.

esau calculdm detA = —4 # 0 = sistemul este compatibil unic determinat. Se rezolva cu regula
lui Cramer=- v se scrie in mod unic drept combinatie liniard de vi,vo,vs, vy = B e bazi in
(R*, +, -, R).
1 0 1 |z 1 1 0 1 T
T -1 0 2 ) pasl 0 g 0 1 To — T1 pas2
esau ~ = ~
2 0 -1 2 I3 ll 0 —2 -1 0 T3 — 2:131 ll
1 1 1 0 | 24 “ly+ 1y 0 0 1 -1 T4 — 21 lo
—2l1 + 13 —lo + 13
-1+ 4
1 1 0 1 1 1 0 1 1
0 -2 0 1 T2 — I pas3 0 -2 0 1 T2 — T
0O O E -1 | 23— 29 — 11 Z O 0 -1 -1 T3 — T9 — T
0 O 1 -1 T4 — X1 I 0 O 0 =2 T4+ x3 — To — 271
ls
I3+ 14

= sistemul este compatibil unic determinat = v se scrie in mod unic drept combinatie liniara de
V1i,Ve,V3, V4 = B e baza in (R4, =+, ~,]R).

Mai mult din rezolvarea sistemului obtinem coordonatele vectorului v = (1, x2, x3, z4) in baza
B.

A1+ A2 +0A3+ Ay =2y M= —z1 — 122+ 323 + 324
—2X2 +0A3 +Ap =22 — 21 N AQ:wl_il"Z—iﬂfS—%ﬂM
—)\3—)\4::B3—.’L'2—$1 /\3:%%'2—%.%34-%.%'4

_2)\4:$4+I3—$2—2£B1 A4:«T1+%$2—%$3—%I4,

Adica
vV = (—331 — %Ig + %:L‘g + %x4) vy + (561 — %1‘2 — iajg — i:m) Vot
+ (%im — %963 + %56'4) V3 + (961 + %wz - %IE:’) - %364) V4.
b) Fie v = (1,1,1,1) € R* dat. Cautam (A1, A2, A3, A1) € R* a.i.
A1Vi + Aeva + A3vy + vy = v &
A (1,1,2,1) + A2 (1,-1,0,1) + A3 (0,0, —1,1) + A4 (1,2,2,0) = (1,1,1,1) &
(M —=A24+0A3+ A, A1 — A2+ 0A3+ Ag, A — Ao+ 03+ A, M — Ao+ 03+ Ng) = (1,1,1,1) &
AM— A +0A3+N=1
AM— 2 +0A3+ =1
AM—A+0A3+N=1
AM—X+0A3+XM=1
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Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen in necunoscutele A1, As, A3, A4.

esau calculdm detA = —4 # 0 = Se rezolva cu regula lui Cramer.
esau
1l 1 0 1 |1 1 1 0 1 1
T -1 0 2 1 pasl 0 @ 0 1 0 pas2
2 0 -1 2|1 I 0 -2 -1 0 |-1 N
1 1 1 0 1 By 0 0 1 -1 0 ly
=21+ 13 —la 413
=1+ 1y Iy
1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
0 -2 0 1 0 pas3 0 -2 0 1 0
0 0 |1 -1 | -1 I 0 0 —1 —1 |-1
0 O 1 -1 0 I o 0 0 -2 |-1
I3
I3+ 14
Din rezolvarea sistemului obtinem coordonatele vectorului v = (1,1,1,1) in baza B.
MA+A+0A3+A =1 /\1:%
—2X+0A3— X =0 Ay = =
ISV S I
—2\y = —1 i = 3.

Atunci (17 17 1a 1) = %Vl + %V2 + %V3 + %V4.
Dac# am rezolvat punctul a) cu modul 20, inlocuiam (z1, z2, x3,24) = (1,1,1,1).

Exercitiul 3. S& se arate ca vectorii

ST e (4 e (3 2)

11
formeaza o bazd in (Maxsa (R),+,-,R). S& se determine coordonatele vectorului A = 11 in

aceastd baza.

Rezolvare. a) modul 1: B este bazd in (M3 (R),+,-,R) Caracterfzarea 2

(i) dimg M3 (R) =4= cardB ;
%/_/ \ .
C:(Ell,,Elg,Egl,Egg) in (MQ(R),—I—,',R) are 4 vectori B are 4 vectori

(ii) B este sistem liniar independent de vectori.
mod ii)-1: Direct, calculdm determinantul avand pe coloane componentele cvadruplelor din B :

11 0 1

1 -1 0 2 | dezv dupé linia 1

2 0 -1 2 a

1 1 1 0
-1 0 2 1 0 2 1 -1 2 1

=1.(-D)" 0 -1 2 |+1(-D"| 2 -1 2 [+0(-D| 2 0 2 [+1. (=)' 2
1 1 0 1 1 0 1 1 0 1

= —4 # 0 = v1,Va, Vs, vy sunt vectori liniar independenti.

b) Fie A = ? (1) S MQ (R) dat. Cautam ()\1,)\2,)\3,)\4) S R4 a.l.

AMAL+ A+ 3A3 +F MAL=A &
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)\1(; 1)4-/\2((1) 11)+/\3<_()1 (1)>+)\4(; (2)):(1 1)@
AMF+A+0A3+M=1
AM— A+ 0A3+2X0 =1
2M01 + 0o — A3 +2X4 =1
AMF+X+A3+00 =1
Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen in necunoscutele A1, Aa, A3, A4.

esau calculdm detA = —4 # 0 = Se rezolva cu regula lui Cramer.
esau
m 1 0 1 1 1 1 0 1 1
1 -1 0 2 1 pasl 0 |*2| 0 1 0 pas2
2 0 -1 2 |1 L 0 —2 -1 0 |-1 n
11 1 0|t/ oy N0 0 1 —1]0 Iy
=201 + 13 —lo+ 13
—li+1 Iy
1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
0 -2 0 1 0 pas3 0 -2 0 1 0
0 0 [-1] -1 | -1 I 0 0 -1 -1 |-1
0 0 1 -1 0 I 0o 0 0 -2 |-1
I3
I3+ 14
Din rezolvarea sistemului obtinem coordonatele vectorului A = < i 1 > in baza B.
AMFX+0A3+ =1 Alzi
—2X2 +0A3 — Ay =0 Ao=7%
Mo M=-1 T A=t
—204 = —1 At = 3.
(11
Atunci ( 11 ) = iAl + iAg + %Ag + %A4.

Exercitiul 5. Sa se arate cd vectorii.(1,0,0), (1,2,0),(1,2,3) formeazd o baza in (]R?’, +, -, R). Sa
se determine coordonatele vectorului (2,0, 1) in aceastd baza.

Rezolvare. Fie B = (v; = (1,0,0),vy = (1,2,0),vs = (1,2,3)).

a) Se studiazd dacd B este o bazd in (R? +,-,R).

5 Caracterizarea 2
modul 1: B este bazi in (R3, +, -, R) &

(i) dimg R? =3= cardB ;
C=(e1=(1,0,0),e2=(0,1,0),e3=(0,0,1)) in (R3,+,-,R) are 3 vectori B are 3 vectori

(ii) B este sistem liniar independent de vectori.

mod ii)-1: Direct, calculam determinantul avand pe coloane componentele tripletelor din B :
111
0 2 2|=1-2-3=63%0= vy,vs,vs sunt vectori liniar independent;i.
0 0 3

Deci B este o bazi in (R3, +, -, R) , alta decat cea canonica.
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b) Fie v = (2,0,1) € R3 dat. Cautdm (A1, A2, \3) € R? a.i.
A1V1 + Aavg + A3vy = v &
A1(1,0,0) + A2 (1,2,0) + A3(1,2,3) = (2,0,1) &
(1)\1 4+ 12 + 1A3,0 1 + 2A9 + 2A3,0A1 + 0Xo + 3)\3) = (2, 0, 1) =
1M+ 1 +1X3=2
0N +2X+2X3=0
0N +0Xa+3X3=1
Ultimul sistem este un sistem liniar neomogen cu 3 ecuatii si 3 necunoscute A1, A2, As.
esau calculdm detA = 6 # 0 = Se rezolva cu regula lui Cramer.

2 11 1 21 11 2
A1=|0 2 2|=12A9=|0 0 2 |=-2A3=|0 2 0|=2.
1 0 3 01 3 0 01
12 2 _ -1,y _2_1
M=F=Zh=F=73i08=5=3
esau
1 1 1 |2 a3
2 2 PSS
8 0 3 (1) nu sunt necesari
Din rezolvarea sistemului obtinem coordonatele vectorului v = (2,0, 1) in baza B.
>\1+)\2+A3:2 )\1:2
20 +2X3=0 =1 o=
3 =1 A3 =%

Atunci (2,0,1) = 2vy + Ftva + dvs.

Exercitiul 6. S se expliciteze subspatiul solutiilor urmatoarelor sisteme liniare omogene si sa se
precizeze o baza in ele:
a) {z1+ 32 — 23 — x4 = 0, subspatiu in (R* +,-,R);
Rezolvare. Sistemul este un sistem liniar omogen cu 1 ecuatie §i cu 4 necunoscute 1, 2, T3, T4.
Conform unui exercitiu din seminarul precedent, multimea solutiilor sistemului este un subspatiu
liniar in R*.
Se noteaza subspatiul solutiilor cu
V= {x € RY: x = (21, 72,23, 74) , 71, T2, T3, T4 verifici sistemul} )
T =—a+ B+
T9 = o € R-nec. sec.
r3 = 8 € R-nec. sec.
x4 = 77 € R-nec. sec.
V= {x ERYx=(—a+B+7,0,8,7),a,B,7 € R} =

{z1+20—23—24=07 =
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={xeRYx=0a(-1,1,0,0)+ 3(1,0,1,0) +v(1,0,0,1) ,c, 3,7 € R} =
=[(vi=(-1,1,0,0),ve = (1,0,1,0),v3 = (1,0,0,1))]

Multimea solutiilor sistemului este subspatiul liniar generat de S = (v1,va,v3), adica V = [S].
Mai mult, din algoritm, vi,,va, vs sunt vectori liniar independenti. Atunci B = S = (vy,, Ve, V3)
este o baza in subspatiul V.

dimRV = 3.

b) { S e e , subspatiu in (R4, =+, -,R) :

T1— X2 — 23— 24 =0
Rezolvare. Sistemul este un sistem liniar omogen cu 2 ecuatii i cu 4 necunoscute 1, x2, T3, T4.
Conform unui exercitiu din seminarul precedent, multimea solutiilor sistemului este un sbspatiu
liniar in R*. Se noteazd subspatiul solutiilor cu

V= {X € R x = (21, 72,23, 24) , 1, T2, T3, T4 verifici sistemul} )

{:B1+:L‘2—:r3—x4:0 <| 1 -1 -1 '0) pasl

= [ = ~
:Cl—frg—xg—x4:0 1 -1 -1 -1 0 ll

lo—1

1‘1204-1-5
1 1 -1 -1 0 T1+x9—23—x4=0 z9=0
<0 -2 0 0 ‘ 0 > :>{ —2x9 =0 r= r3 = a € R-nec. sec.

x4 = 8 € R-nec. sec

V= {XGR4;x: (a+5,0,,08),a, 3 ER} =

={xeRYx=0a(1,0,1,0)+ (1,0,0,1),, 8 € R} =
= [(Vl = (17 07 17 0) y V2 = (1> 0707 1))]

Multimea solutiilor sistemului este subspatiul liniar generat de (v, v). Mai mult, din algoritm,
v1, Vo sunt vectori liniar independenti. Atunci B = (v1,,va) este o bazi in subspatiul V. dimg V =
2.

C) { 1+ 29+ 223 =0
21 —x9+3x3=0"
201+ 290 — 23+ 24 =0

d){ 1 —x3+x3+ 224 =0 , subspatiu in (R%, +,,R);
T1 4+ 2x9 — 223 — 14 =0

subspatiu in (R4, +, -, R) ;

1 — 229+ 2x3=0

e){ w2 —x3+x4=0 |, subspatiuin (R4, +, -,R) ;
r1— 29 +x4=0
T1 —3x2+x3—24=0

)¢ 1 —2x9+ax3—24=0 , subspatiu in (R5,—|—,',R).
Ty — X2+ x3—2x4+25 =0

Exercitiul 110, Si se determine dimensiunile sumei si intersectiei subspatiilor generate de sis-
temele de vectori
Sl = (111 = (2, 3, —1) , g = (1, 2, 2) ,ug = (1, 1, —3)) §1
SQ = (V1 = (1,2, 1) , Vo = (1, 1, —1) , V3 = (1,3,3)) .
Sa se verifice teorema lui Grassmann.
Rezolvare. X = R3K = R.
eSe determina [Sy] .
modul 1.(detaliat, cu definitia)
[Sl] = {11 € R?’; 3 ()\1, Aa, /\3) eR?ai u= Aiuag + dous + )\3113} .
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Se cautd u = (21,72, 73) € R3 a.i. si existe A1, A2, A3 cu proprietatea
(x1,22,23) = A1 (2,3,—1) + X2 (1,2,2) + A (1,1,-3)

201 + Ao+ A3 =11
= 3A1 +2X0 + A3 =0

=AM +2X2 — 3A3 =z3

m 1 1 T 2 1 1 I
3 2 1 T2 past 0 m -1 -3z + 229 pas2
~1 2 -3 | 3 h 0 5 —5 | x+2x3 h
—3l1 + 21 lo
l1 + 23 —bly + 13
2 1 1 T
01 -1 -3z + 229

0 0 O 16z1 — 10z5 + 223
Sistemul liniar neomogen in necunoscutele A1, As, A3 este compatibil < parametrii 1, x2, x3
verificd {16x; — 10z + 223 = 0 . Atunci
[Sl] = {u = (1'1,1'2,1’3) S Rg; 161’1 — 10£B2 + 2£B3 = 0} .

9612%(504—5)
{1621 — 1022 + 223 =0 << zo=a €R
$3:5€R.

[51]:{u€R3;u: (%(50[75),01,5),(1,561&}

5 -1
= u€R3;u:a<8,1,0> +ﬁ<8,0,1>,a,BER = [(wq1,w2)].
—_——— —_——

w1 WwWo
Din algoritm== (w1, w2) este un sistem de vectori liniar independent.
In consecintd (wq, ws) este o bazi in [S1] = dimp [S1] = 2.
modul 2.
[Sl] = {u € R?’; | ()\1, Ao, )\3) ceR3ai u= Aiug + doug + )\3U3} .
Se studiazé dacé sistemul de vectori Sp este liniar independent sau dependent.

2 1 1
3 2 1 = 0 = S; este sistem liniar dependent de vectori (intre uj,ug,us existd o
-1 2 =3

relatie de dependentd liniard). Cum (uj,ug) sunt vectori liniar independenti = se poate alege
(ug,ug) drept bazi in [S].
dimR [Sﬂ = 2.
eSe determind [Sa] .
modul 1.(detaliat, cu definitia)
[Sa] = {v € R% 3 (g, pgs p13) € R @l v = pyvi + pipva + pigvs -
Se cautd v = (y1,%2,y3) € R a.i. si existe iy, i, it cu proprietatea
(y1,y2,93) = py (1,2,1) + po (1,1, —1) + p(1,3,3)
Kyt Ho + p3 =11
S 201+ pg + 313 = Y2
Py — po + 33 = Y3
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‘1| 1 1 U1 1 1 1 Y1

2 1 3 | rect 0 [-1] 1 | =2y +u2 pas?

1 -1 3 |ws h 0 —2 2| —yi+ys h
=201 + 1o lo
-l + 13 —2la + 13

1 1 1 1

0 -1 1 —2y1 + Y2

0O 0 O 3y1 — 2y2 + y3
Sistemul liniar neomogen in necunoscutele piq, o, 13 este compatibil < parametrii yi, y2, Y3
verificd {3y; — 2y2 + y3 = 0 . Atunci

[S2] = {v = (Y1, 92, 43) € R 3y1 — 2y +y3 = 0} .

y1 =73 (2v—9)
By =2y +y3=0& ¢ p=7€R
ys =0 € R.

[S2] = {VE]R3;v: (% (27—5),7,5),7,5€R}

2 -1
= VER3;V:7<371’0>+5<33071>a7’5€R :[(W37W4)]‘
N———

W3 W4
Din algoritm==- (w3, w4) este un sistem de vectori liniar independent.
In consecintd (w3, wy) este o bazd in [Sp] = dimp [Ss] = 2.
modul 2. [S] = {v € R 3 (11, g, p13) € R® al. v = pyvi + pova + pgvs} .
Se studiaza daca sistemul de vectori Sy este liniar independent sau dependent.

1 1 1
2 1 3| =0= 95, este sistem liniar dependent de vectori (intre v, vo, v existd o relatie
1 -1 3

de dependentd liniard). Cum (vq,va) sunt vectori liniar independenti = se poate alege (vi,v2)
drept baza in [Ss].

dimR [Sﬂ = 2.
eSe determina [S1] + [S2] .

[S1] + [S2] = {w € R*;Fu € [S] si Iv € [S2] al w=u+v}.

eeCum (w7, ws) este o baza in [S1] = 3* (o, B) € R? ai. u= aw; + Bwa.

Cum (w3, wy) este o bazd in [So] = 3* (7,6) € R? a.i. v = yws + Jwy.

Deci (w1, wa, w3, Wy) genereaza [S1] + [S2] .

[S1] + [S2] € R3 = dimg ([S1] + [S2]) < 3.

T 5 3 P T 3
rang 0 1 0 |=3[[1 0 1]|=g%#0]|= (w1, w2, W3, wy) este sistem liniar
0 1 0 1 O

dependent de vectori. Dar (w1, wa, w3) sunt vectori liniar independenti = putem alege (w1, w2, w3)
drept baza in [S1] + [S2] = R3.

dimp ([Sl] + [52]) =3.

eeCum (uj, uy) este o baza in [S;] = J* (0/, B’) € R? ai. u=du; + fus.

Cum (vq,va) este o bazd in [Sy] = 3* (7’, 5') eR? ai v=+'vi+6vs.

Deci (uy,ug, v, vy) genereaza [Sy] + [S2].
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[Sl] + [52} - R3? = dimp ([Sl] + [SQ]) < 3.
1 1 1
2 2 1
2 1 -1

2
=3 3
-1

2
rang 3

11

2 2| =
-1 21
Y

—140

10

= (u,ug, vy, vy) este sistem liniar

dependent de vectori. Dar (uj, ug, vi) sunt vectori liniar independenti = se poate alege (uy, us, vi)

drept baza in [S1] + [S2] = R3.
dimp ([Sl] + [SQ]) =3.
eDetermindm [S1] N [S2].
[Sl] N [SQ] = {V~V € RS;\XI S [Sl] si dw ¢ [52]} .

eeCum (Wi, wp) este o bazd in [S1] = 3* (o, 8”) € R? al. w =a"wi + "wa.
Cum (w3, wy) este o bazd in [Sy] = 3* (77,6") € R? al. w=~"ws3 + §"wy.

Oz"Wl + ,6"W2 — ’}/”Wg + 5”W4 PN
o (§
87
%OA”—{—%ﬁ”— %,}/1_ %15// -0
1a” —I—Oﬁ” _ 17// —0§" =0
0o’ + 1/@// . 0,}// —15"=0

=—5#0

Cum
5 1 _2 _ -1 5 1 _2
8 8 3 3 8 8 3
rang| 1 0 -1 -0 =3 1 0 -1
o 1 -0 -1 0O 1 -0
necunoscutele o, 3”,~", 6" este compatibil simplu nedeterminat=-
o =5\
B/l — )\
7" =5\
" =XeR
Deci

[S11N[S2] = {w e R%w =5A(2,1,0) + A (F,0,1) ,A e R}

= R:

wER3 W =)A(3,5,1),\ €
N——

W5

[(ws)] -

1,0) + 8" (%,0,1) =" (3,1,0) = 6" (F,0,1) = (0,0,0) &

=>sistemul liniar omogen in

Dar (ws) este sistem vectori liniar independenti (deoarece ws # Ogs) = se poate alege (Ws)

drept bazd in [S1] N [S2].
dimp ([Sl] N [SQD =1.

Saul

eeCum (uj, uy) este o bazd in [S1] = J* (&,B) e R? ai. w=aw; + BWQ.

Cum (w3, wy) este o bazd in [S3] = 3* (7,6") € R? ai. w =Fwg + dwy.

awy + EWQ = ?Wg + owy &

(2,3, —1)+5(1,2,2) =7 (1,2,1) =4 (1,1,—1) = (0,0,0) &

2a+13—-17—16 =0
3a+28-27—16=0
—1a+23-15—(-1)6=0

Cum
2 1 -1 -1 2 1
rang 3 2 =2 -1 =3 3 2
-1 2 -1 —(-1) -1 2

-1
-1
1

— 140

=-sistemul liniar omogen in ne-
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cunoscutele a, E, ﬁ,g este compatibil simplu nedeterminat=-

&=\
B=A
5 =2\
J=XeR

—{weRw=2X3,51),AeRy =[(ws)].
~——
w5
Dar (ws) este sistem vectori liniar independenti (deoarece ws # Ogs) = se poate alege (Ws)
drept bazd in [S1] N [S2].
dimp ([S1] N [S2]) = 1.

2.6. Schimbarea coordonatelor unui vector la o schimbare de baze intr-un spatiu
liniar (vectorial)

Definitie: Fie (X, +, K) este un K-spatiu liniar cu dimg X = n si By = (vi1,...,vy) si By =
(v}, ...,v]) doud baze in X. Se aratd cd 3*A € M,, (K) a.i.
\4] \2|
= AT
v \
Mai mult, fie Vu € X. Atunci
F* (a1, .yapn) €EK" al. u=ayvy + ... + @, vy, si
(B .y By) €K™ ad. u= v + ...+ 8,V
B ai
Atunci =A"1!
B, Qnp
a) Matricea A se numeste matrice de trecere de la baza By la baza By sau matrice de schimbare de
baze si o se noteaza A =p, Ap,.
b) Se spune ca bazele By si By sunt la fel orientate daca det A > 0 si contrar orientate dacad
det A < 0.

Exercitiul 8. a) S se determine coordonatele vectorului x € R? in baza canonici daci in baza

B = (e} =(1,1,1),e, = (1,1,0),e5 = (1,0,0)) are coordonatele 1,2, 3.
b) S# se determine coordonatele vectorului y € R3 in baza B’ daci in baza

B" =(ef =(1,-1,1),ef = (3,2,1),e4 = (0,1,0)) are coordonatele 3,1, 4.
c) S& se stabileascd daci bazele B’ si B” sunt la fel sau contrar orientate.
Rezolvare. Fie C = (e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) ,e3 = (0,0, 1)) baza canonici in (R3, -+, -,R).
a) Sedau oy = 1,9 = 2, a3 = 3 coordonatele vectorului x € R? in baza B', adici x = 1-e}+2-e}+
3-€e}. Se cer (3, B3, B3 coordonatele vectorului x € R? in baza C, adicd x = 3;-e1+ 35 ea+ [ -€3.
mod direct x =1-€] +2-e,+3-e;,=1-(1,1,1)+2-(1,1,0)+3-(1,0,0) =

(6,3,1) =6(1,0,0) +3(0,1,0) +1(0,0,1) =6-e1 +3-ex+1-e3.

mod detaliat (cu explicatii legate de determinarea matricei de trecere de la baza canonica la o alta
bazd)

Conform formulelor de schimbare a coordonatelor unui vector la o schimbare de baze, se obtine
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B1 1
By | =(mdc)™ | 2
B3 3

Se determind g/ Ac. Se exprimi vectorii din baza C' in functie de baza B’, si determinidm matricea
de trecere de la B’ la C scriind pe coloane coeficientii de pe linie ai vectorilor €/, €}, €f.

el =e +ete3 e = 0e] + 0e}, + e
e, =e; +e &1 ey =0€e] +e)—e€f
e =e e3 = e} — e} + Oej
111 0 0 1
C’AB’: 1 1 0 <=>B/AC: 0 1 -1
1 00 1 -1 0

Se observi ci (B/AC)_l =c Ap. In general, se poate arita ca
’(B1AB2)_1 —B> ABl ‘

Atunci
By 1 1 11 1 1 6
By | =(mAc)™ | 2 | =cA4p | 2 |=[110 2 1=1 3],
Bs 3 3 100 3 1

adici x=6-e1+3-ex+1-e3.

b) Se dau v, = 3,75 = 1,3 = 4 coordonatele vectorului y € R3 in baza B”, adicd y = 3-ef+1-ej+

4-€j. Se cer 61, 09,03 coordonatele vectorului y € R? in baza B’, adicd y = 01 - €| + J2 - €} + 03 - €5.
Conform formulelor de schimbare a coordonatelor unui vector la o schimbare de baze, obtinem

51 3 o) 3
_ punctul a

6y | = (grdp) t| 1 = Y Agn | 1

53 4 4

Se determind g/ Apr.

mod detaliat (cu explicatii legate de determinarea matricei de trecere de la o baza la alta, prin

intermediul matricei de trecere de la baza canonicd la o altd bazd) Se exprima vectorii din baza

B” in functie de baza B’, si se determind matricea de trecere de la B’ la B” scriind pe coloane

coeficientii de pe linie ai vectorilor €], €5, €5.
punctul a)

of = o1 ex-t ey "LV o (o — eh) + (e — o) = — 2} + 2]
tul
e) = 3e; +2e2+ e3 punctul 2) 3eh +2(e), —eh) +(e] —eh) =e| +e5+¢€f <
nctul ¢
e = e punctul 2) e, — el = 0e} + €}, — €}
1 30 i (001 110
cApr=1 -1 2 1 |, pA"" "0 1 -1 | pdp=[-21 1
1 10 1 -1 0 2 1 -1

Se observi ci g Ay =g Ao - Agr. In general se poate arata ca
B,AB, =B, AB B AB, |

mod direct (cu explicatii legate de determinarea in mod direct a matricei de trecere de la o bazi
la alta) Conform formulelor, se putea cduta direct matricea de trecere de la B’ la B”, cdutand
prApr = (a;;) astfel incat

e = ane] +ane) + azel (1,-1,1) = a1 (1,1,1) + a21 (1,1,0) + a31 (1,0,0)
ey = ajpe] +agesy +azpe; ¢ (3,2,1) =a12(1,1,1) +az (1,1,0) + a3z (1,0,0)
el = ai3€] + azzel + agzel (0,1,0) = a13(1,1,1) + a23 (1,1,0) + as3 (1,0,0)

Sistemul anterior este echivalent cu 3 sisteme liniare neomogene (sistemul 1 cu necunoscutele
ai1, az1, asy, sistemul 2 cu necunoscutele a1, age, ass,sistemul 3 cu necunoscutele aq3, azs, ass), sis-
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teme cu aceeasi coeficienti, provenind din componentele vectorilor €, €, €5, cu termeni liberi difer-
iti, ce provin respectiv din componentele vectorilor €/, €5, e}. Se rezolva simultan.

pas
1 1 3 0 11 1 1 3 0 intermediar
1 10 |-1] 2|1 et lo o0 -1 | =2 -1 1 ~
1 00 1] 1] 0 h 0 -1 -1 | 0| -2]0 h
—_—— [~~~ | -1 I3
e ey e | e [ e | eg /) 51 la
1 1 1 1 3 0 / 1 1 0 -1 2 1 ,
0 ]-1] -1 [ o | —2]o0 pas2 pasl 0= 0 | 2| -1 1| P
0 T ‘_7” _9 1 1 nu e necesar l1+l3 0 T 1 _9 1 1 l1+l2
T la =13 la
ls ls
1 0 0 1 1 0 100 1 1 0
0 -1 0 | 2| 11| 0o10]-2]1]1
0 0 -1 |-2| -1/ 1 l 001 2|1 -1
—ls
_l3 13 B’AB”
Se gasesc solutiile celor 3 sisteme
ail = 1 ai2 = 1 ai3 = 0
a1 = =2 y a2 =1 s a3 =1
asy = 2 asz2 =1 ass — -1
1 1 0
adica B’AB” = -2 1 1
2 1 -1
Atunci, conform formulelor de schimbare a coordonatelor unui vector la o schimbare de baze,
se obtine
01 1 1 0 3 4
oy | = -2 1 1 1 1= -11,
03 2 1 -1 4 3
adicky =4-¢€] —1-e,+3-ej.
1 11
c)det(cAp)=|1 1 0 |=—-1<0= bazele C si B’ sunt contrar orientate.
1 00
1 30
det (cApr)=| —1 2 1 |=2>0= bazele C gi B” sunt la fel orientate.
1 10
1 1
det (grApr)=| -2 1 1 |=-2<0= bazele B’ si B” sunt contrar orientate.
2 1 -1

2.7. Completarea unui sistem de vectori pana la o baza intr-un spatiu liniar

Teorema: Fie (X, +, K) este un K-spatiu liniar cu dimg X = n. Oricare ar fi sistemul de p < n
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vectori liniar independenti (w1, ..., wp) C X, existd un sistem de ¢ = n — p vectori, (vi,...,v4) C X
astfel incat (wi, ..., wp, vi,...,v,) sa fie baza in X.

Exercitiul 10. Sa se completeze urmétoarele sisteme de vectori la o bazé in spatiile liniare spec-
ificate
b) S = (vi=(2,-1,3),va=(4,1,1)) in (R? +,-,R);
Rezolvare. Se aratd cd S = (vq, va) este sistem liniar indepenent in (R3, +, -,R).
AMVL + Aove = Ops = ... =

2 410 2 4 0 2 410
-1 110 |~ 0 6 0O]~106 |0 |=
3 110 0 —-10 | O 0010

(A1,A2) = (0,0) e unica solutie in R.
modul 1: Se stieca C' = (e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1)) este baza canonica in (R3, -+, R)
cu dimg R? = 3. A completa S pani la o bazi in (R3, +, -, R), care sd contind S, revine la a deter-
mina B = (v, Vg, vs), adicd vs, astfel incat B sa fie sistem liniar independent.
Se incearca dacd B = (vi,Va,e1) este sistem liniar independent.
2 41
AMVI+Avo+ Aze; =O0ps = ...= | —1 1
3 1
(A1,A2,A3) = (0,0,0) e unica solutie in R3.
Atunci B = (vq, va,e1) este sistem liniar independent in (R?’, +, -, R) cu dimgp R? = 3 = B e bazi
in (R3,+, -,R) ce contine S.
modul 2: Deoarece (R3, +, ~,R) admite baza canonica
C =(e1 =(1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1))
se poate completa cu vectori din aceastd baza sistemul S. Pentru aceasta se construieste matricea
2 41100

-1 11010
3 110 01
si prin transformari elementare se formeaza primele 2 din coloanele matricei unitate
2 411 00 2 4 1 00 2 4 1 0 0
-1 110 10]~0 6 1 20 |~]06 1 2 0 |~
3 110 01 0 —-10 | -3 0 2 0 0 |—-4 10 1
6 0] 1 —40 1o s F 0
0 6 1 2 0|~ 01 g % 0
0 0 |—-4 10 1 0 0| -4 10 1

deci completarea se poate face cu vectorul ez. O baza in (R3, +, -, ]R) ce contine vectorii vy, vy va fi
B = (V17V27e3) .
Se observa ca existd mai multe baze in (]R3, =+, -, ]R) ce contin vectorii vy, va.

c) S= (V1 =t,vy =t —|—4) in (R [t],+,,R);

Rezolvare. Se aratd cd S = (v, va) este sistem liniar indepenent in (R[], +, -, R).
A1V1 + Agvg = 0R3[ﬂ = .=

0 410 1 00 1 010

1 010 N 0410 N 0 410 N

0110 0110 0 010

0 010 0010 0 010
(A1,X2) = (0,0) e unica solutie in R2.
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modul 1: Se stie ca C' = (e; = 1,63 =t,e3 = t*,e4 = t) este baza canonicd in (Rs[t],+,-,R) cu
dimg R3 [t] = 4. A completa S pand la o baza in (Rs[t],+,-,R), care sa contind S, revine la a
determina B = (v1,Vva, Vs, vy), adicd vs, vy, astfel incat B si fie sistem liniar independent.

eSe incearca dacd B = (vi,va,ej,ez) este sistem liniar independent. Réspuns - nu, deoarece
V1 = eq.
eSe incearca dacd B = (vi,va,ej,e3) este sistem liniar independent. Réspuns - nu, deoarece

vo = 4e; + e3.
eSe incearca dacad B = (v, Vg, €1, e4) este sistem liniar independent.

0410
1 0 0 O

A1V1 + Aavo + Aze; + e = Ops = ... = 01 0 0 =1#£0=
0 0 0 1

(A1,X2,A3, A1) = (0,0,0,0) e unica solutie in R*.
Atunci B = (v1,va,e1,e4) este sistem liniar independent in (R4, -+, -,R) cu dimgpR* =4 = Be
baza in (R4, =+, -,R) ce contine S.
modul 2: Deoarece (R3[t],+,,R) admite baza canonica
C = (e1 = 1,62 = t,e3 = t2,e4 = t3)
se poate completa cu vectori din aceastd bazé sistemul S. Pentru aceasta se construieste matricea

0 411000
100 1 00
010010
0 0|0 O0O01

i prin transformari elementare se formeaza primele 2 din coloanele matricei unitate
041000 1 0|0 1 00
1 010100 0411000
0o1/o0010]| lo1|loo10]"
0 0|0 O0O01 0 0|0 O0O01
10 0 1 0 O 10 0 1.0 0
041 000 01| 3 000
00|-104 0| loo0o]-1040
0 0 0 0 0 1 00 0 0 01

deci completarea se poate face cu vectorii ey si e4. O bazd in (Rs[t],+,,R) ce contine vectorii
vi,Vve va fi
B = (V17 Vo, €9, 64) .
Se observa ca existd mai multe baze in (Rs [t], 4+, -, R) ce contin vectorii vy, vs.
e) S=(vi=(1,0,-1,1),vo=(1,1,1,-1)) in (R%, +,-,R).
Rezolvare. Se arata cd S = (vq, va) este sistem liniar indepenent in (R4, +, -,R).
AV1 + Aove = Ops = ... =

1 1 0 1 1 0 1 110

0 1 0 N 0 1 0 N 0110 N

-1 1 0 0 2 0 0 0|0

1 -1 10 0 -2 1|0 0 010
(A1,X2) = (0,0) e unica solutie in R2.

modul 2: Deoarece (]R4, =+, -,R) admite baza canonica
C = (e; =(1,0,0,0),e2 =(0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1)),
se poate completa cu vectori din aceasta baza sistemul S. Pentru aceasta se construieste matricea
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1 1 1 0 00
0 1 0100
-1 1 0010
1 -1 170 0 0 1
si prin transformari elementare se formeaza primele 2 din coloanele matricei unitate
1 1 1 000 10 1 -1 00
0 1 0 1 00 0 1 0 1 00
o 2 |1 o1of"loo|1 —210]|
0 -2 | -1 0 01 00 |-1 2 01
deci completarea se poate face cu vectorii es si e4. O baza in (]R4, +, R) ce contine vectorii vi, va

va fi
B = (vi1,va,e3,eq4).



