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SEMINAR NR. 5, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analitica

4. SPATII LINTARE EUCLIDIENE
1. Definitii. Exemple

Definitie. Fie (X, +,,R) un spatiu liniar real. O functie

(-,) : X x X — R este produs scalar real daca:

(SP) Y (u,v,w) € X3: (u+w,v) = (u,v) + (w,v);
precum (U+Ww)-v=u-v+w-v

(liniaritate in primul argument)

(SP) V(a,u,v) €ERx X2 (au,v) = a(u,v);
precum (qu) - v =a(u-v)

(omogeneitate in primul argument)

(SP3) ¥V (u,v) € X2: (u,v) = (v,u);

(simetrie)

(SPy) Vu e X: (u,u) > 0;

(pozitivitate)

(SP;) Yue X: [(u,u) = 0g < u = Ox].

Definitie. Fie (X, +,-,R) un spatiu liniar real si (-,-) : X x X — R un produs scalar real. Perechea

ordonatd (X, (-,-)) se numeste spatiu liniar euclidian.

Observatie. Spatiile liniare euclidiene sunt cele pe care se va studia o geometrie a vectorilor

(lungime, unghi) si o analizd matematicd a vectorilor (convergenta).

Observatie. Fie (X (-,-)) un spatiu liniar euclidian. Atunci

(SP!) V(u,v,w) € X3: (u,v+w) = (u,v) + (u,w);

(SP}) V(a,u,v) ERxX?: (u,av) = a(u,v);

(SPG) VueX: (u, ex> = <ex, u) = Og.

Exemple de spatii liniare euclidiene standard :

1. (R™,(-,-)) este un spatiu liniar euclidian, unde
() (R X R = R, (%,y) = (£1,2, -, %n) (U1, Y2, -+ Yn)) = T191 + Toyp + - + Tu
Renotam (Mpx1 (R),+,-,R) cu (Ry,+,-,R). (Ry, (-,-)) este un spatiu liniar euclidian, unde

71 n

x
()R, xR, - R, (x,y) = < 2 , b2 > = 21y1 + ToYo + ... + TpYn.

Tn, Yn
2. (M, (R),(-,-)) este un spatiu liniar euclidian, unde

() : My (R) x M, (R) = R, [ (A, B) =Tr (AT -B) |
3. (C ([a b] 'R) , <-, >) este un spa;iu liniar euclidian unde

In partlcular (RL? ’b}[ , (-, >) este un spai;lu hmar euchdlan, unde

()R] x RS2 - R, (poa) = [V p (2) q (z) da.

Exercitiul 1. In spatiile liniare precizate se definesc aplicatiile de mai jos. S& se precizeze care din
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ele sunt produse scalare:
a) In (R2,+, -,R) () RZXR? - R Vx = (21,22),y = (y1,2) € R?:
(x,y) = ((z1,22), (Y1, y2)) = 3z1y1 — T1Y2 — T2y1 + 2T2Yo2;
Rezolvare. Fie X = R2- spatiul vectorilor (perechi).
K = R- spatiul scalarilor.

Se reaminteste <X7 y>standard = <(IE1, ‘TQ) ) (y17 y2)> = T1Y1 + T2Y2.
Se verifica axiomele pentru (-, -) definit la exercitiu:

(SP) Y (x,y,2) € (R?)®: (x +2,y) = (x.y) + (z.y).
Fie V (x,y,z) € (]R2)3 =

(x+2,y) = ((21,72) + (21, 22) , (41, 92))

def. pr sc de la ex
= 1+ 21 ) T2 + 22 , (Y1,92) =
~— ~—

un z1 pt def pr sc de la ex un xo pt def pr sc de la ex

+ intre perechi

3zt z1)yr — (w1 +21) y2 — (w2 + 22) y1 + 2 (22 + 22) y2 = M)
(x,5) + (z,y) “ P 3oy — wiys — wayn + 2may0) + (Boays — 21y2 — 2ay1 + 22000) =
M.
Se observa ca My = My = (SP) este verificata.
(SP) ¥ (a,x,y) € R x (R2)2 Hax,y) = a(x,y).
Fie V (o, x,y) € R x (R%)® =
(ax,y) = (a(z1,22) , (y1,92)) = ((az1, az2) , (y1,2)) =
=3 (az1) y1 — (ax1) y2 — (az2) y1 + 2 (azs) y2 = M
a(x,y) = a(Br1y1 — v1y2 — Tay1 + 272y2) = Ma.
Se observa ca M; = My = (SP,) este verificata.
(SP) ¥ (x,y) € (R?)” : (x,y) = (y,%).
FieV(x,y) € (R2)2 =
(x,y) = 3z151 — T1y2 — Tay1 + 2x2y2 = M
(y,x) = 3y121 — Y122 — Y221 + 2y222 = Mo.
Se observa ca My = My = (SP3) este verificata.
(SPy) ¥x € R? : (x,x) > 0.
Fie ¥x € R? =
(x,X) = 3x121 — T1x2 — Ta1 + 22229 = 3 (xl — %332)2 + g (x2)2 >0
= (SPy) este verificata.
(SP5) vx € R?: [<X7 X> =0r & x= 0R2] .
Fie ¥x € R? =

[(x,x) = O0p < 3 (21 — %:1:2)2 +32 (22)> =0 & {

(z1,22) = (0,0) & x = Op2]
= (SPs) este verificata.
Deci aplicatia (-, -) definit# anterior este un produs scalar real pe R2, altul decat cel standard.
b) In (R?,+,-R),(-,-) : RZx R? > R,
Vx = (z1,22),y = (y1,¥2) € R?: (x,y) = z1y1 + 221y2 + 1022y0;
Rezolvare . Se verificd axiomele :

(SP) VY (x,y,2) € (R2)3 (x4 z,y) = (x,y) + (z,y).
Fie V (x,y,z) € (]R2)3 =
(x+2,y) = ((z1,72) + (21, 22) , (y1,92)) = (1 + 21,22 + 22) , (Y1, 92)) =

Jfl—%xgzo
o =0
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=(x14+21) +2(x1+21) Y2 + 10 (22 + 22) y2 = My
(X,y) + (z,y) = 2191 + 221y2 + 1022y2 + 2191 + 221y2 + 1020y2 = M.
Se observa ca My = My = (SP) este verificata.
(SP) ¥ (a,x,y) € R x (R2)2 Hax,y) = a(x,y).
Fie V(a,x,y) € R x (R2)2 =
(ax,y) = (a(z1,22) , (Y1,%2)) = ((ax1,a22) , (Y1,%2)) = (@w1) Y142 (@r1) Y2 +10 (w2) y2 = My
a(x,y) = a(r1y1 + 221y2 + 10x2y2) = Mo.
Se observa ca My = My = (SPs) este verificata.
(SP;) V(x,y) € (R2)2 (x,y) = (y,x).
FieV(x,y) € (R2)2 =
(x,y) = x1y1 + 221y2 + 1022y2 = M)
(y,x) = y121 + 2y122 + 10y2x2 = Mo.
Se observa ca 3 (x,y) € (R2)2 a.l. My # My = (SP3) nu este verificata.
Deci aplicatia (-, -) definit# anterior nu este un produs scalar real pe R2.
c) In (R2,+,R),(-,-) : RZx R? - R,
Vx = (21,72),y = (y1,%2) € R? : (X, y) = 92191 — 3312 — 322y1 + T2Y2;
Rezolvare. Se verificd axiomele :
(SP)V(x,y.2) € (B?)®: (x +2,y) = (x,y) + (z.y).
Fie V(x,y,z) € (R2)3 =
(x+2,y) = ((x1,22) + (21, 22) , (Y1, ¥2)) = (1 + 21, 22 + 22) , (Y1, %2)) =
=9(z14+21)y1 —3(x1+ 21)y2 — 3 (22 + 22) y1 + (T2 + 22) y2 = My
(x,y) + (z,y) = 92191 — 32192 — 3x2y1 + Tay2 + 921y1 — 321Y2 — 322y1 + 22y2 = Mo.
Se observa ca My = My = (SP)) este verificata.
(SP) V(a,x,y) € R x (R2)2 Hax,y) = a(x,y).
Fie V(a, x,y) € R X (R2)2 =
(ax,y) = (a (21, 22) , (y1,92)) = ((a@1, aw2) , (y1,2)) =
=9 (axy)y1 — 3 (aw1) y2 — 3 (ax2) y1 + (ax2) Yo = M
a(x,y) = a(9z1y1 — 3x1y2 — 3x2y1 + 22y2) = Mo.
Se observa ca My = My = (SPs) este verificata.
(SP) ¥ (x,y) € (B)” : (x,y) = (y,%).
FieV(x,y) € (R2)2 =
(X,¥) = 92191 — 3T1Y2 — 3W2Y1 + T2Yy2 = M)
(y,x) = 9121 — 3y122 — 3y2x1 + Yoo = Mo.
Se observa cd My = My = (SP3) este verificata.
(SPy) ¥x € R? : (x,x) > 0.
Fie Vx € R? =
(x,x) = 9x121 — 3T172 — 3T2X1 + T2T2 = (311 — :132)2 >0
= (SPy,) este verificata.
(SP5) ¥x € R? : [(x,x) = Ogr & X = Op2].
Fie Vx € R? =
[(x,x) =0p & Bz —22)° =0 &
< {3z1 — 22 =0 % (x1,22) = (0,0) ca si unica solutie.
= (9Ps) nu este verificata.

Deci aplicatia (-, -) definit# anterior nu este un produs scalar real pe R2.
d) In (R%,+,R),(-,-) : RZx R2 > R,
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Vx = (21,72),y = (y1,92) € R?: (x,y) = (@1)” (1)” + (22)" (1)°;
Rezolvare. Se verificd gxiomele :
(SP) Y (x,y,2 ) (R?)”: (x+2,y) = (x,y) + (z,y) -

Fie V (x,y,z ( )

(x+2zy) = <(fb’17 2) + (21, 22) , (Y1, 92)) = ((z1+ 21,22 + 22) , (Y1, 92)) =
= (z14+2)°(y 1) (962 + 22)2 (y2)* = M,
(x,y)+ (z,y) = (z ) (11)% + (22)% (12)* + (21)° (1) + (22)° ()* = M.
Se observa ca 3 (x,y, z ( ) : My # My = (SPp) nu este verificata.

Deci aplicatia (-, -) deﬁmta anterior nu este un produs scalar real pe R?.

4.2. Norma euclidiana a unui vector. Unghiul dintre doi vectori

Teorema. Fie (X, (-,-)) un spatiu liniar euclidian. Atunci (X, ||-||) este un spativ liniar normat,

prehilbertian, unde norma indusa de produsul scalar (sau norma euclidiana) data de
[ : X = R, [[u]] = \/(u,u) verifica

(V1) ¥ (u,v) € X [lu+v] < Ju] + v

(inegalitatea triunghiulard sau inegalitatea Minkovski)

(N2) ¥ (o) € R x X : o] = o ull

(omogeneitate)

(N3) Vu e X: ||lul| > 05si (|Ju]] =0r & u=0x).

Teorema. Fie (X (-,-)) un spatiu liniar euclidian. Atunci:

(Na) ¥ (u,v) € X [(u, v)| < [[u]| - |v]

(inegalitatea Cauchy-Schwarz-Buniakowski)

Definitie. Fie (X, (-,)) un spatiu liniar euclidian.

a) Vectorul v € X cu proprietatea ||v|| = 1 se numeste versor sau vector unitar.

b) Fie Vv € X, v # 6x. Vectorul v = ” v se numeste versorul lui v.

Exemple de norme euclidiene standard:

1. In (R™, (-,-)) standard, norma euclidian standard este

[ s R = R, [Ix]| = /(x,x) = /{21, 22, e, Tn) , (X1, T2, e, Tp)) = \/(xl)z + ot (z0)

In (R, (-,-)) standard, norma euclidiani standard este

2 Ro = R, Il = /B30 = /(@) + e + ().

2. In (M,, (R), (-,-)) standard, norma euclidiani standard este
Fl s M (R) = R, [JA]l = /(A A) = /Tr (AT - A).

3. In (C([a,b];R),(-,-)) standard, norma euclidiand standard este

- € (Ja, b R) — R, [[£]] = ) = 1/ [P £2 () da.

In particular, in (I&[ﬁ ) [z], (-, >) standard, norma euclidiana standard este

Il R 2] — R, [pll = /B, p) =/ [) p? (x) da.

Definitie. Fie (X, (-,)) un spatiu liniar euclidian.

—

a) Fie (u,v) € (X\ {0x})?. Solutia unici in intervalul [0, 7], notati (u,v), a ecuatiei

cos (;,7) _ {wv)

[l v

se numeste unghiul neorientat al perechii ordonate de vectori (u,v).
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b) Fie (u,v) € X2. Dac# (u,v) = 0 atunci vectorul u este ortogonal cu vectorul v si se noteaza
ulv.

Exercitiul 5. Fie spatiul liniar euclidian (R3, (-, >), cu produsul scalar standard si norma euclidi-
and standard.

a) S& se calculeze unghiul dintre vectorii x = (1,1,—1),y = (\/6, 1, 1);

b) S& se arate ca vectorii x = (1,1,2),y = (1,1, —1) sunt ortogonali;

0, %2, ¥2

Rezolvare. Se reaminteste produsul scalar standard dintre doi vectori din R3,
(x,y) = ((z1,22,23) , (Y1, Y2, ¥3)) = T1Y1 + T2y2 + T3y3
si norma euclidians standard a unui vector din R3,
Il = V%) = /(@ 20, @3) s (@1, 20,23)) = 3/ (21)? + (22)? + (23>
— (xy) _ ((1,1,-1),(v6,1,1))
a) cos (x,y) =
el vl 1, 1, =D (V6 1, 1)
1-vV6+1-14+(=1)-1
\/12 +12 4 (—1)2\/(\/6)2 +12 412
b) (x,y) =((1,1,2),(1,1,-1))=1-141-1+2-(-1)=0=xLy.

c) x|l = H(O, {,%)H = \/O2 + (72)2 + (@)2 =1l=x= (O, \zf, {) este un versor.

Teorema. Fie (X, (-,-)) un spatiu liniar euclidian. Atunci (X,d) este un spatiu metric, unde

metrica, distanta indusa de norma euclidiana (sau metrica, distanta euclidiana) data de
d:XxX—=R,d(u,v)=|u-—v| verifica

M)V (u,v,w) €X3:d(u,v) <d(u,w)+d(v,w);

inegalitatea triunghiulard sau inegalitatea Minkovski)

(
(
EM) (u,v) €X2:d(u,v) =d(v,u);
(

c) Sa se arate ca vectorul x = ( este un versor.

—

= (X7y) =

_ 1 z
2 3’
(—

simetrie)
M3)VaeX:d(u,v)>0si(d(u,v) =0 & u=v).
Exemple de metrici euclidiene standard:

1. In (R”,(-,-)) standard, metrica euclidiani standard este

AR xR = R, d(x,y) = [x =y = /(21— 92)° + .+ (20— yu)".
In (R, (-,-)) standard, metrica euclidiand standard este

d:Ry xR, — R, d(x,y) = [x =y = /(@1 — 91)* + o+ (@0 — ).
2. In (M,, (R), {-,-)) standard, metrica euclidiana standard este

d: My (R) x My, (R) - R, d(A,B) = |A - B| = \/Tr ((A -B)" (A —B)).
3. In (C([a,b];R), (-,-)) standard, metrica euclidiani standard este

b

d:C([a,b0];R) x C([a,b];R) = R, d(f,g) = [If — gl = \/fa (f () — g () dz.
In particular, in ( o [z], (-, >) standard, metrica euclidiand standard este

d: R Vfe) x REVfe) — R, d(p.a) = [p—all = /[ (p (2) — ()’ da.

Observatie. Fie (X, (-,-)) un spatiu liniar euclidian, deci liniar normat prehilbertian, deci metric.
Atunci (X, 7) este un spatiu topologic, unde topologia datd de metrica euclidiand se va defini la
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Analizd Matematicad drept cea a multimilor deschise (cu sfere). Spatiul prehilbertian X se va numi
spatiu prehilbertian complet sau spatiu Hilbert daca orice sir Cauchy de vectori din X va fi un sir
convergent.

4.3. Sisteme de vectori ortonormate. Procedeul de ortonormare Gram-Schmidt

Definitie. Fie (X, (:,-)) un spatiu liniar euclidian si S = (wy,..., Wy,), m < dimg X. Sistemul §
este sistem de vectori ortonormat daca :
(i) S este sistem de vectori ortogonal,
V(i,j)e{l,..m\?,i#jw; L w;, adica (w;, wj) = 0.
(ii) S contine doar versori,
Vie{l,...,m},|wi = 1.
Exemplu. Fie (C ([-7,n];R), (-, -)) standard.
a) Sistemul de vectori
S = (fg, ...,fgn) y unde fz R — R,

fo(x) =1;
fi (z) = sinz; f5 () = cosz;
f5 (z) = sin 2x; fy (x) = cos2z;

fop—1 (z) =sinnx; fo, (z) = cosnzx.
este un sistem ortogonal.

Intr-adevir,
K
cos (ix) cos (jx) dx = 0,1 # j.

—T
m

sin (iz) sin (jz) dz = 0,1 # j.

|
3

cos (iz) sin (jz) dx = 0,7 # j.

3

cos (iz) - 1dz = 0.

34

sin (iz) - 1dz = 0.

\\h\\

™
Nu contine versori, deoarece:
™

1-1dx = 27.

|
3

cos (ix) cos (iz) dr = .

3

sin (iz) sin (iz) de = 7.

\h\

—Tr

b) Sistemul de vectori
S =(go,--,82n), unde g; : R — R,

g0 (¥) = 5=
g1 (x) = ﬁ sin x; g2 (x) = ﬁ COS T;
_ 1 o _ 1 )
gs(z) = 7 sin 2x; g4 (z) = 7 Cos 2x;

1 o . - 1
gon—1(z) = 7 Sinnz; g () = 5 cosni.
este un sistem ortonormat (este ortogonal si contine doar versori). Acest sistem de vectori se va
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utiliza la definirea seriei Fourier atagata unei functii periodice.

Observatie. Fie (X (-,-)) un spatiu liniar euclidian.

a) Orice sistem de vectori ortogonal format din vectori nenuli este liniar independent.

b) Daca dimg X = n, atunci orice sistem de n vectori ortogonal format din vectori nenuli este o
baza in X.

Exercitiul 6. Fie spatiul liniar euclidian (R3, (-, )) cu produsul scalar standard. Sa se arate ca
baza canonica
C=(e; =(1,0,0),e2 =(0,1,0),e3 =(0,0,1))
este un sistem de vectori ortonormat.
Rezolvare. Se reaminteste produsul scalar standard dintre doi vectori din R3,

(x,¥) = ((z1,72,23) , (y1, Y2, ¥3)) = 2191 + T2y2 + T3Y3
si norma euclidiang standard a unui vector din R3,

Ixll = V/{x.x) = V{(21, 22, 23) , (21, 22, 23)) = \/(331)2 + ()" + (w3)*.
(i) C este un sistem ortogonal de vectori, deoarece

(e1,e9) = ((1,0,0),(0,1,0)) =1-04+0-140-0=0;

(e2,e3) =((0,1,0),(0,0,1)) =0-0+1-0+0-1=0;

(e3,e;) = ((0,0,1),(1,0,0)) =0-14+0-0+1-0=0.
(ii) C contine doar versori, deoarece

lex] = [I(1,0,0)[| = V12 + 02 + 02 = 1;

lez]| = [[(0,1,0)[ = V0> + 12 + 0% = 1;

lles]| = [1(0,0,1)|| = V02 + 02+ 12 =1.

Deci C este o baza ortonormat in R3 (dar mai exists si alte baze ortonormate in R3).

Exercitiul 7. Fie spatiul liniar euclidian (Mj (R),(-,-)) unde produsul scalar este definit de
(,) : M2 (R) x M3 (R) — R prin

VA = ( i > € M (R),VB = ( bu bz > € Mz (R):
a1 a922 b21 622

(A,B) = a11b11 + a12b1a + a1bar + agsbes = Tr (AT - B) .
a) Sa se arate ca

1 -1 -1 -1 0 2
s=(m=(h ) Jasf (5 ) a5 1))

este un sistem de vectori ortonormat.
Rezolvare. Observam ca
A= V(AA) = \/(all)2 + (a12)® + (a21)* + (a22)* = /Tr (AT - A).
modul 1.
(i) S este un sistem ortogonal de vectori, deoarece

N N
= 33 6 6 _ V3 (_6 _VB) . (_vB) V3
A Aol = B )’( 0o )>_3 ( 6)+( 3) ( 6)+3 0+
0-¥8 =0,

_V6 V6 0 2

mord={(F ) (4 1)) -0 0 () e0pe i
3
0 2 V3 V3
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(ii) S contine doar versori, deoarece

A = <§ ‘f) — B+ (8) + (4) 02 =1
= | (X8| - G (9
= (§ )=V T @ @ =

modul 2.

(i) S este un sistem ortogonal de vectori, deoarece

1 1 -1 -1
wori=miarar=n (2 (1 1) (3 7))
-1 1
()= E g
)

<A2,A3> = TI' (Ag . A3

:Tf<fsg<2 _02)>:0+0:0;
0 2 1 -1
23

2 0
:Tr(?(zg ) >>:9_2\9/§:0'

(ii) S contine doar versori, deoarece

A = (} _01> = \/Tr (AT Al):\/Tr(;’(_ll é)@(} —01>)_
(e (5 )=

sl =42 () )| - var AQ)MTY(Ga(j e ()
(s (1)) -vie-n

iaal=[3 (5 1) - vl AQ):\/TI«@(g 3(92) -

- (E 1))~

Deci S = (A1, Az, A3) este un sistem ortonormat de matrice din M (R).

Teorema (procedeul de ortonormare Gram-Schmidt). Fie (X, (-,-)) un spatiu liniar euclidian gi S =
(V1 .eey Vi), m < dimg X un sistem de vectori liniar independent, Atunci exista S, = (W1, ..., Wy,)
sistem de vectori liniar independent ortonormat astfel incat [S,] = [S] .

Demonstratie (schitd).

Etapa 1. Se cautd S = (uy, ..., u,,) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.i. m =19].
Se gisegte
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u; = Vi
o <V27u1>
Uy = Vg — 72111
[ |
B (vs,u1) (vs,uz)
[ | [uz]|
o V4,01 V4,02 <V47 u3>
Uy =Vvy — — 5 u1 — 5 u2 — 5 U3
[ | [[uz | [us]|

Etapa 2. Se cautd S, = (wi,..., W,,) un sistem de vectori liniar independent ortogonal care si
conting doar versori, a.i. [S,] = [S]. Se géseste

( 1
W) = —
[y |
1
Wo = — U9
[[uz|
1
W3 = —us3
[[us]|
Wy = —W4
[y
L -

Exercitiul 8. Fie spatiul liniar euclidian (Rg_l’l] [z], (-, >), unde produsul scalar standard este
definit prin

() R xR - R, (p,a) = [ p(2) q (2) da

1 1] [LL‘]

Sa se ortonormeze baza canonica din R
Rezolvare. Fie baza canonica din R[ 1 1][ |,C = (v1,v2,v3,vy), unde
vi:[-1,1] =R, vy (z) =1,
[—1,1] = R, va () = =z,
vy :[-1,1] = R, v3(z) = 22,
vy [—1,1] = R, vyq (z) = 23
Etapa 0. Se observa ca C este un sistem liniar independent de vectori.
Etapa 1. Se cautd S = (uy,uz, us, uy) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.i. [E} =
[S]. Se gdsesc ug, ug,uz,uy : [—1,1] — R functii polinomiale cu urméatoarele legi de asociere
u (z) =vy(z) =1.
\mm2.ﬂlww—xvf

<V27u1 f lx ldz = ? 1= 07
(v3,uy) = f_ll 22 . 1dx = %3 ‘1_1: %;
1 4
(vaym) = [, <«r3 - 1dﬂ>f =2 L=0.
Va2, U1 0
uy () = va () — e (z) =2 — Jl=c¢
2 1 3
s ||* = J2, @?de = 5 |1,= 3;
(v, ug) = ,11 2% zdr = %4 It,=0;
5
<V47u2> = _11 -173 -xdr = % |1_1: %
2
V3, u1 V3, U9 Ed 0
ug (v) = 3(9{:)—< 2>u1()—< >u2():$2—31—§x:x2—%
| Jus 2t 72



lect. dr. Gabriela Grosu / Algebra liniara si Geometrie analitica 10

V4,0 V4,1 va,u
u4($)— 4(x)_<4 1>111(33')—<4 §> 2(.%'—<4 3> 3($>
[ | |uzl| [[us|
0. 3 0
=2’ —gl-gr— 5 (@ —5) =2’ 32
3 45
2 _ 1 2 1
hul? = 4 (5 — 30" do = 1, (2~ ot + ) do =
z7 6 z° 3 8

Etapa 2. Se cauta S, = (w1, w2, w3, wy) un sistem de vectori liniar independent ortogonal care s&
contind doar versori a.i. [S,] = [?} Se gésesc w1, Wa, W3, Wy : [—1,1] — R functii polinomiale cu
urmatoarele legi de asociere

_ 1 _ 1.
wi (z) = HUIHUI (z) = ﬁL

w JI:LU LEZLZE
2 ) = e o) = o

ey,
Vo () = e () = g ()

wy (2 :Lu z) = —A— (2% = 32
4() HU-4” 4() \/%( 5 )

—_

. < R ~1,1 : y
S-a gasit S, = (w1, We, W3, Wy) 0 bazd ortonormatd in ]Rg ][:r] Polinoamele corespunzitoare
functiilor polinomiale din aceastd baza se numesc polinoame Legendre.

Exercitiul 9. In spatiul liniar euclidian <R[20’1] [x], <,>) cu produsul scalar standard, si se

ortonormeze sistemul de functii S = (f1, f2, f3) unde
f1 : [(), 1] - ]R, f1 ((L‘) = 2,
fo:[0,1] = R, fo(z) =2+ =z,
f3:[0,1] = R, f3(z) = (24 z)°.
Rezolvare. Fie produsul scalar standard din (R[Qo’l] [z], (-, )),

() Ry ] x RY V(2] = R, (p,a) = [y p(x) a () do
Reamintim norma euclidiana
- R§ V2] — R, [Ipll = 4/ [y p? (2) da
Etapa 0. Se studiaza dacd S = (f1,f2, f3) este un sistem liniar independent de vectori. Se cautd
(A1, A2, A3) € R3 astfel incat
A1f1 + Aofy + Asf3 = OR[20,1] 2] =
Afy (33) + Aofy (:C) + A3f3 (l‘) =60 (l‘) Vo € [0, 1]
M2+ (242)+A3(2+2)*=0,Vze[0,1] &
20 +2X+4X3=0
O+ 1 +4X3=0
OA1 +0Xa+1A3=0

2 2 4
Se calculeazadet A=| 0 1 4 | =2 = 0= sistemul liniar omogen in necunoscutele A1, Ao, Aseste
0 01

compatibil unic determinat gi admite solutia nuld (A1, A2, A3) = (0,0,0) drept unicd solutie =
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f1, £, f3 sunt vectori liniar independent;i.
Etapa 1. Se cautd S = (uy, ug, ug) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.i. [S] = [S].
Se gdsesc uy, ug,us : [0,1] — R functii polinomiale cu urméatoarele legi de asociere
uj (z) =f; () =2.
lwl)* = fy 2°dw = 42 [§=4;
(fo,u;) = fol (24 z) - 2dx = 5;
(5, wi) = [} (2+2)? - 2de = 3.

fo,u )
uQ(:c):fg(z)—<2 12>u1(m):(2+a7)—72::n—%.
.. Hqu2 4
[uz]|” = J; 1(96—%) dz = 35;
(f3,u2) = [, (<2f+ :c))2 . (ﬁc — ;)(il‘a: = >152
7u 7u
u (z) = f3 (v) — >y (z) — ~>2luy (z) =
”“”3’,8 ) [z ||
, B 5
=@ 2o flemg) =t e

2 1 1\2 1
Etapa 2. Se cauta S, = (w1, wg, w3) un sistem de vectori liniar independent care s& contind doar
versori a.i. [S,] = [E] Se gdsesc w1, wa, w3 : [0,1] — R functii polinomiale cu urméatoarele legi de

asociere
wi (z) = mul (z) = 32;
wa (o) = @) = e (- 4);
w3 (7) = H1113||u3(x) = % (x2_x+%).

Exercitiul 10. Fie (R4, (-, )) cu produsul scalar standard. S& se determine o bazd ortonormata
in spatiul generat de
S = (Vl = (172>2 - 1) y V2 = (1>17_573) y V3 = (372787_7)) :
Rezolvare. Fie produsul scalar standard din (]R4, (-, >), {-,-) : R* x R* — R definit prin
(X,¥) = T1y1 + T2Y2 + 23Y3 + Tays-
Reamintim norma euclidiana
x|l = /21 + 23 + af + 2.
Etapa 0. Se studiaza daca S = (vi,va,Vv3) este un sistem liniar independent de vectori. Se cautd
(A1, A2, A3) € R3 astfel incat
A1V1 + Aava + A3vy = 0R4 =
A (1,2,2—-1)+ A2 (1,1,-5,3) + A3 (3,2,8,-7) = (0,0,0,0) &
1AM +1X+3X3=0
20 + 1 +2X3=0
2A1 — B +8A3 =0
—1A1 +3X—TX3=0
Ultimul sistem este un sistem liniar omogen in necunoscutele A1, A2, A3, care admite macar solutia
nuld (A1, A2, A3) = (0,0,0). Se studiaza daca admite si alte solutii.
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] 1 3 |0 1 1 3 |o 1 1 3 |0
2 1 2 |0 pasl 0 |-1] —4 |0 pas? 0 -1 -4 |o
2 -5 8 |0 I 0 -7 2 |0 I 0 0 [30] |0
-1 3 =710 Iy — 21 0 4 —41]0 I 0 0 =20 |0
l3 - 2ll 13 — 7l2
lg+ 1 g+ 4o

= rang A = 3 = sistemul este compatibil unic determinat cu solutia unica (A1, A2, A3) = (0,0,0)
= V1, V3, V3 sunt vectori liniar independent;.
Etapa 1. Se cautd S = (uy, us, u3) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.i. [?} = [9].
Se gasesc
u] = V] = (1,2,2— 1).

] = ](1,2,2 = D)2 = 12 + 22 + 22 + (—1) = 10;

(vo,u1) = ((1,1,-5,3),(1,2,2—1))=1-141-2+(=5)-24+3-(—1) = —10;

)

(va,up) = ((3,2,8,-7),(1,2,2— 1)) =3-1+2-2+48-2+ (=7) - (—1) = 30.
Uy = vo — |"72’1‘T;>UI — (1,1,-5,3) — 510(1,2,2— 1) = (2,3,-3,2).
uj

luz]* = 11(2,3, =3,2)[|* = 2° + 3> + (=3) + 2* = 26;

(vi,ug) = ((3,2,8,-7),(2,3,-3,2)) =3-2+2-3+8-(=3)+ (=7) -2 = —26.

_ (vs,u1) (vzug)
uz = v3 — 5 u1 — 5 U2 =

[y | [[ua]|
=(3,2,8,-7)—38(1,2,2-1) — 528 (2,3,-3,2) = (2,-1,-1,-2).

fus|? = [|(2, =1, =1, =2)||* = 22 + (=1)* + (=1)* + (—=2)* = 10.

Etapa 2. Se cautd S, = (W1, w2, w3) un sistem de vectori liniar independent ortogonal care sa

contind doar versori a.i. [S,] = [S]. Se giseste

_ _ 1 _ .
W1 = Hu1||u1 - /10 (17272 1)7

o _ 1 _ .
W2 = Hu2”u2 - /26 (2337 372)7

_ — 1 1 -1 —
W3 = HU3||U3 = 7o (2, 1, 1, 2) .

S-a gésit S, = (W1, Wa, w3) 0 bazd ortonormata in [S].

Observatie. Descompunerea QR.

100 V3 —3v2v3 0 V3
3

[SN]1 )
=
Wl
=

A= 110 )= 53 Va3 V2 || 0 4V2VB {vav3
111 V3 §V2V3 3V2 0 0 3V2



