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SEMINAR NR. 6, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analiticd

3. FUNCTII LINIARE
3.1. Definitii. Exemple

Definitie. Fie (X, +,,K) si (Y, +,-,K) doud K-spatii liniare. Functia T : X — Y este functie liniard (sau
aplicatie liniara sau transformare liniard sau operator liniar sau morfism de spatii liniare) daca:
() V(xx)eX2:Tx+x)=Tx) +T(%).
(i) V (o, x) e Kx X, T (ax) = oT (x).
Se noteazd L (X;Y) ={T;T : X — Y, T e aplicatie liniard} si
LX) ={T;T:X =X, T e aplicatie liniara}.
Teoremd. (£ (X,Y),+,-,K) este un K-spatiu liniar.
Caracterizare. T € £ (X,Y) & V(a,x,X) e Kx X2 : T (ax + X) = oT (x) + T (X).
Observatie. T € £L(X,Y) = T (0x) = 0y.
Daci T (6x) # Oy, atunci T nu este aplicatie liniara. Intr-adevir,
T:R3 —R2Vx € R3 x = (21,20, 23) : T (x) = (271 + 72 + 1,4x3)
are proprietatea ca
T (0rs) =T((0,0,0)) = (1,0) # (0,0) = Oge.
Se poate demonstra ca T nu verificd axiomele din definitia transformarii liniare.
Definitie. Fie (X, +,-,K) si (Y, +,,K) dous K-spatii liniare.
a) Functia T : X — Y este monomorfism, epimorfism, izomorfism daci este transformare liniard si, in plus,
este respectiv functie injectiva, surjectiva, bijectiva.
b) Functia T : X — X este endomorfism daci este transformare liniard si ci este automorfism daci este
transformare liniard si bijectiva.
Definitie. K-spatiile liniare (X, +,-,K) si (Y,+,,K) se numesc spatii liniare izomorfe dacd existd un
izomorfism T € £ (X,Y) . Se noteazd X ~ Y.
Observatie. a) Fie (X, +,-,R) i (Y, +, -, R) spatii liniare. X ~ Y < dimg X = dimg Y.
b) Fie (X, +,,R) spatiu liniar cu dimg X = n. Atunci X ~ R".
c) Fie (X, +, -, R) spatiu liniar cu dimg X = n i (Y, +, -, R) spatiu liniar cu dimg Y = m. Atunci £ (X, Y) ~ M, «n (R) .
https://www.3bluelbrown.com/essence-of-linear-algebra-page
https://www.youtube.com/watch?v=IrggOvOSZrd&t=365s

Exercitiul 1. h) Fie spatiile liniare (R3, +, -,]R) si (RQ,—F, ~,R) si functia
T:R?—R2 Vx € R3 x = (z1,72,73) : T (x) = (221 + 22, 473)
Sa se studieze dacd T este aplicatie liniara.
Rezolvare. Se verificd axiomele:
(i) V(x,%) € (R : T (x+%) =T (x) + T (X).
Fie V (x,X) € (R3)2 =
T (X + 3&) =T ((xl, o, 1’3) + (51, 52, ’ZL'Vd)) =T ((531 + 517 To + %2, T3 + fd)) =
= (2(x1 +21) + (22 + 72) , 4 (23 + 73)) = M.
T (x)+ T (x) =T ((z1,22,23)) + T ((1, T2, 73)) =
= (2{1?1 + $2,4$3) + (251 + 52,453) = M.
Se observd c& M; = My = (i) esteste verificata.
(i) V(a,x) € R x R3 T (ax) = oT (x) .
Fie V (a,x) € R x R3 =
T(ax) =T (a(x1,22,23)) =T (w1, o, aws)) =
= (2(axq) + (ax2) , 4 (axs)) = M.
oT (x) = oT ((z1, 22, 23)) = (221 + 2,423) = Mo.
Se observd cd M; = My = (ii) este verificata.
Din (i) si (ii) = T este aplicatie liniara, T € £ (R3;R?).
d) Fie spatiul liniar (R3, +, - R) si functia
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T:R3 - R3 Vx € R x = (v1,m0,73) : T (xX) = (xl,xg,xg)
Sa se studieze daca T este aplicatie liniara.
Rezolvare. Se verificd axiomele:
(i) ¥V (x,%) € (R} : T (x + ) = T (x) + T ().
Fie V (x,X) € (]R{3)2 =
T(x+x)=T((z1,22,23) + (T1,T2,T3)) =T ((x1 + T1,22 + T2, x3 + T3)) =
= (561 + Ty, w2 + To, (23 + 553)2) = M.
T(x)+T(x) =T ((x1,22,23)) + T (21,32, T3)) =
= (331,332,],%) + (51,52,5%) = (.131 + T, 20 + %2,33% + %:2))) = M.
Se observd cd 3 (x,X) € (R3)2 : My # My, deoarece
3 (3, %3) € R? astfel incat (zs + T3)” # 22 + 72
= (i) nu este verificatd = T nu este aplicatie liniara, T ¢ £ (R?) .

3.2. Matricea atagata unei aplicatii liniare intr-o pereche de baze

Observatie. Orice matrice P € M, x, (K) defineste o transformare liniard, nu unica:
T : Mixn (K) — My (K), T (x) = PxT, adica

P11 - Pin T1
T(( r1 ... Tp )) =
Pm1 «v Pmn Tn
Se verifica si cd orice transformare liniara defineste o matrice, chiar in mod unic.
Definitie. Fie (X, +,,K) un K-spatiu liniar cu dimg X = n si cu By = (vy, ..., vy,) 0 bazi.

Fie (Y, +,,K) un K-spatiu liniar cu dimg Y = m si cu By = (v}, ..., v},) o bazi.
Fie T': X — Y aplicatie liniard (T € £ (X,Y)). Se poate arita c& I*P € M« (K) a.d.
/

T (v1) Vi
=pT
T (vn) Vin

Mai mult, fie Vu € X =
F* (a1, ey ) €K™ ad. u=ayvy + ... + a, vy, si
3* (/81’ ""ﬁm) E Km a'i' T(u) = /Blvﬁ + A + /6777.‘,':71,'
Atunci
By a1
=P
Bm om
Matricea P se numesgte matricea asociatd aplicatiei liniare T in raport cu perechea de baze (B, Bg) si se
noteazd P =p, (T)p,-
Teorema. (Legea de schimbare a matricei unei aplicatii liniare la o schimbare de baze) Fie (X, +,-,K) si
(Y, +, -, K) doud K-spatii liniare cu dimg X = n gi dimg Y = m. Fie By = (v1,...,vy), B1 = (V1, ..., V) doud
baze in X §i By = (v{,...,v3,), B2 = (Vq,...,v;,) doud baze in Y. Fie p, Ay si p,Ap, matricele de trecere
intre bazele By si By, respectiv By si By. Fie T : X — Y o aplicatie liniard (T € £ (X,Y)). Atunci

-1
5 Tg, = <B2A§2) ‘B, (T)p, "B, Ap, -
Definitie. Fie A,B € M, (K). Matricele A si B sunt matrice asemenea si se noteazd A ~ B daci
IM € M, (K) cu det M # 0 astfel incat

A=M"1'-B-M.
Observatie. Fie T' € £ (X). Deoarece 3M =p, Ap € M, (K) cu det M # 0 astfel incat

5 (Mg, = (BlAgl) 8, (T)p, B, Ag,
= B, (T)p, §i g, ('), sunt matrice asemenea, g, (T') 5, ~5, ()5,
Teorema. Fie (X,+,-,K) si (Y,+,,K) doud K-spatii liniare cu dimg X = n ¢l dimg Y = m. Fie B; =
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(V1,..., V) 0 bazd oarecare in X gi By = (v],...,v],), o bazd oarecare in Y. Fie T : X — Y o aplicatie liniard

(T e L(X,Y)). Atunci

a) T este injectivd (monomorfism) < rangg, (T)p, = n,n < m (n este si nr. de coloane ale matricei);
b) T este surjectiva (epimorfism) < rangp (T)p, = m,m < n (m este si nr. de linii ale matricei);

c) T este bijectivd (izomorfism) < rangp, (T')5, = n,n = m (matricea este patratica nesingulara).

Exercitiul 2. Fie functia 7' : R3 — R3 definitd prin ¥Vx € R3,x = (21, 72, x3) :
T (x) = (1 + x2,2x1 + 322 — 23,21 — 23) .
a) S& se demonstreze ci T este o aplicatie liniara.
b) Fie C' = (e; = (1,0,0) ,e2 = (0,1,0) ,e3 = (0,0, 1)) baza canonica si B = (v; = (0,1,1),ve = (1,0,1),v3 = (1,1,0))
o altd bazd in (R3, +, -, R). Sa se determine matricele aplicatiei liniare in raport cu perechile de baze propuse
C (T)cv B (T)c7 B (T)B'
Rezolvare. a) Se verifici axiomele:
(i) V(x,%) € (R} : T (x +%) = T'(x) + T ().
Fie V¥ (x,X) € (R3)2 =
T (X + i) =T (($1,$2,$3) + (El,?ﬁ%fg,)) =T ((.’131 + T1,T9 + To, 23 + 53)) =
= ((z1+71) + (w2 + T2),2(x1 +71) + 3 (22 + T2) — (x3 + T3), (x1 + T1) — (w3 + T3)) = M;.
T (X) +T (;() =T ((1’1, T2, $3)) +T ((51, EQ, ng)) =
= (:cl +JE2,2$1 + 31‘2 — X3,T1 — 173) + (51 + EQ,?%l + 352 — :’Lv'g,fl — 53) = MQ.
Se observd cd M; = My = (i) este verificata.
(i) V(a,x) € R x R3, T (ax) = oT (x) .
Fie V(a,x) € R x R? =
T(ax) =T (a(z1,22,23)) =T ((ax1, axe, ax3)) =
= ((OLIEl) + (OLLEQ) , 2 (Ozl'l) +3 (OA’EQ) - (OlIg) ; (OLIEl) - (Oéxg)) = Ml.
oT (x) = oT ((x1, 22, 23)) = o (21 + 22, 221 + 322 — 23,21 — x3) = M.
Se observd cd M; = My = (ii) este verificatd.
Din (i) si (ii) = T este aplicatie liniard, T € £ (R?) ( este endomorfism ).
b) eSe determind ¢ (7). .
modul 1: Se calculeaza T aplicat in vectorii bazei B; = C' C X = R3 si se exprima in raport cu vectorii bazei
By, =CCY=R3

T (el) =T ((1, 0,0)) = (1, 2, 1) =e; + 282 + €es;
T (e2) =T ((0,1,0)) = (1,3,0) = e1 + 3e2 + Oes;
T (65) =T ((0, 0, 1)) = (0, —].7 —1) = 081 — €2 — €3]
Se scriu pe coloana coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtinand
11 0
cTe=1|2 3 -1
1 0 -1
modul 2: (se aplicd numai daci bazele din X, respectiv Y sunt bazele canonice) Se descompune un vector
oarecare x in raport cu vectorii bazei B; = C C X = R3, respectiv T (x) in raport cu vectorii bazei

By,=CCY=R3
X = (T1,22,23) = T1€1 + T2€2 + T3€3;
T(x) = (1 + x2,221 + 329 — 3,21 — x3) =
= (z1 + $2) e1 + (2z1 + 3z2 — x3) €2 + (:C1 — x3) es,
si se observa ca

T1 + X2 1 1 0 T 1 1 0
201 +3x2—23 | =2 3 -1 |- 22 |=cTec=|2 3 -1
Tr1 — I3 1 0 -1 T3 1 0 -1

eSe determind g (1), .
modul 1: Se calculeaza T aplicat in vectorii bazei By = B C X = R3 si se exprima in raport cu vectorii bazei
B,=CCY=R?

e; + ey + Oes;

0,1,1 1.2
T (v2) =T((1,0,1)) = (1,1
( 1,1,0 2,5 = 2e;1 + ey + es;
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Se scriu pe coloand coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtindnd

1 1 2
sMe=| 2 15
-1 0 1

modul 2: greoi.
oSe determind g (T) 5 .
modul 1: Se calculeazd T aplicat in vectorii bazei By = B C X = R3 si se exprim in raport cu vectorii bazei
By,=BCY=R3

T'(v1) =T((0,1,1)) = (1,2, -1) = p11v1 + pa1va + p31Vs;

T(v2) =T((1,0,1)) = (1,1,0) = p1av1 + p22v2 + p32vs;

T (v3) =T((1,1,0)) = (2,5,1) = p13v1 + pazv2 + pa3vs.
Sistemul anterior este echivalent cu 3 sisteme de ecuatii liniare, cu aceeasi coeficienti, dati de componen-
tele vectorilor v = v1,vh = vo,v5 = v3 i cu termeni liberi diferiti, dati de componentele vectorilor
T (Vl) s T (Vg) 7T (V3) .

0 1 1 1 112 ) ) 1 0 1 2 1|5
1 0 1 2 1 5 pas 1nt'c\zmcd1ar 110 1 0 1 p‘,ifl
110 -1 ]0 |1 ly 01 1] 1 [1]2 l
I3 —l1 + 1>
vect. din By T (vect. din By) I Iy
1 0 1 2 1 5 1 0 1 2 1 5 ) )
0 1 —1 _3 -1 —4 Pl}j2 0 1 1 _3 _1 4 pas mtfe\r/medlar
01 1 1 1 2 L 00 2 4 2 6 h
lQ 12
—la+13 1l
1 0 1 2 1 5 1 0 0 0 0 2
01 —1 | -3 |-11]-4 Pt 010 /|-11]0]-1
00 1 2 1 3 —l3+h 00 1|2 |[1] 3
I3 + 1y
ls I3 B (T)32
P11 = D12 =0 D13 =
S-a obtinut p1 = —1 , paa =0 , Py =—1
P31 =2 p32 =1 D33 =3
0O 0 2
adicd p (T)g=P=| -1 0 -1
2 1 3

modul 2: greoi.
modul 3: Se foloseste legea de schimbare a matricei unei aplicatii liniare la o schimbare de baze=

(1) g =(cA) " ¢ (T)g-c Apl,
unde ¢ Ap este matricea de trecere de la baza C la baza B adici

vy =0e; +ex+e3 0 1 1
vo = e + Oes + e3 =c A = 1 0 1
vy =e; + ez + Oes 1 1 0

Se calculeazi si (¢ Ap) ™"

01 1]1 00 _ , 101010
1 0 1 01 0 pas 1nts,\r}medlar 0 1 1 10 0 p(fzjl
11 0|0 0 1 ly 1100 0 1 h

ll l2

I3 1+ 13
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1 0 1 0 1 0 , 1 0 1 0 1 0 .
01 1 1 0 0 P2 01 1 1 0 0 PY
01 -1 1]0 -1 1 I 0 0 -2 | -1 -1 1 I3+ 20
l2 I3+ 21y
—ly + 13 I3
2.0 0 |[-1 1 . 1oo| 3 5 3
. pas final i =1 i
0 2 0 1 11 ~ 01 0 2 7 2 =
ES —1
00 —2 | -1 -11 i? 0015 5 F
212
—3l3
=1 1 1
T 41
A = -1t 1]
(o45) ? 1 4
2 2 2
? z % 11 0 01 1 0 0 2
Atunci g (T) , = Izt 1 2 3 -1 101 |=|-10 -1
B % % 2
;s 1 1 0 -1 110 2 1 3
Se observa ca ¢ (T) ~B (T)p -

Obs. rangq (1), =rangg ('), = rangp (T) 5 . Este suficient atunci s se observe ca
rangc (7)o = 3,m = m = 3 = T este izomorfism, chiar automorfism.

Exercitiul 3. Fie functia T : R? — R* definitd prin Vx € R, x = (21, 29, 73) :
T(x) = (1 + x2, 21 + 3,29 — 3,1 — T2 + 223) .
a) S& se demonstreze ci T este o aplicatie liniar.

b) Fie

Cr = ( €1 = (1 0 O) (071’0) ( ) 71))a7

02:(,1 (1000) (0100) g:(0703130)’(321:(07070’1))
bazele canonice in R?, respectlv R* si

By = (v 1_(1a17_1)7 (17 1,1),V3:(—1,1,1))7

A&=M=®$LM%=O&LM%=Om&M%=OALW
alte baze in R3?, respectiv R*. S& se determine matricele aplicatiei liniare in raport cu perechile de baze
propuse ¢, (T)02 » B1 (T)CQ7 B, (T)32 .
Rezolvare. a) Se verificd axiomele (7), (i) ca la exercitiul 3 si se obtine c& T este o transformare liniar,
T e L (R RY).
b) eSe determina ¢, (1), -
modul 1: Se calculeazd T aplicat in vectorii bazei C; € X = R3 si se exprima in raport cu vectorii bazei

C; CY=R*
T(e1)=T((1,0,0)) =(1,1,0,1) =€} + e, +0- e} + €};
T (e2) =T7((0,1,0)) =(1,0,1,—1) = e} + 0- e}, + €5 — €};
T (e3) =T7((0,0,1)) =(0,1,-1,2) =0- €} + €}, — e + 2€);
Se scriu pe coloand coeficientii pe hnle ai descompunerilor de mai sus, obtinand
1 1 0
1 0 1
Cy (T)02 = 0 1 -1 € Myxs (R)
1 -1 2

modul 2: (se aplicd numai dacd bazele din X, respectiv Y sunt bazele canonice) Se descompune un vector
oarecare x in raport cu vectorii bazei C; C X = R3, respectiv T (x) in raport cu vectorii bazei Co CY = R*
X = (x1,22,23) = T1€1 + T2€2 + T3€3;
T(x) = (1 + x2, 21 + 3,22 — T3, 1 — T2 + 223) =
= (x1+x2)€e] + (z1 + x3) €y + (2 — x3) €5 + (1 — x2 + 223) €],
si se observa ca
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T+ X2 1 1 0 - 1 1 0

T1 —|—$3 1 0 1 1 _ 1 0 1

T2 — I3 B 0 1 -1 T2 =0 (T)C2 - 0 1 1 € Myxs (R) .
T — Ty + 223 1 -1 2 T3 1 -1 9

eSe determina g, (1), -

modul 1: Se calculeaza T aplicat in vectorii bazei B; C X = R? si se exprimi in raport cu vectorii bazei
Cy, CY=R*

T(vi) =T((1,1,-1)) = (2,0,2,-2) = 2e} + Oej + 2e5 — 2ej;
T (vo) =T ((1, 1, 1)) =(0,2,—2,4) = 0e} + 2e,, — 2¢, + 4e);
T (vs) =T ((—1,1,1)) = (0,0,0,0) = 0e) + 0e}, + 0e} + Oely;
Se scriu pe coloani coeﬁme ntii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtinand

2 0 0
0o 2 0
By (T)02 = 2 —2 0
-2 4 0

modul 2: greoi.
eSe determind g, (T)p, -
modul 1: Se calculeazi T aplicat in vectorii bazei B; C X = R? si se exprima in raport cu vectorii bazei
B, CY=R*

T(vi)=T(1 717 1)) =(2,0,2,-2) = p11V1 + P21Vh + P31Vy + parvy;

T(ve) =T((1,-1,1)) =(0,2,-2,4) = p12V1 + paavy Jrp32V3 + Paavy;

T(vs)=T((- 171a1)) (0,0,0,0) = p13Vv] + p23vs + P33V + Pazvy.
Sistemul anterior este echivalent cu 3 sisteme de ecuatii liniare, cu aceeasi coeficienti, dati de componentele
vectorilor v{, v}, vh, v} si cu termeni liberi diferiti, dati de componentele vectorilor T (v1),T (va),T (v3).

01 1 1 2 0 0 1 0 1 1 0 2 0
1 0 1 1 0 2 0 pas intermediar 1 1 0 1 2 -2 0 pasl
1 1 0 1 2 —2 0 s 1 1 1 0 —2 4 0 I
1 1 1 0 —2 4 0 Iy 0 1 1 1 2 0 0 Iy + 1,
vect. din By T (vect. din Bj) 54 _lll+ l3
1 4
1 0 1 1 0 2 0 1 0 1 1 0 2 0
01 -1 0 2 —4 0 pas2 01 -1 0 2 —4 0 pas3
01 0 -1 —2 2 0 I 00 1 -1 —4 6 0 I
01 1 1 2 0 0 I 00 2 1 0 4 0 I
—ls + 13 I3
—ly+ 1y —2l3 + 14
1 0 1 1 0 2 0 1 0 1 1 0 2 0
01 -1 0 2 —4 0 pas intermediar 0 1 -1 0 2 —4 0 pasl
00 1 -1 —4 6 0 I 00 1 -1 —4 6 0 L+
00 0 3 8 | -8 |0 00 0 1 & 1210
lQ 3 3 l2
I3 la+13
%14 N
-8 1 —4 4
1 0 1 O 5 5 0 1 0 0 O ? 52 0
01 -1 0 2 —4 0 pas2’ 01 0 0 5 =5 0
00 1 01=1]12L]p - 00 10|12 o
0 0 SR EE R R R
3 3 I3+ 1o 3 3
l
3 I B, (T)p,

la
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pn :;% Di2 :%2 D13 =0
S-a obtinut P21 — 3, D22 =5 D23 =0
P31 =—3 p32 =10 psz =0
p41:% p42=—§ P43 =
4 " 4
-3 3 0
2 _2
adica p, (T)p, = P = 3, ¢ 0
3 3
8 _8
3 3
Daca se foloseste Scientific WorkPlace, matricea
0111 2 0 0 1000 -3 3 0
1011 0 2 0 " hlf,,0100%—%0
1101 2 -9 o |are "rowechelon form 0010 2 10 g
1110 -2 4 0 0001 & 8

modul 2: greoi.

modul 3: Se foloseste legea de schimbare a matricei unei aplicatii liniare la o schimbare de baze=-
-1

By (T)Bz = (CzABz) Cy (T)02 Cy ABI .

Este mult calcul.

Obs. rangc, (1), = rangg, (T)q, = rangp, (T)p, - Este suficient atunci sd se observe ci

1 1 0

1 0 1 _—
rang | o 1= 2, adica

1 -1 2

rangc, (T)C2 =2,
2 # m =4 = T nu este surjectivd, epimorfism.
2 #n =3 = T nu este injectiva, epimorfism.

3.3. Nucleul si imaginea unei aplicatii liniare

Definitii. Fie (X,+,,K) si (Y,+,,K) doud K-spatii liniare si T : X — Y o transformare liniard (T €
L£(X,Y)).
a) Se numeste nucleul aplicatiei liniare T' multimea
kerT = {x € X; T (x) = Oy }-este subspatiu liniar in X;
Se definegte defectul lui T prin def T = dimg (ker T') .
b) Se numeste imaginea aplicatiei liniare T multimea
ImT ={y € Y;3x € X a.i. T (x) = y}-este subspatiu liniar in Y;
Se definegte rangul lui T prin rangT = dimg (ImT") .
Teorema. T € L (X,Y) este injectivd < ker T = {6x} .
Teoremd. T € L (X,Y) este surjectivd < Im7T =Y.
Teorema. Fie T € £ (X,Y). Atunci
def T' 4+ rang T' = dimg X.

Exercitiul 2. Fie functia
T:R?—R3Vx € R} x = (21,m2,23) : T (x) = (v1 + 22,271 + 322 — 23,71 — T3) .
c) S4 se determine ker T, Im T', sd se precizeze o bazi in ele. S3 se studieze injectivitatea si surjectivitatea
lui T'.
Rezolvare.
ekerT = {x € R% T (x) = Ogs}
Se cautd x = (1, 72, 73) € R? astfel incat
(.1‘1 + x9, 211 + 329 — 3,21 — l‘3) = (0, 0, 0) =
1 +x9=0
201 4+ 3x9 —x3 =0
r1 — I3 = 0
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Sistemul anterior este liniar omogen cu m = 3(= dimg Y) ecuatii si n = 3(= dimg X) necunoscute (1, z2, 3).
Se aplicd metoda Gauss sau, direct, deoarece matricea sistemului este chiar P =¢, (T') Cyo

11 0
2 3 -1 |=-2#0= (x1,22,23) = (0,0,0) unica solutie.
1 0 -1

kerT = {(0,0,0)} = {Ors} = T este aplicatie liniard injectivd (monomorfism).
def T = dimg (ker T') = dimg {Ogs} <= 0.
eIm7T ={yeR%3IxeR%ai T (x)=y}
Se cautd y = (y1,¥2,y3) € R3 ai. si existe x = (z1, 22, 23) € R? cu proprietatea
(w1 + 22,201 + 322 — 73,21 — 23) = (Y1,Y2,¥3) &
T1+22=0
2x1 + 3x2 — x3 = Yo
1 —X3=1Y3

Sistemul anterior este liniar neomogen cu m = 3(= dimg Y) ecuatii gi n = 3(= dimg X) necunoscute
(z1,22,23), cu parametrii (y1,y2,y3). Se aplicd metoda Gauss sau, direct,

1 1 0

2 3 -1 |=-2%#0= 3(x1,x2,x3) solutie a sistemului, V (y1,y2, y3) parametri.

1 0 -1

ImT = {y € R®y = (y1,y2,y3) oarecare} = R® = T este aplicatie liniara surjectivd (epimorfism).
O bazi in ImT = R3 este C' = (e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) ,e3 = (0,0, 1)) baza canonici.
rang T = dimg (ImT") = 3.
oT este aplicatie liniard bijectivd (izomorfism, este chiar automorfism).
o Esteste verificatd teorema rangului si a defectului
def T+ rang T = dimg R® (0 + 3 = 3).

Exercitiul 3. Fie functia T : R? — R* definitd prin ¥x € R?,x = (21, 22, 23) :
T (X) = (LEl + T, T1 + 3,2 — T3,T] — X2 + 2273) ..
c) Sa se determine ker T, Im T', si se precizeze o bazid in ele. S& se studieze injectivitatea si surjectivitatea
lui T
Rezolvare.
ekerT = {x € R% T (x) = Opa}
Se cautd x = (w1, 72, 73) € R3 astfel incat
(71 + 2,1 + 3,22 — 23,71 — 2 + 223) = (0,0,0,0) <
1 +29=0
1+ x3=0
Tr1 — I3 = 0
T — To + 21’3 =0
Sistemul anterior este liniar omogen cu m = 4(= dimg Y) ecuatii si n = 3(= dimg X) necunoscute (z1, z2, x3).
Se aplicd metoda Gauss, mentionand cd matricea sistemului este chiar:

1 1 0
1 0 1
C (T)CQ = 0 1 -1 € M4><3 (R)
1 -1 2
1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 0 pasl 0 -1 1 0 pas2 0 -1 1 0
0O 1 -1 0 I 0o 1 -1 0 I 0o 0 0 o0
112 0) b N0 =2 2 0 s 0 0 0 0
I3 lo + 13
-1+l =2y + 14
T —
14+ 224+0-23=0 N
{ gyt 25 =0 = Tog =« =
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kerT = {x € R®x = (—o,,a) ,a € R}

={(xeRx=a(-1,1,1),a € R » =[(u1)] # {Ors}
———
up
= T nu este aplicatie liniard injectivd (monomorfism).
Se observd c& B = (uy) este o bazd in ker T (este sistem de vectori liniar independenti si este sistem de
generatori pentru ker T’ din algoritm) = def T' = dimg (ker T') = 1.
elm7T = {y ER3Ix cR® ad T (x) = y}
Se cautd y = (y1,%2,93,%4) € R* a.i. si existe x = (1, 72, 73) € R? cu proprietatea
(1 + T2, 21 + 23, T2 — T3, 21 — T2 + 223) = (Y1, Y2, Y3, Va) &
T+ T2 =Y1
T1+ T3 =Y
T1 — T3 =Y3
T1— T2 + 273 = Y4
Sistemul anterior este liniar neomogen cu m = 4(= dimgY) ecuatii si n = 3(= dimg X) necunoscute
(21,2, 23), cu parametrii (y1,ya,y3,ys). Se aplicd metoda Gauss, mentionand ci matricea sistemului este
chiar:c, (T)¢, -

1 1 0 Y1 1 1 0 Y1 1 1 0 Y1
1 0 1 Y2 pt}jl 0 -1 1 —U1 + Y2 p%sQ 0 -1 1 —Y1 + Y2
0 1 -1 s I 0 1 -1 Y3 I 0 0 0 —y+y2+ys
I -1 2 'y —l + 1y 0 -2 2 —Y1 + Y4 ls 0 0 0 y—2y2+ua
I3 lo+13
—l + 1 —2lo + 1y

1+ x2—0-23 =11
—T2 +T3= Y1+ Y2
0=-y1+y2+ys
O0=y1—2y2 +ya
Sistemul anterior in necunoscutele (x1,x2,x3) cu parametrii (y1,ys2, Y3, y4) este compatibil <

Y1 =2v+06
{—y1+y2+y3 =0 @{—y1+y2+y3 =0 _ ) pp=v+9
Y1 =2y2 +ya=0 Y2+ Y3 +ys=0 ys=7€cR
yu=0€R
-1 1 10 0Y past -1 1 10 0
( 1 -2 0 1 0) I < 0 -1 11 0)

I1 + 1o
ImT = {y € Ry = (2y + 4,7 +9,7,6),7,0 € R}

y € R%x=7(2,1,1,0)+6(1,1,0,1),7,6 €R
—— ——
Vi Vo
= [(v1,v2)] # Y = R* = T nu este aplicatie surjectivi.
Se observa ci B’ = (v1,Vvs) este o bazd in Im T (este sistem de vectori liniar independenti si este sistem
de generatori pentru Im 7" din algoritm) = rang T = dimg (ImT") = 2.

e Este verificata teorema rangului si a defectului
def T + rang T = dimg R? (1 + 2 = 3).

OExercitiul 4. Fie spatiile liniare reale (Mays (R),+,-,R) si (Ry[z],+,-,R). Se defineste functia T :

Mays (R) — Ry [2] prin VA € Mays (R), A = < @i iz a1s )
a21 a2 a3

T (A) = (a11 + a13) 2* + (a21 — ag) T + ags.
a) S& se demonstreze ci T este o aplicatie liniard.
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b) Fie C; = <E11 = < (1) 8 8 > sy Eogg = ( 8 8 (1) >) baza canonicd in (Maxs (R),+,-,R) si Cy =

2) baza canonica in (Rs[z],+,:,R). Si se determine matricele aplicatiei liniare in

(Po =lLpr=z,p2=2
bazele propuse ¢, (1), -

c) S& se precizeze ker T gi Im T gi cAte o bazd in ele. Si se studieze injectivitatea gi surjectivitatea lui T.
Rezolvare. a) Se verificd axiomele:

(i) v(A,A) € /\/lgxs(R))zzT(A—i—j&) :T(A>+T(A).
Fiev(A,I& € (Maxs (R))? =

T(A—&—:&) :T<< ailr a2 @13 >+ ( En §12 ?13 )) _
a1 a2 G23 a1 a2 G23
T ( a1 + En a2 +§12 a3 +§13
G21 + a21 G2 + a2z Q23 + g3
= ((a11 +an) + (a13 + a13)) 22 + ((a21 + a21) — (asz + a22)) T + (ass + d23) = M.
T(A)—i—T(K) :T<( ail a2 @13 >) —I—T(( §11 §12 §13 )) _
a1 @G22 a23 a1 a2 G23
= (a11 + a13) 2% + (@21 — a22) T + asz + (a11 + a13) 22 + (A21 — Ao2) T + Aoz = Mo.
Se observd cd M; = My = (i) este verificata.
(i) V(a, A) € R x May3 (R), T (cA) =T (A).
Fie V(Oé,A) €R X Mays (R) =
T(aA) —T<a( aix aiz2 ais >) —T<< Qaij;p Qa1 @as )> _
a21 Q22 Q23 aaz)  Qagy  Qag3
= ((aa11) + (a13)) 2% + ((caz1) — (ags)) z + (ags) = Mj.
ol (A) — ol ai1 aiz2 a13
a21 Q22 Q23
= o ((a11 + a13) 2% + (a21 — a) z + azs) = M.
Se observd cd M; = My = (ii) este verificata.
Din (i) si (ii) = T este aplicatie liniard, T' € £ (Maxs (R),Rg [2]) .
b) eSe determina ¢, (1), -

modul 1: Se calculeazd T aplicat in vectorii bazei C; C X = Mays (R) si se exprimé in raport cu vectorii
bazei Co CY = Ry [z]

—~

1 0 0
T(En)=T 00 0 = 2% = Opo + 0p1 + p2;
010
TE2)=T{{ g o ¢ = 0=0po + 0p1 + Opg;
0 0 1
T(E13):T 00 0 :$2:0p0+0p1+p27
0 0 O
TE0)=T(| | ¢ o =z =0po + p1 + 0ps;
0 00
T (Eyp)=T 01 0 = —x = 0po — P1 + Ops;
0 0 0
Se scriu pe coloand coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtinand
00 00 0 1
a(Me,=( 0001 -1 0
101 0 0 O

modul 2: Se descompune un vector oarecare A in raport cu vectorii bazei C; C X = My (R), respectiv
T (A) in raport cu vectorii bazei Co CY = Ry [x]

A= ( @1 @2 13

a21 G22 G23

T (A) = (a11 + a13) 2 + (a21 — ag2) & + a3 =

) = a11E11 + a12E12 + a13E13 + a21E21 + a22E22 + a23E23;
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= (a23) po + (az1 — aze) p1 + (a11 + a13) p2,
i se observa ca

ai1
azs 0000 0 1 e 0000 0 1
ag1—azx | =100 0 1 -1 0 |- a“ =c Mg, =000 1 -1 0
a11 + a3 1010 0 0 21 1010 0 0

a22

a23

Cum rangg, (T') ¢, = 3 =m, m e numarul de linii din matrice, m < n = T este aplicatie liniard surjectiva
(epimorfism), dar nu este aplicatie injectiva.
C) ekerT = {A € Maxs (R) ,T(A) = ORQ[I]}
Se cauti A = [ ‘11 412 913 > € Msys (R) astfel incat
a21 Q22 Q23
(a11+a13)m2+(a21 —a22)33+a23:0-1+0~$+0-m2<:)
ag3 = 0
a1 —age =0
a1 +a3 =0
Sistemul anterior este liniar omogen cu m = 3(= dimg Y) ecuatii si n = 6(= dimg X) necunoscute (a11, a12, a1s, az1, asz, as:
Se aplicd metoda Gauss, mentionand c& matricea sistemului este chiar ¢, (T)C27 sau, direct,

00 00 0 1 0 0 1
rang[ 0 0 0 1 —1 0 | =3, deoarece det (cj,cq,c6)=|0 1 0 |=-1#0.
1 01 0 0 O 1 00
Se aleg necunoscutele corespunzatoare coloanelor ca fiind principale, celelalte secundare.
apn = —p
ajg=a€R
— a1z = ,8 eR
az1 =7
agz2 =7 e R
ags — 0
ker T = {AEMzm(R);Az ( _f : g > ,a,ﬂ,*yeR}

seata@a=a( D )0 )es( 30 L) an( 20 0 )nner
A Ao Aj
= [(A1, Az, Ag)] # {Onts, 5 (%) }
= T nu este aplicatie injectiva.
Se observd c¢d B = (A1, A2, A3) este o bazd in ker T (este sistem de vectori liniar independenti si este
sistem de generatori pentru ker T" din algoritm) = def T' = dimpg (ker T') = 3.
eImT = {p € Ry [z];TA € May3(R) ai T(A)=p}

Se cautd p = by + byx + box? € Ry [x] astfel incat si existe A = i G2z o Msys (R) cu
a1 G2 Q23

proprietatea
(a11 + a13) 22 + (ag1 — az)  + ass = by + bz + boz? &
az3 = by
a1 — azz2 = by
aiy + a3 = by
Sistemul anterior este liniar neomogen cu m = 3(= dimg Y) ecuatii si n = 6(= dimg X) necunoscute
(a11, a12, a13, @21, @22, ass), cu parametrii (bg, by, bs). Se aplicd metoda Gauss, mentionand c& matricea sis-
temului este chiar ¢, (7)., , sau, direct,



lect. dr. Gabriela Grosu / Algebra liniard gi Geometrie analiticd 12

00 0 0 0 1 0O 0 0 0 0 1 bo
rang[ 0 0 0 1 -1 0 |=3=rang| O O O 1 —1 0 | b = 3 (a11,a12, a13, as1, az, ass)
101 0 0 O 1 01 0 0 0 |b

solutie a sistemului, V (b, by, b2) parametri.
ImT = {p € Ry [z]; p =bo + b1 + bax? oarecare} = Ry [x] = T este aplicatie liniard surjectivd (epimorfism).
O bazd in Im T = Ry [z] este Cy = (p1 =1,p2==x,p3 = xQ) baza canonicd = rang T = dimg (Im7T) = 3.

o Esteste verificatd teorema rangului si a defectului
def T+ rang T' = dimg Msx3 (R) (3+3 =6).

OExercitiul 5. Fie spatiile liniare reale (Ry [z], +, -, R) si (R3 [z],+, -, R). Sd se determine matricea asociata
aplicatiei liniare T' : Ry [z] — Ry [z] definitd prin Vp € Ry [z], T (p) = (p' este derivata functiei polinomiale
p : R — R atasatd polinomului p) in raport cu bazele C; = (1,:1:, 2%, zt) in (Ry[z],+,R) si Cy =
(l,x,zQ,x“) in (Rs [z],+,,R).
Rezolvare.eSe poate arata direct ca T este aplicatie liniara, deoarece
(i) V(p, D) € (Ry[a])* +T(p+P) =T(p)+T(p)
Fie V (p, p) € (Ry [2])* =
T(p+) = (p+P) =
= (i) este verificaté.
(ii) V(a, p) € Rx Ry [2],T (ap) = T (p) .
Fie ¥V (o, p) € R x Ry [z] =
T (ap) = (ap)' = ap’ = oT (p) .
= (ii) este verificata.
Din (i) si (i) = T este aplicatie liniard, T € £ (Ry [2] , R [2]).
oFic Vp = ag + a1z +axz? +azz® + asx*€Ry [z]. Se identificd polinomul p cu functia polinomiali p : R — R,
p(2) = ap + a1z + axx? + azz® + ayx?.
Atunci legea de asociere pentru T este datd detaliat de
T (ao + a1z + asx® + aszxd + a4x4) = a1 + 2a2% + 3asz? + dasxs.
Se poate ardta cd T € L (Ry [z],R3 [z]) si folosind legea de asociere datd detaliat.
eSe determina ¢, (1), -

p+p =T(p)+T(p)

modul 1: Se calculeaza T aplicat in vectorii bazei C1 = (1,z, 2%, 2%, 2*) C X = Ry [] si se exprimi in raport
cu vectorii bazei Cy = (1,z,2%,2%) CY =Ry [z].
T (po) = (1)) = 0 = 0qo + 0q + 0q2 + 0qs;
(#)' =1=1qo + 0ai + 0q2 + Oqs;
T (p2) = (2?)' = 22 = 0qo + 2q1 + 0qa + Oqs;
(1‘3)/ =322 = 0qop + 0q; + 392 + 0qs;
T (ps) = (%) = 42° = 0qo + 21 + 0q2 + 4q;
Se scriu pe coloana coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtindnd

01 0 0O
0 0200
ae=| 900 3 0
0 00 0 4
modul 2: Se descompune in raport cu vectorii bazei Cp = (1 z,x2, 23, ) C X = Ry [z], respectiv in raport

cu vectorii bazei Cy = (1 z,2%,2°%) C Y R3 [z]
P = ao + a1z + a2x? + azz® + asx? = agpo + a1p1 + asp2 + asps + asps;
T (p) = a1 + 2as + 3azx? + 4asx® = a1qo + 2a2q1 + 3azqe + 4a4qs,

si se observa ci

a1 01000 ZO 01000
2a; 00200 QI:(T)_OOQOO
3as | [ 000 3 0 QQ G710 00 3 0
4ay 0000 4 a?’ 000 0 4
4
Cum rangg, (T)02 =4 = m, m e numdarul de linii din matrice, m < n = T este aplicatie liniara surjectiva
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(epimorfism), dar nu este aplicatie injectiva.

Exercitiul 6. Fie T € £ (R4) o aplicatie liniara definita astfel

T ((z1, 22,23, 24)) = (T2 + 3, —T1 — Tg + Tg, T1 + T — Ty, —T1 + T3 + X4).
Sa se determine ker T, Im T". ()S4& se observe ci kerT'=ImT.
Rezolvare. Se poate ardta ca T € £ (R*) (se verifica (i), (ii) ).
ekerT = {x € R, T (x) = Opa}

Se cautd x = (1, z2, 3, 74) € R* astfel incat

(w2 + 3, =21 — T2 + 24,21 + T2 — 24, —T1 + 23 + 24) = (0,0,0,0) &
To+x3=0
—T1 — X2 + Ty = 0
T14+x0—24 =0
—x1+2x3+24=0
Sistemul anterior este liniar omogen in necunoscutele (1, x2, 3, 4).

0 1 1 0 0 1 1 0 -1 |0
-1 -1 0 1 0 pas intermediar 0 1 1 0 0 pasl
1 1 0 -1 0 I -1 -1 0 1 0 I
-1 1 1 0 I -1 0 1 1 0 Iy
Iy I +1s
l4 ll +l4
110 -1 |0 110 -1 10
01 1 0 0 pas2 01 1 O 0 N
00 0 O 0 I 00 0 O 0
01 1 0 0 s 0 0 0 O 0
l3
ly — 1y
r1 =+ ﬂ
T1+x0—x4 =0 Ty = —«
{ o +ax3 =0 = r3=a €R =
ry=p€R

kerT = {XER4;x:(oz—|—ﬂ,—a,oz,,6’),a,ﬂ€R}

=<{xeRYx=0a(l,-1,1,0) + 5(1,0,0,1),, B € R
N———— N——

up uz
= [(u1,u2)] # {Ops}
= T nu este aplicatie injectiva.
Se observd cd B = (u,uy) este o bazd in ker T' (este sistem de vectori liniar independenti si este sistem
de generatori pentru ker 7' din algoritm) = def T' = dimp (ker T') = 2.
oelm7T = {y ER:Ix e R ad. T (x) = y}
Se cautd y = (y1, Y2, Y3, Ya) € R* astfel incat si existe x = (21,22, 23,24) € R? cu proprietatea
(T2 + 3, —x1 — T2 + X4, 1 + T2 — Ty, —T1 + 23 + T4) = (Y1, Y2, Y3, V4) &
T2+2x3 =0
—T1 — T2+ Ty = Y2
T1+ T2 — X4 = Y3
—T1+ X3+ T4 =Ya
Sistemul anterior este liniar neomogen cu necunoscutele (21, za, 3, x4) $i cu cu parametrii (y1, Y2, Y3, Y1)
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0 1 1 0 Y1 1 1 0 -1 |y
-1 -1 0 1 Y2 pas intermediar 0 1 1 0 Y1 pasl
1 1 0 -1 |us ;3’ -1 -1 0 1 |y Z
-1 0 1 1 Y4 I -1 0 1 1 Ya Iy
Iy 1+ 13
ly I+ 1y
11 0 -1 Y3 11 0 -1 Y3
0 1 1 0 Y1 pas2 0 1 1 0 Y1
000 0 |y+uys l“l’ 000 O Y2 + s
01 1 0 Y3+ Y4 lo 000 0 Y1+ ¥yst+ys
I3
ly =12

T1+ T2 — T4 = Y3
Ty + T3 = Y1
0=19y2+ys
O0=—-y1+ys+ua
Sistemul anterior in necunoscutele (x1,xs, X3, x4) sl cu parametrii (y1,y2,ys, y4) este compatibil <

y1=7+9¢

{ Y2 + Y3 =0 ] =
— +ys+ys=0 ys=7€R
y4:5€R

ImT ={y e Ry = (y+9,-7,7,9),7,0 € R}

=y eRY:x=7(1,-1,1,0) +6(1,0,0,1),7,6 €R
—_—— ——

Vi V2
= [(v1,v2)] # R* = T nu este aplicatie surjectivi.
Se observd c¢d B’ = (v1,Vvs2) este 0 bazd in Im T (este sistem de vectori liniar independenti si este sistem
de generatori pentru Im 7" din algoritm) = rang T’ = dimg (ImT") = 2.
e Este verificatd teorema rangului si a defectului
def T+ rang T = dimg R* (2 +2 = 4).
Observatie. Fie (uj,us), (v, va) doua sisteme de vectori liniar independenti din (X, +, -, K) (se poate ca
{ui,uz} # {v1,va} ). Atunci
[(u1,uz)] = [(v1,v2)] &
([(ar,u2)] € [(vi, v2)] st [(u1,u2)] 2 [(v1,v2)] ) &
(Vu €[(ur,u2)] = u € (vy,va)) si Vv €[(vy,v2)] = v €[(us,u2)] | &
(we[(vi, v2)], u2€ [(v1, v2)] si vi€ [(ur,uz)], va€ [(ur, uz)] )

Exercitiul 8. Fie spatiul liniar real (R?,+,-,R) cu bazele
B, = (ul = (17 2, 72) y U2 = (Oa 2, 71) , U3 = (17 -2, 1)) )
BQ = (V1 = (1, ].,0) , Vo = (—1, ].7 —1) , V3 = (2,0, —].)) .
S& se determine aplicatia liniard 7" care duce vectorii bazei By in vectorii bazei Bs. S& se determine matricele
aplicatiei liniare in bazele propuse g, (T)p,, ¢ (T) - Sa se determine 7' (x), unde x = (2,2,2), coordonatele
fiind date in baza canonici din R3.
Rezolvare. eSe stie ca
T (111) =V + 0V2 + 0V3;
T (u2) = 0vy + vo + Ovs;
T (u3) = 0vy + 0vy + vg;
Se scriu pe coloand coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtinand
100
5 (D)= 0 10
0 0 1
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eSe determind ¢ (7). -
modul 1, modul 2: imposibil, nu se cunoaste legea de asociere;
modul 3: Se foloseste legea de schimbare a matricei unei aplicatii liniare la o schimbare de baze=
-1

c(T)e = (B,Ac)” B, (T)p, "B, Ac,
unde p, Ac este matricea de trecere de la baza B; la baza C, iar p, Ac este matricea de trecere de la baza
Bs la baza C. Chiar

c(T)e =c A, B, (T)p, B, Ac.

Cum
Vliel+eg+063 1 -1 2
vo = 0e; + 2e5 —eg =>0A32= 1 1 0
vy =e; — 2e; +e3 0 -1 -1
Cum
u; = e + 2e; — 2eg 1 0 1
Uy = —e| +ex —e3 :>0A31: 2 2 -2
u3:2e1+0e2—e3 -2 -1 1
Se calculeazi si (cAp,) ' =5, Ac
1 0 1 |100 1 00]0 -3 -1
2 2 -2(010]|~.~lO1O0]1 2 2 |=
—2 -1 1 |0 0 1 00 1|1 I 1
0 —3 -1
gAc=11 2 2
1 % 1
1 -1 2 100 0 —3 -1 1 -1 -1
Atunci ¢ (1) = 1 1 0 01 0 1 % 2 = 1 1 1
0o -1 -1 0 0 1 1 5 1 -2 -2 =3
oSe determing T : R? — R3 care duce vectorii bazei By in vectorii bazei Bs, adici se determin legea de
1 -1 -1
asociere a aplicatiei liniare ce are p, (T')p, = I3 si, conform celor anterioare, ¢ (1), = 1 1 1
-2 -2 -3

Fie Vx = (71,72, 23) € X = R3. Se determinad T (x) =?, adica (3;, 85, B3) astfel incat
T (x) = B1e1 + fBaea + fses.
Se gaseste

ﬂl X1 1 -1 -1 I T, — Ty — T3
By | =c D)g-| 22 | = 1 1 1 x2 | = x1 + 22 + 3 ;
53 T3 -2 -2 -3 I3 —2$1 - 2332 - 311,’3

T(x)=(x1 — 22 —x3) e + (x1 + z3 + x3) €2 + (221 — 229 — 3x3) €3 =
(1‘1 — Ty — T3,T1 + To + T3, —221 —255‘2—3.%3).

Atunci

T((2,2,2)=(2-2-22+2+2,-2-2-2-2-3-2) = (~2,6,—14) .

O3.4. Matricea atagati aplicatiei liniare compunere intr-o pereche de baze

Teorema. Fie (X, +,-,K), (Y,+, ,K) si (Z,+,,K) trei K-spatii liniare cu dimg X = n, dimg Y = m si
dimg Z = p. Fie By = (v1,...,vy,) bazd in X, By = (v},...,v},) bazd in Y §i Bs = (v’l’, ...,vg) baza in Z. Fie

TeL(XY)siSeL(Y,Z). Atunci 3SoT € L (X,Z) si are loc
By (S ° T)Bg —B> (S)B3 ‘B (T)Bg :

Exercitiul 11. Fie spatiile liniare reale (Ry [z],+,-,R), (Ra[z],+,-,R) si (R3[z],+,-,R). Se definesc
aplicatiile:

T:Ry[z] = Ry[z],Vp = ag + ar12, T (p) = 2a9 — a12? ,

S RQ [1’] — Rg [ZL’] ,Vq = b() + bll' + b2$2, S (q) = bQ + b1$2 - 3[)01’3.
a) S& se verifice ¢ T gi S sunt aplicatii liniare.
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b) S& se determine S o T si si se verifice ci este aplicatie liniara.
c) S& se verifice ci:
Cq (S o T)03 =Cs (5)03 “Ch (T)02 )
unde o este operatia de compunere a functiilor, iar - este operatia de inmultire a matricelor, C1=(1,z) este
baza canonicd din (Ry [z],+,,R), Cy= (1,x,x2) este baza canonicd din (Rs [z], 4+, ,R), C3= (1,3:,962,:53)
este baza canonica din (Rj3 [z], +, -, R).
Rezolvare. a) Se verificd axiomele:
() ¥ (p,B) € (R [2]) : T (p+B) = T(p) + T (B).
Fie Vp =ag+a1x € Ry [l‘] ,V§ = 60 + a1z € Ry [l’] =
T(p-l—f)) = T(ao +G,11'+5,0 +51IIJ) = T((ao +60) =+ ((11 +51)$) =
= 2((1() —I-Eio) — (a1 +61)£L‘2 = M;.
T(p)+T(p) = T(ao +a12)+ T (ap + a1z) =
= 2ag — ala: + 2ag — 51.12 = M.
Se observd c& M; = My = (i) este verificati.
(ii) V(a, p) € Rx Ry [2],T (ap) = T (p) .
Fie Va e R, Vp = ag + a1z € Ry [z] =
T (ap) =T (a(ag + a12)) =T ((ag) + (aq) ) =
=2 (aap) — (ay) 22 = Mj.
oT (p) = oT (ag + alx) =
=« (an —a1x ) M.
Se observd cd M; = My = (ii) este verificata.
Din (i) si (ii) = T este aplicatie liniard, T' € £ (Ry [z], Rz [z]) .
Analog = S este aplicatie liniard, S € £ (Ry [z],R3 [z]) .
b) Ry [2] & Ry [2] = Ra [a] = R [a]
=3SoT :Ry[z] = Rs[z], Vp = ap + a1z € Ry [2],
= (SoT)(p)=S(T(p) =5 (2a0 — a12?) =
=(-a ) + 022 — 3(2a0) x3 = —aj — 6apz>.
Cum R, [z 5, R; [z % Ry [x ER R, [z], de fapt Im S % Ry [z] = T o S.
Se verificd ax1omele de hnlarltate pentru SoT : Ry [x] — Rs[z],Vp = ap + a1z € Ry [2],
(SoT)(p) =—a1 — 6agx®.
(i) V(p,p) € R [a])”: (SoT) (p+P) =T (p) + T (P).
Fie Vp = ag + a1z € Ry [z] ,VP = o + a1z € Ry [z] =
(SeT)(p+p)=(SoT) (a0 +arx+ap +arx) = (SoT)((ao + ao) + (a1 + a1) x) =
—(a1 +51) - 6(&0 —|—a0)m = Ml.
(SoT)(p)+(SoT)(p)=(SoT)(ag+arz)+ (SoT)(ag + arx) =
= —a1 — 60,0.173 — Adl — 650.’1)3 = MQ.
Se observa cd My = My = (i) este verificata.
(ii) V(a,p) e Rx Ry [2],(SoT) (ap) = aT (p) .
Fie Va € R, Vp = ap + a1z € Ry [z] =
(SoT) (ap) = T (a(ag + ;1)) = T ((aao) + (aay) ) =
—(aay) — 6 (aag) 23 = M.
& (SoT)(p) = T (ag + 01) =
= (—a,l — 6a0x3) = M.
Se observd c& M; = My = (ii) este verificata.
Din (i) si (ii) = S o T este aplicatie liniard, T' € £ (R; [z] ,Rs [z]) .
Se putea afirma direct cd S o T este aplicatie liniara, conform Teoremei, deoarece 1" este aplicatie liniard si
S este aplicatie liniara.
c) eSe determind ¢, (T)¢, -
modul 1: Se calculeaza T aplicat in vectorii bazei C1=(1,z) C X = Ry [z] si se exprim4 in raport cu vectorii
bazei Co= (1,m,£c2) CY =Ry [z]
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T (po) =T (1) =2 = 2qo + 0q1 + 0qy;
T (p1) =T (z) = —2* = 0qo + 0a1 — qz;
Se scriu pe coloand coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtinand

2 0
(Mg, =0 0
0 -1

modul 2: Se descompune un vector oarecare p in raport cu vectorii bazei C; = (1,2) C X = Ry [z], respectiv
vectorul T (p) in raport cu vectorii bazei Co = (1,2,2?) C Y = Ry [z]

P = ao + a1 = apPo + a1P1;

T (p) = 2ap — a12* = 2agqo + 0g1 — a1qs,
si se observa ca

2a0 2 0 . 2 0
o |=10 0o |- ( ao ) =c, Mg, =( 0 0
—ay 0 -1 ! 0 —1

eSe determina ¢, ()¢, -
modul 1: Se calculeazi S aplicat in vectorii bazei Cy = (1,96,902) C Y = Ry [z] i se exprimé in raport cu
vectorii bazei C3 = (1,33, x2, ac?’) CZ=TR;][x]

S ((]Q) =5 (1) = 73I3 = OI‘() + 01‘1 + 01‘2 — 3[‘3;

S(ql) = S(:U) = .’E2 = OI‘U +OI‘1 + 1o +OI‘3;

S(QQ) =5 (JCQ) =1= Iro JrOI‘l +OI‘2 +OI‘3;
Se scriu pe coloana coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtinand

0 0 1
0 0 0
Co (S)CB = 0 1 0
-3 0 0
modul 2: Se descompune un vector oarecare q in raport cu vectorii bazei Cy = (1,:10,:52) CY = Ry z],

respectiv vectorul S (q) in raport cu vectorii bazei C5 = (l,x, z2, x3) CZ=Rs[z]
q=bg+biz + bax? = boqo + b1q1 + baq2;
S (q) = by + b1$2 — 3[)0.’133 = borg 4+ Ory 4 biro — 3bgrs,

si se observa ca

by 0 0 1 ) 0 0 1
0 | o o0 o0 bO e, (8) = 0 00
by “1 0o 1 0 bl 2o =1 0 10
—3bg -3 0 0 2 -3 0 0

eSe determina ¢, (SoT)g, -
modul 1: Se calculeazd S o T aplicat in vectorii bazei C; = (1,2) C X = Ry [z] si se exprimi in raport cu
vectorii bazei C3 = (1,397.%'2,{,63) CZ=TR;[x]
(SoT)(po) =(SoT)(1) = —623 = 0rg + Or; + Ory — 6r3;
{ (SoT)(p1)=(SoT)(z) =-1=—rg+0ry + Orz + Ors;
Se scriu pe coloand coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtinand

0 -1
0 0
Ch (S © T)C3 = 0 0
—6 0

modul 2: Se descompune un vector oarecare p in raport cu vectorii bazei C; = (1,2) C X = Ry [z], respectiv
vectorul (S o T) (p) in raport cu vectorii bazei C3 = (1,z,22,2%) C Z = Ry [1]

P =ap + a1x = apPpo + 41P1;

(S o T) (p) = —ai — 6&01‘3 = —airg + Or; + Ory — 6agrs,
si se observa ca

—ay 0 -1 0 -1
0 |_[ o o ao | o o
0 1 o o '<a1):‘01 (§oT)e, =1 ¢

—6ay —6 0 6 0
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eSe verifica

0 0 1 0 -1
0 00 20 0 0

e (Seyei ey =1 o 1 ¢ 00 |=| o o |=a @Dy,
-3 0 0 0 -1 -6 0

O3.5. Matricea atasati aplicatiei liniare inverse intr-o pereche de baze

Teorema. Fie (X, +,-K) si (Y,+,,K) doud K-spatii liniare cu dimg X = n gi dimgY = n. Fie B; =
(V1, .., V) bazd in X gi By = (v,...,v})) bazd in Y. Fie T € £ (X, Y) un izomorfism. Atunci 37! € £ (Y, X)

VI
si are loc

B (T_l)B1 = (Bl (T)B2)

Exercitiul 13. Fie spatiul liniar real (RQ, +, -, R). Se defineste functia
T:R* = R? Vx = (21,22),T (x) = (21 — 2z, 22 — 21),,
a) S& se verifice c& T este aplicatie liniara.
b) Si se studieze dacd T este inversabild i, daci da, s& se determine T~ i si se arate ci este liniara.
c¢) S& se verifice dacd ¢ (T‘l)c = (¢ (T)C)f1 .
Rezolvare. a) Se aratd cd T este aplicatie liniard. Se verifici axiomele:
(i) ¥V (x,%) € (R))*: T (x +X) = T (x) + T ().
Fie V (x,%) € (]RQ)2 =
T(x+x)=T((x1,22) + (71,22)) =T (21 + T1, 22 + 7)) =
= ((331 + El) -2 ((EQ + EQ) s (1'2 + gg) — (xl + fl)) = Ml.
Tx)+TX) =T ((z1,22)) + T ((%1,22)) =
= (.Tl — 2X9, Ty — .231) + (%1 — 2%0,4T9 — 251) = M.
Se observa cd My = My = (i) este verificata.
(i) V (o, x) € R x R% T (ax) = aT (x) .
Fie V (a,x) € R x R? =
T(ax) =T (a(x1,22)) =T ((az1, axe)) =
= ((ax1) — 2 (ax2) , (axe) — (ax1)) = M.
oT (x) = oT ((x1,x2,23)) =
=« (561 — 21‘2,.’E2 — Il) = MQ.
Se observd cd M; = My = (ii) este verificata.
Din (i) si (ii) = T este aplicatie liniard, T’ € £ (R?).
b) eSe aratd cd T este inversabild < bijectiva.
modul 1 (cu ker 7, ImT)
eokerT = {x€R%T (x) =Ope}
Se cautd x = (z1,72) € R? astfel incat
(SEl — 2%, 29 — LEl) = (0,0) =
xrp — 22112 =0
To — 1 = 0
Sistemul anterior este liniar omogen in necunoscutele (1, z2,x3). Se aplicd metoda Gauss sau

-1

—11 _12 =—1#0= (z1,22) = (0,0) unica solutie.
kerT = {(0,0)} = {Ogr2} = T este aplicatie liniard injectivd (monomorfism).
def T' = dimg (ker T') = dimp {6p=} conyentie o

eelm7 ={y e R%3x e R? ai. T'(x) =y}
Se cautd y = (y1,92) € R? astfel incat si existe x = (21, 72) € R? cu proprietatea
(z1 = 222, 2 — 1) = (y1,92) &
{ T1 —2x2 =1
T2 —T1 = Y2
Sistemul anterior este liniar neomogen cu necunoscutele (1, z2) si cu parametrii (y1,y2).
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‘ 1 =2 —1# 0= 3(x1,z2) solutie a sistemului, V¥ (y1,y2) parametri.

-1 1

ImT = {y € R%y = (y1,2) oarecare} = R? = T este aplicatie liniara surjectiva (epimorfism).

O bazi in ImT = R? este C' = (e; = (1,0),ez = (0,1)) baza canonici.

rang T = dimg (ImT") = 2.
Deci T este aplicatie liniard bijectivd (izomorfism, este chiar automorfism) = T este aplicatie liniard in-
versabila.
modul 2. (cu rangq (7))
eeSe determind ¢ (7). .
modul 2.1: Se calculeazi T aplicat in vectorii bazei C C X = R? si se exprimé in raport cu vectorii bazei
CCY=R?

T(e1) =T((1,0)) = (1,-1) = e1 —ey;

{ T(e2) =T((0,1)) = (—2,1) = —2e1 + eq;
Se scriu pe coloana coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtinand

C(T)C: < _11 _12>

modul 2.2: Se descompune un vector oarecare x in raport cu vectorii bazei C C X = R3, respectiv vectorul
T (x) in raport cu vectorii bazei C CY = R?

X = (I1,$2) =x1€1 + To€a;

T(x) = (z1 — 2wo, 0 — 1) = (X1 — 2x9) €1 + (T2 — 21) €9,
si se observa ca

T, — 2(E2 1 —2 I 1 —2

(5 )= (A7) (0 )meme= (4 7).
eerang. (1), =2 =n=m = T este aplicatie liniara bijectiva (izomorfism, este chiar automorfism) = 7'
este aplicatie liniara inversabila.
eSe determind 71 : R? — R?, Vy = (y1,92) € R2, T~ (y) =7.

Fie Vy = (y1,y2) € R2. Se cautd T~! (y) = x = (w1, 72) € R? astfel incat T (x) =y, adica

(1 — 222,72 — 1) = (Y1,92) &
{ T1—2x2 =1 N T = —y1 — 2Y2
T2 —T1 = Y2 T2 = —Y1 — Y2
Aparent este acelagi sistem cu cel de la determinarea Im 7. Aici insd (y1,y2) sunt dati si oarecare si se cautd
(z1,22) .
Se obtine T~ (y) = (21,22) = (—y1 — 2y2, —y1 — ¥2) -
o7~ ! este aplicatie liniard. Se verificd (i) si (ii) sau rezultd direct din faptul ci T este aplicatie liniara,
conform teoremei.
c) eSe determind ¢ (T') ca la b), modul 2.
oSe determing ¢ (T‘l)C )
modul 1: Se calculeazi T—! aplicat in vectorii bazei C C Y = R? si se exprimé in raport cu vectorii bazei
C CX=R?
T (e1) =T71((1,0) = (=1, -1) = —e1 —e;

{ T (e2) =T71((0,1)) = (=2,—1) = —2e; — e;

Se scriu pe coloana coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtinadnd

e =1 1)

modul 2: Se descompune in raport cu vectorii bazei C C Y = R3, respectiv in raport cu vectorii bazei
CCX=R?:
Y = (Y1, 92) = y1€1 + yoes;
T (y) = (=y1 — 2y2, —y1 — ¥2) = (=41 — 2y2) €1 + (—y1 — y2) €2,
i se observa ca
—Y1 — 2y2 . -1 —2 Y1 1 o -1 -2
(553 (2 ) () e (2 1)

eSe verifica
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(38 )-8 )
(470 3)-( 1Y)

_ -1
=c (T 1)(; =(c(Te) -
Obs. Daca se stie ¢ (T), = < ) si se stie cd rangs (), = 2 = n = m, deci T este izomorfism,

)
—_ o = O

1 =2
-1 1
atunci se poate determina legea de asociere pentru 7! cerutd la b) folosind Teorema. Intr-adevir, conform
Teoremei,

e eme (5 ) -(50)

Atunci, conform definitiei pentru ¢ (T‘l)c =pentru Vy = (y1,y2) € R2, T (y) = (z1,22), cu

(2)-(=22)(n)-
T (y) = (z1,22) = (=y1 — 2y2, —y1 — ¥2).

In acest caz, in loc s& se verifice relatia din enuntul de la c), se utilizeazd la b) in determinarea legii de
asociere pentru T 1.

Exercitiul 14. Fie spatiile liniare reale (R?, +,-,R) si (Rz [t],+,-,R). Se defineste functia 7 : R® — Ry [¢],
Vx € R® x = (11,22, 23),
T (X) = (.Tl + .Z‘3) + xot — (l‘l + l‘g) t2,
a) S& se verifice c& T este aplicatie liniara.
b) Si se studieze dacd T este inversabila si, daci da, si se determine 7! i s& se arate ca este liniara.
c) S& se verifice dacd ¢, (T‘l)Cl = ((;1 (T)Cz)_l, unde C; = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) este baza canonica
din R? iar Cy = (1,¢,¢?) este baza canonicd din R [¢].
Rezolvare. a) Se araté ca T este aplicatie liniard, T € £ (R?, Ry [t]), verificand axiomele (i), (ii).
b) eSe aratd cd T este inversabild < bijectiva.
modul 1 (cu ker T, ImT)
ekerT = {x € R} T (x) = Op,1 }
Se cautd x = (1, 22, r3) € R? astfel incat
(1 +a3) 2ot — (z1+22) 2 =0-14+0-t+0-* &
T+ X3 = 0
To = 0
—x1—22=0
Sistemul anterior este liniar omogen in necunoscutele (z1, 2, x3). Se aplicd metoda Gauss sau

1 0 1
0 1 0|=1#0= (x1,z2,23) = (0,0,0) unicd solutie.
-1 -1 0

kerT = {(0,0,0)} = {Ors} = T este aplicatie liniard injectivd (monomorfism).
def T = dimp (ker T') = dimp {0gs} <= 0.
eImT ={peR,y[t];Ix e R® a.i. T (x) =p}
Se cautd p = by + b1t + bat? € Ry [t] astfel incat si existe x = (21, 22, 23) € R3 cu proprietatea
(w1 + @3) + T2t — (@1 + @2) 12 = bo + byt + bot® &
T+ x3 = bo
T2 = b1
—T1 — T2 = bg
Sistemul anterior este liniar neomogen in necunoscutele (z1,z9,z3) cu parametrii (bg,b1,b2). Se aplicd

metoda Gauss sau
1 0 1

0 1 0 |=1#0= 3(x1,x9,x3) solutie a sistemului, V (bo, b1, b2) parametri.
-1 -1 0
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ImT = {p € Ry [t];p = bo + bit + bat? oarecare} = Ry [t] = T este aplicatie liniard surjectivé (epimorfism).
O bazd in Im T = R; [t] este Cy = (1,t,1?) baza canonici.
rang T’ = dimg (ImT") = 3.
Deci T este aplicatie liniard bijectivd (izomorfism) = T este aplicatie liniard inversabila.
modul 2. (cu range, (T, )
eeSe determind ¢, (T)¢, -
modul 2.1: Se calculeazi T aplicat in vectorii bazei C; C X = R? si se exprima in raport cu vectorii bazei
Cy CY =Ry [f]
T (e1) =T((1,0,0)) =1 —1*=po + 0p1 — P2;
T (e2) =T((0,1,0)) =t —t* = 0pg + P1 — P2;
T(e3) =T((0,0,1)) =1 =po + 0p1 + Opz;
Se scriu pe coloana coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtinand

1 0 1
oo, = 0 1 0
1 -1 0

modul 2.2: Se descompune un vector oarecare x in raport cu vectorii bazei C; C X = R3, respectiv vectorul
T (x) in raport cu vectorii bazei Cy CY = Ry [¢]
X = (21,72, 23) = T1€1 + T2€2 + T3€3;
T (x) = (z1 + x3) + 2ot — (x1 +22)t? =
(z1 + 23) Po + T2p1 — (71 + 72) P2,
si se observa ci

T+ T3 1 0 1 T 1 0 1
T2 . 0 1 0 || 22 |=c Tg, = 0 1 0
—X1 — X9 -1 -1 0 T3 -1 -1 0

eerangg, (1), =3 =n =m = T este aplicatie liniard bijectiva (izomorfism) = T este aplicatie liniara
inversabila.
eSe determind T~ : Ry [t] — R3, Vp € Ry [t], 771 (p) =7.
Fie Vp = by + b1t + bat? € Ry [t]. Se cautd T—1 (p) = x = (z1, 72, 23) € R? astfel incat T (x) = p, adicd
(w1 + @3) + T2t — (@1 + @2) 12 = bo + byt + bot® &

1}1+£C3:b() x1 = —b1 — by
To = by = To = by
—x1 — X2 = by T3 = by + by + by

Aparent este acelagi sistem cu cel de la determinarea Im 7. Aici insd (bg, b1, bs) sunt dati si oarecare si se
cautd (z1, T2, x3).

S-a obtinut T~ (p) = (w1, 72, 23) = (—by — ba, by, by + by + ba) .

oT1 este aplicatie liniard. Se verificd (i) si (ii) sau rezultd direct din faptul cd T este aplicatie liniari,
conform teoremei.

c) eSe determina ¢, (1), ca la modul 2, de la punctul b).

eSe determina ¢, (Tﬁl)c1 .
modul 1: Se calculeazd T—1 aplicat in vectorii bazei Cy C'Y = Ry [t] si se exprima in raport cu vectorii bazei
C, CX=R?
T (po) =T71(1) = (0,0,1) = Oe; + Oey + e3;
T-1 (pl) =71 (t) = (—1, 1, 1) = —e; +eg + e3;
T (p2) =T (t?) = (=1,0,1) = —e;y + Oez + e3;
Se scriu pe coloana coeficientii pe linie ai descompunerilor de mai sus, obtinand

0 -1 -1
o =01

modul 2: Se descompune in raport cu vectorii bazei Cy C Y = Ry [t], respectiv in raport cu vectorii bazei
C; CX=R?

P = bo + bt + bat® = bopo + b1p1 + bapa;

T (p) = (=b1 = ba, br,bo + b1 +b2) = (—b1 — ba2) er + (b1) ea + (bo + b1 + b2) e,
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i se observa ca

—b1 — be 0 -1 -1 bo 0 -1 -1
b1 =0 1 0 b ] =, (T‘l)c1 =10 1 0
bo + by + by 11 1 by 1 1 1
oSe verificd
0 -1 -1 1 0 1 1 0 0
0 1 0 0 1 o0o|=(01SPo
111 ( -1 -1 0 ) 00 1
1 0 1 0 -1 -1 1 0 0
0 1 0 0 1 0 =010
-1 -1 0 1 1 1 0 0 1
=Cs (T71)01 = (01 (T)CQ) 1'
1 0 1
Obs. Daca se stie ¢, (1), = 0 1 0 | sisestie ca rangg, (T)g, = 3 = n = m, deci T este
-1 -1 0

izomorfism, atunci se poate determina legea de asociere pentru T~! cerutd la b) folosind Teorema. Intr-

adevar, conform Teoremei,
1

. ‘ ) 1 0 1Y\ 0o -1 -1
(T e =" (M) = 0 1 0 —(o 1 o
-1 -1 0 1 1 1
Atunci, conform definitiei pentru ¢, (T*I)C1 =pentru Vp = by + byt + bot? € Ry [t], T~ (p) = (w1, 22, 23),
1 0 -1 -1 bo —bl — b2
w» | =0 1 o b | = by =
T3 1 1 1 by bo + b1 + bs

X T~ (p) = (w1, 22, 23) = (—b1 — b2, b1, by + by + b2).
In acest caz, in loc sd se verifice relatia din enuntul de la c¢), se utilizeazd la b) in determinarea legii de
asociere pentru T 1.



