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SEMINAR NR. 7, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analitica

5. VALORI SI VECTORI PROPRII

Preliminarii. Fie (X, +,-,K) un K-spatiu liniar gi 7' : X — X o transformare liniard, un endomor-
fism al spatiului X. Se numeste vector propriu al endomorfismului T corespunzétor valorii proprii
A a endomorfismului un vector x € X, x # Ox cu proprietatea ca I\ € K a.i. T (x) = Ax.

Pentru X = V3, un vector propriu pentru 7" este unul care nu-si schimba directia prin aplicarea
transformarii asupra lui.

In mecanica clasicd, vectorii proprii ai ecuatiilor de traiectorie corespund modurilor naturale de
vibratie a unui corp, iar valorile proprii frecventelor de vibratie respective. In mecanica cuantici,
operatorii corespund variabilelor observabile; vectorii proprii mai sunt numiti si stari proprii, iar
valorile proprii ale operatorului reprezinta acele valori ale respectivei variabile care au probabilitate
nenuld de aparitie. Mai mult, utilitatea valorilor si vectorilor proprii apare in:

-procesarea imaginilor,

-algoritmul Page Rank pe care se bazeaza cautédrile Google,

https://www.intmath.com /matrices-determinants/8-applications-eigenvalues-eigenvectors.php

-circuite RLC;

-procese Markov

-Ingineria Structurilor- pentru determinarea frecventelor proprii ale vibratiilor unor clidiri sau
poduri (valorile proprii) cat gi pentru determinarea formelor acestor vibratii (vectorii proprii).

Problema. Fie A € M,, (K) (K =R sau K = C). Se pune problema determinarii (dacd exista si,
dacd da, gasirea) unei matrice D € M,, (K) de forma diagonala si a unei matrice P € M,, (K), cu
det P # 0, numita matrice modala, astfel incat

A~D,adici A=P-D-PlsauD=P 1. A.P.

Definitii si notatii. Fie A € M,, (K).

a) Se numeste vector propriu al matricei A corespunzator valorii proprii A a matricei A un vector
X € Mpx1 (K), x # O, (k) pentru care I\ € K ai. Ax = Ax.

b) Se noteazad cu

o (A) = {X € K; X este valoare proprie pt. A}, multimea numitd spectrul matricei A, cu

p(A) =max{|\|,\ € 0 (A)}, numdarul real pozitiv numit raza spectrala a matricei A si cu

S (A) = {x € M,,x1 (K) ;x este vector propriu pt. A corespunzitor valorii proprii )\}U{G Mnxl(K)}7
subspatiul liniar al M, x1 (K) numit subpatiu propriu al matricei A corespunzator valorii proprii
A
Observatie. Ax = A\x < (A — AL,)x = 0, (k)

Sistemul liniar omogen anterior admite si solutii x # 0, () < det (A — AL,) = 0.
Definitie. Polinomul Pa (A\) = det (A — A\L,;) se numeste polinom caracteristic al matricei A.
Ecuatia Pa (A\) = 0 se numeste ecuatie caracteristica a matricei A. Rad&cinile ecuatiei caracteris-
tice se numesc radacini caracteristice ale matricei A. Radéacinile caracteristice ale matricei A care
sunt din K sunt valori proprii ale matricei A.

Observatie. a) Daci x este vector propriu al matricei A corespunzator valorii proprii A a matricei
A atunci x este vector propriu al matricei A™ corespunzitor valorii proprii A" a matricei A™,
vYm € N*.

b) Daca x este vector propriu al matricei A corespunzator valorii proprii A a matricei A atunci
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x este vector propriu al matricei P (A) corespunzitor valorii proprii P (A) a matricei P (A),
VP e K[t].
c) Dacd x este vector propriu al matricei A corespunzator valorii proprii A a matricei A, cu A
matrice inversabild, atunci x este vector propriu al matricei A~ corespunzitor valorii proprii A1
a matricei A7
d) Daci x este vector propriu al matricei A corespunzator valorii proprii A a matricei A si B ~ A
(adicd 3P € M,, (K) matrice inversabild a.i. B = P~1AP), atunci x este vector propriu al matricei
B corespunzéator valorii proprii A a matricei B.
e) Daci x1,xy sunt vectori proprii al matricei A corespunzatori valorii proprii A a matricei A,
atunci X = a1X1 + asXs este vector propriu al matricei A corespunzator valorii proprii A a matricei
A,V(al,ag) e K? ai. x #* OMnxl(K).
f) Daca x1, X2, ..., X, sunt vectori proprii al matricei A corespunzitori valorilor proprii A1, Ag, ..., A
distincte ale matricei A, atunci

o1X1 + agXe + oo+ X = Opq, (k) = (1,02, ...,04,) = Ogm este unica solutie, Vm € N*.
(Li.)

In particular,
Subspatiile proprii corespunzétoare valorilor proprii distincte au in comun doar vectorul nul:

Sy (A)N Sy, (A) = {HMMI(K)} J AL F Aa.
Teorema. a) Polinomul caracteristic al matricei A este un polinom de grad n in nedeterminata A
cu coeficienti din K.
b) Pa (A) = (=1)" [\" = §:A" 1+ ..+ (=1)"6,], unde §; este suma minorilor principali de ordin
1 al matricei A.
Teorema (Jordan). Fie A € M, (K). Matricea A este diagonalizabild <

(i) toate radacinile caracteristice ale matricei A sunt din K (sunt valori proprii) ;

(ii) VA € K valoare proprie a matricei A, dimg Sy (A) = m (\) (multiplicitatea geometrica este
egald cu multiplicitatea algebrica).
Reguld. a) Daca matricea A este diagonalizabild atunci determinarea unei matrice D € M,, (K)
de forma diagonala se face scriind pe diagonald valorile proprii (de atatea ori cat este ordinul lor
de multiplicitate algebricd); determinarea unei matrice modale corespunzitoare P € M,, (K), cu
det P # 0 se face scriind pe coloane coordonatele vectorilor proprii din bazele corespunzétoare ale
Sy (A).
b) Daci A=P-D-P~! atunci A" =P-D"-P~ L.
Observatie. Dacd A € M? (K) este matrice simetricd, atunci A este ortogonal asemenea cu o
matrice diagonald. Adicd 3D € M,, (K) de form& diagonald si 3P, € M,, (K), cu detP, # 0,
matrice modali ortogonali (PL - P, = P, - PT = I3 sau (P,) ' = P7), matrice avand pe coloane
coordonate de vectori proprii ortonormati, astfel incét

ARD,adici A=P,-D-Pl'sauD=PI.A.P,.
Teorema (Cayley-Hamilton). VA € M,, (R), Pa (A) = 0, (w)-

https://www.youtube.com/watch?v=8F0gdO643Tc
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Exercitiul 1. Se considera matricea A € M3 (R),

011
A=1|101
110

a) Sa se studieze daca A este matrice diagonalizabila si, daca da, sa se determine o matrice diagonald
asemenea gi o matrice modala corespunzatoare
(sd se determine valorile proprii ale matricei cu ordinul lor de multiplicitate si vectorii proprii ai
matricei cu dimensiunile subspatiilor proprii ale matricei).
b) Sa se determine o baza in M3y (R) formatd din vectori proprii ai matricei A ortonormati. S&
se scrie, dacd existd, o relatie de ortogonal aseméanare intre matricea A i o matrice diagonala.
c) Sa se calculeze A", n € N*.
d) Folosind Teorema Cayley-Hamilton, si se determine,

d;) daci existd, A~

d) Q(A) = (—A% +3A)".

Rezolvare. a) Se studiazd dacd A este matrice diagonalizabila.
FEtapa 1. Se determina valorile proprii ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, Pa ().

0-Xx 1 1
modul I. PA(M)=| 1 0-X 1 |=-X4+3x+2

1 1 0—-2A

modul 2. Pp (\) = (71)3 [)\3 — 51A2 4G9\ — 53}, unde J; este suma minorilor principali de ordin ¢
al matricei A, adica

51=TrA=0+0+0=0;

5 )0 1 +’0 1 +)0 1 5

2= =9
10|, 10|, 10|y,

01 1
S3=detA=|1 0 1|=2.
110

Pa(A)=—[A -0+ (=3)A—2].

eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
AM=-1eRcu m()\l) =2;
Pa(AN) =0 -A+1)>A\-2)= ’
A () =05 —(A+1)*(A—2) 0@{ L Rmm O

Se observa ca toate radacinile caracteristice sunt din R, adicd sunt valori proprii ale matricei
A.

Spectrul matricei A este o (A) = {—1,2}.

Raza spectrald a matricei A este p(A) = max {|—1],|2|} = 2.
Etapa 2. Se determind subspatiile proprii ale matricei A, precum si dimensiunile lor.

A1 = —1| Se cauta vectorii proprii corespunzatori valorii proprii \; = —1, adicd
T
X = T9 Engl(R), X#OMSXI(R) a.i.(A—(—1)13)X:9M3X1(R), adica
x3
1 +x9+2x3=0 rn=—a—p
1+ 22 +23=0 = ro=a€R =

r1+x2+23=0 r3 =0 €R



lect. dr. Gabriela Grosu / Algebra liniara si Geometrie analitica 4

Sy, (A) = {x € M3x1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A\ = -1} U {6M3><1(]R)} =

—a—f -1 -1
=<¢ X E Mz (R);x = « ya,BER Y =S x e Msyg (R);x=a| 1 +B8|1 O
B 0 1

= [(uf, u3)] .
dimg Sy, (A) =2=m(\1).
|A2 = 2| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii Ay = 2, adica
1
X = i) €M3X1(R), X#0M3><1(R) a.i.(A—ng)Xzengl(R), adica

—2£B1+$2+963—0 T =7
1 —2x9 +x3=0 = To =7 =
:B1+:B2—2:r3—0 r3=v€R
N (A) = {x € M3x1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ag =2} U {Bngl(R)} =
Y 1
=¢xeEMs i R);x=[ v |, 7eER})=<KxeM3(R);x=~[ 1 |,7eR
0% 1
\ uf

= [(ud)].

dimpg Sy, (A) =1=m(\2).
Etapa 3. Cum toate radacinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum
multiplicitatile geometrice (dimensiunile subspatiilor proprii) coincid cu multiplicitatile algebrice
ale valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabila, adica

-1 0 O -1 -1 1
D = 0 —1 0 | € M3(R) matrice diagonala i 3P = 1 0 1| € M3(R)
0 0 2 0 1 1

matrice modals, astfel incit A ~ D, adici A=P-D-P ! sau D=P~'. A .P. Se precizeazi ci
matricea modald P este formata din coloanele vectorilor proprii, baze in Sy, (A) respectiv Sy, (A).

Mai mult, matricea modala P este nesingulara, deoarece respectivii vectori proprii formeaza o baza
in Msx1 (R), cu P =¢ Ag.

b) Fie S = [u] = 1 ,ul = 0 |,ul=

1
1
1
-1 -1
S = Vi = 1 , Vo = 0
)7 ) = (2)
o bazd in Msyxi (R) formatd din vectori proprii ai matricei A. Se ortonormeazi aceastd bazd

utilizdnd procedeul de ortonormare Gram-Schmidt.
Se identificd M3y (R) cu Rs. Se stie cd

renotata
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T U1
() 1Ry x Rg — R, < z2 |, | v > = T1Y1 + T2y2 + T3Ys3
T3 Y3
este produsul scalar standard in Rg, iar
€1
Il Rs = R, | | o ||| = (1) + (22)? + (23)?
x3
este norma euclidiana standard in Rs.

Atunci :
Etapa 0. Se observa ca S = (vi,vg,Vv3) este un sistem liniar independent de vectori (e baza in
Msx1 (R) ~Rs).
Etapa 1. Se cauta S = (uy, uz, u3) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.i. [?} = [9].
Se gaseste
-1

u]; = vy =

0
-1

V2,ll1 1 Z(—l) ( )+0 1+1 0—1

1
0
-1 2
Juy||* = ( 1 —1)? + 12402 =2;

<V3,ll1>: Jrl 14+1-0=0.

(v, m1) ) 1 _1 j

/\

u2:V2—7u1:

2
(S 2
-1
2 - - 2
ol =3 | -1 | = (P + G 0=k
2
1 -1
(V3,U2>=< 1|, -1 >= (F)+1(F)+1-1=
1 2
1 -1 -1 1
V3, u1 V3, u2
113=V3—< 2>u1—< 2>u2: L|=5( 1 |-%3| -1 |=(1
[ [[uz|] 1 0 2 9 1
1 2
us|> = || 1 =124+12+12=3.
1
Etapa 2. Se cautd S, = (wi, wo, w3) un sistem de vectori liniar independent ortogonal care si
contind doar versori a.i. [S,] = m Se gasegte
1 1 _11
W1 = 7—pu1 = 75 )
™= V2|
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-1
W2=71 uy=—=5 | -1 |;
S AVEEA W
1 1 1
W3 = —u3 = &=
fus ™ T VE

eS-a gisit S, = (W, wa, w3) 0 bazd ortonormata in Msx1 (R) ~ R3, formata din vectori proprii ai
matricei A.
eSe construiegte matricea modalad care are drept coloane vectorii proprii ortonormati,

21 -1 1
2B P
Po=1 7% % 5 | € M3 (R) matrice modald (are pe coloane vectori proprii ai matricei
2 1
0 %
A) ortogonald (PT . P, =P, - P =13 sau (P,) ! = PT) si se observi ci
-1 1 -1 -1 1
, A N W A B B .
PO~A-POZ 6 V6 V6 1 0 1 2 6 V3 = 0 -1 0 :D,
S EE A 1 10 o <2 L 0 0 2
NIV IRVE] V6 V3

adica A este ortogonal asemenea cu D (matricea de asemanare P, este ortogonald). Deci matricea
modald construitd cu vectori proprii ortonormati dd o relatie de ortogonal asemanare intre A si
D, A R D. Era previzibil, deoarece A este o matrice simetrici.

Comentariu. Daca se cere si se determine factorizarea QR a matricei

-1 -1 1
-1 -1 1 eIV V2 @ 0
P=cAgs= (1) (1) 1 = = @ ? 0 @ 0
0 = = 0 0 V3 )
atunci Q = P, este matrice ortogonala, iar R este o matrice superior triunghiulara. Intr-adevar:

eDeterminarea matricei Q :
-S = (vi1,v2,Vv3) este un sistem liniar independent de vectori (e bazd in Msx1 (R) ~ Rs)
(conditia necesard pentru o matrice dreptunghiulara sa admita factorizare QR este ca vectorii
coloand s4 fie liniar independenti);
-S-a gasit cu procedeul Gramm-Schmidt S, = (w1, wa, W3) 0 bazd ortonormata in M3y (R) ~
Rs3;
-Q = P, este matrice ortogonala.
eDeterminarea matricei R constd in a scrie vectorii coloan ai P, (v, vy, v3) ca gi combinatie liniara
de vectorii coloand ai Q, (q1,q2,qs3), adicd de (w1, wa, w3) :
Vi =T11d1 =
(vioar) = (ruar,ai) = r11 |ai]* = 11 = ria = (=1) \_7% + 1% =2
Vo = 72141 + 2292 =
{ (va, 1) = (rorqn + r22q2, 1) = ra1 e || + 722 (q2, 1) = ra1 = o1 = (=1 7

+0L +1
(Va,da) = (ro1q1 + 72202, d2) = 721 {q1, Qo) + 722 [|qa|* = a2 = 122 = (—1) 0 +1: %
V3 = r31q1 + 73242 + 3393 =

(v3,q1) = (r31q1 + 73202 + 73393, q1) = 731 ||qu||® = 731 = 131 = 1:7% + 1% +1-0=0
(v3,d2) = (r31q1 + 73202 + 73303, d2) = 732 ||Q2||* = 732 = 730 = 1\_7% + 1\_7% +1- % =

(vs,qs) = (ra1qu + 73202 + 133q3, q3) = 133 [|as||® = rsz = ra3 = 1% + 1%’ +1- % =V3
Etapa 1. Se cautd S = (uy, ug, ug) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.i. [S] = [S].
Se gisegte
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c) modul 1. (se aplicd numai dacd A ~ D)
Deoarece A=P -D-P'= A"=P.D". P! neN*

-1 -1 1 , —% 2
Se calculeazi P! = 1 0 1 clasic san Gauss —3 —%
0 1 1 i
-1 = 1) _1 32 3_
1 -1 1 (—1) 0 0 503
A= 1 0 1 0 (=)™ o -3 -3 %
0 1 1 0 0o 2n IR S
Z(-1)"+32n L (-1 +i2m —%(—1)”+%zn
ol B 1 S A - GRS A {CEVERE £
— (-1 4320 —L(-D)"+32n  Z(—1)" 4 f27
modul 2. (se aplicd numai dacd A < D)
Deoarece A =P, -D-PI' = A" =P, .- D" - Pl n e N~
o) (000N (Goy
=\ 5 (=1) Vo o
2(_1yryplon _ Ll qy 4 lon _ 1 1y 1o
v A A G S
—3(=1D)"+32" —3(-D)"+32" (-1)"+ 32"
d) Conform teoremei Cayley-Hamilton=-
PA(A):0M3(R)<:>(*)_A3+3A+2I3:0M3(R)~
d;) Se observa ca
011
detA=]1 0 1|=2#0=3A lal A-A1=A"1.A=1s.
110
(*) — A3 + 3A + 213 = 9M3(R)‘ . E|A71 = —1&2 =+ 313 + 2A71 = 0M3(R
011 011 10
A7l =1 (A?-3I3) = 101 1 01|-3{01
1 10 1 10 00
sau
1
(*) — A3+ 3A 4+ 2I3 = Op,z) & A 5(A2—313) =13 =
| ——
A1
011 011 1
A7l =1 (A?-3I3) =3 101 1 01|-3{01
1 10 1 10 00

dg) (*) — A3 + 3A + 2I3 = 0M3(R) =
Q(A) = (-A%+3A)" = (—21y)"0 = (-2)"°1}0 = (-2)"° I,
Exercitiul 2. Se considera matricea A € My (R),
1 10
A_ =

_ o O O

0
0
0

o N O

0
0
1

" sk o

0
0
1

)

)

el

N[00 —

D[

N [—00]—

N[ = N =
NI

N[ = N =
N|—

D[ ==

N[

D[ ==

N[
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a) Sd se studieze dacd A este matrice diagonalizabild si, dacd da, sd se determine o matrice diagonald
asemenea si o matrice modald corespunzatoare ( sd se determine valorile proprii ale matricei cu
ordinul lor de multiplicitate gi vectorii proprii ai matricei cu dimensiunile subspatiilor proprii ale
matricei).
b) Sa se determine o baza in My (R) formatad din vectori proprii ai matricei A ortonormati. S&
se scrie, dacd exista, o relatie de ortogonal asemanare intre matricea A si o matrice diagonala.
c) Sa se calculeze A", n € N*.
d) Folosind Teorema Cayley-Hamilton, si se determine,

d;) daci existd, A7

d2) Q(A) = At — 4A3 + 5A% — 2A + 200014.

Rezolvare. a) Se studiazd dacd A este matrice diagonalizabila.
Etapa 1. Se determina valorile proprii ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, Pa ().
1-Xx 0 1 0

0 0-Xx 0 0

0 0 2-X 0

0 1 0 1-2X
modul 2. Py (\) = (—1)* [/\4 — 5103 4 00 — 53) + d4), unde §; este suma minorilor principali de
ordin ¢ ai matricei A, adica

Oh=TrA=1+0+2+1=4

modul 1. Po (A) = =1=-XN0=-XN2=-N1-=-X).

5 )10 +‘10 +)10 +‘00 +)00 +‘20 5
2 = = 9;
00, 0 2|, 0 1], 0 2|,, 11y, 0 11,
1 0 1 1 00 110 000
d3=10 0 0 +(0 0 0 +10 2 0 +10 2 0 =2
00 2],, 01 1|,, 00 1|, 10 1,,,
1010
00 00
04 = det A = 00 2 0 =0.
010 1

Pa (\) = A —4X3 4502 — 2.
eSe rezolva ecuatia caracteristica a matricei A,
Al=0€eRcum(\)=1;
PAAN)=02XA-2)(A-1)=02<{ M =2cRcum(l)=1;
A3=1€cRcum(r3) =2.
Se observa ca toate raddcinile caracteristice sunt din R, adica sunt valori proprii ale matricei A.
Spectrul matricei A este o (A) ={0,1,2}.
Raza spectrald a matricei A este p(A) = 2.

Etapa 2. Se determina subspatiile proprii ale matricei A, precum gi dimensiunile lor.
|A1 = 0] Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = 0, adica
T
x . .
X = l‘z € Mux1 (R), x # Oy, (r) a1.(A — 01y) x = O, (w), adica
T4
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1 +0x2 +2x3+ 024 =0 1 =0
O0x1 + 0x2 4+ 0z3 + 024 =0 N To=—a R N
O0x1 + 0x9 + 223 + 024 =0 z3=0
0x1 4+ 1laxg + 023+ 124 =0 rgs=a€R
Sy (A) = {x € Myx1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ay =0} U {9M4x1(R)} =
0 0
=4¢x € My (R);x = 7001 ,a€R S =30x e My (R);x =« I]l ,a €R
a 1
—_———
\ uj Y,

= [(u1)].
dimR S)\l (A) =1=m ()\1) .
[A2 = 2| Se cautd vectorii proprii corespunzéatori valorii proprii Ag = 2, adicd

z1
T .
X = IL‘z € Myx1 (R), X 7# Opg, 0 (R) a.i.(A7214)X:0M4X1(R), adicad
T4
—1z1 +0x9 + 123+ 024 =0 1 =0
0z1 — 229 + 0x3 + 0z4 =0 N 9 =0 N
0z1 4+ 0x2 + O0x3 + 0z4 =0 r3 =0 €R
0z1 4+ 1o + 023 — 124 =0 x4 =0
Sy, (A) = {x € Myx1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ap =2} U {0M4x1(R)} =
4 3\
B 1
0 0
= X€M4X1(R);X: 5 ,ﬁER = X€M4X1(R);XII3 1 ,66R
0 0
——
uj

= [(ui)]-
dimR S,\2 (A) =1= m(>\2)

|[A3 = 1| Se cauta vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A3 = 1, adica

T1
X = iz € My (R), X 75 0M4><1(R) a.i.(A — 1I4)X = 0M4X1(R)7 adica
T4
O0x1 +0x0 + 123+ 024 =0 r1=v€R
0zq1 — 1o + 023 + 0z4 =0 N z9 =20 N
Ox1 +0x2+ 23+ 024 =0 z3 =0
0z1 4+ 1z + 023 + 0z4 =0 za=0¢R

Sxs (A) = {x € Muy1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A3 =1} U {0M4x1(R)} =
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vy 1 0
0 0 0
=< X E My (R);x = 0 Y,0 ER 3 =0 x € Myxi (R);x =7 0 +6 0 ,a,B € R
o 0 1
N—— ——
uf uj

= [(ud,u3)] .

dimR S)\S (A) =2=m ()\3) .
Etapa 3. Cum toate radécinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum
multiplicitatile geometrice(dimensiunile subspatiilor proprii) coincid cu multiplicitatile algebrice ale
valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabild, adica

0 00O 0 110
0 200 . . ¢ B -1 0 0 O

D = 0010 |€ My (R) matrice diagonald si 3P = 100 l¢€ My (R)
0 0 01 1 0 01

matrice modali, astfel incit A ~ D, adici A=P-D -P !sau D =P~!.A.P. Se precizeazi
ca matricea modala P este formatd din coloanele vectorilor proprii, baze in Sy, (A) respectiv
Sx, (A), Sx; (A). Mai mult, matricea modald P este nesingulard, deoarece respectivii vectori
proprii formeaza o bazi in Myx1 (R), cu P =¢ Ag.

0 1 1 0
b) Fie S = [ uf = _01 Jud = (1) ud = 8 ul = 8 renotatd
1 0 0 1
0 1 1 0
S = V1 = -1 Vo = 0 V3 = 0 Vg4 = 0 )
0 ’ 1|’ 0|’ 0
1 0 0 1
o bazd in Myxi (R) formata din vectori proprii ai matricei A. Se ortonormeazi aceastd bazd

utilizdnd procedeul de ortonormare Gram-Schmidt.
Se identificd Myx1 (R) cu Ry. Se stie cd

T n
. T2 Y2 .
() Ry xRy = R, < zs || us > = T1y1 + T2Y2 + T3Y3 + Taya
T4 Y4
este produsul scalar standard in Ry, iar
1
T
Il : Ry — R, xi = (21)” + (22)” + (23)* + (24)°
T4
este norma euclidiana standard in Ry.
Atunci :

Etapa 0. Se observa cd S = (v, va, Vs, v4) este un sistem liniar independent de vectori (e baza in
Myxi (R) ~ Ry). B
Etapa 1. Se cauta S = (ug, uz, usz, uy) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.i. E} =

[S]. Se gaseste
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0
U] =V = _1
1=V = 0
1
0 2
2 -1 _ o
= |l =2
1
1 0
0 —1
0 1
1
0 —1
<V3,u1>=< E 0 >=0;
0 1
0 0
0 —1
(vg,ug) = < o | 0 > =1.
1 1
1 0 1
_ <V2?u1> 0 0 -1 . 0
P P o I U
0 1 0
1
0
= O] =2
0
1 1
0 0
(V3,u2>=< ol 1 >:1;
0 0
0 1
0 0
(V4,ll2> = < 0 y 1 > = 0
1 0
1 0
(vg,u1) (vs, ug) 0 o —1 )
us = V3 — 2 D) 2 = -2 T2
™ ] 0 0
0 1
) 2
2 0
Jus]|” = % = %;

S = O =

11
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0 1
0 0
<V4,U3> = < 0 ,% 1 > =0.
1 0
Uy = vy — <V4,1].1> 1 — <V4,l].2> 5 — <V47u3>u3 .
[ |2 [u||? ]2
0 0 1 1 0
o o ] o O e O 1]t
B U e R R N R
1 1 0 0 1
0\ |2
2 1 1 1
1

Etapa 2. Se cautd S, = (w1, wg, w3, Wy) un sistem de vectori liniar independent ortogonal care s&

contind doar versori a.i. [S,] = m Se gasegte

0
SN S T e T
T Mt T V2| o |7
1

1
I
VI T 2 1|
0

1
W3 = 7 —u3 = ﬂ%
[hus]

0

1 1
wy = —uy = V23

[l 21 o

1

eS-a gisit S, = (W1, wa, W3, Wy) 0 bazd ortonormatd in My, (R) ~ Ry, formata din vectori proprii
al matricei A.

eCum A nu este simetricd, nu se poate afirma cd matricea modala construita cu vectorii din baza S,
ar fi o matrice de ortogonal aseminare intre A si o matrice diagonald. Intr-adevir, Se construieste
matricea modala care aredrept coloane vectorii proprii ortonormati

0 2 2 o0
=2 0 2
P, = (2) @ %ﬁ (2) € My (R) matrice modald (are pe coloane vectori proprii ai
V2 V2
2 005

matricei A) ortogonald (P1 . P, =P, -PL = I, sau (P,) ' = PI) gi Se observi ci
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0 =2 0 ¥\ /1010 0 L2 2 g
pT.A.p:§0§0 0 00O %ﬁoogz
oo 2o =2 0020 0 V2 =2

2 2 2 2

0 2 0 P 010t 2 9 o 2

£D.

o O O O

O O N O

Se poate ardta chiar c& nu existd o altd matrice P, ortogonald de aseménare. Adicd A nu este

ortogonal asemenea cu D.

Comentariu. Daci se cere si se determine factorizarea QR a matricei
V2o V2

0 110 0 % ¥ 0 V2 0 0 2

P .| tOO0O | | =20 0 P 0 V2 ¥ 0
Tl o ro0o0 [T 0 2 =2 0 0 2 o
1 0 01 2 2 2

o9 o ¥ 0 0 0 ¥

atunci Q = P, este matrice ortogonala, iar R este o matrice superior triunghiulara determinabila
ca la primul exercitiu (se poate determina, deoarece spatiul S al coloanelor matricei este liniar

independent).
c) modul 1. (se aplicd numai dacd A ~ D)
Deoarece A=P -D-P'!= A"=P.-D"-P~ ! nec N
—1

0 1 10 0O -1 0 O
-1 -1 0 0 O clasic sau Gauss 0 0 1 0
Se calculeaza P~ = 0 10 0 = 1 0 -1 0 ) =

1 0 0 1 0 1 0 1

0 1 10 0 0 0 O 0 -1 0 O 1 0 2"—

An — -1 0 0 O 02 0 O 0 O 101 _ ( 0 0 0

0 1 00 0o 0 1™ 0 1 0 -1 0 0 0 2n

1 0 0 1 0O 0 o0 17 0 1 0 1 0 1 0

d) Conform teoremei Cayley-Hamilton=-
PA (A) = 9M4(R) = (*) A4 — 4A3 + 5A2 —2A = 0M4(R)'
d;) Se observa ca

1 01 0
0 00O

det A = 00 2 0 =0
0101

=JAtal A-AT=A1. A=1,

Se observa si din (¥) cd PA"! =M ai A - M = Is.
dy) (¥) A* —4A3 +5A2 —2A = 0, ») =
Q(A) = A" —4A3 + 5A% — 2A + 200014 = 0, (r) + 200014 = 2000Ly.

Exercitiul 3. Se considera matricea A € M3 (R),

0 1
a=(%0)
a) S& se studieze dacd A este matrice diagonalizabila.
b) S se determine o bazd in May; (R) formatd din vectori proprii ai matricei A.
c) Sa se calculeze A", n € N*,

d) Folosind Teorema Cayley-Hamilton, si se determine, dac# exista, AL
Rezolvare. a)

— o O O

_— o O =
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Etapa 1. Se determina valorile proprii ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, Pa ().

1 0=A 1 2
modul 1. P (A) = 1 0-2 =\ +1
modul 2. Py (\) = (—1)* [)\2 — 61\ + 03], unde 4; este suma minorilor principali de ordin i ai
matricei A, adica

51=TrA:0—|—O:0;52:detA:'
Pa(\) =241

eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
9 AMM=1¢Rcum((\)=1;

Py(AN)=0& ) +1:0¢>{A2:—f¢Rmmi&g:1.
Se observa cd A are radacini caracteristice care nu sunt din R, adicd nu sunt valori proprii ale
matricei A. Fard a mai parcurge etapa 2, conform Teoremei Jordan, se afirmad cd A nu este
diagonalizabila, nu este asemenea cu o matrice diagonala.
b) De la punctul a) deducem ca nu exista nici o bazd in May; (R) formatd din vectori proprii ai
matricei A.
c) A" =7, n € N*.
eNu putem folosi modurile legate de A ~ D sau A <~ D.
emodul 3. Folosim definitia puterilor unei matrice si inductia matematica.

0 1

M

v ho) (ha)=(0 )=
w0 ) ()= )
() ()=o)

A% — (—1)"I,,Vk € Ngi A%+ = (—1)F A, Vk € N*.
Se demonstreaza prin inductie matematica.
emodul 4. Folosim teorema Cayley-Hamilton.
Pa (A) = GMZ(R) SA? LI, = 0M2(R) =
A2 =1, Al =A

At=1, A3 =—A
S1

s

A% = (-1)'I,vke N A% = (—1)" A vk e N*

Se demonstreaza prin inductie matematica.

0 1

10 =1#£0=

=3JA 1 ail ACATT=A"T. A=1,.

Conform teoremei Cayley-Hamilton=-

Pa (A) = eMg(R) S A2+, = 0./\/12(]1%)‘ AT =

A+A1:0M2(R):>A1:—A:< 0 )

d) Se observa ca

+1 0
sau

Pa (A) = 9M2(R) = A2+ I, = 9M2(R) =
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0 -1
— = _1:— =
A A L=A A <+1 0>.
A1

Exercitiul 4. Se considerd matricea A € M3 (R),

2 2 2
A= 0 2 2
0 0 2
Sa se studieze dacad A este matrice diagonalizabila.
Rezolvare.

FEtapa 1. Se determina valorile proprii ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, Pa ().
2—X 2 2
modul 1. PA(\)=| 0 2—-Xx 2 [=(2=)\)>.
0 0 2-A
modul 2. Pp (\) = (71)3 [)\3 — 51AZ 4 G\ — 63}, unde ¢; este suma minorilor principali de ordin 7
al matricei A, adica

6h=TrA=2+2+2=06;
2 2 2 2 2 2
52—) +’ —l—) =12;
0 2 1.2 0 2 1.3 0 2 23
2 2 2
b3=detA=]0 2 2 |=38
0 0 2

Pa(A)=—[N —6X*+121 —8].
eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
PA(N=0e2-X’=0e{\=2cRcum(\)=3;
Se observa ca toate radacinile caracteristice sunt din R, adicd sunt valori proprii ale matricei
A.
Spectrul matricei A este o (A) = {2}.
Raza spectrald a matricei A este p (A) = max {2} = 2.
FEtapa 2. Se determind subspatiile proprii ale matricei A, precum gi dimensiunile lor.

A1 = 2| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii Ay = 2, adicd

T
X = ) Gngl(R), X#angl(R) a'i'(A_2I3)X:0M3X1(R)7 adica

0x1 + 222+ 223 =0 r1=a€R
{0.%'14—0.%24—2.%30 = o =0 =
0x1 +0x2 +0z3 =0 z3 =0
M (A) = {x € M3x1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii \j = 2} U {0, )} =
o 1
={xeEMs3 i (R)s;x=[ 0 |,aeR)=<(xeM3,1(R);x=a| 0 |,0a€eR
0 0
~——
uj
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dimR S)\l (A) =1 ;é m ()\1) .
Etapa 3. Toate riadacinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii), dar

dimR S/\l (A) =1 7'5 m ()\1) .
Atunci, conform teoremei Jordan, matricea A nu este diagonalizabild, adici

#D € M3 (R) matrice diagonals si AP € M3 (R) matrice modals astfel incat A =P -D - P!
sau D=P7!.A.P. Deci A = D.

Exercitiul 8. Fie matricea

-2 3 -1 4
-4 5 =27

A= 3 3 _9 5 € Msy1 (R)
-2 2 =2 3

Folosind teorema Cayley-Hamilton si se calculeze polinoamele matriceale :
a) Q(A) = A* —4A3 + 6A? — 4A + 14,

b) Q(A) = A* — 4A3 + 6A2% — 3A +1,.

Rezolvare. Se determind polinomul caracteristic al matricei A, Pa (\) .

—-2-X 3 -1 4
modul 1. Py (\) = :;1 5? _;EA ; =M a3 62—+ 1=(N—1).
—2 2 -2 33—

modul 2. PA (\) = (—1)4 [)\4 — 51A3 4+ 0202 — O3\ — 54], unde J; este suma minorilor principali de
ordin ¢ ai matricei A, adica
01 =TrA=-2+4+5—-2+4+3=4;

5 )—23 +‘—2—1 +'—24 +‘5—2 +‘57 +‘—25 6
2 = = 0;
—4 5|, =3 =2, -2 3|, 3 -2, 2 3, -2 3|,

-2 3 -1 -2 3 4 -2 -1 4 5 —2 7
ds=| -4 5 =2 +| -4 5 7 +1 -3 -2 5 +13 -2 5 =4,
=3 3 —2,, —2 2 3,, -2 -2 3,, 2 -2 3|,

-2 3 -1 4
4 5 =27

04 =det A = 33 _9 5 =1.
-2 2 -2 3

PaN) =X —aX3+6X2—ar+1=(0—-1)*.
Conform teoremei Cayley-Hamilton=
Pa (A) = 0M4(R) = A4 - 4A3 + 61&2 —4A + I, = 0M4(R)‘
Atunci :
a) Q(A) = A4 — 4A3 + 6A2 —4A + I4 = PA (A) = 9M4(]R)‘
b) Q(A) = A* —4A3 + 6A%2 - 3A +1,=Pr (A) + A=A.

Exercitiul 9. Folosind teorema Cayley Hamilton si se calculeze A~! si A™, n € N* in cazurile :

a)A:(i (1]>

Rezolvare.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, Pa ().

modul 1. Py (\) = 1IA 18)\ —(A=1)?=22—2x+1.
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modul 2. Py (\) = (—1)* [A? = 81\ + 2], unde §; este suma minorilor principali de ordin ¢ ai
matricei A, adica

51:TrA:1+1:2;52:detA:' ‘:1.

1
1
Pa(A\) =X —2\+1.
eConform teoremei Cayley-Hamilton=
Pa (A) = 0M2(R) S A2 -2A+ 1, = OMQ(R)’
eeSe observa ca det A =1# 0=
=3JAlai A-AT=A1 A=,
Atunci :
A2 — 2A—|—Ig = 0M2(R)| . z&f1 = A — 212 —&-A*l = GMQ(R) =

1 0 10 1 0
-1_ _ - _ =
at—carm=— (1 )2 )= (40

sau
A2—2A+12:0M2(R)<:>A —A+2 | =1, =
A-1

10 10 1 0
A—1:—A+212:—<1 1>+2<0 1>:<_1 1).

00A2f2A+12:9M2(R)=>
A2:2A—IQ;
A3 =(2A —TI;) A =2A% - A =2(2A —I,) — A =3A — 2Iy;
A% = (3A —2I5) A =3A2% —2A =3 (2A —Iy) — 2A =4A — 3Iy;

A"=nA —(n—1)Iy =

:n(} ?)-@-1)(3 ?):(i ?),neN*.

Se demonstreaza prin inductie matematica.
2 00
e)A=[010
0 1 1
Rezolvare.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, Pa ().
2—-X 0 0
modul 1. PA(M)=| 0 1-X 0 [=2-NW\—=-1)2=-N+4\2—-51+2.
0 I
modul 2. Pp (\) = (—1)3 [)\3 — 61N2 + 5o — d3], unde §; este suma minorilor principali de ordin i
al matricei A, adica

S1=TrA=2+1+1=4;
5 )20 +‘20 +)10 s
2 0 1], [0 1|, |1 1], 7
2.0 0
S3=detA=|0 1 0|=2
01 1

Pa(\) = =23 4+4)\2 -5\ + 2.
eConform teoremei Cayley-Hamilton=-
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PA(A):0M4(R)<:>_A3+4A2_5A+213:0M3(R)'

eeSe observa cd det A =2 #£ 0=

=3JA Tal A-AT=A"1.A=1s

Atundi :

—A3 —|—4A2 — HA + 213 = 0M3(R)‘ . A_l = —1&2 +4A — 513 + QA_l = eMg(R) =

A_lzé(A2—4A+5:[3):

2 00 2 00 2 00 1 00

0 01 0]—-4{010]|+51 010 =
1 01 1 0 1 1 0 0 1

_= o

1
2

S O
= o O

01
01

1
—A3 +4A% —5A 4 213 = O p) & A (A? —4A +513) =13 =

A‘fl
0
A7l =1 (A% —4A +5I3) = 1

O ON=
_— o O

-1
o0 —1&3 +4A2 — 5A—|—213 = 0M3(R) =
A3 =4A% —5A + 2I3;
A% = (4A% —5A +2I3) A = 4A3 —5A? + 2A =
=4 (4A% —5A +2I3) — 5A? + 2A =11A% — 18A + 8l3;
A® = (11A% — 18A + 8I3) A = 11A% — 18A%? + 8A =
=11 (4A? — 5A + 2I3) — 18A% 4 8A;
Este mai dificil de a observa o expresie pentru A” in raport cu puterile A, A2 gi s§ se demonstreze
ulterior prin inductie matematica.



