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SEMINAR NR. 8, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analitica

6. FORME PATRATICE PE (R, +,,R)

Definitie. a) Fie spatiul liniar real (R,,, +, -, R). Fie matricea patratica simetricd A = (a;;); =T €
z1

M2 (R). Functia h : R,, — R definitd prin Vx = : ,
In

n
h(x)=x"-A-x= Y aijT;xj =
ij=1
= a11 ($1)2 + a1221%2 + 4132123 + ... + G1pT1 T+
a21x2x1 + a2 (962)2 + a93T21T3 + ... + a2nT2Ty+
31371 + a32T3%T2 + a33 (563)2 + oo+ a3p,3TH+

An1TpT1 + Gn2TnT2 + Gp3Tpx3 + ... + ann (ajn)Q .
se numeste forma patratica pe R,, (n-ara) generata de matricea A.
b) Deoarece in expresia anterioard a formei patratice h apar produse de coordonatele z1, ..., z, ale
vectorului x in baza canonica din R,

1 0
C=le = S, e = : ,
0 1
se spune ca matricea A este matricea formei patratice h in raport cu baza C' si se noteazd A = (h) .
Observatie. h:R; — R h(x) = a1 (xl)z, unde x = ( 1 ) , este forma patraticd unara.

I

h:Ry — R h(x) = ai; (x1)2 + 2a19122 + a9 (wz)z, unde x = < N ) , este forma patratica
2

binara. (utilizari in teoria conicelor)
Teorema. Fie spatiu liniar real (R,,+,-,R). Fie A = (a;;) € M} (R). Fie forma pétratica
h: R,, — R definita prin
n
h(x)= > aijziz;,
ij=1
unde 1, ..., T, sunt coordonatele vectorului x in baza C' canonicd din R,,. Daca
n
h(x) = "21 bijyiyj,
1,)=
unde y1, ..., Yy, sunt coordonatele vectorului x intr-o baza S din R, si dacd P =¢ Ag este matricea
de trecere de la baza C' la baza S atunci
B=PT. AP (adici (h)s = (cAs)" - (h)c-c As).
Problema. Fie spatiu liniar real (Ry,+,,R). Fie A = (a;;) € M; (R). Fie forma pétratica
h: R,, — R definita prin
n

h(x)= > ajzizj,

2,7=1
unde z1, ..., T, sunt coordonatele vectorului x in baza C' canonicd din R,,. Se pune problema de
diy -+ 0
a determina o matrice diagonala D=1 ... .. ... si 0 matrice nesingulara P astfel incat,

0 - dy,
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prin transformarea : =P

Tn Yn
s& se obtind o forma canonicd a formei patratice, adica

In acest caz, P =¢ Ag, unde S este baza din R,, in care vectorul x are coordonatele y1, ..., y,. Mai
mult, PT-A.P =D.
Definitii. Rangul formei patratice h este
rang h = rang A.
Signatura formei patratice h este tripletul (p,q,d), unde p,g,d reprezintd numarul de coeficienti
pozitivi, negativi, respectiv zero dintr-o forma canonica a formei patratice.
Natura formei patratice h (clasificare) - a se vedea in curs.
Teorema (Criteriul lui Sylvester). Fie h: R,, — R o forma patratica. Atunci
a) h este pozitiv definitd < Vi =1,n,A; > 0 si
b) h este negativ definitd < Vi = 1,7, (—1)" A; > 0.
Teorema (Legea de inertie a lui Sylvester). Signatura unei forme patratice h este unica, adica
independentd de forma canonici atagatd formei patratice.

Exercitiul 5. Utilizand toate metodele cunoscute aplicabile, s& se determine o form# canonica
pentru urmatoarele forme patratice h pe Rs, indiciAnd baza din Rs-chiar baza ortonormata, in
care h are forma canonicd (indicind matricea -chiar matricea ortogonald cu care se obtine forma
canonica). S& se precizeze pentru fiecare dintre ele rangul, signatura si natura formei patratice. S&
se verifice legea de inertie a lui Sylvester.

a) h:R3 — R, h(x) = 322 + 623 + 323 — 4122 — 87123 — 4w273, unde 71, T2, T3 sunt coordonatele

T
vectorului x = | zo | in baza canonica din Rs.
T3
Rezolvare. Se scrie
h(x) = 323 — 4x129 — 87173 3 -2 —4
+623 —4da9zs = A=(h)o=| -2 6 -2
+373. -4 -2 3

I) Metoda valorilor si vectorilor proprii (a transformairilor ortogonale)-este aplicabild
pentru orice forma patratica, deoarece A = (h). este simetricd, deci este ortogonal asemenea cu o
matrice diagonala.

Se cauta D € M,, (R) o matrice diagonald si P, € M,, (R) o matrice nesingulard (se va gasi
chiar ortogonali) astfel incat PZ - A - P, = D.
Etapa 1. Se determind valorile proprii ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, Pa (\).

33—\ =2 —4
modul 1. PA (M) =| -2 6—-X —2 [=-X+1222-21A—-98=—(A+2)(A—T7)°.
—4 -2 3-2A

modul 2. Pp (A\) = (—1)3 [)\3 — A2 4 G\ — 53], unde J; este suma minorilor principali de ordin ¢
al matricei A, adica

0p=TrA=3+6+3=12

3 -2
52' —2 6




lect. dr. Gabriela Grosu / Algebra liniara si Geometrie analitica 3

3 -2 -4
03=detA=| -2 6 —-2|=-98
-4 -2 3

Pa (A) = — [N — 1207 + 21\ — (=98)] = —A3 + 120 — 21\ — 98.
eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,

PAN =05 -(A+2)(A-T2 =0 { ii - 71%%1%%(31):
Etapa 1’. O forma canonica a formei patratice este

h(x) = =27 + Ty3 + 743,
unde y1, Y2, y3 sunt coordonatele vectorului x intr-o baza S, din R3 care se va determina.
Etapa 2. Se determina subspatiile proprii ale matricei A, precum gi dimensiunile lor.

2.

A1 = —2| Se cauta vectorii proprii corespunzatori valorii proprii \; = —2, adicd
T1
x= | z2 | €Rs, x # O, a.il.(A - (—2)I3)x = Op,, adicd
5x1—2x2—4x3—0 T =«
—2x1 + 8x9 — 223 =10 = To= %a =
—4x1 — 229 + 523 =0 r3=a €eR
A\ (A) = {x € R3;x este vect. propr. pt. A coresp val. proprii A\; = =2} U {0g,} =
« 1
=(xeRyx=| 3a | =a| & |,aeR} =[v1)].
a 1
~——
ul=v,

\
dimR S/\1 (A) =1=m ()\1) .
[A2 = 7| Se cauta vectorii proprii corespunzéatori valorii proprii Ag = 7, adicd

T
X = ) € Rs, x 75 9]R3 a.i.(A — 713) X = 0R3, adica

—4m1—2x2—4x3—0 xlz%ﬁ—v
—2x1 — 1lxg — 223 =10 = :BQIﬂGR =
—4x1 — 229 — 4a3 =10 r3=7€R
(A = {x € R3;x este vect. propr. pt. A coresp. val. proprii Ao =7} U{Or,} =
A
58— > —1
=q¢XxX€Ryx= B :ﬁ 1 + 0 75a76R :[(V27V3)]'
¥ 0 1
—_———
u?=v, uZ=vs )

\
dimR S/\z (A) =2=m ()\2) .
Etapa 3. Conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabila, adica

-2 0 0 |
D = 0 7 0 | € M3(R) matrice diagonald si 3P = [ 3 1 0 € M3 (R) ma-
0 0 7 1 0 1

trice modali (are pe coloane vectori proprii ai matricei A), astfel incit A ~ D, adici A = P-D-P~!
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—p-l.
-1 -1 1
Atunci S = | v = 1 , Vo = 0 ,v3=| 1
0 1 1

este o bazd in Rg, formata din vectori proprii ai matricei A.

Etapa 4. Se ortonormeaza baza S utilizdnd procedeul de ortonormare Gram-Schmidt.

eSe observi cd S = (v, Vv, v3) este un sistem liniar independent de vectori (e bazd in Rs).

e Se cautd S = (uy,uz,u3) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.i. [S] = [S]. Se
gaseste

1
u] =V = % .
1
1 2
faaf = | 3 || =1+ @) =5
1
=t 1
2
<vQ,u1>=< b >:<;>'1+1-;+o-1=0,
0 1
~1 1
(V3,U1>:< o |.| 3 >:(—1)-1+0-;+1-1:0
1 1
—1 —1
=1 1 =1
U = Vo — <V2’u1> i — % 1 = i
= . o1 1) =
[ ] 0 4 1 0
-1 2
2 2
s = ||| 1 = (F)+12+02=5;
0

-1 =1
<V3,u2>=< o |.[ 1 >:(—1)-(—21)+0-1+1-0:;.
0

1
-1 1 =1 —4
(v3,ui) (vg,up) o[ 1 oo T I
u3z = v3 — 5y — 5 U2 = —sl a3 |3 1 |=| %
[ || [uz| 1 1\ 1 1 0 1
—4 2
.
2 = _4\2 _9\2
lsl*={{ 5 || =&) +(F) +1°=5
1

e Se cautda S, = (w1, wg, w3) un sistem de vectori liniar independent care sd contina doar versori

a.d. [So] = [S]. Se giseste

1 =1 —4

w 71 u 1 L w 71 u 1 ]% A\ 71 u L _52
1= 1=—©=| 5 |;w2= 2= —f= ;W3 = s=—F#=| F
[ i\ 1) [uz Vil o )’ [[us Vil

eS-a gisit S, = (W1, We, w3) 0 bazd ortonormata in Rg, formatd din vectori proprii ai matricei A.
eSe construieste matricea modala care are drept coloane vectorii proprii ortonormati, P, =¢ Ag,,
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2 -1 -4/5
3 5 1p
P, = % % _fg/g € M3 (R) matrice modald (are pe coloane vectori proprii ai matricei
2 V5
3 3
A) ortogonali (PT . P, =P, - P! =I5 sau (P,) ' = P1) si se observi ci
2 1 2 2 -1 =45
3 3 3 3 -2 -4 3 V5 15 -2 00
PILAP,=| - 26 —2 6 -2 12 =26 || 0 70
ce W5 G B 4 -2 3 , 0 0 7
15 ~15 3 T 2 0 ¥

=D, adici A % D.

Ftapa 4’. Baza ortonormata din Rs in care h are forma canonica

h(x) = =2y} + Ty3 + Ty3
este S,, adica y1, y2, y3 sunt coordonatele vectorului x in baza S,. Se observa ca

PI.A.-P,=D
adica D = (h)So iar Po =C ASO-

Mai mult, transformarea ortogonald (schimbarea de coordonate) cu ajutorul careia se determind
forma canonica este

T = %% + \_7%3/2 + 7%%/5113
T2 = %y1 + %ZD + 7?})/5113

x3 = 2y + Oya + %?/3

IT) Metoda Gauss de aducere la forma canonicd a unei forme patratice-este aplicabild
pentru orice forma patraticd, in una din cele doua variante.
Cum da;; = a1 # 0 = Se aplicd varianta 1 a metodei Gauss. Se scrie
h(x) = 322 — 4129 — 81173
+6£C% - 4562333
—I—3;1:§.
pasul 1. Se grupeazé termenii din expresia lui h (x) care contin x; (prima linie din expresia formei
h(x)) si se completeaza la un patrat perfect, folosind
(a+b+c)® = a® 4 2ab+ 2ac + b* + ¢ + 2be.
h(x)=3 (:c% — %xlxg - %:plxg) + 623 — dwoxs + ng =

4 \? 2 4
=3 :B% + 214 (—%332) + 214 (—%1‘3) + (—%132)2 + (—31‘3) + 2 <—3l’2> <—LE3> _

3

~~

3 2 2+ 1 2+2 2 1 + 623 — dzoxs + 323
3%2 31‘3 335‘2 31‘3 X5 Tol3 €3

~~

_ 2 4,.\2, 14,2 _ 28 7,2
—3($1—§$2—§.’E3) + F 3 — Frar3 — 373,

pasul 1’. Se face schimbarea de coordonate

y1=$1—%3€2—§$3 :v1:y1+§y2+§y3
Y2 = T2 =4 T2= Y2
Y3 = T3 T3 = Y3
1 2 4
3 3
Se noteaza G1 =¢ Ag, = 01 0 matricea de trecere de la baza C la baza S; =
0 0 1

(e}, €5, eh), unde
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/

/2
e2_§e1+e2
/I

€3 = 3e; + e3

Baza S7 este baza in care forma patratica are expresia
h(x) = 3y? + 134y% Sygyg — %yg, adica y1,y2, y3 sunt coordonatele vectorului x in baza S7.
Se scrie
h(x) = 3y7
+4y3 — Byoys
—T3.
pasul 2. Se grupeaza termenii din expresia lui h (x) care contin y» (a doua linie din expresia formei
h(x) de la pasul 1) si se completeaza la un patrat perfect, folosind
(a+b)?=a —|—2ab+b2
h(x) =3y} + 3 (13 — 2u0u3) — Tu3 =

= 3?4% <y2 — 2y2y3 + y3 ) 1?4 ?2) _%yz’% =
=3y7 + 5 (12 —y3)” — Tu3.
pasul 2’. Se face sch1mbarea de coordonate
21 =Y Yy =z
Zy = Y2 — Y3 <N Y2 = 2z + 23
3 = Y3 Y3 = <3
1 00
Se noteazd G2 =g, Ag, = 0 1 1 matricea de trecere de la baza S7 la baza Sy =
0 01
(ef,e5,€s), unde
el =e€}
e) = €
e = e, + e}

Baza S5 este baza in care forma patratica are expresia

h(x) =323+ 134 3 — 1722,
adica z1, 22, 23 sunt coordonatele vectorului x in baza Sa. Se observa ca forma anterioard este chiar
o form& canonica.
pasul 1’-2’. Se putea face direct in expresia initiald a h (x) "suma" de patrate, facand schimbarea
de coordonate

z1 = Y1 le—%x2—§x3 .7)12214—%224-223
Zg = Y2 — Y3 = T2 — T3 Sy T2 = Z2 + 23
23 = Y3 = x3 T3 = Z3
corespondenta schimbarii de baze
el =e} =€
e) = €} =2e; + e
e = e, +ef=2e; +er+e3
si matricei nesingulare
1 2 ¢ 100 1 2
G =cAgs, =c Ag, s, Asg, =G1 - Gg = 01 0 0 1 1 = 0 1 1
0 0 1 0 01 0 0 1

eBaza din R3 in care h are forma canonicé
14, 2
h(x)=32f + 425 — 723
este S = (e, e}, e3), dar nu este baza ortonormata (G nu este matrice ortogonald). Se observa ca
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100 3 -2 —4 1 2 2 3.0 0
Gl A-G=[ 210 -2 6 -2 01 1]=(02%¥ 0 |=Dg,
2 11 -4 -2 3 001 00 -7

adica DG = (h’)Sz iar G =C ASQ-
IIT) Metoda Jacobi -este aplicabilda numai pentru acele forme patratice care au toti A; # 0.
Etapa 1. Dacd se poate aplica metoda, se determing o forma canonicd pentru h (x). Fie

3 -2 -4
A=Mm)y=| -2 6 -2
-4 -2 3
3 =2
A0:1;A1:37&0;A2:’_2 6 ‘:14#0;A3:detA:—987$0.
O forma canonica pentru h (x) este

A A A
h(x) = 3097 + 345 + 3203 = h(x) = 507 + 505 + 2503

unde y1, Y2, y3 sunt coordonatele vectorului x intr-o baza S care se va determina.

Etapa 2. Se determind baza S in care h (x) are forma canonicd anterioara.

eSe determind o matrice B superior triunghiulard asemenea cu A = (h). cu algoritmul Gauss,
aplicand transformari elementare ce nu modificd determinantul (valoarea unui determinant nu se
schimba dacé la elementele unei linii adundm combinatii liniare formate cu elementele altor dou&
sau mai multe linii).

3 -2 —4 3 -2 -4 3 -2 —4
) 6 _9 paf\zfll 0 1374 %14 pafgl? 0 % —14
-4 -2 3 h 0o =4 i} 0 0 %
zll—l—l -ls Iy
gll—i-l -3 lo+1 -3
Se face schimbarea de coordonate
y1 = 3x1 — 2w0 — 423 T = %yl -+ %yg — %y3
Y2 = 1:74902 - 1T)fl$3 <y T2= 1292 — 7Y3
Ys = —%1563 T3 = —7Y3
corespondenta schimbarii de baze
€ = ze;
e = €1 + %62
é3=—2e; — e — re3
si matricei
S
J=cAz=1|0 é -7
0 0 —z

eBaza din Rj3 in care h are forma canonicid
_ 1,2, 3,2, 14 2
h(x) = 3y1 + 1792 + —55¥3

este S = (€1, €y, €3), dar nu este bazd ortonormatéa (J nu este matrice ortogonald). Se observa ca

1 1 1 2 1
§00 3 -2 —4 3 7 7 10 0
J'T.AJ=| = & 0 -2 6 -2 014—720%0
2 1 1
e -4 -2 3 0 0 —z 0o 0 -1
:DJ7
adica Dy = (h)g iar J =¢ Ag.
Concluzii :

e este verificatd teorema lui Sylvester sau teorema inertiei, adicd cele trei forme canonice determi-
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nate ale formei patratice sunt de acelasi tip, este aceeasi signaturd (p,q,d) = (2,1,0).

e rang h = rang A = 3 = h este nedegenerata.

e natura formei patratice: deoarece in formele canonice ale h apar si coeficienti pozitivi si coeficienti
negativi, atunci h este forma patratica nedefinita.

d) h:Rs — R, h(x) = 2z129 + 42123,

€1
unde x1, x2, x3 sunt coordonatele vectorului x = | x9 | in baza canonica din Rj.
T3
Rezolvare. Se scrie
h(x) = 023 + 22129 + 47173 01 2
+023 +0z923 =A=(h)o=|1 0 0
+022. 2 00

j—_"

I) Metoda valorilor si vectorilor proprii (a transformarilor ortogonale)
Se cautd D € M, (R) o matrice diagonald si P, € M,, (R) o matrice nesingulard (se va gasi
chiar ortogonali) astfel incat P - A - P, = D.
FEtapa 1. Se determina valorile proprii ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, Pa ().
0—A 1 2
PAN™ S 1 0=X 0 [==NM45A=-A(A-VB)(A+V5).
2 0 0—A
eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
A=0eRcum(A\)=1;
PA(N)=0&-AA=V5)(A+V5) =0 Xa=vVbeRcum(X)=1;
A3=—V5ERcum(\3) =1.
Etapa 1’. O form& canonicéa a formei péatratice este
h(x) = 0yF + V5y3 — V543,
unde y1, y2, y3 sunt coordonatele vectorului x intr-o baza S, din R3 care se va determina.
Etapa 2. Se determind subspatiile proprii ale matricei A, precum si dimensiunile lor.

A1 = 0] Se cautd vectorii proprii corespunzéatori valorii proprii Ay = 0, adicd

T
X = ) € Rs, x 75 9]R3 a.i.(A — 013) X = 0R3, adica
3
Ox1 + 1o+ 223 =0 z1 =0
lzy + 0x9 +0x3 =0 = To = —2x =
2z1 4+ 022 + 023 =0 r3=a €R
0 0
Sy (A)=<KxeRgy;x=| —2a | =a| -2 |,acR,=][(v1)].
«Q 1

Vi

dimR S/\l (A) =1= m(>\1) .
|)\2 =5 ‘ Se cauté vectorii proprii corespunzatori valorii proprii Ay = v/5, adica

T
x=| x2 | €Rs, x#0Op, ali (A — \/513) x = Op,, adica
3



lect. dr. Gabriela Grosu / Algebra liniara si Geometrie analitica 9

—V/bxy + lag 4+ 223 = 0 $1=§5
1$1—\/5332+0£L‘3=0 = 332:%5 =
2x1 4 0z2 — Vbag =0 r3 =0 €R
ﬁﬁ V5
S)\Q (A) =<{xeRzyx= ;ﬂ =7 g ,BER G = [(Vg)]
B 1
~—_——
v2

dimpg Sy, (A) =1=m(\2).

|/\3 =5 | Se cautdl vectorii proprii corespunzitori valorii proprii A3 = —v/5, adic
x1
x=| 22 | €Rs, x#0Op, al (A + \/513) x = Op,, adica
T3
\/5.%14-1.%’2—1—2.%'3:0 fEl:_TS'Y
lz1 + Vbzg + 03 =0 = To = 37 =
2:1314—0:1324-\/5:1:3:0 r3=v7€R
=5 -5
2 ) ?
S,\2 (A): XER?,;X: 57 =7 5 ,"}’ER :[(V3)]
¥ 1
N——

dimpg Sy, (A) =1=m(A3).
Etapa 3. Conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabila, adica

D=0 V5 0 € M3 (R) matrice diagonald si 3P = | —2 1 1 € M3 (R)
0 0 —V5 11 1

matrice modald (are pe coloane vectori proprii ai matricei A), astfel incdt A ~ D, adicd A =
P.-D-PlsauD=P ! A.P.

S = (v1,Vvg,V3) este o bazd in R3 formatd din vectori proprii ai matricei A.
Etapa 4. Se ortonormeaza baza S utilizdnd procedeul de ortonormare Gram-Schmidt.
eSe observa cd S = (v, Vv, v3) este un sistem liniar independent de vectori (e bazd in Rs).
eSe cautd S = (uy,up, ug) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.i. [S] = [S]. Se
observa cd vi, vy, v3 sunt vectori proprii corespunzétori la valori distincte, deci sunt ortogonali (sau
se verificd prin calcul). Atunci

u] = Vi,uU2 = Vay,Uu3 = V3.

O 2 ﬁ 2 7\/5 2
2 2 2 2 2
[w | = -2 = 5; |lusl|” = 3 =i fus|® = 3 =2
1 1 1

e Se cautd S, = (w1, wa, w3) un sistem de vectori liniar independent care si contind doar versori

a.i. [S,] = [S]. Se gaseste

0 5 =
1 1 9 1 1 % 1 1 %
W) = ——Uu] = == — T Wog = ——Ug = 5 ;W3 = 77— U3 = 5
[y | il ) [[uz|| 2\ 1) [[us]| Ve

S-a gasit S, = (W1, wa, w3) o bazd ortonormatd in Rg, formata din vectori proprii ai matricei
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A.

eSe construiegte matricea modala care are drept coloane vectorii proprii ortonormati, P, =¢ Ag,,

1 -1
RRVCRN,
P, = \_7% \/%*0 ﬁ € M3 (R) matrice modala (are pe coloane vectori proprii ai matricei
I 2
V5 V10 V10
A) ortogonali (PT . P, =P, - P! =I5 sau (P,) ' = P7) si se observi ci
-2 1 1 -1
, N R N R D VA
PorAPo=l i Vo p [\ 200 G vp ovp |00
2o ove/ N2V YN T T 0.0 V5

=D, adic§ A X D.
Etapa 4’. Baza ortonormata din Rg in care h are forma canonica
h(x) = 0y + v/5y5 — V/5u3
este baza ortonormata S,, adicd y1, y2,y3 sunt coordonatele vectorului x in baza S,. Se observa ca
P/ A.P,=D
adicd D = (h) g, iar P, =c¢ Ag,.
Mai mult, transformarea ortogonald (schimbarea de coordonate) cu ajutorul cireia se determina
forma canonici este
x1 = O0y1 + %3/2 + \_7%1/3
wy = \’/T%.w + @yz + @ys
T3 = Y + V1092 + V10 Y3
IT) Metoda Gauss.
Cum Vi = 1, 3, a;; = 0 = Se aplici varianta 2 a metodei Gauss. Se scrie
h(x) = 023 + 22122 + 47173
+0z3 + Ozox3

+Ox§.
pasul 0. Se face schimbarea de coordonate
T =Yty
T2 =Y1 — Y2
r3 = Y3
1 1 0
Se noteaza Go =¢ Ag, = 1 —1 0 | matricea de trecere de la baza C la baza Sy. Baza Sy
0 0 1

este baza in care forma péatraticd are expresia
h(x) =2 (y1 +ya2) (y1 —v2) +4(y1 +12) Y3
h(x) = 2y + Oy1y2 + 44193
—2y3 + 4yays3
+0y3.
adicd y1, y2, y3 sunt coordonatele vectorului x in baza Sy.
pasul 1, 2. Se grupeaza termenii din expresia lui h (x) care contin y; (prima linie din expresia formei
h(x)) si se completeaza la un patrat perfect.
h(x) =2 (y? + 2y1y3) — 293 + 4yoys =
=2 (yi +2y1ys +3) — 293 — 293 + dyoys =
Se grupeazi termenii din expresia lui h (x) care contin ys si se completeaza la un patrat perfect.
=2(y1 +y3)* — 2 (y2 — y3)°
pasul 1°,2’. Se face schimbarea de coordonate
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21 =1 + Y3 Y1 =21 — 23
Z2 = Y2a—Ys =g Y2 = 22 + 23
z3 = Y3 Y3 = z3
1 0 -1
Se noteaza G2 =g, Ag,, = 01 1 matricea de trecere de la baza Sy la baza Si3. Baza
0 0 1

S12 este baza in care forma pétratica are expresia

h(x) = 222 — 222, adicd 21, 22, 23 sunt coordonatele vectorului x in baza S12. Se observi ci
forma anterioard este chiar o formé& canonic4.
pasul 3’. Se determin&

G =¢c Agsy, =c Agy 50 Asy, = Go - Gra =

1 1 0 1 0 -1 1 1 0
=11 -1 0 01 1 =1 -1 -2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Baza din R3 in care h are forma canonica
h(x) = 227 — 223 este

1 1 0
Sp=1ef=|1],e5=| -1 |,ef = -2 ,
0 0 1
dar nu este baza ortonormatd (G nu este matrice ortogonald). Se observa ca
1 1 0 01 2 1 1 0 2 0 0
Gl -A-G=|1 -1 0 100 1 -1 =2 |=(0 -2 0 | =Dg,
0 -2 1 200 0 0 1 0 0 0

adica DG = (h)512 iar G =C ASI2'
IIT) Metoda Jacobi.
Etapa 1. Daci se poate aplica metoda, se determini o forma canonicd pentru h (x).

01 2
Fie A=(h)o=|( 1 0 0
2 00
Ag = 1; A1 = 0 = nu se poate aplica metoda Jacobi.

Concluzii :

e este verificatd teorema lui Sylvester sau teorema inertiei, adica cele doud forme canonice deter-
minate ale formei péatratice sunt de acelasi tip, este aceeasi signatura (p,q,d) = (1,1,1)

e rang h = rang A = 2 < 3 = h este degenerata.

e natura formei patratice: deoarece in formele canonice ale h apar si coeficienti pozitivi si coeficienti
negativi, atunci h este forma patratica nedefinita.

[completare] €) h: Ry — R, h(x) = 2x129 — 6x123 — 62214 + 22374,

€1
unde x1, T2, T3, x4 sunt coordonatele vectorului x = iQ in baza canonicd din Ry.
3
T4
Rezolvare. Se scrie
h (X) = OJI% + 22129 — 62123 + 0124 0 1 -3 0
-1—033% + 0x9x3 — 6274 1 0 0o -3
A_ = =
4022 4 2mgmy AT W= 5 0 o 1
+023. 0 -3 1 0
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I) Metoda valorilor si vectorilor proprii (a transformarilor ortogonale)
Se cautda D € M,, (R) o matrice diagonald si P, € M,, (R) o matrice nesingulard (se va gasi
chiar ortogonali) astfel incat P1 - A . P, = D.
Etapa 1. Se determind valorile proprii ale matricei A, precum si multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, Pa ().

0—A 1 -3 0
mo 1 0-x 0 -3

Pa(\) 2! a0 0o 1 |FM2N =+ -2 (A2 (A -4).
0 -3 1 0-2A

eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,

A =—-4eRcum(\)
A2 = —2€ R cum(Ag)
A3=2€Rcum(A3) =
M =4€Rcum(\g)

Pa(N) =0 MA+4)A=2)A+2)(A—4) =0<

Etapa 1’. O forma canonica a formei patratice este

h(x) = =4y — 2y3 + 243 + 443,
unde y1, Y2, Y3, Y4 sunt coordonatele vectorului x intr-o bazd S, din R4 care se va determina.
Etapa 2. Se determiné subspatiile proprii ale matricei A, precum si dimensiunile lor.

201+ 1z — 323+ 0x4 =0

lx1 + 229 4+ 03 — 324 =0
—3x1 +0x9 + 223+ 124 =0
0x1 —3z0 + 1lxg + 224 =0

|A\1 = —4]| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = —4, adica
T
x = zz € Ry, x # O, al(A +4Iy) x = Op,, adicd
T4
41 4+ 1lxg — 323 + 024 =0 T = —Q
lzy + 429 +0x3 — 324 =0 To =« N
—3x1 + 0x9 + 423+ 124 =0 T3 = —Q
Ox1 — 320+ 1z + 424 =0 zs=a€cR
( )
-« —1
« 1
Sy (A)=<xeRyx= . =l ,aeR 3 =](v1)].
« 1
N—_——
Vi
dimg Sy, (A) =1=m(\).
|A2 = —2| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii Ay = —2, adica
T
x = iz € Ry, X # Og, al(A +2I)x = Op,, adici
Ty
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S)\2 (A): X ERy;x =

B
8 _
/B_ﬂ
B

dimz Sy, (A) =1 = m (Aa).

|A3 = 2| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A3 = 2, adica

BeR Y =

T G W W WY

V2

x1
T2 R .
x=| € Ry, x # O, a.i (A —2I;) x = Og,, adica
3
T4
—2x1 + 1xog — 323+ 0x4 =0 T ="y
lzy — 229+ 0z3 — 324 =0 To = —v
—3x1 + 0xg — 223+ 124 =0 = T3 = —7 =
Ox1 —3x0 4+ 1z — 224 =0 ra=7v€ER
4
ol 1
Sas (A) =< xRy x = . =7 4 ;Y ER 3 =[(v3)]
vy 1
N——
v3

dimp Sy, (A) =1=m(A3).

|A4 = 4| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii Ay = 4, adica

x1
T2 R -
x=| € Ry, x # O, al.(A —4I,) x = Op,, adicd
3
T4
—4x1 +1xg — 323+ 0x4 =0 1= —0
1z, — 429 +0x3 — 324 =0 Tog = —0
—3x1 +0x9 —4x3+ 14 =0 = 3 =20 =
Ox1 — 320+ 1o — 424 =0 rs=0€R
4 3\
—0 -1
-0 -1
Sy, (A) =< xeRy;x = 5 =0 1 ,0 € R 3 = [(vyg)]
0 1
——
\Z"

dimR S)\4 (A) =1= m()\4) .

Etapa 3. Conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabila, adica

-4 0 0 0
0 -2 00
b = 0 0 20
0 0 0 4

€ My (R) matrice diagonald si IP =

—_ =

1

1
-1
-1

1

-1
-1
1
1

13

My (R) matrice modald (are pe coloane vectori proprii ai matricei A), astfel incat A ~ D, adica
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A=P-D-PlsauD=P ' .A.P.

S = (v1,va, V3, vy) este o bazd in Ry formata din vectori proprii ai matricei A.
Etapa 4. Se ortonormeaza baza S utilizind procedeul de ortonormare Gramm-Schmidt.
eSe observa cd S = (v, Vv, V3, Va) este un sistem liniar independent de vectori (e baza in Rs).
e Se cautd S = (uy, up, u, uy) un sistem de vectori liniar independent ortogonal a.i. [S] = [9].
Se observa ci vy, va, v3, v4 sunt vectori proprii corespunzatori la valori proprii distincte, deci sunt
ortogonali (sau se verifica prin calcul). Atunci

u]; = Vi,uU = Vy,uU3 = V3, g = V4.

Junl = 4; Jug = 4; Jus|® = 4; Jug)® = 4.

e Se cautd S, = (w1, wa, w3, wy) un sistem de vectori liniar independent care si contind doar
versori a.i. [So] = [S]. Se géseste

—1 1
W 1 u 1 1 W 1 u 1
1= 3 7m=3 jWo = 7— U = 3 ;
[y | 21 1 [Jaz|| 11
1 1
1 —1
W 71 u, 1 -1 W 71 u 1 -1
3= 3= 3 [ Wy = 4=3
[[us]| 21 1 | 11
1 1

S-a gasit S, = (W1, W, W3, Wy) 0 bazd ortonormata in Ry, formata din vectori proprii ai matricei
A.
eSe construiegte matricea modala care are drept coloane vectorii proprii ortonormati, P, =¢ Ag,,

-1 1 1 -1
2 2 2 2
1 1 -1 -1
Po=| % 1 2 1% € My (R) matrice modald (are pe coloane vectori proprii ai matri-
S O
2 2 2 2
cei A) ortogonali (PT - P, = P, - PT =1  sau (P,)"! = PT) i Se observi ci
11 11 -1 1 1 -1
FCANS S I I (S Y (A A N
PraP,—| 1 4 2 i |l o0 o Cllatat|-|, o
U SRCE B L WS B U A B A 0 o
~3 "3 3 3 0 -3 1 0 3 2 3 3 0 0

=D, adici A 2 D.
Ftapa 4’. Baza ortonormata din Ry in care h are forma canonica
h(x) = —4yi — 23 + 293 + 4yj
este S,, adica y1, Y2, Y3, y4 sunt coordonatele vectorului x in baza S,. Se observa ca
P/.A.-P,=D
adicd D = (h) g, iar P, =¢ Ag,.
Mai mult, transformarea ortogonald (schimbarea de coordonate) cu ajutorul cireia se determind
forma canoni_clé este1 . .
1= 35Nt gY2toyst+ 5 U
Ty = %?/1 + %y2 + %193 + %194
T3 = SY1+ 3%+ FYs 5
w3 = gy + 3¥2 + 3y + 3.
IT) Metoda Gauss.
Cum Vi = 1,4,a; # 0 = Se aplicd varianta 2 a metodei Gauss. Se scrie

o N O O

- o O O



lect. dr. Gabriela Grosu / Algebra liniara si Geometrie analitica 15

h(x) = Ox% + 22129 — 62123 + 02124
+0x% + OxQIL’g — 6:132],‘4
+05L'§ + 22324

+023.
pasul 0. Se face schimbarea de coordonate
T1=Yy1 + Y2
T2 =Y1 — Y2
T3 = Y3
T4 = Ya
1 1 00
o 1 -1 00 .
Se noteaza Gog =c Ag, = 0 0 1 0 matricea de trecere de la baza C la baza Sy. Baza Sy
0 0 01

este baza in care forma patratica are expresia
h(x) =2(y1 +y2) (11 —y2) — 6 (y1 +y2) y3 — 6 (y1 — y2) ya + 2y3ya.
h(x) = 2y + O0y1y2 — 6y1y3 — 6y14
—2y3 — 6yy3 + 6y2y4
+0y3 + 2y3ys
+0y2.
adica y1, Y2, ¥3, y4 sunt coordonatele vectorului x in baza Sp.
pasul 1. Se grupeaza termenii din expresia lui h (x) care contin y; (prima linie din expresia formei
h(x)) si se completeaza la un patrat perfect.

h(x) =2 (y] — 3y1ys — 3y1y4) — 2y3 — 6y2ys + 6y2ys + 2ysys =
_ _ _ 2 2 _ _
=2 (o + 20 (Fus) + 201 (Fw0) + (Fw)” + (Fw)” +2(Fws) (Fwa)) -
_ 2 2 _ _
—2 ((732/3) +(F)” +2(Ss) (73y4)) — 2y3 — 6yays + Gy2ys + 2y3ys =
_ 3 2
=2 (y1 + Fys + 32ya)” — 295 — 6yays + 6y2ys — SU3 — Tysya — 3y =
_ _ 2
h(x) =2 (y1 + Fys + Sva)
—2y3 — 6y2y3 + 6yata
—5Y3 — Ty3ya
_ 9,2
2Yy-
pasul 2. Se grupeaza termenii din expresia lui h (x) care contin y2 (a doua linie din expresia formei
h(x)) si se completeaza la un patrat perfect.

h(x)=2(y1+ ’73y3 + 3ua)” =2 (42 + 3yays — 3yaus) — 22 — Tysys — 12 =
=2y + 3 ; A (y§ +2y2 (3ys) + 200 (Fya) + Cus)® + (Fua)” +2 B) (‘73y4)) +
2 ( 3u2) + (Fua)” + 2 (Bus) (‘73?;4)) — 293 — Tysya — Jy3 =
=2 (g1 + Pus + Fya)” — 2 (2 + Fys + 2ya)” — 16y30s =
2
h(x)=2(y1 + F2ys + S>va) )
2 (y2 + 2y3 + S2ya)
+0y3 — 16y3y4
+0y3.

+

pasul 2’. Se face schimbarea de coordonate
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21 =Y + _7393 + _732/4 Y1 =z + %Zg + %Z4

Z9 = Y2 + Sys + Sy o) 2= 2z — 523+ 524

23 = Y3 Y3 = 23

Z4 = Ya Yg = zZ4
NI
01 -3 3

Se noteazd Gz =g, Ag,, = 0 0 12 (2) matricea de trecere de la baza Sy la baza Sis.

00 0 1

Baza Si5 este baza in care forma péatraticd are expresia
h(x) = 222 — 2235 — 162324.
h(x) = 22% + 02129 + 02123 + 02124
—22% 4+ 02923 + 02924
—i—Oz% — 162324
+023.
adica z1, 2o, 23, 24 sunt coordonatele vectorului x in baza Sis.
pasul 2.0. Se face schimbarea de coordonate

z1 =1

zg = to

23 = ts + 14

Z4 = t3 — t4
10 0 O

. 010 O .
se noteaza Gag =g,, Ag,, = 001 1 matricea de trecere de la baza Sis la baza Syg.

0 01 -1

Baza Sg este baza in care forma patratica are expresia
h(x) = 2t3 — 2t2 — 16 (t3 + t4) (t3 — ta) = 2t2 — 2t3 — 16t2 + 16t2,
adica tq, to, t3, t4 sunt coordonatele vectorului x in baza Ssy. Se observa ca forma anterioara este
chiar o formé canonica.
pasul 3’. Se determin&
G =c Ag, -5y Asys "S12 Asag

=Go-Gi2-Go =
1 1 00 1o 3% 2 100 0 1 1 3 -3
1 -1 00 0133(01001133
0 0 10 00 1 0 001 1 0 0 1 1
0 0 01 00 0 1 001 -1 0 0 1 -1
Baza din Ry in care h are forma canonics
h(x) = 2t2 — 22 — 16t2 + 16t2
1 1 3 -3
" 1 " -1 " 3 " 3 5
este Spo = | €] = o |e2= 0 e3=| | |.e= 1 ) , dar nu este baza orto-
0 0 1 -1
normata. Se observa ca
1 1 0 0 0 1 -3 0 1 1 3 -3 2 0
T - 1 -1 0 0 1 0 0 -3 1 -1 3 3 1 0 =2
GAG= 5 5 1 -3 0 0 1 o0 1 1 [ |0 0 -16
-3 3 1 -1 0o -3 1 0 0O 0 1 -1 0 0
:DG>

adicd Dg = (h)g, iar G =¢ Ag, (G nu este matrice ortogonald).

o O O
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ITTI) Metoda Jacobi.
Etapa 1. Daca se poate aplica metoda, se determina o forma canonica pentru h (x).

0 1 =3 0
. 1 0 0 -3
Fie A = (h) = 3 0 0 1
0 -3 1 0
Ag = 1; A1 = 0 = nu se poate aplica metoda Jacobi.
Concluzii :

e este verificatd teorema lui Sylvester sau teorema inertiei, adica cele doua forme canonice deter-
minate ale formei patratice sunt de acelasi tip, este aceeasi signaturd (p,q,d) = (2,2,0)

e rang h = rang A = 4 (det A = 64) = h este nedegenerata.

e natura formei péatratice : deoarece in formele canonice ale h apar si coeficienti pozitivi si coeficienti
negativi, atunci h este forma patratica nedefinita.

Exercitiul 3. Utilizdnd metoda lui Jacobi, sd se determine o forma canonica pentru urméatoarele
forme patratice h pe R,,, indicand baza din R,, in care h are forma canonica (indicaAnd matricea cu
care se obtine forma canonicd). S& se precizeze pentru fiecare din ele rangul, signatura gi natura
formei patratice.

a) h:R3 — R, h(x) =22+ 723 + x% — 8x1w9 — 162123 — 8X023,

1
unde x1, x2, x3 sunt coordonatele vectorului x = | a2 | in baza canonica din Rj.
T3
Rezolvare. Se scrie
h(x) = 2% — 8x179 — 167173 1 -4 -8
+72% —8x923 = A=(h)o=| -4 7 -4
+a3. -8 —4 1

IIT) Metoda Jacobi.
Etapa 1. Se determind, daca se poate aplica metoda, o forma canonicd pentru h (x). Se calculeazd

1 4 1 -4 -8
Aozl;Alzl%O;AQZ‘_zl 7 ‘Z—Q%O;Agz —4 7 —4 :—7297&0
-8 —4 1

O forma canonica pentru h (x) este

A A A _
h(x) = 3097 + 3195 + 3245 = h(x) = 197 + 2505 + =553,

unde y1, Y2, y3 sunt coordonatele vectorului x intr-o baza S care se va determina.

Etapa 2. Se determind baza S in care h (x) are forma canonicd anterioara.

eSe determind o matrice B superior triunghiulard asemenea cu A = (h), cu algoritmul Gauss,
aplicand transformari elementare ce nu modificd determinantul (valoarea unui determinant nu se
schimba dacé la elementele unei linii adundm combinatii liniare formate cu elementele altor dou&
sau mai multe linii).

1 -4 -8 4 -8 1 -4 -8
4 7 -4 pasyll 0 —9 —36 pasyl? 0 -9 —36
-8 —4 1 I 0 —36 —63 Iy 0 0 81
4h +1-1s la
8li+1-13 —4lo+1-13

Se face schimbarea de coordonate
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4 8
y1:w1—4w2—8x3 T1=Y1 — gY2 — g7Y3
1 4
Y2 = —9x9 — 3623 = To = —g¥Y2 — 37Y3
1
Yz = +81x3 x3 = +37Y3
corespondenta schimbarii de baze
61 = €1
~ 4 4
€y = —§e1 — 8792
~ _ _ 8 4 1
€3 = —z7€1 — g7€2 + g7€3
si matricei
1 —4 _8
i
J=cAz=10 -5 -5
0 1
81

eBaza din Rj3 in care h are forma canonica
.2 1,2, 1.2
h (%) =yi — 52 + 57¥3
este S = (€1, €9, €3), dar nu este bazd ortonormata. Se observa ci

1 0 0 1 -4 -8 1—?—% 1 0 0
JT.A-J= —§ —% 0 -4 7 —4 0 -5 - |=10 -3 0 |=
i 1 1 1
A 8 4 1 0 . 0 0 &
p—y J‘
adicd Dy = (h)g iar J =¢ Az.(J nu este matrice ortogonala).

Concluzii :

e forma patraticd are signatura (p,q,d) = (2,1,0).

e rang h = rang A = 3 = h este nedegenerata.

e natura formei patratice : deoarece in formele canonice ale h apar si coeficienti pozitivi si coeficienti
negativi, atunci h este forma patratica nedefinita.

c)h:Ry =R, h(x)=2?+23+ 456% + 422 + dw123 + 27174 + 20273 + 27074 + 67374,

1
unde x1, x2, x3, T4 sunt coordonatele vectorului x = iz in baza canonicd din Ry.
3
T4
Rezolvare. Se scrie
h(x) = 223 + 0z129 + 47123 + 27124 10 2 1
+23% + 22973 + 27974 01 11
A=(h) =
—|—4:17§ + 6x374 = (he 2 1 4 3
+423. 113 4

IIT) Metoda Jacobi.
Etapa 1. Daci se poate aplica metoda, se determini o forma canonicd pentru h (x). Se calculeazi

1.0 2
Ag—l;Al—l#O;Ag—‘é (1)‘—17&0,A3— 0 1 1 :—1750;A4:detA:—27é0.
2 1 4

O forma canonica pentru h (x) este

A A A A —
h(x) = 3097 + 295 + 2203 + 2203 = h (%) = {07 + 195 + 293 + =34,

unde y1, Y2, Y3, Y4 sunt coordonatele vectorului x intr-o baza S care se va determina.

Etapa 2. Se determind baza S in care h (x) are forma canonicd anterioara.

eSe determind o matrice B superior triunghiulard asemenea cu A = (h). cu algoritmul Gauss,
aplicand transformari elementare ce nu modificd determinantul (valoarea unui determinant nu se
schimba dacé la elementele unei linii adundm combinatii liniare formate cu elementele altor dou&
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sau mai multe linii).

1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1
01 11 pasull 01 11 pasul2 01 1 1
2 1 4 3 Z 0101 Z 00 —1 0
11 3 4 I 01 1 3 I 00 0 2
2 2
=2l +1-13 —lo+1-1I3
—l1+1-13 —lo+1-14
Se face schimbarea de coordonate
y1 = x1 + 022 + 223 + 24 x1=y1 + O0y2 + 2ys — $ya
Y2 = T2 + T3+ 24 o) 727 y2+y3—%y4
Y3 = —x3 + 0x4 T3 = —y3 + Oy
Y4 = 21y Ty = 34
corespondentd schimbarii de baze
e =e;
€y = e
€3 = 2e; + ey —e3
€y = —%el — %eg + Oes + %64
si matricei
1 0 2 —%
01 1 -5
J=cAs=|7 (9 1 ¢
00 0 3

eBaza din Rj3 in care h are forma canonicd
24,2 .2 1.2
hN(X) = Y7 + Y3 — Y3+ 394
este S = (€1, €, €3,€4), dar nu este bazd ortonormatad. Se observa ca

1 0 0 0 1021 1o 2 -1 10 0 0
1
JT‘A‘J:()loo 0111 01 1 —5 (_[01 00
2 1 -10 2 1 4 3 00 -1 0 00 -1 0
1 1 1
-3 -+ 0 3 11 3 4 o0 o0 1 00 0 2
=Dj.
adicd Dy = (h)z iar J =¢ Az.(J nu este matrice ortogonala).
Concluzii :

e forma patraticd are signatura (p,q,d) = (3,1,0).

e rang h = rang A = 4 = h este nedegenerata.

e natura formei patratice: deoarece in formele canonice ale h apar si coeficienti pozitivi si coeficienti
negativi, atunci h este forma patratica nedefinita.

Exercitiul 4. S& se determine valorile parametrului A € R pentru care formele patratice de mai
jos sunt pozitiv sau negativ definite :
a) h: Ry — R, h(x) = Az? + (A + 3) 23 — dz120.
Rezolvare. Se scrie
h(x) = \2? — 4x129

A —2
+ (A +3) z3 - A=(he = < -2 A+3 )
Se calculeaza

Ao—l;Al—)\;Ag—' A 2

-2 A+3
h este pozitiv definitd < [A; > 0 gi Ag > 0] &

'—)\2+3/\—4—(/\+4)()\—1).
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A>0si(A+4)(A=1)>0] < A€ ]l,+o0f.
h este negativ definitd < [A; < 0si Ag > 0] &
A<O0gi(A+4)(A—=1)>0] < X €]—o0, —4].
b) h:Ry — R, h(x) = —927 — 623 + 6z 2.
Rezolvare. Se scrie
h(x) = —922 + 61179

-9 3)
6y A== < 3N —6 >
Se calculeaza

-9 3X

Ao=1;A1=—9;A2=‘ 3\ 6 ‘:—9)\2—{—54:(—9) ()\—\/6) ()\—l—\/é).

Cum A; = —9 < 0 = h nu poate fi pozitiv definitd, VA € R.
h este negativ definitd < [A; < 0si Ap > 0] &

[9<0si(=9) (A—V6) (A+V6) >0] < Ae|-V6,V6].

c)h:Ry =R, h(x)=(4—-AN)az?+(4—N)a3—(2+ )23 + 42129 — 8x173 + 87973.
Rezolvare. Se scrie

h(x) = (4 —\)z? + 4z129 — 87173 4—-X 2 —4
+(4— N 23 +8xz3 = A=(h),= 24— 4
—(2+ ) 23 —4 4 —(2+N
Se calculeaza
Ay =1;
A1:4—)\;
A2=‘42A 43)\‘:)\28)\+12:()\2)()\6).
4—X 2 —4
Az=| 2 4-2)\ 4 = XN 4 6A2 + 361 — 216 = — (A +6) (A —6)>.
—4 4 —(2+)N

h este pozitiv definitd < [A; > 051 Ay > 051 Az > 0] &

4—-X>0

{(AQMA®>O & N\ € |—o0,—6].
~(A+6)(A=6)2>0

h este negativ definitd < [A; <0 si Ay > 0si Az <0] &

4-X<0
{()\2)()\6)>0 & €6, 400
—(A+6)(A=6)2 <0



