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SEMINAR NR. 9, REZOLVARI
Algebra liniara si Geometrie analitica

GEOMETRIE ANALITICA

Peste tot la disciplina Geometrie analiticd se utilizeazd notatiile (z,y) si (z,y,2) in locul no-
tatiilor (z1,22) si (z1,22,23) de la algebra liniara.
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7. Algebra liniara a vectorilor liberi (din V3). Produse (scalar, vectorial, mixt)

Definitie. Se numeste produsul scalar al perechii ordonate de vectori liberi (U, V') € (V3)2 numarul
real definit prin
—
SN 0, dacid W = 0 sau
u, V) = —
TV = 1P cos (F.7)) s daca T 2

— — —
Expresie analitici. Daci @ =214 +vy1j + 21k, U = a9

(W, V) = 129 + y1ya + 2129,
Il = V2l +yi + 21
Interpretare geometrici. a) (v, v) =0p & [U = 0sauv =0 sauw L vl
b) Dacid (u, v') # O atunci (ﬁ) are mésura in radiani, din [0, 7] \ {5}, datd de
— —
s ((F)) = 2T
I

Proprietati. Cele din curs, in particular
(W, ') = (v, u) (simetria).

Definitie. Se numeste produsul vectorial al perechii ordonate de vectori liberi (uw,v’) € (V3)2
vectorul liber definit prin

— o — — — — PN o . .
R 0, daca v = 0 sau v = 0 sau w si ¢ sunt coliniari
—_— P
U X v — =] e = =\ - I I e = =
|||V sin( (w,?)) €, dacd w si v sunt necoliniari (deci i w # 0 si v # 0).
— . . — . — AL (= = =\ o v oy
unde € este un versor perpendicular gi pe u si pe v, astfel incat (u, v, €) s fie baza pozitiv

orientata.

Expresie analitica. Daca
- -

U=x119+y1j +21k, vV =221 +y2j + 20 k, atunci

7 k
— = J Yy 21 | xr1 21 |7 T Y |7
UXV =1 o oa | = i = i+ k.
Y2 2z T2 Z2 T2 Y2
T2 Y2 22

Interpretare geometrica.
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a) U x v = 0 < (v = 0 sau? = 0 sau W si ¥ sunt coliniari (paraleli ca vectori liberi sau pe
aceeasi dreapté dacd se aleg reprezentanti construiti cu sursa in acelasi punct)].

b) Daca u u X 7é 0 atunci |7 x 7| este aria paralelogramulm constrult pe vectorii u si .
Mai mult 1 5 | % x ¥'|| este aria triunghiului construit pe vectorii u si v

Proprietati. Cele din curs, in particular

w X v =—v X u (antisimetria).

B

Definitie. Se numeste produsul mizt al sistemului de vectori liberi (W, v, w) € (V3)® numirul
real definit prin

<<ﬂ>7?aw>> = < v X E>>
—
Expresie analitica. Da 57 =z1t+y1J+z1k, vV =a0t+y2j +22k,w =231 +y3j +23k
atunci
I Y1 2
— = —
(<u,v,w)>: T2 Y2 z2
T3 Y3 z3
Interpretare geometrica.
7. 7.0 — — — = — .
a) ((u >>—0(:>[ — 0 sau ¥ =0 sau W= 0 sau ¥, 7, W sunt coplanari].
— 7 —

w))| este volumul paralelipipedului construit it pe Vectorii
— — = — v

b) Da <( U, W) 7$ 0 atunci [{({(u,
W, si W. Mai mult #|((W, V', W))| este volumul tetraedrului construit pe vectorii o, v si W

Proprietati. Cele din curs, in particular

— — — — = =\ = = . . oo+ .

(u, v, W) = {(V,w, ) = ((w,d,)) (invarianta la permutari circulare).

— = =\ — = =\ — = =\ — = — . s
(v, v, w))=—(u,w,v)) =—{(w,v,u)) =— (7, u,w,)) (comportarea la inversiuni)

v

Definitie. Fie (W, v, w) € (V3)°. Se numeste dublul produs vectorial al sistemului de vectori

liberi (W, v, W) vectorul liber definit prin o x (v x ).
(

—\ —
Teoremi de calcul. o x w.
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Exercitiul 1. Se considers vectorii w = 27 — 57 + 3?
a) unghiul dintre vectorii u si v ;

b) inaltimea corespunzitoare bazei u
Rezolvare. a) Cum o # 0 sV #

P - —
o <(_> _>)) 6. (u,vV) EAa 2-14(—5)-143-(—1)

e
i + 5 — k. Se cere :

)

a paralelogramului construit pe vectorii u si v'.
é
0

A T =5 — _—6_
7 il V224+(=5)2+32/12412+(—1)>  V38V3
Cum \/3:7?/:’? € ]-1,1[ (chiar € ]-1,0[) = o = (W, ') este unica solutie din ]0, [ (chiar din
]%, ™ D a ecuatiei trigonometrice cos o = \/%?/5’

b) Fie A aria paralelogramului construit pe vectorii w si v si h inaltimea acestui paralelogram
o . — .
corespunzitoare bazei w. Atunci

X
A=|T xT|siA=h|T| = hzw.
Cum
rr e
LoJ -5 3 |= |2 3 |= |2 -5|=
— - _ _
wxv=l2os 3 ‘1—1‘ ‘1—1‘ ‘1 1"“
1 1 -1
- 7
=21 +5j +7k =
W x V|| =22+ 524+ 72 = /T8,
ine b — VT8 _ V39
seob‘glneh—\/@—\/E

VER
=—1+ 7 +2k:
— — —
unde (z , J, k
a) versorul vectorului @;
b) <7,€’>,€’x?,<<7,?,?>>,<<?,7,?>>, @ x (?x?);

. . . —_
¢) aria paralelogramului construit cu vectorii @ si b ;
—
s

) este o baza ortonormatd pozitiv orientata. Sa se calculeze:

d) volumul tetraedrului construit pe vectorii @, b

e) indltimile paralelogramului construit pe vectoru s
f) indltimile paralelipipedului construit pe vectorii a,
Og) vectorul bisector al unghiului format de vectorii

Rezolvare.

a) | @o =k —’zim(7+7+ k:) LT+ LT+ L%
b) emodul 1. < ,?>E£‘1-1+1-(71)+1 0=0.

modul 2. 7,?>:<7+7+?,7—7>:

- =
<Z, Z>:12 —7versor

- =
< 1,7 > = 0| ca vectori ortogonali

=1-0-0-1+0-0=0.
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(@ ¥)=0=a 170
- = =
. 7Tk
emodul 1. b x ¢ = 1 -1 0 |=-21 -2}
-1 1 2
- — — - — —
modul 2 bXC:(Z—])X<—Z—|—]—|—2/€):
:zx(—z)+z><j+z><<2k‘ +<—])X<—z)+(—j)><j+(—j>><(2k>:
- = =] —
—_ = s — P e S G G — — 1 X 1 = O — ¢ coliniar cu 1
=—iXi1+iXjH+2ixXk+7X1—jxj—=275%xk =
- — Y — —
1 X j = k,j X 1 =—k plus permutari circ.
— = — = = —
=—0+4+k -2 -k —-—0-2¢=-2¢ —27
— — —
b x¢#0 = b, ¢ nusunt coliniari.
— —
(Mentionim ci b si ¢ sunt coliniari<> au cordonatele in baza (7, 7, k) proportionale.
- bA 1 1 1
emodul 1. <<7,b,?>> Al 1 0| =4
-1 1 2
modul 2. <E),€> £

,?>>:<7,?x?> A (C2) 41 (—2)+1-0= 4.

Il
3
|
<] x

Atunci A = H? X ?H = \/12 +12 4 (_2)2 = 6.
d) Volumul paralelipipedului construit pe vectorii a, ? si © este

ﬁ
Vparalelipiped = ‘<<E>, b 7?>>‘ = ’_4‘ =4.

Atunci volumul tetraedrului construit pe vectorii @, b si ¢ este

1 2
Vtetraedru = 6Vpa7‘alelipiped = 3-

o h @xel 17 <7
— = ———— S1 N— =
N T A I
—_ = =
o i 5k
axc=]1 1 1 |=1-3j+2k
-1 1 2
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_ V124(=3)422 \/’ he 124(—3)%422
V12412412 sl \/m 6
f) Deoarece<<a, b,?>>7§0:> b x7¢C # 0 siC xd# 0 §i?><?756)

(‘a’, b, ¢ necoplanari= b, ¢ necoliniari gi ¢, @ necoliniari i @, b necoliniari) si

— T = — T = — T =
b @B, @B )], @ )]
e L Wexah It e x|
= = —
i J K
TxT=| 1 S0 =272 +0k; ¥ x7 — (-2 + (-2 + 02 = 2v2.
112
? J
TxT=| -1 1 2 |=-7+3] 28T x| =/~ +8+ (-2 =V
111
? J
Txb=1 1 1|=7T+7F-2%:|2x bH—\/12+12+(—2)2:\/6‘
1 —1 0
_ 4 _ 4 _ 4
ha =5y = e = %

Exercitiul 3. S& se determine al patrulea varf al tetraedrului ABCD cu A(4,-2,2), B(3,1,1),
C(4,2,0) stiind ca D € Oz si cd volumul tetraedrului este egal cu 4. S& se determine lungimea
inaltimii coborate din D.
Rezolvare. eSe cautd D (zp,yp, zp) a.i
DeOz< [zp=0,yp =0]
—_— —— —
V=4#0 §|((AB,AC,AD))| = 4.
+

— — - = = — — — —
AB = OB — A:(Sz 4 k>—<4z Y +2k>:—z +37 k&
—_— = = — — — — — — — —
AC=0C -~ OA= (47 +27 +0k)— 47— 25 +2k>:4j 9%
—_— = — — — — — — —
AD = OD — A:(ach Yup g —i—sz’)—(élz Y —|—2/~€>=
- — -
=(@p—4) i +(yp+2)j +(zp-2)k
—_— — — o 3 —1
<<AB,AC,AD>>: 0 4 2 | =12—2zp — 2yp —4zp.
xtp—4 yp+2 zp—2
Atunci caut D (xp,yp, zp) a.l.
{IZDZO .’EDZO $D=0 QTD:O
yp =10 &< yp=0 S < yp=0 sau yp =0
112 —2xp —2yp —42p| =4 13— 2p| =6 zp = —3 zp =9
S-au géasit D (0 0,—3) si D2(0,0,9) doua varfuri cu proprietdtile cerute (deci doud tetraedre).
ohp, = si hp, = ————577-
HABXBC L 4B < BS|
(se precizeaza cd Agriunghi = 5Aparalelogram )-
- =
A N
—_— = — — —
ABxBC=| -1 3 —1|=-27 —25 —4k.

1 1 -1
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Hﬂ? X B—dH — /(=22 + (<2)? + (—4)* = 2V6.
Atunci th = hD2 = %
Exercitiul 4. Se dau punctele A(—1,2,-2), B(—2,5,1), C(—1,6,0), D(2,3,—6). Se cere:
a) sa se verifice dacd patrulaterul ABCD este plan;

b) si se calculeze aria figurilor determinate de aceste puncte.
_—

Rezolvare. a) Patrulaterul ABCD este plan < vectorii AB ,BC,CD sunt coplanari <
_— s —
((4B,BC,CD))| =0.

— — — — - = — — — — — —
AB— 0B - 04 :(—21’ +5j—|—k)—(—z’ 27 —2k):—z +37 +3Fk;
—_— —_— = — — — — — = - = =
BCzOC—OB:(—z‘ Ny +0k)—(—2i +5j+/~c)= gy
— —_— = — — — — — — —
CD:OD—OC’:(2z +37 —6k>—<—i oy +0k):3i 37 —6k.

—_—
<<AB,BC,CD>> =| -1-(-2) 6-5 0-1 |=0.
2—(-1) 3-6 (-6)—0
b) Patrulaterul ABCD este plan. Se noteazd (7) planul in care sunt situate punctele A, B, C, D.
Nu se cunoagte ordinea varfurilor incat patrulaterul ABCD si fie convex si sd i se poatd determina
aria. Rdmane doar sa se calculeze ariile triunghiurilor determinate de cele 4 puncte.

== =57 IIsr ==
AAABCZ§‘AB><BC + Anpop =1 ’BCXCD :
== = s ==
Ascpa =% || CD x DA|; Aspap = }||D4 x 4B
- - =
¢ J k — — - || — —
ABxBC=|-1 3 3 |=-6i +27 —4k; ABxBCH:2\/14;
11 -1
? J
BCxCD=|1 1 —1|=-9i+37 —6k; A—B>><B—C>'H:3\/14;
3 -3 -6
_— — = — — — — — — - = —
DA = A—OD:(—Z'—|—2j—2k:)—<2i+3j—6k>:—3z’—j+4k.
T
) j k
— = — — - = —
CDxDA=| 3 _3 _¢ :-18z‘+6j—12k;}0D><DAH:6\/14;
3 1 4
- = =
_— — t J k — — - == —
DAxAB=| -3 -1 4 |=-157 +55 —10k; CDxDAH:wM.
1 3 3

S-a obtinut ca

Anape = 32v14; Aapep = 33vV14; Aacpa = 36V14; Aapas = 35V14.
Mai mult, cum 2v/14 + 614 = 3v/14 + 5v/14 = ABCD este patrulater convex in aceasta ordine,
si deci Aapep = 4V/14.



