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ANEXA 1
Analiz¼a matematic¼a, AIA


Spa̧tii topologice, spa̧tii metrice, spa̧tii normate

Spa̧tii topologice.
De�ni̧tia 1:0:1: Fie X 6= ; o muļtime şi T � P (X). Muļtimea T se numeşte topologie în X dac¼a
(T1) ; 2 T ; X 2 T ;
(T2) reuniunea muļtimilor oric¼arui sistem de elemente din T este un element din T .
(T3) interseçtia muļtimilor oric¼arui sistem �nit de elemente din T este un element din T .
În acest caz, perechea ordonat¼a (X; T ) se numeşte spaţiu topologic. Orice muļtime element din T
se numeşte mulţime deschis¼a în X: Elementele unui spaţiu topologic se numesc puncte. Comple-
mentara în X a unui element din T se numeşte mulţime închis¼a în X: Se noteaz¼a cu F muļtimea
tuturor muļtimilor închise din X:
De�ni̧tia 1:0:2: Fie (X; T ) un spaţiu topologic, x 2 X un punct şi V � X o submuļtime. Muļtimea
V se numeşte o vecin¼atate în X a punctului x dac¼a exist¼a D 2 T a.î.

x 2 D � V:
Se noteaz¼a cu V (x) muļtimea tuturor vecin¼at¼aţilor în X a punctului x:
Propozi̧tia 1:0:1: Fie (X; T ) un spaţiu topologic şi x 2 X: Atunci
(V1) 8V 2 V (x)) x 2 V ;
(V2) 8V1 2 V (x) şi 8V2 2 V (x)) V1 \ V2 2 V (x) ;
(V3) 8A � X şi 8V 2 V (x) a.î. V � A) A 2 V (x) ;
(V4) 8V 2 V (x)) 9U 2 V (x) a.î. 8y 2 U s¼a avem V 2 V (y) :
Teorema 1:0:1: (de caracterizare a muļtimilor deschise cu vecin¼at¼a̧ti în spa̧tii topologice)
Fie (X; T ) un spaţiu topologic şi D � X o submuļtime. Muļtimea D este deschis¼a în X; D 2 T ,

8x 2 A;A 2 V (x) :
De�ni̧tia 1:0:3: Fie (X; T ) un spaţiu topologic, A � X o submuļtime şi x 2 X un punct. Punctul
x 2 X se numeşte
a) punct interior în X al mulţimii A dac¼a

9V 2 V (x) a.î. V � A;
Se noteaz¼a cu intX A muļtimea tuturor punctelor interioare în X ale muļtimii A şi se numeşte
interiorul în X al mulţimii A;
b) punct exterior în X al mulţimii A dac¼a

9V 2 V (x) a.î. V � cXA;
Se noteaz¼a cu extX A muļtimea tuturor punctelor exterioare în X ale muļtimii A şi se numeşte
exteriorul în X al mulţimii A;
c) punct frontier¼a în X al mulţimii A dac¼a

8V 2 V (x)) [V \A 6= ; şi V \ cXA 6= ;];
Se noteaz¼a cu frX Amuļtimea tuturor punctelor frontier¼a înX ale muļtimii A şi se numeşte frontiera
în X a mulţimii A;
d) punct aderent în X al mulţimii A dac¼a

8V 2 V (x)) V \A 6= ;;
Se noteaz¼a cu adX A muļtimea tuturor punctelor aderente în X ale muļtimii A şi se numeşte
aderenţa în X a mulţimii A;
e) punct de acumulare în X al mulţimii A dac¼a
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8V 2 V (x)) V \ (A n fag) 6= ;;
Se noteaz¼a cu acX A (sau cu A0) muļtimea tuturor punctelor de acumulare în X ale muļtimii A şi
se numeşte mulţimea derivat¼a sau a punctelor de acumulare în X a mulţimii A;
f) punct izolat în X al mulţimii A dac¼a

9V 2 V (x) a.î. V \A = fag ;
Se noteaz¼a cu izX A muļtimea tuturor punctelor izolate în X ale muļtimii A şi se numeşte mulţimea
punctelor izolate în X ale mulţimii A:
Propozi̧tia 1:0:2: Fie (X; T ) un spaţiu topologic şi A � X o submuļtime. Atunci
a) intX A � A;
b) intX (cXA) = extX A � cXA;
c) A0 � adX A;
d) izX A � A şi izX A � adX A;
e) Sistemul (intX A; frX A; extX A) este o parti̧tie a muļtimii X;
De�ni̧tia 1:0:4: Fie (X; T ) un spaţiu topologic, A � X o submuļtime. Se numeşte închiderea în
X a mulţimii A muļtimea

A
X
= intX A [ frX A:

Propozi̧tia 1:0:3: Fie (X; T ) un spaţiu topologic şi A � X o submuļtime. Atunci

a) AX = adX A;
b) frX A = A

X \ cXA
X
;

c) AX = A [A0;
d) Sistemul (A0; izX A) este o parti̧tie a muļtimii A

X
:

Teorema 1:0:2: (de caracterizare a interiorului şi a închiderii unei muļtimi în spa̧tii
topologice) Fie (X; T ) un spaţiu topologic şi A � X o submuļtime.
a) intX A este reuniunea muļtimilor deschise incluse în A

intX A = [fD 2 T ;D � Ag 2 T ;
b) AX este interseçtia muļtimilor închise care includ A

A
X
= \fF 2 F ;A � Fg 2 F :

Teorema 1:0:3: (de caracterizare a muļtimilor deschise şi a muļtimilor închise în spa̧tii
topologice) Fie (X; T ) un spaţiu topologic şi A � X o submuļtime.
a) A 2 T (este muļtime deschis¼a în X), intX A = A;

b) A 2 F(este muļtime închis¼a în X), A
X
= A

, A
X � A

, A0 � A:
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Spa̧tii metrice.
De�ni̧tia 1:0:2: Fie X 6= ; o muļtime şi o funçtie d : X �X ! R. Funçtia d se numeşte distanţ¼a
(metric¼a) în X dac¼a
(M1) 8 (x; y; z) 2 X3 : d (x; z) � d (x; y) + d (y; z)
(inegalitatea triunghiular¼a sau Minkovski);
(M2) 8 (x; y) 2 X2 : d (x; y) = d (y; x) ;
(M3) 8 (x; y) 2 X2 : [d (x; y) = 0, x = y]:
În acest caz, perechea ordonat¼a (X; d) se numeşte spaţiu metric.
Propozi̧tia 1:0:2: Fie (X; d) un spaţiu metric. Atunci:
(M4) 8 (x; y) 2 X2 : d (x; y) � 0;
(M5) 8 (x; y; z) 2 X3 : jd (x; z)� d (y; z)j � d (x; y) :
De�ni̧tia 1:0:3: Fie (X; d) un spaţiu metric, a 2 X şi r 2 R�+:
a) Se numeşte sfer¼a deschis¼a în X de centru a şi raz¼a r muļtimea

B (a; r) = fx 2 X; d (a; x) < rg :
b) Se numeşte sfer¼a închis¼a în X de centru a şi raz¼a r muļtimea

B0 (a; r) = fx 2 X; d (a; x) � rg :
c) Se numeşte sfer¼a în X de centru a şi raz¼a r muļtimea

S (a; r) = fx 2 X; d (a; x) = rg :
Observa̧tia 1:0:1:

a 2 B (a; r) � B0 (a; r)
B0 (a; r) = B (a; r) [ S (a; r) cu B (a; r) \ S (a; r) = ;:

Exemplul 1:0:1
. Fie X 6= ; o muļtime. S¼a se arate c¼a X poate � structurat¼a ca spa̧tiu metric
in raport cu metrica discret¼a

d : X �X ! R, d (x; y) =
�
0; dac¼a x = y
1; dac¼a x 6= y :

S¼a se precizeze sferele din X centrate în a 2 X şi de raz¼a r > 0 relativ la d:
De�ni̧tia 1:0:4: Fie (X; d) un spaţiu metric. Muļtimea D � X se numeşte muļtime deschis¼a în
spaţiul metric (X; d) dac¼a

D = ; sau
8x 2 D;9rx > 0 a.î. B (x; rx) � D:

Se noteaz¼a cu Td muļtimea tuturor muļtimilor deschise din (X; d) :
Teorema 1:0:2: Fie (X; d) un spaţiu metric şi Td muļtimea tuturor muļtimilor deschise din (X; d) :
Atunci Td este o topologie în X; numit¼a topologia indus¼a de metric¼a, şi (X; Td) este spaţiu topologic.
Observa̧tia 1:0:2: Fie (X; d) un spaţiu metric. Atunci orice sfer¼a deschis¼a B (a; r) este o muļtime
deschis¼a în (X; d) ; este în Td.
De�ni̧tia 1:0:5: Fie (X; d) un spaţiu metric. Muļtimea A � X se numeşte muļtime m¼arginit¼a în
spaţiul metric (X; d) dac¼a

9a 2 X şi r > 0 a.î. A � B (a; r) :
Teorema 1:0:3: (de caracterizare a vecin¼at¼a̧tilor în spa̧tii metrice) Fie (X; d) un spaţiu
metric, x 2 X un punct şi V � X o submuļtime. Muļtimea V este o vecin¼atate în X a punctului
x; V 2 V (x) ,

9rx > 0 a.î. B (x; rx) � V:
În particular, rezult¼a c¼a ¼a sfer¼a deschis¼a B (a; r) este o vecin¼atate în X a punctului a 2 X:
Exemplul 1:0:2
. Spa̧tiul metric al funçtiilor m¼arginite
Fie X 6= ; o muļtime şi (Y; d) un spaţiu metric. Fie

M (A; Y ) = ff : A � X ! Y ; f m¼arginit¼a pe Ag :
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S¼a se arate c¼a funçtia
d1 :M (A; Y )�M (A; Y )! R, d1 (f; g) = sup

x2A
d (f (x) ; g (x))

este o metric¼a peM (A; Y ) ; numit¼a metrica uniform¼a sau metrica supremum. Perechea ordonat¼a
(M (A; Y ) ; d1) se numeşte spaţiul metric al funcţiilor m¼arginite pe A cu valori în Y:

Spa̧tii normate.
De�ni̧tia 1:0:6: Fie X 6= ; o muļtime şi o funçtie k�k : X ! R. Funçtia k�k se numeşte norm¼a în
X dac¼a
(N1) 8 (x; y) 2 X2 : kx+ yk � kxk+ kyk
(inegalitatea triunghiular¼a sau Minkovski);
(N2) 8 (�; x) 2 R�X : k�xk = j�j kxk ;
(N3) 8x 2 X : [kxk = 0, x = 0]:
În acest caz, perechea ordonat¼a (X; k�k) se numeşte spaţiu normat.
Propozi̧tia 1:0:3: Fie (X; k�k) un spaţiu normat. Atunci:
(N4) 8x 2 X : kxk � 0;
(N5) 8 (x; y) 2 X2 : jkxk � kykj � kx� yk :
Teorema 1:0:4: Fie (X; k�k) un spaţiu normat. Atunci funçtia d : X �X ! R de�nit¼a prin

d (x; y) = kx� yk
este o metric¼a pe X; numit¼a metrica indus¼a de norm¼a şi (X; d) este un spa̧tiu metric. În consecinţ¼a,
dac¼a Td este muļtimea tuturor muļtimilor deschise din (X; d) ; atunci Td este o topologie în X şi
(X; Td) este spaţiu topologic.
Observa̧tia 1:0:3: Fie (X; k�k) un spaţiu normat. Atunci, pentru a 2 X şi r 2 R�+; sferele sunt
a) sfera deschis¼a în X de centru a şi raz¼a r

B (a; r) = fx 2 X; kx� ak < rg ;
b) sfera închis¼a în X de centru a şi raz¼a r

B0 (a; r) = fx 2 X; kx� ak � rg ;
c) sfera în X de centru a şi raz¼a r

S (a; r) = fx 2 X; kx� ak = rg :


