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ANEXA 1
Analiza matematica, ATA

OSpatii topologice, spatii metrice, spatii normate

Spatii topologice.
Definitia 1.0.1. Fie X # 0 o multime si 7 C P (X). Multimea 7 se numeste topologie in X daci
(Tl) 0e T,X €T,
(T%) reuniunea multimilor oricarui sistem de elemente din 7 este un element din 7.
(T3) intersectia multimilor oricdrui sistem finit de elemente din 7 este un element din 7.
In acest caz, perechea ordonats (X, 7) se numeste spatiu topologic. Orice multime element din 7°
se numeste multime deschisa in X. Elementele unui spatiu topologic se numesc puncte. Comple-
mentara in X a unui element din 7 se numeste mul{ime inchisd in X. Se noteazd cu F multimea
tuturor multimilor inchise din X.
Definitia 1.0.2. Fie (X, 7) un spatiu topologic, z € X un punct si V' C X o submultime. Multimea
V' se numegte o vecinatate in X a punctului x dacd existda D € T a.i.
zeDCV.
Se noteazd cu V (x) multimea tuturor vecinatatilor in X a punctului x.
Propozitia 1.0.1. Fie (X,7) un spatiu topologic si z € X. Atunci
W)YV eV (z)=xeV;
(V) V1 eV (z)siVih e V(z)=ViNTe e V(x);
(VB)VAC X siVV eV(x)ai VCA=AeV (v);
(V) VW eV (zx)=3U eV (z)ai YyeUsiavem V €V (y).
Teorema 1.0.1. (de caracterizare a multimilor deschise cu vecinatati in spatii topologice)
Fie (X, 7) un spatiu topologic si D C X o submultime. Multimea D este deschisd in X, D € 7 &
Vee A,AeV (z).
Definitia 1.0.3. Fie (X, 7) un spatiu topologic, A C X o submultime si # € X un punct. Punctul
z € X se numeste
a) punct interior in X al multimii A daca
WV eV(zr)ai VCA,
Se noteaza cu inty A multimea tuturor punctelor interioare in X ale multimii A si se numeste
interiorul in X al multimii A;
b) punct exterior in X al multimii A daca
WV eV(zx)ai V CexA;
Se noteazd cu extx A multimea tuturor punctelor exterioare in X ale multimii A si se numeste
exteriorul in X al multimii A;
c) punct frontiera in X al multimii A daca
VWeVa)=[VNA£Dsi VNnexA#D];
Se noteaza cu frx A multimea tuturor punctelor frontierd in X ale multimii A gi se numeste frontiera
in X a multimii A,
d) punct aderent in X al multimii A daca
VWeV(iz)=VNA£I,
Se noteaza cu adx A multimea tuturor punctelor aderente in X ale multimii A gi se numegte
aderenta in X a multimii A;
e) punct de acumulare tn X al muliimii A daci
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VW eV(z)=Vn(A\{a}) # 0;
Se noteazd cu acx A (sau cu A’) multimea tuturor punctelor de acumulare in X ale multimii A si
se numeste multimea derivatd sau a punctelor de acumulare in X a multimii A;
) punct izolat in X al multimii A daci
IV eV(x)ai VNA={a};
Se noteaza cu izx A multimea tuturor punctelor izolate in X ale multimii A si se numegte multimea
punctelor izolate tn X ale multimii A.
Propozitia 1.0.2. Fie (X, 7) un spatiu topologic si A C X o submultime. Atunci
a)inty A C A;
b) intx (CxA> =exty A CcxA;
c) A’ Cadyx 4;
d) iZXA Q A §i iZXA g adxA;
e) Sistemul (intx A, frx A, extx A) este o partitie a multimii X;
Definitia 1.0.4. Fie (X,7) un spatiu topologic, A C X o submultime. Se numeste inchiderea in
X a multimii A multimea
A% =intyx AUfry A.
Propozitia 1.0.3. Fie (X,7) un spatiu topologic si A C X o submultime. Atunci

a) ax =adx 4;
b) erA:ZXﬂcXAX;
c) AN = AU A

d) Sistemul (A4’,izx A) este o partitie a multimii ax.
Teorema 1.0.2. (de caracterizare a interiorului si a inchiderii unei multimi in spatii
topologice) Fie (X,7) un spatiu topologic si A C X o submultime.
a) intx A este reuniunea multimilor deschise incluse in A
inty A=U{DeT;DC A} eT;
b) A% este intersectia multimilor inchise care includ A
A =n{FeF ACF}erF.
Teorema 1.0.3. (de caracterizare a multimilor deschise si a multimilor inchise in spatii
topologice) Fie (X,7) un spatiu topologic si A C X o submultime.
a) A € T (este multime deschisd in X) < intx A = A4;
b) A € F(este multime inchisd in X) < =4
o At CA
o A C A
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Spatii metrice.

Definitia 1.0.2. Fie X # () o multime si o functie d : X x X — R. Functia d se numeste distanta

(metrica) in X daca

(M) VY (2,y,2) € X3 :d(z,2) < d(z,y)+d(y,2)

(inegalitatea triunghiulara sau Minkovski);

(MQ) V($7y) € X?: d($7y) = d(y,m);

EMg) V(z,y) € X2:[d(z,y) =0z =1y

In acest caz, perechea ordonatd (X, d) se numeste spatiu metric.

Propozitia 1.0.2. Fie (X, d) un spatiu metric. Atunci:

(My) ¥ (z,y) € X2 :d(x,y) > 0;

(M) V (z,y,2) € X3:|d(x,2) —d(y,2)] <d(z,y).

Definitia 1.0.3. Fie (X, d) un spatiu metric, a € X si r € R%.

a) Se numeste sferd deschisa in X de centru a si raza r multimea
B(a,r) ={z € X;d(a,x) <r}.

b) Se numeste sfera inchisa in X de centru a i raza r multimea
B (a,r) ={zx € X;d(a,z) <r}.

¢) Se numeste sferd in X de centru a si raza r multimea
S(a,r)={x € X;d(a,z) =71}.

Observatia 1.0.1.
a € B(a,r) C B'(a,r)
B’ (a,r) = B(a,r)US (a,r) cu B(a,r) NS (a,r) = 0.

Exemplul 1.0.10. Fie X # () o multime. Si se arate c& X poate fi structuratd ca spatiu metric

in raport cu metrica discreta

d:XXX—>R7d(x,y):{

0, dacax=1y
1, dacdx#y
S& se precizeze sferele din X centrate in a € X si de raza r > 0 relativ la d.
Definitia 1.0.4. Fie (X, d) un spatiu metric. Multimea D C X se numegte multime deschisa in
spatiul metric (X, d) daca

D = () sau

Ve € D,3r, >0 a.i. B(z,ry) CD.
Se noteaza cu 7; multimea tuturor multimilor deschise din (X, d).
Teorema 1.0.2. Fie (X, d) un spatiu metric si 7; multimea tuturor multimilor deschise din (X, d).
Atunci 7 este o topologie in X, numita topologia indusi de metrica, si (X, 7;) este spatiu topologic.
Observatia 1.0.2. Fie (X, d) un spatiu metric. Atunci orice sferd deschisa B (a,r) este o multime
deschisa in (X, d), este in 7.
Definitia 1.0.5. Fie (X, d) un spatiu metric. Multimea A C X se numeste multime marginita in
spatiul metric (X, d) dacd

Jae Xsir>0ai ACB(a,r).
Teorema 1.0.3. (de caracterizare a vecinatatilor in spatii metrice) Fie (X,d) un spatiu
metric, z € X un punct si V' C X o submultime. Multimea V este o vecinatate in X a punctului
z, VeVix) s

dry > 0ad. B(x,ry) CV.
In particular, rezultd ci & sferd deschisd B (a,r) este o vecindtate in X a punctului a € X.
Exemplul 1.0.20. Spatiul metric al functiilor mirginite
Fie X # () o multime si (Y, d) un spatiu metric. Fie

MAY)={f:AC X —Y;f mirginitd pe A}.
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Sa se arate cd functia
doo : M(AY) X M(AY) =R, d (f,9) = Sugd(f(x) , g (x))
TE

este o metricd pe M (A,Y), numitd metrica uniforma sau metrica supremum. Perechea ordonatd
(M (A,Y),ds) se numeste spatiul metric al functiilor marginite pe A cu valori in Y.

Spatii normate.
Definitia 1.0.6. Fie X # () o multime si o functie ||-|| : X — R. Functia ||-|| se numeste norma in
X daca
(N1) ¥V (2,y) € X2 |l + gl < Jlzll + [lyll
(inegalitatea triunghiulara sau Minkovski);
(N2) V(a,z) € Rx X : [Jaz|| = |af [« ;
(Ns) Ve e X : [||lz|| =0 < x = 0].
In acest caz, perechea ordonats (X, ||-||) se numeste spatiu normat.
Propozitia 1.0.3. Fie (X, ||-||) un spatiu normat. Atunci:
(Ny) Ve € X : ||z]| > 0;
(N5) ¥ (2,9) € X+ [llo]l — gl <l — yl].
Teorema 1.0.4. Fie (X, ||-]|) un spatiu normat. Atunci functia d: X x X — R definitd prin
d(z,y) =z —yll )
este o metricd pe X, numita metrica indusa de norma si (X, d) este un spatiu metric. In consecint,
dacd 7; este multimea tuturor multimilor deschise din (X,d), atunci 7y este o topologie in X si
(X,7;) este spatiu topologic.
Observatia 1.0.3. Fie (X, ||||) un spatiu normat. Atunci, pentru a € X si r € RY, sferele sunt
a) sfera deschisa in X de centru a si raza r
B(a,r)={z € X;||lz —al| <r};
b) sfera inchisi in X de centru a si raza r
B'(a,r) ={z € X;||lz —a| <71}
c) sfera in X de centru a si raza r
S(a,r)={x € X;||lz —al =r}.




