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ANEXA. 2

Analiza matematica, ATA

2 TRIGONOMETRIE

2.1. Functiile trigonometrice cos, sin

A se vedea Trigonometry, de profesor Eugene Khutoryansky:
https://www.youtube.com/watch?v=ovLbCvq7FNA&t=16s

Preliminarii 1.

M

0]

P

Fie AMOP dreptunghic si ¢ misura unghiului POM in grade/ radiani. Se reaminteste:
7 radiani ... 180°; 1 rad @ ~57.3%: 10 .. T ~0.0175 rad.

180 —
mas. in grade/ radiani | sin | cos | tg ctg
sing = LM [PM] 100 0 [1 Jo in R
|OM’, |OP| ’ 300/% % @ g \/g
,_lor . lOP) 45°/7 ? 211 {[
cos = oM ctg =P 60°/% v /3 73
90°/% 1 [0 |[AmR|O0

Preliminarii 2.

Se presupun cunoscute de la ALGA notiunile din temele "Coordonate in plan" gi "Distanta

dintre doué puncte in plan".

Fie dreapta reald R si cercul trigonometric C ((0,0),1).

Y

M

Definitie Functia

fiR—=C f(t)=M (xm,ym)

@]
EX ]

prin care unui numér real ¢ de pe dreapta reald ii asociem puncul M (x7,yas) construit astfel

—_—
incat unghiul orientat in sens direct tOM (sens trigonometric, al acelor de ceas) s& aibd méasura in
radiani ¢ se numeste functia acoperire a cercului unitate.
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Proprietati

a) Functia f este periodicd, de perioada principald 27,
f+2r)=f(t),Vt e R.

b) Functia f este surjectiva,
VM €C((0,0),1),3t € Rai. f(t)= M.

Definitie. a) Se numegte functia cosinus functia
cos: R — R, cost = x,;.

b) Se numeste functia sinus functia
sin: R — R,sint = yy,.

Teorema. a) Functiile cos i sin sunt marginite,
—1<cost<1,ViteR;—1 <sint <1,Vt € R.

b) sin?t + cos?t = 1,Vt € R.

c¢) Functiile cos si sin sunt periodice, de perioada principald 2,
cos (t + 2m) = cost,Vt € R;sin (t + 27) = sint, Vi € R.
cos (t + 2km) = cost,Vk € Z,Vt € R;sin (¢t + 2kn) = sint,Vk € Z,Vt € R.

d) Functia cos este para pe R sau pe orice interval simetric centrat in 0 :
cos (—t) = cost,Vt € R.

e) Functia sin este impara pe R sau pe orice interval simetric centrat in 0 :
sin (—t) = —sint, vVt € R.

Exemplul 1 (reducerea la primul cadran). S& se determine:
a) cos 3T, sin 27

4

3 =I1 .
M N 4 2 T4 .
Se construieste unghiul orientat xOM.
Se observa ca M este in cadr. 11
Se construieste N, simetricul lui M fatd de Oy

3 V2
COS°f =Tp = —TN = —COS 7 = — 5.
51n37r—yM—yN—sm4 %
5T
b) cos 2%, sin 2.
&
5T
R Al Tan & .
M N Se construle§te unghiul orientat tOM.

. Se observa ca M este in cadr. I1.

Se construieste N, simetricul lui M fata de Oy

cos‘r’éT —xM:—a:N:—cos%:—g.
51n57r—yM—yN:sm6 —%.
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5 5
c) cos >, sin °f.

T =T
Se construieste unghiul orientat OM.
Se observa ca M este in cadr. I11.

4m 4m
d) cos 7, sin 3.

P
=

Se construieste N, simetricul lui M fata de O

cos‘:’f =z =—axN=—cos] 7_@_
sin2f = yp = —yy = —sin T = —?.
ar

3 =n1+Z 35

Se construiegte unghiul orientat 2OM.
Se observa cd M este in cadr. I11.

Vs T
e) cos f,sin T,

Se construiegte IV, simetricul lui M fatd de O
COS%F =I)y =—TN=—COS§5 =

|
M\éw

sm4 =Yy = —Yyn = —sing =

Feortiri=aog
Se construieste unghiul orientat xOM.
Se observa ca M este in cadr. IV.

D)

o7 o
f) cos %, sin <.

(AN

Se construieste N, simetricul lui M fata de Ox

T V2
cos ‘ff =x) = TN = COS = 5.
sin ¢ 7” =ym =—Yyn = —siny = —@.

SRk R et
Se construieste unghiul orientat OM.
Se observa cd M este in cadr. IV.

Se construieste NN, simetricul lui M fata de Ox

5w _ — — 1
cos B =) = xN—cos3—2.

sin 5% —yM——yN:—sm§:—§.
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g) cos0,sin 0, cos 7, sin 7, cos 7, sin 7, cos 37”,5111 377r,cos 27, sin 27r.
f
B
cos0 =z, =1,8in0 =94 = 0.
™o _ 3 — —
A A cosi—xB—O,sm?—yB—l.
¥ cosm =x4 = —1,sinT =y =0.
3r _ _ s 3T _
cos 5 =xp = 0,8in 5 =yp = —1.
cos2m =x4 = 1,sin2mr =y4 = 0.
5
Observatie.
cos sin
h h
- + + +
- + - -
Observatie.

12 sint = V1 —cos2t 27 sint = v/1 — cos?t

3 cost = —\/1 —sin?t 3 cost =+/1 —sin?t
c)tE]W,T[i ) ;d)t€}7,27r[:> ) .

sint = —v/1 — cos?t sint = —v/1 — cos?t
Grafice (renotand sistemul cartezian de coordonate cu zOy, pentru Anexa 4).
a)cos:R—R

y '% /.(z:m)
_ '(W3’nf2,05 '

X

(m.-1)
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b) sin: R — R
wW2.1)
y V\
— S fm0)
(0,0) X
y

Observatie (formule pentru sume gi diferente de unghiuri). Va,b € R:

a) cos(a+0b) = cosacosb—sinasinb;‘b) cos (a — b) = cos acos b + sin a sin b;

c) [sin(a + b) =sinacosb + cosasinb; | d) ’sin(a— b) = sinacosb — cosasin b.

V)

Exemplul 2.
cos%:cos(g—%):cos%cos%jLsin%sin% gg—l—g% ‘/éz\f
sin {5 —sin(%f%) :singcos%fcos%sin%zggfgéz \/61\/5.
Exemplul 3. Vi e R :
a) cos (m —t) =cosmcost +sinmwsint = — cost.
sin (m —t) = sinmcost — cosmsint = sint.
b) cos (m +t) = cosmcost — sinwsint = — cost.
sin (r +t) = sinwcost + coswsint = —sint.
c) cos (3 —t) =sint. d)sin (% —t) = cost.

Observatie (reducere la primul cadran). Vt € R :

I cost = cos (m —t) cost = din tabel
" sint = sin (7 —t) " sint = din tabel
L c'ost = —cos (m+1) IV, c.ost = cos.(27r —t)
sint = —sin (7 +t) sint = —sin (2 — ¢)

Exemplul 4 (unghi dublu, unghi triplu). Vt € R :

a) cos (2t) = costcost — sintsint = cos?t — sin?t = 2cos?t — 1 = 1 — 2sin®t =

cos (2t) = cos?t —sin?t = 2cos?t — 1 =1 — 2sin? ¢.

sin (2t) = sint cost + costsint = 2sint cost =
sin (2t) = 2sintcost ‘
In plus,

1+ cos2t

1 —cos?2t
cos’t = 5 sin?t = ————.

2




Gabriela Grosu / Analiza matematica 6

b) cos (3t) = cos2tcost —sin2tsint = 4cos®t — 3cost =
cos (3t) = 4cos®t — 3 cost.
sin (3t) = sin 2t cost + cos 2tsint = 3sint — 4sin®t =
sin (3t) = 3sint — 4sin®¢.
In plus,

cos3t +3cost |, 4 3sint — sin 3t
— 4 sin t= —
Observatie (transformarea sumelor in produse). Vp,q € R :

+qcos}ﬂ; b)
2
p;rqcosp;q;d)

Observatie (transformarea produselor in sume). Ya,b € R :

cost =

+q . p—q
sin ——;
2

p+q . p—q
sin ——.

a) sinp+sinq:2sinp Sinp—sinq:2cosp

cosp — cosq = —2sin

c) | cosp + cosq = 2cos

: b+ si b ; —
a) Sinacosb:sm(a+ )—;bm(a );b) cosacosb:cos(a+ )—;COS(G );
c) sinasinb:Cos(a_b);cos(a+b).

Observatie. Se numeste oscilatie armonicad orice migcare descrisd de un parametru de stare de
forma "legii sinusului"

f:R—=R, f(t) = Asin (wt + ¢), unde A, w, ¢ sunt constante reale date.

Se poate presupune cd w > 0, deoarece

sin (wt 4+ @) = —sin (—wt — @) .

o . o y T

Numarul A = maﬁéc\ f ()| se numeste amplitudinea oscilatiei, iar numarul T = — se numegte
te w

perioada oscilatier (in s). Numdarul w = 2% se numeste frecventa ciclica, pulsatia oscilatier (in

rad/s), iar numarul ¢ frecventa initiald a oscilatiei (in rad).

Amplitudinile oscilatiilor armonice au importanta datd de faptul c& energia oscilatiei depinde
de patratul amplitudinii, iar fazele pentru a observa defazajul dintre diferite oscilatii.

De exemplu, f: R — R, f(t) =1sin (1t +0), f (t) = 2sin (1t +0), f (t) = 3sin (1t + 0) .

AP




Gabriela Grosu / Analiza matematica 7

De exemplu, f: R — R, f(t) =1sin(1¢4+0), f (t) = 1sin (2t 4+ 0), f (¢t) = 1sin (3t 4+ 0) .

A se vedea Fourier Transform, Fourier Series, and frequency spectrum, de profesor
Eugene Khutoryansky: https://www.youtube.com/watch?v=r18Gi8I1SkfM
La EDCO se va studia ecuatia diferentiald a oscilatiilor armonice de pulsatie w,
(¥) 2" (t) + w2z (t) = 0,Vt € R,
si se va ardta cd are toate solutiile de forma
x (t) = c1 cos (wt) + casin (wt) , YVt € R,Ver, c0 € R.
Se pot gasi constantele A = \/c? + 3 si ¢ din tgp = % astfel incat
¢1 cos (wt) + g sin (wt) = Asin (wt + ¢),Vt € R.
Ecuatia modeleazs oscilatiile unui resort (w? = %), oscilatiile mici ale unui pendul matematic
(w? = 9), oscilatiile armonice ale unui circuit electric (w® = 7).

2.2. Functiile trigonometrice ctg, tg

Definitie. a) Se numeste functia cotangenta functia
t
ctg: D1 CR — R, ctgt = %,unde Dy =R\ {km;keZ}.
sin

b) Se numeste functia tangentd functia

t
tg:D2C]R—>R,tgt:Sl—nt,undeDng\{gﬁLk:Tr;kEZ}.
oS

Teorema.
a) Functiile ctg si tg sunt periodice, de perioada principala T,
ctg (t+m) = ctgt,Vt € Dy; tg (t + ) = tgt, Vi € Do.
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b) Functia ctg este impara: ctg (—t) = —ctgt,Vt € Dy.

c¢) Functia tg este impara: tg(—t)

Observatie. Pe domeniile corespunzatoare au loc:

a)
d)

h)

—tgt,Vt € Ds.

tga +tgb tga —tgb
tgt =tg (Z—t):b) |t hy=-—>—"5°". tg(a—b) = ——°—.
<8 g(2 ) ) |te(a+b) 1—tgatgd c) |tg(a ) 1+tgatgd
2tgt sin ¢ 1—tg2t ] 2tg L
tg (2t) = —>5—;|e) [tgf = ———; t= 2; t= 2
g (2t) 1—tg2t °)|tes 1+ cost ) |cos l—i—tg?% g)|sin l—i—th%
i +0b
tga:l:tgb—sm(a )
cosacosb

Grafice (renotand sistemul cartezian de coordonate cu zOy, pentru Anexa 4).

t
a)ctg: D1 CR— R ctgt = %,unde Dy =R\ {km;ke€Z}.

y |

x=-1t/2

x=n/2
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2.3. Functiile trigonometrice inverse arccos, arcsin, arcctg, arctg

Definitie si grafice (renotand sistemul cartezian de coordonate cu Oy, pentru Anexa 4).

a) cos : [0, 7] — [—1, 1] bijectivd ~- arccos : [—1,1] — R,arccosz = y a.i. cosy = z.
(graficele arccos si restrictiei cos sunt simetrice fatd de prima bisectoare)
y
X
b) sin: [-%, %] — [—1,1] bijectivd ~ arcsin : [-1,1] — R,arcsinz =y a.l. siny = z.
(graficele arcsin si restrictiei sin sunt simetrice fatd de prima bisectoare)
y 1
1 X

c) ctg : ]0, 7| — R bijectivd ~~ arcctg : R — R, arcctgx = y a.i. ctgy = x.
(graficele arcctg si restrictiei ctg sunt simetrice fatd de prima bisectoare)

sau

d) tg: ]—%, 3 [ — R bijectiva ~~ arctg : R — R, arctgz =y a.l. tgy = z.
(graficele arctg si restrictiei tg sunt simetrice fatd de prima bisectoare)
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Exemplul 5.
a) arccos 3 = %; b) arcsin § = %; ¢) arcctg 1 = F; d) arctg /3 = %.
Exemplul 6. Sa se determine domeniul maximal de definitie pentru functiile:
a) f:DCR—R,f(z)=arccos3z.

1]

Rezolvare. 3z € [-1,1] & -1 <3z <1&ze[-1, 1] D=
Rezolvare. 1 -2z € [-1,1] & —-1<1-2z <1< z€]0,1].D=10,1].

Lol

b) f:DCR—R,f(x)=arcsin (1 — 2x).

10



