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ANEXA 3
Analiza matematica, ATA

OMultimea numerelor complexe C
Definitii. Exemple. Structura algebrica a multimii C

Definitie. Fie multimea
RZ=R xR ={(z,y);z € Ry € R},
cu operatiile interne
+:R2x R? — R2, (21,y1) + (z2,2) = (z1 + 22, y1 + ¥2),
G REZXR2 5 R2 (z1,11) - (22, 92) = (2122 — y1y2, T1Y2 + T2y1) -
Fiecare element al multimii R?> = R x R pe care sunt definite cele doud operatii precedente se
numeste numar complez. Se noteaza cu C multimea numerelor compleze.
Teorema. (C,+, ) este corp comutativ cu elementul zero (0,0), iar elementul unitate (1,0).
Observatie. a) (C,+,,R) este spatiu liniar real, unde + este adunarea numerelor complexe i -
este inmultirea numerelor complexe cu scalari reali.
b) (C, (-, -)) este spatiu liniar euclidian, unde produsul scalar euclidian este
() : CxC =R ((z1,41), (w2, 42)) = 122 + Y172.
c) (C,||]|) este spatiu liniar normat, unde norma euclidiana este
I: C > R, (2,9l = Va2 + 4.
Norma este indusa de produsul scalar anterior, adica
(@, y)l = V{z,y),(z,9)),V(z,y) € C.
d) Pe C nu se poate introduce o relatie de ordine totala.
Observatie. (Forma algebrica sau cartezianid a numerelor complexe): Fie submultimea
din C data prin
R x {0} ={(z,y);x € Ry=0} C C.
Aplicatia
¢:R—Rx{0},p(z) = (z,0)
este un izomorfism de corpuri. Se poate considera R ca si submultime a corpului C si se poate
identifica z € R cu (z,0) € C. Atunci
('7}’ y) = (.%',0) + (07 1) : (ya 0) .
Se noteazi | (0,1) =j| (cu j? = (0,1) - (0,1) = (—1,0), adici |j> = —1))
Orice numar compler z = (x,y) se poate reprezenta in mod unic prin
E=c+]jy.c e Ry eR]ynde j = (0,1) € C se numeste unitate imaginard. (1,0) se va numi
unitate reald.
Numerele de forma j-y,y € R se numesc imaginare.
In multe aplicatii se foloseste i (de la imaginar) in loc de j.
A se urmari profesor Eugene Khutoryansky, "Trigonometry" gi "Imaginary Numbers and func-
tions of complex variables"
https://www.youtube.com/watch?v=ovLbCvq7FNA
https://www.youtube.com/watch?v=bIY6ahHVgqA
Definitie. Fie z =z +jy € C.
a) Se numeste partea reald a lui z numarul real Re (2) = z;
b) Se numeste partea imaginara a lui z numarul complex Im (z) = jy, unde y este numdr real
numit si coeficientul partii imaginare;
¢) Se numeste conjugatul lui z numarul complex zZ = = — jy;

—
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d) Se numeste modulul lui z numdrul real pozitiv |z| = /22 + y2.
Observatie. Operatiile cu numere complexe sub forma algebricd devin

zitze= (1 +jy1) + (w2 +jy2) =21+ 21+ (y1 +y2)

21z = (21 +jyn) - (@2 +jy2) = mwe +jo1y2 + jyrie + P y1y2 =

= 21%2 — Y1y2 +J (122 + 2291) -

Propozitie. a) V2 € C,Rez = 3 (2 + %) si Imz = 2% (z—2);
b)zeReImz=0&2=%¢c)V2€C,(2) =z
d)Ve=z+jyeCz+z=20cRsiz-z=a?+9y%cR;
e) Vo, e€Coaitm=21+2 sl 21 22 =71 - Z2.
Propozitie. a) V2 € C,|z| > 0si [|2| =0 < 2 =0].
b) V21,22 € C, |21 - 22| = |21] - |22] 51 [|21] — |22 < |21 + 22| < |21 + [ 22]-
In general, Vz1,..., 2, € C, |21 - oo - 2| = |21] - v - 20| §1 |21 + oo + 20| < |21] + oo+ |20
c)VzeC,z-z=|2*;d) Vz € C, 2| = |—2| = |z];
e)Vz1,20 € C, |z + 22|2 + |21 — z2|2 =2 (]z1|2 + |/22|2
f) V2 e C,|Rez| < |z|, [Imz| < |z, |z] < |Rez|+ [Imz|.
Propozitie.(puterile numarului complex j) :

i=1(0,1) §j2 =(-1,0) ~ _1;j3 = _j;j4 = 1.
Prin inductie matematica se arata ca, Vn € N*,

1, dacdn =4k, ke N*
_— j, dacin=4k+1,keN
7Y 21 dackn=4k+2,k€ N
—j dacin=4k+3,keN

Exemplul 1. Sa se determine conjugatele urmatoarelor numere complexe:

1 1
a)z=1+—-jZ2=1—=-j.b) 2=3—-12j;2=3+2j.
T s

7 7 7
c)zzéj—5:—5+§j;§:—5—§j.d)2:2000:2000+0j;2:2000—0j:2000.
€) z2=14j=0414j;2=0-14j.f) 2=0=0+0j;2=0—0j = 0.
Exemplul 2. Sa se calculeze:
a) (24+3))+(2-J)(B+2j) =2+3j+6+4]-3j—2j> =10 +4j;
b) (V2+3j) (3 V2j) =3v2-2j+9j-3v2> = 6v2 + 7j;

)1+2J>4 4(142j) 448 44 8] 4_|_8,
C == = = = — —1.
1-2j (1-2))(1+2j) 1-42 5 5 5
. . 2
HVI14iVE (14]VE) _ 14352 425V3

1-jV3 (1-3v3) (1+jV3) 1-3j
_Z242)V3 -1 V3L

4 9 " g ¥

Exemplul 3. Sa se calculeze:
a) Eq :j6+j16+j26+j36+j46
Rezolvare: modul L. By = (%) + (*)° + (*) " + (°) " + (*) =

S i G Y e D O e e e S R S R o
modul 2. By = j#1H2 4 jHAT0 4 042 o 0t0 4 jadiee
R 44 .4\ 6 . 4\ 9 11,

= () P+ + GNP+ (Y =l 1411 = -1
b) By =j' +i%4+...+i",neN,n > 4.
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cazul3.n:4k:+2,keN*:>j”:(j4)k-j2:—1:>E2:j- : —je = 14,
J

cazul 4. n = 4k + 3,k e N* = j" = (j4)k.j3:—j:>E2:j.
J
c) B3 =jt-j2-..jl%.

100-101 .
Rezolvare: F5=j 2z = ;00 —j12624+2 — _ 1

d) By =j"+j"" " 4" ne N,
Rezolvare: E4 =j" (1 +j+i? +j3) =0.

Exemplul 4. Si se determine x,y € R din ecuatiile:
a) (x) 5z +3jy) + 2y —jz) = (3-J);
Rezolvare: (x) < (bx+2y)+jBy—z)=3—-j< {
b) (x) (—3y+ %JZL‘) —(—8x+5jy)=—-2+12j;

8z — 3y = —2 { = 2

. _ i(ly — = — j
Rezolvare: (x) < (—3y +8z) +j (52 — 5y) 2+12J@{ ly— 5y =12 =

dx+2y=3
—z+3y =—1

—N

< 8
(.

Ko

x—2 y—3 .
20 =1 3j;

. r—=24j(x—-2) y—-3—-jy—3)
1= i1y e 2 + 2
Se—-24+y—-3)+jz—-2-y+3)=2-6j<
{x+y—5:2 <:>{ac—i-y:7 <:>{3U:0
r—y+1=-6 r—y=-T y="7"
d) (+) (jz —9)* =6-8j+(x+jy);
Rezolvare: (%) < —2%+9? —2joy=6—8j+22 —9?> +2joy &
{—x2+y2:6+x2—y2 <:>{$2—yQ:—3

Rezolvare: (x) &

—2zy = =8+ 2zy Ty =2
Yy = :>x—x— —3=a2t+322-4=0.
9 . zYER r=1 r=—1
z¢=1 :>{ _ 9 sau{ _ o
x2:—4 nu are solutii z,y € R.
1 1 1 bj
it ly - S M aherar0b42;
T Yy a T Yy Yy
11 1 11 1
Rezolvare: (%) < Cf+ic %)/ & :16 Zi/ g &
1 1 1 z Y z y y
T — 4= 2—b
& 323 g/ 1 e y+a &
== y=a(2—0>)
y oy a

=1-3]&
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Observatie (Forma matriceald a numerelor complexe): Fie submultimea din Mj (R) data

prin
Cz{ZENb@%Z:(i_f)@yeR}
Aplicatia

p:C—=Cop(2) =2
este un izomorfism de corpuri si se poate identifica

. 10 0 -1
z-x-1+y-J€CCuZ—x<O 1>+y<1 0 >€C.

Mai mult, se observa ca
h:(l0)$h:<0_J)WMﬁﬂ:—]®MOwa:—U
0 1 1 0 2T & et ‘
Se poate introduce Re (Z) = z, coeflm (Z) =y, |Z| = Vdet Z.

2

Observatie ©O. Numerele naturale a, b, ¢ € N ce verifici a® +b% = ¢? se numesc numere pitagoreice.

Fie z =z +jy € C. Atunci
2?4y = |2 = [22] = |02 — g2 4§ 20y] = \/(a? — 2)% + (229) &

2 2
& () (m2 — y2) + (2xy)2 = (ac2 + y2) .
Alegand in (%) z,y € N cu = > y, obtinem ca

’a:w2 —y? b= 2xy,c:x2+y2‘
sunt numere pitagoreice. De exemplu,
r=2,y=1= (a,b,c) =(3,4,5)
x=3,y=2= (a,b,c) = (5,12,13)
x=4,y=2= (a,b,c) = (12,16, 20)
x=4,y=3= (a,b,c) = (7,24,25).

Observatie.(Interpretare geometrica) Fie un plan (7) si R = (O; T, 7) un reper ortonormat
in planul (7). Atunci aplicatia

b1 C— (1),0(z) = M,
ce face sd corespundd numdarului complex z = = + jy € C punctul M (z,y) € (7) este o aplicatie
bijectivd. Punctul M (z,y) se numeste imaginea geometrica a numdrului z, iar numarul z se
numeste afizul punctului M. Prin identificare, numéarul complex z se numegte punct. Diagrama de
reprezentare se numeste diagrama Argand.

1r.'
L

X

a) Planul (7) se numeste planul complex.

b) Multimile de puncte din (7) corespunzitoare pentru
{z=2+4+jyeCy=0},{z=2+jyeC;z =0}

sunt respectiv aza reald Oz, aza imaginara Oy.
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¢) Multimile de puncte din (7) corespunzitoare pentru
{z=2+4+jyeCyy>0},{z=2+jyeC;y <0},
{z=2+4+jyeCiz>0},{z=2+jy e C;z <0}

sunt respectiv semiplanele superior, inferior, drept, sting ale planului complex.

=l

Multimile de puncte din (7) corespunzatoare pentru
{z=2+4+jyeCiz>0,y>0},{z=2+jyeC;z <0,y >0},
{z=2+4jyeCz<0,y<0},{z=2+jyeCxz >0,y <0}

sunt respectiv cadranele I, al Il-lea, al Ill-lea, al IV-lea ale planului complex.

d) Fie 21,29 € C numere complexe oarecare date. Multimile de puncte din (7) corespunzitoare
pentru

{zeCiz=21+t(22a—21),t€[0,1]},{z € Ciz =21 +t (22— 21),t € R}
sunt segmentul de capete z1, z9, respectiv dreapta ce trece prin punctele zi, za.
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e) Fie a € C numdr complex oarecare dat si fie » > 0 numadr real dat. Multimile de puncte din (7)
corespunzatoare pentru
{zeC;|lz—a|=r},{z€C;|z—a| <1}
sunt cercul centrat in a §i de raza r, respectiv interiorul cercului centrat in a $i de raza r (pentru
r=0={2€C;|lz—a|=0}={a}lsi {z€C;lz—a|] <0} =0).
y y

In particular, numerele complexe cu modulul egal cu r se reprezint in planul complex prin
punctele cercului cu centrul in origine si de raza egala cu r.
Observatie. (Forma trigonometrici a numerelor complexe):
FieVz=z+jy € Cgi M (x,y) imaginea lui geometricd in planul complex datd prin coordonatele

carteziene x, y.
v

Fie r > 0,r = dist (O, M) si t* € [0, 27],t* mésura in radiani a unghiului orientat facut de Ox
cu OM coordonatele polare ale lui M, definite unic prin
x =rcost*
{ y = rsint*
Atunci z = r (cost* + jsint*),r > 0,t* € [0, 27[. De mentionat ca studiul se poate reface si pentru
t* € o+ 0,a+ 27[,a € R dat, corespunzitor altei taieturi decat Oz .
Se observa ca raza polard a imaginii lui z este egald cu modulul lui z,

‘r:\/x2+y2:|z|.‘

Argumentul polar t* al imaginii lui z € C* se numeste argumentul redus ol lui z gi se noteaza
arg z. Dacd z = 0, modulul este egal cu 0, iar argumentul sau redus se poate lua drept orice
numadr din [0, 27[ Dacd z # 0, modulul gi argumentul redus ale lui z sunt determinate unic. Cum
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-
t* = ,u(Oa:,OM ) (unghiul orientat cu care se roteste versorul i al axei Oz in sens pozitiv,

—
trigonometric incat sa se obtina orientarea lui [OM } ), se deduce:

( dacd M este in cadranul 1

k=0

arctg% + %W, unde E =1 dacd M este in cadranele 11 sau I11
k = 2 dacd M este in cadranul IV

argz = t* = 0, dacay =0,z >0

m, dacay =0,z <0

5, dacaz =0,y >0

37”, daca z =0,y <0

\
Se noteaza Argz = {t € R;t = argz + 2km, k € Z}.
Atunci orice numéar complex z € C poate fi scris sub forma
’z:r(cost—kjsint),r >0,t € R,‘
numita forma trigonometrica au polard a lui z.
Dupa studiul functiilor complexe, se va introduce si forma exponentiala a lui z,
z=ret r>0,teR,

bazandu-se pe formula Euler elt = cost + jsint, din care se deduce identitatea Euler e/ ™ = —1.

Interpretare fizica: Cand electronii oscileaza in jurul unei pozitii de echilibru, pozitia lor este
data de o ecuatie de tipul

ht y Vamf — th

2z = Ae 2m 2m —a | unde literele reprezintd m#rimi cu interpretiri caracteristice.

Exemplul 5. Sa se scrie sub forma trigonometrica numerele
a)z=1+]j
Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z =1+4+j~ M (1,1) € CI
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M

r=lz| =12 +12 = /2.

3 1
p+ formuld arg z = arctg 1 +0-m=17.
Sau t* 1€ a, =l <m) , P =pro,M, unde tg « in APOM ]\g—g = %
Atunci 1+j = \/ﬁ(cos% —i—jsin%) )
b) z = -2+ 2j
Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z = =2 +2j~ M (1,1) € CII
M Yy +
T T T .\'i T
P o X

r=lzl=4/(-2)°+22=2V2.

t* formula

argz:arctg_—Q—i-l-w:—%—i-W:%’r.

San ¢+ =" 7 — Q, 0= [ (m) , P =pro,M, unde tga in APOM Mp _ 2]

Atunci z = /2 (cos ?jf + jsin ?ﬂf) .

c) z=—-V3—]
Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z = —v/3 —j ~» M (—\/ﬁ, —1) eCIII

PO [—2|"

v
, 1 am 1
/ X
M
2 2
muli -1
g o e 2 = arctg -5 +tr=2+71="1
Sau ¢* 1€ ¢ +a,a=pu (P/OT4) , P =pro,M, unde tg « in APOM ]\If—g = ||__\}:|§|
Atunci —v/3 —j =2 (cos%r + jsin %T) .
Comentariu: z = —/3 —j = —2 (cos% + jsin %) este corect din punct de vedere algebric, dar

§ 7 argz, —2 nu poate fi 7 > 0; adica relatia nu reprezinta forma trigonometrica a numarului.
d)z=1-jV3
Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z =1 —jv/3 ~ M (1, _\/§) e ClV
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v ]
- + |
k\\ X
Loy
r=lz) =124 (—v3) =2
5 V3
+* forgula arg z = arctg 1/> + 21 = —% + 27 = 5?71'

desen

Saut* = 2r—a,a=p <m) , P =pro,M, unde tg
Atunci l—j\/§:2(cos5§+jsin‘%’r).

PO

e)z=2
Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z =2 +j-0 ~» M (2,0)
v
A
.

r=|z|=v22+0%2=2.

t* formula

Sau t* 1€ 7 (Oa:, O—Z\>4> =0.
Atunci 2 =2 (cos0 + jsin0).

arg z = 0.

f) 2=-3
Rezolvare. Se reprezinta z in planul complex: z = —% +j0~M (—%, 0)
vl
M x

r=lz| = \/(—%)2—&—02 = %

4 formula
t = argz =r.
—_—

Sau ¢* & " (Oa:, O—]\j) =T.

Atunci —3 = 3 (cosT + jsinT).

g) z=2]j
Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z =04j-2 ~ M (0, 2)

in APOM pp

[-v3|

=1 -
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et
L=

r=|z|=v02+22=2.

t* forguli
Sau t* ‘& 7 (OSU, O ) =
Atunci 2j =2 (cosg + jsin 5) i

h) z = —-2j
Rezolvare. Se reprezintd z in planul complex: z =0 —j-2 ~ M (0, —2)

argz = 3.

EINE

v ]

r=lz| =1/02+ (=22 =2

formula
= Targz = 37”
—_—

t*
x desen =77\ _ 3«
Sau t* = ,LL(O:L’,OM) =

Atunci —2j =2 (cos 37” + jsin 37“) .

Interpretare fizica: Exista aplicatii ale numerelor complexe in stiintad si inginerie, in particular
in teoria curentului electric alternativ si in mecanica vectoriala.

A. Efectul multiplicarii cu j unui fazor (vector rotitor reprezentand, de exemplu, una dintre marimile
caracteristice ale curentului alternativ - intensitate, tensiune) reprezentat in diagrama Argand

oo . R . . T 0 o . . . .. T
consta in rotirea in sens trigonometric cu 5 fara a-i modifica lungimea. Similar, efectul multiplicarii

. . VN . T 0 o . . . . VN
cu —j a unui fazor consta in rotirea cu —3 fard a-i modifica lungimea. Acestea se utilizeazs in

N

teoria curentului alternativ, deoarece anumite marimi reprezentate vectorial sunt la unghi de

una de alta.

A L R ﬁ
—— | ey | ||
A L A TR
I I
&
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Vg !
Wi s oues v o} > >
E 4 ~Jb |
f// : {“*RH I
- . |
o | i
~8 % g :
"L.r h} VG N :&.
o V
(a) (b)

De exemplu, in circuitele RLC din figura.

In circuitul (a), VL si I fac un unghi de 90°, ceea ce se poate scrie ca j Vi, axa verticald fiind
axa imaginard din diagrama Argand. Astfel, Vg +jVy = V. Dar Vg = IR,V = IX (unde
X1, =reactanta inductiva, 2rLf ohmi), V = IZ (unde Z =impedanta)= R+ j X, = Z

In circuitul b) I si Vo de 90°, ceea ce se poate scrie Vg —jVo =V = R —jX¢c = Z. (unde

X¢ =reactanta capacitiva, ohmi).

1
2rLf
B. O undi de frecvent# singulard se poate reprezenta printr-un fazor. In teoria sistemelor liniare,
un sistem in care inputul (intrarea) este o unda de frecventa singulara produce un output (iesire)
de aceeasi frecventd, ce poate fi defazat si cu amplitudinea scalata. Utilizand numerele complexe,
sistemul poate fi reprezentat printr-un numar care multiplicd fazorul de input, avand efectul de
rotire a fazorului si de scalare a amplitudinii. Se poate defini j ca fiind un numéar ce multiplica

T
fazorul de input, avand efectul de rotire cu —, fiard si schimbe amplitudinea. Dac& multiplicarea

o . . ™ ™ . . . . o
se repetd, atunci, rotind fazorul cu 5 + — = m, atunci outputul sistemului se inverseaza. Astfel

2
obtinem interpretarea ecuatiei j2 = —1.
Input Output
Pﬂ—h—— Sysiem B

Propozitie. Vz € C: argz = 27 — arg 2.
Propozitie. a) Vz; = r; (costy + jsint;) € C si Vzo = ro (costa + jsinty) € C:
2129 =11 - 19 (cos (t1 + to) + jsin (t1 +t2));
b) Vz1, 22, ...,z € C:
2129 e Zn =T1-T3 Ty (cOS (b1 +to+ ... +ty) +jsin (b1 +ta + ... +tn));
c) Vz=r(cost+jsint) € Csi Vn € N*:
2" =" (cos (nt) + jsin (nt)).
In particular, are loc formula lui Moivre
(cost + jsint)" = cos (nt) + jsin (nt),Vn € N*
d) Vz =7 (cost+jsint) € C*:
L L cos (=) +jsin (—1))
e) szl :Trl (costy +jsinty) € C i Vzg = ro (costa + jsints) € C*:

21T .
a1 (cos (t1 — t2) +jsin (t1 —t2)).
22 T2

Exemplul 6. Sa se calculeze
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2013
a) E1 = (—1 +j\/§)10 ;b) E2 = M
Rezolvare. Reamintim ca, Vk € Z, :

cos (t + 2km) = cost si sin (¢t + 2kw) = sint.
a) modul 1. (algebric-mai ales dacé se cere forma algebrica a Ej)

O varianta de calcul algebric este:

z=—-1+jV3

— (-1+jV3) =—2-2jV3

P =2(-1-jV3) (-1+jv3) =2

By = 210 = 23300 = (3% = (28)° . (L1 4jv3) = 20+ ] 20V3.
modul 2. (trigonometric-mai ales dacé se cere forma trigonometrica a FEy)
Analog cu exercitiul 1.1.4, se reprezintd trigonometric

2 2
:1+j\/§:2<cos7r+jsin7r> =

3 3
2 27\ \ '° 20 20
Elzzloz(_1+j\/§)10: 2 COSI—‘erinj =210 COSJ—I—JSini
3 3 3 3
2 2 -
=210 <cos (67T + ;) -+ jsin (671 + ;)) =
27 27
_ 210 <n s 2
oS 3 + Jsin 3
b) modul 1. (algebric-mai ales dacd se cere forma algebrica a FE3)
O varianta de calcul algebric este:
21 =1+4]
= (1+))* = 2]
A=) =2 503 503
22013 — 503441 _ (1) 2 = (=22)°P . (1 4j) = —21006. (1 4 j) = —1006 _ 910065
22 =1-—j
Zz =(1 —j) =-2j

2= (- 2J) = -2

22000 — §§364+0 _ (23)500 _ (_22)500 — 91000
*2 : (1 + J) 6 . 6 6 :

modul 2. (trigonometric-mai ales dacé se cere forma trigonometrica a Fs)
Analog cu exercitiul 6, se reprezintd trigonometric

. . . 7 LT
Z1=1+J:\/§<COSZ+JSIHZ>;22:1—J=ﬂ(COS7T+JSH17T) =

4 4
2013 20130 . . 2013w
(21)2013 (ﬁ) (cos 1 + Jsin 1 )
by = 2000 =
(22) \/5) 2000 200(111 T L isin 2000477T>

2013 (cos 5037T + ) + jsin (50277 + T))

(v2)*™ (cos (35007) + jsin (35007))

12
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—

(\/i)2 (cos ( oj ) + jsin (;lw)) = ()" (COS <5I - 07T> s (52 - OW)) B

~ (v2)! <cos O 4 jsin 22

5 5
\/5) 2013 <cos or + jsin 7r>

4
Definitie. Fie z = r(cost* +jsint*) € C*, cu r = |z|,t* = argz € [0,2n[(dacd se lucreazd cu
taietura Ox4 ). Numarul complex z are exact n radacini complexe de ordin n, gi anume

t* + 2km t* + 2k7r>

(C/E)C—{Zk—w<cosn+jsin ;ke{O,l,...,n—l}}.

OExemplul 7. Fie Vn € N*. S se calculeze Re [s ()] pentru
1+
1—j

ZnJrl -1
Rezolvare. s(z)=1+z+..+2"=1- — 1% # 1.
Z —_

P14 142j45

s(z)=1+z+..4+ 2", unde z =

z= 1= - 7 =j=1(cosZ +jsin%).
(@)n_kl_l n+1 T . . oma\nt+l
s(lﬂ):l- T—j :1 (COS§+JSIH§) —1:
1= z—1 1(cos +jsing) —1
_ (nH) + jsin (n zl)ﬂ -1 _ 2 sin? L;;)W — 2jsin (n;?ﬂ cos (n;;)” _
cos g +jsing —1 2sin® 5 — 2jsin % cos 75
D2 sin (T (m (nzl)w ~jcos W) sin (nt)m (COS (et gy (ot )
N 2sin % (sin % —jcos §) N sin 7 (COSZ +jsin %) N
sin Ln+41)w ( o) )
=0 COS(n4W—§)+jsin(¥—g>>:
81(11_%1)
. n s
sin * (cos 21 o
= — cos 2T + jsin 2F) .
sin 7 e
- : sin
In consecinta, Re (s (i—fj)) = 74 - cos ™.

sin 4

OExemplul 8. Folosind numere sub formi trigonometricd si formula lui Moivre, s& se arate ci,
Vn € N* gi Vo € R, x # 2km, k € Z, are loc

sin %X 1 SHESS 1
cos £+cos 2+ ... 4cosnz = g cos (("2 )x) jsinx+sin 2z4-...+sinne = — i sin <("+2 ﬁ”) .
sin 5 sin 5

Rezolvare. Fie n € N*. Se noteaza

n
A, =cosx +cos2x + ...+ cosnx = Zcoskx;Bn =sinx +sin2x + ... + sinnx = Zsinkx.
k=1 k=1
n n n
A, +]iB, = Zcos/m —i—stinkw = Z(coskx + jsinkx) =
k=1 k=1 k=1
(cosz +jsinz)" —1

n
B kzﬂ(cosx+j81nm>k = (cosx + jsinz) (cosz +jsinz) —1

(cosnz + jsinnz) — 1 J)28,11&2% + 2jsin % cos 5

= (cosz + jsinz) = (cosz + jsinz)

(cosz +jsinz) — 1 2sin® £ +2jsin £ cos 3
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sin = (cos2 —|—Jsm2)_sm2

= (cosx + jsinz)

. x T o . x - . x
- sin 5 (cos 5 —i;] sn131:1 5) sin 5
) sin % 1 ) sin Z& 1
Deci A,, = — i cos <(n+2 )x) si B, = — 3 sin (W) .
sin § sin §

Exemplul 9. Sa se rezolve in C ecuatiile
a) (2+j)Z3-3+j=0;
203 — 6—1-5j
Rezolvare.(x) & 23 = — > o 7327 "9 o315,
24] )
Se scrie sub formé trigonometrics 1 —j = /2 (cos +jsinZ T ) Atunci

Z3:ﬂ(cos7W+JsmT) =

T T
7+ 2k T+ 2k
Ze(Y1=j).= {Zk = v/V2 <cos4377 +jsin437r> ke {0,1,2}}

T 7T
40 L
Zo=\6/§<cos 43 + jsin 43 >=\/§(COS T +ising).

T (s
L) o)
7 _—\6/§<COS 3 : jsmzl?)ﬂ) = V2 (cos o +jsin 5F) .

T T T

44 . + 47
Zo = /2 | cos 2 3 +Jsin4T :\fif(cos2f‘27r+J81n21‘°’27r)
Daca se reprezinta solutiile ecuatiei, Zy, Z1, Z2, in planul complex, ele sunt varfurile unui triunghi
echilateral incris intr-un cerc de razi V2.
b) (v3—j) Z* —4j=0;
V3Hi)Y ] 4j (V3 +]
j i(V3+i)) .
Rezolvare.(x) & 74 = — o 74 = "~ ) oo 74— _143./3.
(%) NCEr 511 j
Se scrie sub forma trlgonometnca —1+jV3=2 (cos +jsin 5 ) Atunci
Z4 —2(005 —|—Jsm ) =

2 4 9 I 42k
Ze(4—1+j\/§)cz{Zk=\“/§<COS32Wv&is’ilfl?’z7r 1k €10,1,2,3}

27 27
Z 40 40
Zo—\4/§<cos 34 + jsin 34 )-{l/i(cosg—i-jsing).

Z1:\4/§ :\/i(cos +Jsm3)

COS

+4
Z2:\4/§<cos 3 1 :\/5(005 —|—Jsm )

2 T 2

+ =S
Z3 = /2| cos 2 1 + jsin 22—

= \/§(c05 + jsin 3)

Daca se reprezinta solutiile ecuatiei, Zy, Z1, Zo2, Z3, in planul complex, ele sunt varfurile unui patrat

incris intr-un cerc de raza v/2.

c)5(1-3j)Z°+4(2-j)=0;

B [-4(2-5)] 5 _ 4i(V3+))
5(1—3j) R

: 5 4o sy 2 2 2\f
Se scrie sub forma trigonometrica —¢ — £j = (cos °F +sin °F ) Atunci

[
B
3
I
e I R B e SN B
=~ Do
3 3
N— N~~~

Rezolvare.(x) & Z° = e Z8=-2-2j.
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Z5 2‘[ (Cos + jsin 3% ):>

5t 5m
2T+ 2k I+ 2k
Z € (f‘/—%— %j)c = {Zk = \5/¥ (cos457r+jsin457T> ik € {0,1,2,3,4}}

2y =, g = ...
Daca se reprezintd solutiile in planul complex, ele sunt varfurile unui pentagon regulat incris intr-un

cerc de raza \5/ %

d) 2% -923 +8=0;

Rezolvare. w? — 9w +8=0;A=81—-4-1-8=49=w; =1 si wy = 8.
(x1) Z2 =1+ 0j. Se scrie sub form# trigonometricd 1 +0j = 1 (cos0 + jsin0) . Atunci
Z3 =1(cos0+ jsin0) =

Z e (YT707), = {zk — Y <cos

2 2
0t lm%—jsino—i_lm) ;k:E{O,l,Q}}

0+0 0+0

ZO:EH(cos + + jsin * )zcosO—i—jsinO.
0+2 0+2

Z1 = \?’/I<cos —; 7T—i—jSin —; W) = cos & +JSIH

0+4 0+4
Z2:€’/I<cos +37r+jsin +37T>—cos +JSln

(%2) Z3 =8+ 0j. Se scrie sub forma trigonometrici 8 + 0j = 8 (cos 0 + jsin0) . Atunci
Z3 =8 (cos0+ jsin0) =

0+ 2k 0+ 2k
E(\?’/S—i-Oj)C:{Zk:\?’/g(cos +3 7r+jsin +3 7r>;k:€{0,1,2}}

040

Z3:\3/§<cos i + jsin 3 >: (cos0+jsin0).
042 0427

Z4_\3/§(cos —;ﬂ—i—jsin 3 ) 2 (cos 2 +jsin2F) .
04+4r . . 044n

Zs = /8 (cos + jsin =2 (cos 4T + jsin 4T) .

Daca se reprezinta solutiile in planul complex, ele sunt varfurile a dou& triunghiuri echilaterale,

unul incris intr-un cerc de raza 1, celalalt intr-un cerc de raza 2.

e) 28+ (1—j)z*—j=0;

Rezolvare. w? + (1 —j)w—j=0;A=(1—-j)*—4-1-(—]

—(1—=j)—(14j —(1 - 1

w, = (J)(+ﬂ<%$w:< 2t(ﬂ)$
(%1) Z* = —1. Se scrie sub form& trigonometrici —1 +0-j =1 (cosm + jsin7) . Atunci
Z* =1 (cosT +jsinm) =

) =1+2j+j%=(1+j)?

2k 2k
Ze(V-1+0"j).= {Zk = V2 <COSM +jsin7r+7r>

4
Zo—{‘ﬁ<cos7T
71 =1

4 4
Z2:\4/I<cos7r—z7r+jsin7r+ )z I—i—jsin%.

;k€{0,1,273}}

0 .. m+0 o
+JSIDT =cos 7 +Jsin 7.

7T+7T

™ ..
CoS + Jsin

= +Jsm—.

6 6
Z3:{1ﬁ T+ Tr—l—jsinﬂ—'— ™

Vs f i (T
Cos 7 tJsin.
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(x9) Z* =j. Se scrie sub formi trigonometrici 0 4+1-j =1 (cosg + jsin %) . Atunci
Z*=1(cos% +jsing) =

T+ 2k 5 +2k
Z € (m)cz {Zk: €/§<C08m+j5inm> ;k6{0’172’3}}

Zy = \4/I<Cos72ri_o—|—jsing+0 =cos g +jsin 3.

Zs = %<Cosg—z2ﬂ+jsing—z2w> :cos.%7T —I-jsin‘%r.
Zg = ﬁ(cosgzém +jsingz4ﬂ> :cos%’r —i—jsin%’r.
7 = {‘/I(cosg—267r+jsing+6ﬂ ZCOSBT”—FjsinBT’r.

Daca se reprezinta solutiile in planul complex, ele sunt varfurile a doué péatrate, ambele incrise

A~ v 4
intr-un cerc de razi v/1.



