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ANEXA 3
Analiz¼a matematic¼a, AIA


Muļtimea numerelor complexe C
De�ni̧tii. Exemple. Structura algebric¼a a muļtimii C

De�ni̧tie: Fie muļtimea
R2 = R� R = f(x; y) ;x 2 R;y 2 Rg,

cu operaţiile interne
+ : R2 � R2 ! R2; (x1; y1) + (x2; y2) = (x1 + x2; y1 + y2) ;
� : R2 � R2 ! R2; (x1; y1) � (x2; y2) = (x1x2 � y1y2; x1y2 + x2y1) :

Fiecare element al muļtimii R2 = R � R pe care sunt de�nite cele dou¼a operaţii precedente se
numeşte num¼ar complex. Se noteaz¼a cu C mulţimea numerelor complexe.
Teorem¼a: (C;+; �) este corp comutativ cu elementul zero (0; 0) ; iar elementul unitate (1; 0) :
Observa̧tie: a) (C;+; �;R) este spaţiu liniar real, unde + este adunarea numerelor complexe şi �
este înmuļtirea numerelor complexe cu scalari reali.
b) (C; h�; �i) este spaţiu liniar euclidian, unde produsul scalar euclidian este

h�; �i : C� C! R; h(x1; y1) ; (x2; y2)i = x1x2 + y1y2:
c) (C; k�k) este spaţiu liniar normat, unde norma euclidian¼a este

k�k : C! R; k(x; y)k =
p
x2 + y2:

Norma este indus¼a de produsul scalar anterior, adic¼a
k(x; y)k =

p
h(x; y) ; (x; y)i;8 (x; y) 2 C:

d) Pe C nu se poate introduce o rela̧tie de ordine total¼a.
Observa̧tie: (Forma algebric¼a sau cartezian¼a a numerelor complexe): Fie submuļtimea
din C dat¼a prin

R� f0g = f(x; y) ;x 2 R;y = 0g � C:
Aplicaţia

' : R! R� f0g ; '(x) = (x; 0)
este un izomor�sm de corpuri. Se poate considera R ca şi submulţime a corpului C şi se poate
identi�ca x 2 R cu (x; 0) 2 C: Atunci

(x; y) = (x; 0) + (0; 1) � (y; 0) :
Se noteaz¼a (0; 1) = j (cu j2 = (0; 1) � (0; 1) = (�1; 0) ; adic¼a j2 = �1 )

Orice num¼ar complex z = (x; y) se poate reprezenta în mod unic prin
z = x+ j y; x 2 R;y 2 R; unde j = (0; 1) 2 C se numeşte unitate imaginar¼a: (1; 0) se va numi

unitate real¼a.
Numerele de forma j �y;y 2 R se numesc imaginare.
În multe aplica̧tii se foloseşte i (de la imaginar) în loc de j :
A se urm¼ari profesor Eugene Khutoryansky, "Trigonometry" şi "Imaginary Numbers and func-

tions of complex variables"
https://www.youtube.com/watch?v=ovLbCvq7FNA
https://www.youtube.com/watch?v=bIY6ahHVgqA

De�ni̧tie: Fie z = x+ j y 2 C:
a) Se numeşte partea real¼a a lui z num¼arul real Re (z) = x;
b) Se numeşte partea imaginar¼a a lui z num¼arul complex Im (z) = j y; unde y este num¼ar real
numit şi coe�cientul p¼aŗtii imaginare;
c) Se numeşte conjugatul lui z num¼arul complex z = x� j y;
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d) Se numeşte modulul lui z num¼arul real pozitiv jzj =
p
x2 + y2:

Observa̧tie: Operaţiile cu numere complexe sub form¼a algebric¼a devin
z1 + z2 = (x1 + j y1) + (x2 + j y2) = x1 + x1 + j (y1 + y2)
z1 � z2 = (x1 + j y1) � (x2 + j y2) = x1x2 + jx1y2 + j y1x2 + j

2 y1y2 =
= x1x2 � y1y2 + j (x1x2 + x2y1) :

Propozi̧tie: a) 8z 2 C;Re z = 1
2 (z + z) şi Im z =

1
2 j (z � z) ;

b) z 2 R, Im z = 0, z = z; c) 8z 2 C; (z) = z:
d) 8z = x+ j y 2 C; z + z = 2x 2 R şi z � z = x2 + y2 2 R;
e) 8z1; z2 2 C; z1 + z2 = z1 + z2 şi z1 � z2 = z1 � z2:
Propozi̧tie: a) 8z 2 C; jzj � 0 şi [jzj = 0, z = 0]:
b) 8z1; z2 2 C; jz1 � z2j = jz1j � jz2j şi jjz1j � jz2jj � jz1 � z2j � jz1j+ jz2j.
În general, 8z1; :::; zn 2 C; jz1 � ::: � znj = jz1j � ::: � jznj şi jz1 + :::+ znj � jz1j+ :::+ jznj.
c) 8z 2 C; z � z = jzj2 ;d) 8z 2 C; jzj = j�zj = jzj ;
e) 8z1; z2 2 C; jz1 + z2j2 + jz1 � z2j2 = 2

�
jz1j2 + jz2j2

�
f) 8z 2 C; jRe zj � jzj ; jIm zj � jzj ; jzj � jRe zj+ jIm zj :
Propozi̧tie:(puterile num¼arului complex j) :

j = (0; 1) ; j2 = (�1; 0) ' �1; j3 = � j; j4 = 1;...
Prin induçtie matematic¼a se arat¼a c¼a, 8n 2 N�;

jn =

8>><>>:
1; dac¼a n = 4k; k 2 N�
j; dac¼a n = 4k + 1; k 2 N
�1 dac¼a n = 4k + 2; k 2 N
� j dac¼a n = 4k + 3; k 2 N

Exemplul 1: S¼a se determine conjugatele urm¼atoarelor numere complexe:

a) z = 1 +
1

�
j; z = 1� 1

�
j :b) z = 3�

p
2 j; z = 3 +

p
2 j :

c) z =
7

8
j�5 = �5 + 7

8
j; z = �5� 7

8
j :d) z = 2000 = 2000 + 0 j; z = 2000� 0 j = 2000:

e) z = 14 j = 0 + 14 j; z = 0� 14 j :f) z = 0 = 0 + 0 j; z = 0� 0 j = 0:
Exemplul 2: S¼a se calculeze:
a) (2 + 3 j) + (2� j) (3 + 2 j) = 2 + 3 j+6 + 4 j�3 j�2 j2 = 10 + 4 j;
b)
�p
2 + 3 j

� �
3�

p
2 j
�
= 3

p
2� 2 j+9 j�3

p
2 j2 = 6

p
2 + 7 j;

c)
1+2 j)4

1� 2 j =
4 (1 + 2 j)

(1� 2 j) (1 + 2 j) =
4 + 8 j

1� 4 j2
=
4 + 8 j

5
=
4

5
+
8

5
j :

d)
1+j

p
3)1 + j

p
3

1� j
p
3

=

�
1 + j

p
3
�2�

1� j
p
3
� �
1 + j

p
3
� = 1 + 3 j2+2 j

p
3

1� 3 j2
=

=
�2 + 2 j

p
3

4
=
�1
2
+

p
3

2
j;

Exemplul 3: S¼a se calculeze:
a) E1 = j6+ j16+ j26+ j36+ j46

Rezolvare: modul 1: E1 =
�
j2
�3
+
�
j2
�8
+
�
j2
�13

+
�
j2
�18

+
�
j2
�23

=

= (�1)3 + (�1)8 + (�1)13 + (�1)18 + (�1)23 = �1 + 1� 1 + 1� 1 = �1:
modul 2: E1 = j4�1+2+ j4�4+0+ j4�6+2+ j4�9+0+ j4�11+2 =

=
�
j4
�1 � j2+ �j4�4 + �j4�6 � j2+ �j4�9 + �j4�11 � j2 = �1 + 1� 1 + 1� 1 = �1:

b) E2 = j1+ j2+:::+ jn; n 2 N; n � 4:
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Rezolvare: E2 = j1+ j2+:::+ jn = j �
jn�1
j�1 :

cazul 1: n = 4k; k 2 N� ) jn =
�
j4
�k
= 1) E2 = j �

1� 1
j�1 = 0:

cazul 2: n = 4k + 1; k 2 N� ) jn =
�
j4
�k � j = j) E2 = j �

j�1
j�1 = j :

cazul 3: n = 4k + 2; k 2 N� ) jn =
�
j4
�k � j2 = �1) E2 = j �

�1� 1
j�1 = j �

1+j)2

1� j = �1 + j :

cazul 4: n = 4k + 3; k 2 N� ) jn =
�
j4
�k � j3 = � j) E2 = j �

� j�1
j�1 = j �

1+j) j +1

1� j = �1:

c) E3 = j1 � j2 �::: � j100 :
Rezolvare: E3 = j

100�101
2 = j5050 = j1262�4+2 = �1:

d) E4 = jn+ jn+1+ jn+2+ jn+3; n 2 N:
Rezolvare: E4 = jn

�
1 + j+ j2+ j3

�
= 0:

Exemplul 4: S¼a se determine x; y 2 R din ecuaţiile:
a) (�) (5x+ 3 j y) + (2y � jx) = (3� j) ;

Rezolvare: (�), (5x+ 2y) + j (3y � x) = 3� j,
�
5x+ 2y = 3
�x+ 3y = �1 ,

�
x = 11

17
y = �2

17

:

b) (�)
�
�3y + 1

2 jx
�
� (�8x+ 5 j y) = �2 + 12 j;

Rezolvare: (�), (�3y + 8x) + j
�
1
2x� 5y

�
= �2 + 12 j,

�
8x� 3y = �2
1
2x� 5y = 12

,
�
x = �92

77
y = �194

77

:

c) (�) x� 2
1� j +

y � 3
1 + j

= 1� 3 j;

Rezolvare: (�),
1+j)x� 2
1� j +

1�j)y � 3
1 + j

= 1�3 j, x� 2 + j (x� 2)
2

+
y � 3� j (y � 3)

2
= 1�3 j,

, (x� 2 + y � 3) + j (x� 2� y + 3) = 2� 6 j,

,
�
x+ y � 5 = 2
x� y + 1 = �6 ,

�
x+ y = 7
x� y = �7 ,

�
x = 0
y = 7

:

d) (�) (jx� y)2 = 6� 8 j+ (x+ j y)2 ;
Rezolvare: (�), �x2 + y2 � 2 jxy = 6� 8 j+x2 � y2 + 2 jxy ,

,
�
�x2 + y2 = 6 + x2 � y2
�2xy = �8 + 2xy ,

�
x2 � y2 = �3
xy = 2

y = 2
x ) x2 � 4

x2
= �3) x4 + 3x2 � 4 = 0:

x2 = 1
x;y2R)

�
x = 1
y = 2

sau
�
x = �1
y = �2

x2 = �4 nu are soluţii x; y 2 R.
e) (�) j

x
+
j

y
+
1

a
=
1

x
� 1
y
+
b j

y
; a; b 2 R; a 6= 0; b 6= 2;

Rezolvare: (�),

8><>:
1

a
=
1

x
� 1
y

1

x
+
1

y
=
b

y

,

8><>:
1

x
� 1
y
=
1

a
1

x
+
1

y
� b

y
= 0

,

,

8><>:
1

x
=
1

y
+
1

a
2

y
� b

y
=
1

a

,
(
x =

ya

y + a
y = a (2� b)

,

8<: x =
a (2� b)
1� b

y = a (2� b)
:
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Observa̧tie (Forma matriceal¼a a numerelor complexe): Fie submuļtimea din M2 (R) dat¼a
prin

C =
�
Z 2M2 (R) ;Z =

�
x �y
y x

�
; x; y 2 R

�
Aplicaţia

' : C! C; '(z) = Z
este un izomor�sm de corpuri şi se poate identi�ca

z = x � 1 + y � j 2 C cu Z = x

�
1 0
0 1

�
+ y

�
0 �1
1 0

�
2 C:

Mai mult, se observ¼a c¼a

I2 =

�
1 0
0 1

�
şi J2 =

�
0 �1
1 0

�
veri�c¼a J22 = �I2 (analog cu j2 = �1).

Se poate introduce Re (Z) = x; coefIm (Z) = y; jZj =
p
detZ:

Observa̧tie 
: Numerele naturale a; b; c 2 N ce veri�c¼a a2+ b2 = c2 se numesc numere pitagoreice.
Fie z = x+ j y 2 C: Atunci
x2 + y2 = jzj2 =

��z2�� = ��x2 � y2 + j �2xy�� =q(x2 � y2)2 + (2xy)2 ,
, (�)

�
x2 � y2

�2
+ (2xy)2 =

�
x2 + y2

�2
:

Alegând în (�) x; y 2 N cu x � y; obţinem c¼a

a = x2 � y2; b = 2xy; c = x2 + y2

sunt numere pitagoreice. De exemplu,
x = 2; y = 1) (a; b; c) = (3; 4; 5)
x = 3; y = 2) (a; b; c) = (5; 12; 13)
x = 4; y = 2) (a; b; c) = (12; 16; 20)
x = 4; y = 3) (a; b; c) = (7; 24; 25) :

Observa̧tie:(Interpretare geometric¼a) Fie un plan (�) şi R =
�
O;
�!
i ;
�!
j
�
un reper ortonormat

în planul (�) : Atunci aplicaţia
 : C! (�) ;  (z) =M;

ce face s¼a corespund¼a num¼arului complex z = x + j y 2 C punctul M (x; y) 2 (�) este o aplicaţie
bijectiv¼a. Punctul M (x; y) se numeşte imaginea geometric¼a a num¼arului z, iar num¼arul z se
numeşte a�xul punctului M . Prin identi�care, num¼arul complex z se numeşte punct. Diagrama de
reprezentare se numeşte diagrama Argand.

a) Planul (�) se numeşte planul complex.
b) Muļtimile de puncte din (�) corespunz¼atoare pentru

fz = x+ j y 2 C; y = 0g ; fz = x+ j y 2 C;x = 0g
sunt respectiv axa real¼a Ox; axa imaginar¼a Oy:



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 5

x

y

x

y

c) Muļtimile de puncte din (�) corespunz¼atoare pentru
fz = x+ j y 2 C; y > 0g ; fz = x+ j y 2 C; y < 0g ;
fz = x+ j y 2 C;x > 0g ; fz = x+ j y 2 C;x < 0g

sunt respectiv semiplanele superior, inferior, drept, stâng ale planului complex.

Muļtimile de puncte din (�) corespunz¼atoare pentru
fz = x+ j y 2 C;x > 0; y > 0g ; fz = x+ j y 2 C;x < 0; y > 0g ;
fz = x+ j y 2 C;x < 0; y < 0g ; fz = x+ j y 2 C;x > 0; y < 0g

sunt respectiv cadranele I, al II-lea, al III-lea, al IV-lea ale planului complex.

d) Fie z1; z2 2 C numere complexe oarecare date. Muļtimile de puncte din (�) corespunz¼atoare
pentru

fz 2 C; z = z1 + t (z2 � z1) ; t 2 [0; 1]g ; fz 2 C; z = z1 + t (z2 � z1) ; t 2 Rg
sunt segmentul de capete z1; z2; respectiv dreapta ce trece prin punctele z1; z2:
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e) Fie a 2 C num¼ar complex oarecare dat şi �e r � 0 num¼ar real dat. Muļtimile de puncte din (�)
corespunz¼atoare pentru

fz 2 C; jz � aj = rg ; fz 2 C; jz � aj < rg
sunt cercul centrat în a şi de raz¼a r; respectiv interiorul cercului centrat în a şi de raz¼a r (pentru
r = 0) fz 2 C; jz � aj = 0g = fag şi fz 2 C; jz � aj < 0g = ;):

În particular, numerele complexe cu modulul egal cu r se reprezint¼a în planul complex prin
punctele cercului cu centrul în origine şi de raz¼a egal¼a cu r:
Observa̧tie: (Forma trigonometric¼a a numerelor complexe):
Fie 8z = x+ j y 2 C şi M (x; y) imaginea lui geometric¼a în planul complex dat¼a prin coordonatele
carteziene x; y:

Fie r � 0; r = dist (O;M) şi t� 2 [0; 2�[ ; t� m¼asura în radiani a unghiului orientat f¼acut de Ox
cu OM coordonatele polare ale lui M; de�nite unic prin�

x = r cos t�

y = r sin t�
:

Atunci z = r (cos t� + j sin t�) ; r � 0; t� 2 [0; 2�[ : De menţionat c¼a studiul se poate reface şi pentru
t� 2 [�+ 0; �+ 2�[ ; � 2 R dat; corespunz¼ator altei t¼aieturi decât Ox+:

Se observ¼a c¼a raza polar¼a a imaginii lui z este egal¼a cu modulul lui z;

r =
p
x2 + y2 = jzj :

Argumentul polar t� al imaginii lui z 2 C� se numeşte argumentul redus al lui z şi se noteaz¼a
arg z: Dac¼a z = 0; modulul este egal cu 0; iar argumentul s¼au redus se poate lua drept orice
num¼ar din [0; 2�[ Dac¼a z 6= 0; modulul şi argumentul redus ale lui z sunt determinate unic. Cum
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t� = �
\�

Ox;
��!
OM

�
(unghiul orientat cu care se roteşte versorul

�!
i al axei Ox în sens pozitiv,

trigonometric încât s¼a se obţin¼a orientarea lui
h��!
OM

i
); se deduce:

arg z = t� =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

arctg
y

x
+ ek�; unde

8><>:
ek = 0 dac¼a M este în cadranul Iek = 1 dac¼a M este în cadranele II sau IIIek = 2 dac¼a M este în cadranul IV

0; dac¼a y = 0; x > 0
�; dac¼a y = 0; x < 0
�
2 ; dac¼a x = 0; y > 0
3�
2 ; dac¼a x = 0; y < 0

Se noteaz¼a Arg z = ft 2 R; t = arg z + 2k�; k 2 Zg :
Atunci orice num¼ar complex z 2 C poate � scris sub forma
z = r (cos t+ j sin t) ; r � 0; t 2 R,

numit¼a forma trigonometric¼a au polar¼a a lui z:
Dup¼a studiul funçtiilor complexe, se va introduce şi forma exponenţial¼a a lui z,

z = rej t; r � 0; t 2 R,
bazându-se pe formula Euler ej t = cos t+ j sin t; din care se deduce identitatea Euler ej� = �1:

Interpretare �zic¼a: Când electronii oscileaz¼a în jurul unei pozi̧tii de echilibru, pozi̧tia lor este
dat¼a de o ecuaţie de tipul

z = Ae
�
ht

2m
+j

p
4mf � h2
2m� a t

; unde literele reprezint¼a m¼arimi cu interpret¼ari caracteristice.

Exemplul 5: S¼a se scrie sub form¼a trigonometric¼a numerele
a) z = 1 + j
Rezolvare. Se reprezint¼a z în planul complex: z = 1 + j M (1; 1) 2 CI
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r = jzj =
p
12 + 12 =

p
2:

t�
formul¼a
= arg z = arctg

1

1
+ 0 � � = �

4 :

Sau t� desen= �; � = �
�
\POM

�
; P = prOxM; unde tg� în �POM

= MP
PO = j1j

j1j :

Atunci 1 + j =
p
2
�
cos �4 + j sin

�
4

�
:

b) z = �2 + 2 j
Rezolvare. Se reprezint¼a z în planul complex: z = �2 + 2 j M (1; 1) 2 CII

r = jzj =
q
(�2)2 + 22 = 2

p
2:

t�
formul¼a
= arg z = arctg

2

�2 + 1 � � = �
�
4 + � =

3�
4 :

Sau t� desen= � � �; � = �
�
\POM

�
; P = prOxM; unde tg� în �POM

= MP
PO = j2j

j�2j :

Atunci z =
p
2
�
cos 3�4 + j sin

3�
4

�
:

c) z = �
p
3� j

Rezolvare. Se reprezint¼a z în planul complex: z = �
p
3� j M

�
�
p
3;�1

�
2 CIII

r = jzj =
q�
�
p
3
�2
+ (�1)2 = 2:

t�
formul¼a
= arg z = arctg

�1
�
p
3
+ � = �

6 + � =
7�
6 :

Sau t� desen= � + �; � = �
�
\POM

�
; P = prOxM; unde tg� în �POM

= MP
PO = j�1j

j�p3j :

Atunci �
p
3� j = 2

�
cos 7�6 + j sin

7�
6

�
:

Comentariu: z = �
p
3 � j = �2

�
cos �6 + j sin

�
6

�
este corect din punct de vedere algebric, dar

�
6 6= arg z;�2 nu poate � r � 0; adic¼a relaţia nu reprezint¼a forma trigonometric¼a a num¼arului.
d) z = 1� j

p
3

Rezolvare. Se reprezint¼a z în planul complex: z = 1� j
p
3 M

�
1;�

p
3
�
2 CIV
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r = jzj =
q
12 +

�
�
p
3
�2
= 2:

t�
formul¼a
= arg z = arctg

�
p
3

1
+ 2� = ��

3 + 2� =
5�
3 :

Sau t� desen= 2� � �; � = �
�
\POM

�
; P = prOxM; unde tg� în �POM

= MP
PO =

j�p3j
j�1j :

Atunci 1� j
p
3 = 2

�
cos 5�3 + j sin

5�
3

�
:

e) z = 2
Rezolvare. Se reprezint¼a z în planul complex: z = 2 + j �0 M (2; 0)

r = jzj =
p
22 + 02 = 2:

t�
formul¼a
= arg z = 0.

Sau t� desen=
\

�
�
Ox;

��!
OM

�
= 0.

Atunci 2 = 2 (cos 0 + j sin 0) :
f) z = �3

2
Rezolvare. Se reprezint¼a z în planul complex: z = �3

2 + j �0 M
�
�3
2 ; 0
�

r = jzj =
q�
�3
2

�2
+ 02 = 3

2 :

t�
formul¼a
= arg z = �.

Sau t� desen=
\

�
�
Ox;

��!
OM

�
= �.

Atunci �3
2 =

3
2 (cos� + j sin�) :

g) z = 2 j
Rezolvare. Se reprezint¼a z în planul complex: z = 0 + j �2 M (0; 2)
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r = jzj =
p
02 + 22 = 2:

t�
formul¼a
= arg z = �

2 .

Sau t� desen=
\

�
�
Ox;

��!
OM

�
= �

2 .

Atunci 2 j = 2
�
cos �2 + j sin

�
2

�
:

h) z = �2 j
Rezolvare. Se reprezint¼a z în planul complex: z = 0� j �2 M (0;�2)

r = jzj =
q
02 + (�2)2 = 2

t�
formul¼a
= arg z = 3�

2 .

Sau t� desen=
\

�
�
Ox;

��!
OM

�
= 3�

2 .

Atunci �2 j = 2
�
cos 3�2 + j sin

3�
2

�
:

Interpretare �zic¼a: Exist¼a aplicaţii ale numerelor complexe în ştiinţ¼a şi inginerie, în particular
în teoria curentului electric alternativ şi în mecanica vectorial¼a.
A. Efectul multiplic¼arii cu j unui fazor (vector rotitor reprezentând, de exemplu, una dintre m¼arimile
caracteristice ale curentului alternativ - intensitate, tensiune) reprezentat în diagrama Argand

const¼a în rotirea în sens trigonometric cu
�

2
f¼ar¼a a-i modi�ca lungimea. Similar, efectul multiplic¼arii

cu � j a unui fazor const¼a în rotirea cu ��
2
f¼ar¼a a-i modi�ca lungimea. Acestea se utilizeaz¼a în

teoria curentului alternativ, deoarece anumite m¼arimi reprezentate vectorial sunt la unghi de
�

2
una de alta.
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De exemplu, în circuitele RLC din �gur¼a.
În circuitul (a), VL şi I fac un unghi de 900; ceea ce se poate scrie ca jVL; axa vertical¼a �ind

axa imaginar¼a din diagrama Argand. Astfel, VR + jVL = V: Dar VR = IR; V = IXL (unde
XL =reactanţa inductiv¼a, 2�Lf ohmi); V = IZ (unde Z =impedanţa)) R+ jXL = Z

În circuitul b) I şi VC de 900; ceea ce se poate scrie VR � jVC = V ) R � jXC = Z. (unde

XC =reactanţa capacitiv¼a,
1

2�Lf
ohmi).

B. O und¼a de frecvenţ¼a singular¼a se poate reprezenta printr-un fazor. În teoria sistemelor liniare,
un sistem în care inputul (intrarea) este o und¼a de frecvenţ¼a singular¼a produce un output (ieşire)
de aceeaşi frecvenţ¼a, ce poate � defazat şi cu amplitudinea scalat¼a. Utilizând numerele complexe,
sistemul poate � reprezentat printr-un num¼ar care multiplic¼a fazorul de input, având efectul de
rotire a fazorului şi de scalare a amplitudinii. Se poate de�ni j ca �ind un num¼ar ce multiplic¼a
fazorul de input, având efectul de rotire cu

�

2
, f¼ar¼a s¼a schimbe amplitudinea. Dac¼a multiplicarea

se repet¼a, atunci, rotind fazorul cu
�

2
+
�

2
= �; atunci outputul sistemului se inverseaz¼a. Astfel

obţinem interpretarea ecuaţiei j2 = �1:

Propozi̧tie: 8z 2 C : arg z = 2� � arg z:
Propozi̧tie: a) 8z1 = r1 (cos t1 + j sin t1) 2 C şi 8z2 = r2 (cos t2 + j sin t2) 2 C:

z1 � z2 = r1 � r2 (cos (t1 + t2) + j sin (t1 + t2)) ;
b) 8z1; z2; :::; zn 2 C :

z1 � z2 � ::: � zn = r1 � r2 � ::: � rn (cos (t1 + t2 + :::+ tn) + j sin (t1 + t2 + :::+ tn)) ;
c) 8z = r (cos t+ j sin t) 2 C şi 8n 2 N� :

zn = rn (cos (nt) + j sin (nt)) :
În particular, are loc formula lui Moivre

(cos t+ j sin t)n = cos (nt) + j sin (nt) ;8n 2 N�
d) 8z = r (cos t+ j sin t) 2 C� :

1

z
=
1

r
(cos (�t) + j sin (�t))

e) 8z1 = r1 (cos t1 + j sin t1) 2 C şi 8z2 = r2 (cos t2 + j sin t2) 2 C� :
z1
z2
=
r1
r2
(cos (t1 � t2) + j sin (t1 � t2)) :

Exemplul 6: S¼a se calculeze
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a) E1 =
�
�1 + j

p
3
�10
;b) E2 =

(1 + j)2013

(1� j)2000
:

Rezolvare. Reamintim c¼a, 8k 2 Z;
cos (t+ 2k�) = cos t şi sin (t+ 2k�) = sin t:

a) modul 1. (algebric-mai ales dac¼a se cere forma algebric¼a a E1)
O variant¼a de calcul algebric este:
z = �1 + j

p
3

z2 =
�
�1 + j

p
3
�2
= �2� 2 j

p
3

z3 = 2
�
�1� j

p
3
� �
�1 + j

p
3
�
= 23

E1 = z10 = z3�3+1 =
�
z3
�3 � z = �23�3 � ��1 + jp3� = �29 + j �29p3:

modul 2. (trigonometric-mai ales dac¼a se cere forma trigonometric¼a a E1)
Analog cu exerci̧tiul 1:1:4; se reprezint¼a trigonometric

z = �1 + j
p
3 = 2

�
cos

2�

3
+ j sin

2�

3

�
)

E1 = z10 =
�
�1 + j

p
3
�10

=

�
2

�
cos

2�

3
+ j sin

2�

3

��10
= 210

�
cos

20�

3
+ j sin

20�

3

�
=

= 210
�
cos

�
6� +

2�

3

�
+ j sin

�
6� +

2�

3

��
k=3
=

= 210
�
cos

2�

3
+ j sin

2�

3

�
:

b) modul 1. (algebric-mai ales dac¼a se cere forma algebric¼a a E2)
O variant¼a de calcul algebric este:
z1 = 1 + j

z21 = (1 + j)
2 = 2 j

z41 = (2 j)
2 = �22

z20131 = z503�4+11 =
�
z41
�503 � z = ��22�503 � (1 + j) = �21006 � (1 + j) = �21006 � 21006 j :

z2 = 1� j
z22 = (1� j)

2 = �2 j
z42 = (�2 j)

2 = �22
z20002 = z500�4+02 =

�
z42
�500

=
�
�22

�500
= 21000

E2 =
�21006 � (1 + j)

21000 � 1 = �26 � (1 + j) = �26 � 26 j :
modul 2. (trigonometric-mai ales dac¼a se cere forma trigonometric¼a a E2)
Analog cu exerci̧tiul 6; se reprezint¼a trigonometric

z1 = 1 + j =
p
2
�
cos

�

4
+ j sin

�

4

�
; z2 = 1� j =

p
2

�
cos

7�

4
+ j sin

7�

4

�
)

E2 =
(z1)

2013

(z2)
2000 =

�p
2
�2013�

cos
2013�

4
+ j sin

2013�

4

�
�p
2
�2000�

cos
2000 � 7�

4
+ j sin

2000 � 7�
4

� =

=

�p
2
�2013�

cos
�
503� +

�

4

�
+ j sin

�
502� +

5�

4

��
�p
2
�2000

(cos (3500�) + j sin (3500�))
=
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=

�p
2
�2013�

cos
5�

4
+ j sin

5�

4

�
�p
2
�2000

(cos (0�) + j sin (0�))
=
�p
2
�13�

cos

�
5�

4
� 0�

�
+ j sin

�
5�

4
� 0�

��
=

=
�p
2
�13�

cos
5�

4
+ j sin

5�

4

�
:

De�ni̧tie: Fie z = r (cos t� + j sin t�) 2 C�, cu r = jzj ; t� = arg z 2 [0; 2�[(dac¼a se lucreaz¼a cu
t¼aietura Ox+): Num¼arul complex z are exact n r¼ad¼acini complexe de ordin n; şi anume

( n
p
z)C =

�
Zk = n

p
r

�
cos

t� + 2k�

n
+ j sin

t� + 2k�

n

�
; k 2 f0; 1; :::; n� 1g

�
:


Exemplul 7: Fie 8n 2 N�: S¼a se calculeze Re [s (z)] pentru
s (z) = 1 + z + :::+ zn; unde z =

1 + j

1� j :

Rezolvare. s (z) = 1 + z + :::+ zn = 1 � z
n+1 � 1
z � 1 ; z 6= 1:

z =
1+j)1 + j

1� j =
1 + 2 j+ j2

1� j2
= j = 1

�
cos �2 + j sin

�
2

�
.

s
�
1+j
1�j

�
= 1 �

�
1+j
1�j

�n+1
� 1

z � 1 =
1n+1

�
cos �2 + j sin

�
2

�n+1 � 1
1
�
cos �2 + j sin

�
2

�
� 1

=

=
cos (n+1)�2 + j sin (n+1)�2 � 1

cos �2 + j sin
�
2 � 1

=
2 sin2 (n+1)�2�2 � 2 j sin (n+1)�2�2 cos (n+1)�2�2

2 sin2 �
2�2 � 2 j sin

�
2�2 cos

�
2�2

=

=

j)2 sin (n+1)�4

�
sin (n+1)�4 � j cos (n+1)�4

�
2 sin �4

�
sin �4 � j cos

�
4

� =
sin (n+1)�4

�
cos (n+1)�4 + j sin (n+1)�4

�
sin �4

�
cos �4 + j sin

�
4

� =

=
sin (n+1)�4

sin �4

�
cos
�
(n+1)�
4 � �

4

�
+ j sin

�
(n+1)�
4 � �

4

��
=

=
sin (n+1)�4

sin �4

�
cos n�4 + j sin

n�
4

�
:

În consecinţ¼a, Re
�
s
�
1+j
1�j

��
=
sin (n+1)�4

sin �4
� cos n�4 :


Exemplul 8: Folosind numere sub form¼a trigonometric¼a şi formula lui Moivre, s¼a se arate c¼a,
8n 2 N� şi 8x 2 R; x 6= 2k�; k 2 Z; are loc

cosx+cos 2x+:::+cosnx =
sin nx2
sin x2

cos
�
(n+1)x
2

�
; sinx+sin 2x+:::+sinnx =

sin nx2
sin x2

sin
�
(n+1)x
2

�
:

Rezolvare. Fie n 2 N�: Se noteaz¼a

An = cosx+ cos 2x+ :::+ cosnx =
nX
k=1

cos kx;Bn = sinx+ sin 2x+ :::+ sinnx =
nX
k=1

sin kx:

An + jBn =
nX
k=1

cos kx+ j
nX
k=1

sin kx =
nX
k=1

(cos kx+ j sin kx) =

=
nX
k=1

(cosx+ j sinx)k = (cosx+ j sinx)
(cosx+ j sinx)n � 1
(cosx+ j sinx)� 1 =

= (cosx+ j sinx)
(cosnx+ j sinnx)� 1
(cosx+ j sinx)� 1 = (cosx+ j sinx)

j)2 sin2 nx2 + 2 j sin
nx
2 cos

nx
2

2 sin2 x2 + 2 j sin
x
2 cos

x
2
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= (cosx+ j sinx)
sin nx2

�
cos nx2 + j sin

nx
2

�
sin x2

�
cos x2 + j sin

x
2

� =
sin nx2
sin x2

�
cos
�
x+ nx

2 �
x
2

�
+ j sin

�
x+ nx

2 �
x
2

��
:

Deci An =
sin nx2
sin x2

cos
�
(n+1)x
2

�
şi Bn =

sin nx2
sin x2

sin
�
(n+1)x
2

�
:

Exemplul 9: S¼a se rezolve în C ecuaţiile
a) (2 + j)Z3 � 3 + j = 0;

Rezolvare.(�), Z3 =
2�j)3� j
2 + j

, Z3 =
6� 1� 5 j

5
, Z3 = 1� j :

Se scrie sub form¼a trigonometric¼a 1� j =
p
2
�
cos 7�4 + j sin

7�
4

�
: Atunci

Z3 =
p
2
�
cos 7�4 + j sin

7�
4

�
)

Z 2
�
3
p
1� j

�
C =

(
Zk =

3
pp

2

 
cos

7�
4 + 2k�

3
+ j sin

7�
4 + 2k�

3

!
; k 2 f0; 1; 2g

)

Z0 =
6
p
2

 
cos

7�
4 + 0

3
+ j sin

7�
4 + 0

3

!
= 6
p
2
�
cos 7�12 + j sin

7�
12

�
:

Z1 =
6
p
2

 
cos

7�
4 + 2�

3
+ j sin

7�
4 + 2�

3

!
= 6
p
2
�
cos 5�4 + j sin

5�
4

�
:

Z2 =
6
p
2

 
cos

7�
4 + 4�

3
+ j sin

7�
4 + 4�

3

!
= 6
p
2
�
cos 23�12 + j sin

23�
12

�
:

Dac¼a se reprezint¼a soluţiile ecuaţiei, Z0; Z1; Z2, în planul complex, ele sunt vârfurile unui triunghi
echilateral încris într-un cerc de raz¼a 3

pp
2:

b)
�p
3� j

�
Z4 � 4 j = 0;

Rezolvare.(�) , Z4 =

p
3+j)4 jp
3� j

, Z4 =
4 j
�p
3 + j

�
3 + 1

, Z4 = �1 + j
p
3:

Se scrie sub form¼a trigonometric¼a �1 + j
p
3 = 2

�
cos 2�3 + j sin

2�
3

�
: Atunci

Z4 = 2
�
cos 2�3 + j sin

2�
3

�
)

Z 2
�

4
p
�1 + j

p
3
�
C
=

(
Zk =

4
p
2

 
cos

2�
3 + 2k�

4
+ j sin

2�
3 + 2k�

4

!
; k 2 f0; 1; 2; 3g

)

Z0 =
4
p
2

 
cos

2�
3 + 0

4
+ j sin

2�
3 + 0

4

!
= 4
p
2
�
cos �6 + j sin

�
6

�
:

Z1 =
4
p
2

 
cos

2�
3 + 2�

4
+ j sin

2�
3 + 2�

4

!
= 4
p
2
�
cos 2�3 + j sin

2�
3

�
:

Z2 =
4
p
2

 
cos

2�
3 + 4�

4
+ j sin

2�
3 + 4�

4

!
= 4
p
2
�
cos 7�6 + j sin

7�
6

�
:

Z3 =
4
p
2

 
cos

2�
3 + 6�

4
+ j sin

2�
3 + 6�

4

!
= 4
p
2
�
cos 5�3 + j sin

5�
3

�
:

Dac¼a se reprezint¼a soluţiile ecuaţiei, Z0; Z1; Z2; Z3, în planul complex, ele sunt vârfurile unui p¼atrat
încris într-un cerc de raz¼a 4

p
2:

c) 5 (1� 3 j)Z5 + 4 (2� j) = 0;

Rezolvare.(�) , Z5 =
1+3 j) [�4 (2� j)]
5 (1� 3 j) , Z5 =

4 j
�p
3 + j

�
3 + 1

, Z5 = �2
5 �

2
5 j :

Se scrie sub form¼a trigonometric¼a �2
5 �

2
5 j =

2
p
2
5

�
cos 5�4 + j sin

5�
4

�
: Atunci
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Z5 = 2
p
2
5

�
cos 5�4 + j sin

5�
4

�
)

Z 2
�

5

q
�2
5 �

2
5 j
�
C
=

(
Zk =

5

q
2
p
2
5

 
cos

5�
4 + 2k�

5
+ j sin

5�
4 + 2k�

5

!
; k 2 f0; 1; 2; 3; 4g

)
Z0 = :::; Z4 = ::::

Dac¼a se reprezint¼a soluţiile în planul complex, ele sunt vârfurile unui pentagon regulat încris într-un

cerc de raz¼a 5

q
2
p
2
5 :

d) Z6 � 9Z3 + 8 = 0;
Rezolvare. w2 � 9w + 8 = 0;� = 81� 4 � 1 � 8 = 49) w1 = 1 şi w2 = 8:

(�1) Z3 = 1 + 0 j : Se scrie sub form¼a trigonometric¼a 1 + 0 j = 1 (cos 0 + j sin 0) : Atunci
Z3 = 1 (cos 0 + j sin 0))

Z 2
�
3
p
1 + 0 j

�
C =

�
Zk =

3
p
1

�
cos

0 + 2k�

3
+ j sin

0 + 2k�

3

�
; k 2 f0; 1; 2g

�
Z0 =

3
p
1

�
cos

0 + 0

3
+ j sin

0 + 0

3

�
= cos 0 + j sin 0:

Z1 =
3
p
1

�
cos

0 + 2�

3
+ j sin

0 + 2�

3

�
= cos 2�3 + j sin

2�
3 :

Z2 =
3
p
1

�
cos

0 + 4�

3
+ j sin

0 + 4�

3

�
= cos 4�3 + j sin

4�
3 :

(�2) Z3 = 8 + 0 j : Se scrie sub form¼a trigonometric¼a 8 + 0 j = 8 (cos 0 + j sin 0) : Atunci
Z3 = 8 (cos 0 + j sin 0))

Z 2
�
3
p
8 + 0 j

�
C =

�
Zk =

3
p
8

�
cos

0 + 2k�

3
+ j sin

0 + 2k�

3

�
; k 2 f0; 1; 2g

�
Z3 =

3
p
8

�
cos

0 + 0

3
+ j sin

0 + 0

3

�
= 2 (cos 0 + j sin 0) :

Z4 =
3
p
8

�
cos

0 + 2�

3
+ j sin

0 + 2�

3

�
= 2

�
cos 2�3 + j sin

2�
3

�
:

Z5 =
3
p
8

�
cos

0 + 4�

3
+ j sin

0 + 4�

3

�
= 2

�
cos 4�3 + j sin

4�
3

�
:

Dac¼a se reprezint¼a soluţiile în planul complex, ele sunt vârfurile a dou¼a triunghiuri echilaterale,
unul încris într-un cerc de raz¼a 1; cel¼alalt într-un cerc de raz¼a 2:
e) Z8 + (1� j)Z4 � j = 0;
Rezolvare. w2 + (1� j)w � j = 0;� = (1� j)2 � 4 � 1 � (� j) = 1 + 2 j+ j2 = (1 + j)2

w1 =
� (1� j)� (1 + j)

2 � 1 = �1 şi w2 =
� (1� j) + (1 + j)

2 � 1 = j :

(�1) Z4 = �1: Se scrie sub form¼a trigonometric¼a �1 + 0 � j = 1 (cos� + j sin�) : Atunci
Z4 = 1 (cos� + j sin�))

Z 2
�
4
p
�1 + 0 � j

�
C =

�
Zk =

4
p
2

�
cos

� + 2k�

4
+ j sin

� + 2k�

4

�
; k 2 f0; 1; 2; 3g

�
Z0 =

4
p
1

�
cos

� + 0

4
+ j sin

� + 0

4

�
= cos �4 + j sin

�
4 :

Z1 =
4
p
1

�
cos

� + 2�

4
+ j sin

� + 2�

4

�
= cos 3�4 + j sin

3�
4 :

Z2 =
4
p
1

�
cos

� + 4�

4
+ j sin

� + 4�

4

�
= cos 5�4 + j sin

5�
4 :

Z3 =
4
p
1

�
cos

� + 6�

4
+ j sin

� + 6�

4

�
= cos 7�4 + j sin

7�
4 :
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(�2) Z4 = j : Se scrie sub form¼a trigonometric¼a 0 + 1 � j = 1
�
cos �2 + j sin

�
2

�
: Atunci

Z4 = 1
�
cos �2 + j sin

�
2

�
)

Z 2
�
4
p
�1 + 0 � j

�
C =

�
Zk =

4
p
2

�
cos

�
2 + 2k�

4
+ j sin

�
2 + 2k�

4

�
; k 2 f0; 1; 2; 3g

�
Z4 =

4
p
1

�
cos

�
2 + 0

4
+ j sin

�
2 + 0

4

�
= cos �8 + j sin

�
8 :

Z5 =
4
p
1

�
cos

�
2 + 2�

4
+ j sin

�
2 + 2�

4

�
= cos 5�8 + j sin

5�
8 :

Z6 =
4
p
1

�
cos

�
2 + 4�

4
+ j sin

�
2 + 4�

4

�
= cos 9�8 + j sin

9�
8 :

Z7 =
4
p
1

�
cos

�
2 + 6�

4
+ j sin

�
2 + 6�

4

�
= cos 13�8 + j sin 13�8 :

Dac¼a se reprezint¼a soluţiile în planul complex, ele sunt vârfurile a dou¼a p¼atrate, ambele încrise
într-un cerc de raz¼a 4

p
1:


