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ANEXA 4
Analiza matematica, ATA

Functii f: A C R — R elementare: functia polinomial, functia rationals, functia
putere, functia radical, functia logaritm, functia exponentiala, functii trigonometrice,
functii hiperbolice. Definitii, grafice si lecturi grafice (intersectia cu axele,
monotonie, semn)

Se reaminteste cd pentru f : A C R — R, imaginea si graficul sunt multimile
fA)={yeRTzecdai flz)=y}siGr={(z,y) eR}ze€Asiy=f(z)}.

Geometric, reprezentarea geometricd a multimii f (A) este proiectia pe axa Oy a reprezentarii

graficului functiei, G/.

1°. Functii polinomiale.

Definitia 1. Fie n € N, ag, ..., an, € R, a,, # 0. Se numegte functie polinomiald functia
P:R—R,P(z)=ao+a1x+ .. +a,_ 12" + a,2".

Numaérul natural n se numeste gradul functiei polinomiale.

Particularizari.

,f:]R—HR,f(z):a, unde a € R.

Graficul functiei f reprezintd o dreaptd in plan care este paraleld sau coincide cu axa Oz.

a<0 a=0 a>0
f(z)=-2 f(z)=0 f(z)=2
y=—2 y = 0-axa Ox y=2
y | y | y |
I I I IX I I T I IX I I I IX

,f:]R—>R,f(gv):a:1:+b, unde a € R*,b € R.

Ecuatia de gradul 1 : ax +b=0=z = —é eR.

a
Graficul functiei f reprezintd o dreapta in plan care se intersecteaza cu axele.

a>0,b>0 a>0,b=0 a>0,b<0
f(x)=2x+3 f(z) =2z f(x)=22-3
y y y
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a<0,b6>0 a<0,b6=0 a<0,b<0
f(x)=—-22+3 f(a?):—Qw f(x)=—-22-3
y=—2x+3 y=—2x—3

NN
NN

Teorema 1.(monotonie) Fie f : R = R, f(z) = ax + b, unde a € R*b € R.
Daca a > 0 atunci f este strict crescatoare pe R.
Daca a < 0 atunci f este strict descrescatoare pe R.
Teorema 2. (semn) Fie f : R — R, f(z) = azx + b, unde a € R*,b € R. Atunci
T —00 —g +00
ar +b semn contrar lui @ | 0 | semnul lui a

, f:R—R, f(x)=az?+bx+c unde a € R* b,c € R.
Ecuatia de gradul al 2-lea: az? + bz 4 ¢ = 0.

Rezolvare. f(m):aa:2+b:c+c=a(x2+bm+£):G<x2+2x'%+(%)2>_a(

_ b\2 b2 —dac __ b \2 b2 —4ac
=a(o+5) oV =a((a+ £)" - k).
Se noteazi A = b% — 4ac.
Daca A > 0 =-ecuatia are doud radacini reale distincte:

—b+VA —b— VA

I =—>7 81 T2 =

a
Daca A = 0 =-ecuatia are doud riadacini reale ce coincid:

ZElg—f.
2a

Dacd A < 0 =-ecuatia nu are riddacini reale, are doué radacini complexe conjugate:

—b+jv-A | -b—jv—-A
— gl = ———.
2a a
Descompunerea in factori: az? + br +c=a(z — 1) (v — z2)

Graficul functiei f reprezinta o parabold in plan.
Graficul intersecteaza axa Oy in punctul (0,c).

a > 0 =ramuri in sus \/ ; @ < 0 =ramuri in jos /\

"Varful" V (—%, —A)

Tr1 =
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Daca A > 0=-parabola intersecteaza axa Oz in doud puncte: (z1,0), (x2,0).

f(z)=—2?-5x—4

f(z) =225z +4 f(z)=2%—-4 f(z)=2%+5x+4

y=x>—b5z+4 y=a2—-4 y =22+ 5z +4
y y ] \ y/{

1 vx } ' \/ +—1

f(x)=—2"+5x—4 f(x)=—2*+4

y=—a°+5r—4 y=—x+4

...yf\

y=—2%—5x—4

/\

A

Daca A = 0=-parabola intersecteaza axa Oz intr-un singur punct: (z1,0).

f(x)=2%—4z+4
y=12%—4r+4

y

f(z) =22
y =a?
y |

f(x)=2*+4z+4
y=a2+4x+4

f(z)=—2% -4z —4
y=—a2—4x —4
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Daca A < O=-parabola nu intersecteaza axa Ox.

fz) =a*—dz +5 fl@)=a*+1 fl@)=a?+4z+5

y y
f(z)=—a?+4x -5 flz)=—-a?-1 flz)=—a2—dz—5
y=—a’4+4x -5 y=—x2—-1 y=—ax?>—4x -5

Teorema 3. (monotonie) Fie f : R — R, f(x) = az? + bz + ¢, unde a € R*,b,c € R.

Daca a > 0 atunci f este strict descrescatoare pe | —oo, ;— si strict crescatoare pe ;—, +o00|.
a a
R —b o R -A
In z = — functia isi atinge valoarea minima f { — | = —.
2a 2a 4a
A _
Daca a < 0 atunci f este strict crescdtoare pe ] —00, 2] si strict descrescatoare pe 24’ +o0| .
a a
- —b . . —b —A
In x = — functia isi atinge valoarea maxima f | — | = —.
2a 2a 4a
Teorema 4. (semn) Fie f : R — R, f(z) = axz® + bz + ¢, unde a € R*,b,c € R.
Daca A > 0 atunci:
T —0 x1/x9 xo/x1 400
ar’® +bx + ¢ semnul lui a 0 semn contrar lui a 0 semnul lui a
Dacd A = 0 atunci:
x —00 xT1 = I +00
ax? +br +c semnul lui a 0 semnul lui a
Daca A < 0 atunci:
x —00 “+00
ax® +br + ¢ semnul lui a

Ecuatia de gradul al n-lea: -se rezolva cu metode specifice pentru fiecare ecuatie in parte.

Exemplu.f : R — R, f(z) = 22* + 23 — 922 — 4z + 4.
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(%) 20 + 23 — 922 — 4z + 4 = 0;
Dy = {41, 42}
20t + 2% — 922 —dr +4=(2-2)2z - 1) (z+2)(z + 1)

f(=1)=0,f(2)=0,f(-2)=0= f(2):(@+1),f(2):(z-2),f(2): (z+2) =

f@:i(z+1)(z—-2)(z+2).

Se efectueaza direct impartirea

(2x4+m3—91‘2—4m+4) : (x3+m2—4:x—4) =2x—1
sau se folosegte schema lui Horner si se obtine

)
We2@-N @t @r) @-)l=0= ] 2T hm@)=

2°. Functia modul.
Definitia 2. Se numeste functie modul functia
—z, dacd x <0
TR=R, f(z) =]z = 0, dacaz=0
x, dacdzx >0
Graficul functiei f este reuniunea a doua semidrepte.

Teorema 5. (monotonie) Fie f : R — R, f(x) = |z].

Functia f este strict descrescdtoare pe |—o00, 0] si strict crescdtoare pe [0, 400l

In 2 = 0 functia isi atinge valoarea minim# f (0) = 0.
Teorema 6. (semn) Fie f: R — R, f (z) = |z|. Atunci
T | —o0 0 400

El F++ |0 +++

3°. Functii rationale.

Definitia 3. Fie n € N;m € N,ag, ...,a, € R,a, # 0 i by, ...,bm € R, by, # 0. Se numeste functie

rationald functia
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P P . ataz+..+a,13" " +apa”

R=—:ACR—-R,R(z)=—= ()

Q7 bo+biz+..+by 1z +byuam
Observatie. Sunt fractii simple fractiile de forma:
A
a) — 7, unde A € R,a € R;m € N*.
(x—a
Exemple:
1 e T
x)=—— x)=—5 x) =
f (@) ] 1= 1=
YT o) (x —3)° (x—2)°
y y y
I |X 1 N I N I |X |X'
Ax+ B
b) ( 2fb++ )m,unde A BeRcu A2+ B?#0,a,b,ccRcua#0si A<0,mcN*.
ax x + ¢
Exemple:
. x+2 f(z) = 241 f(z) = e
A T e e
VS o1 YTty T @ e

<

Monotonia si semnul functiilor rationale se studiaza pentru fiecare exemplu, corespunzétor.

4°. Functia putere

Definitia 4. Fie n € N. Se numeste functie putere de exponent natural n functia polinomiald
fR=>R,f(x)=2a".

Exemple:
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fTR—=R, f(z)=1 fiR—=R f(z)=x
y=1 Y=

y | y |

Teorema 7. (monotonie) Fie f: R — R, f (z) = 2™, unde n € N*,

Dac# n este par atunci f este strict descrescdtoare pe ]—o0, 0] si strict crescdtoare pe [0, +oo[.In
x = 0 functia isi atinge valoarea minima f (0) = 0.

Daca n este impar atunci f este strict crescétoare pe R.
Teorema 8. (semn) Fie f : R — R, f () = 2", unde n € N*.
T | —o0 0 +00
x" +4+4+ 0| +++
T | —o0 0 +00
" ——— 0| +++
Definitia 5. Fie n € N*. Se numeste functie putere de exponent intreg negativ n functia

[iR SR (@) =2 = (@) = .

xn

Daca n este par, atunci:

Daca n este impar, atunci:

Exemple:
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Teorema 9. (monotonie) Fie f: R* - R, f (z) = 27", unde n € N*.
Daca n este par atunci f este strict crescitoare pe |—oo, 0] si strict descrescatoare pe |0, +o00l.
Dacd n este impar atunci f este strict descrescitoare pe |—o0, 0] si strict descrescdtoare pe
10, +o0l.
Teorema 10. (semn) Fie f: R* - R, f (z) = 27", unde n € N*.
T | —00 0 +00
x " +4+4+ 10| +++
x —00 0 400
" ——— 0| +4++

Daca n este par, atunci:

Daca n este impar, atunci:

Definitia 6. Fie n € N,;n > 2.



Gabriela Grosu / Analiza matematica 9

a) Dacd n este impar atunci se numeste functie radical de ordin impar n functia
[TR=R, f(z)= ¢z = ow definitd astfel incat zn = yes o =y"
b) Daci n este par atunci se numeste functie radical de ordin par n functia
f:]0,+o0[ = R, f(z) = Yz = zw definiti astfel incat zn =y < z = y".
Graficul functiei f este simetric fatd de prima bisectoare cu graficul restrictiei functiei putere
f(x)=2"neNmn>2

[0, 400 = R, f(z) =z fTR—=R,f(z
y-- &
F——— ::::X: —t——t—
fil0,+00[ = R, f(z) = V= fiR=R, f(z) =z
y yL
F——— ::::X: — 1

Teorema 11. (monotonie) Fie n € N*.
Daci n este par atunci f : [0, +o0[ — R, f (z) = {/z este strict crescitoare pe [0, +00].
Daca n este impar atunci f : R — R, f (x) = {/x este strict crescdtoare pe R.
Teorema 12. (semn) Fie n € N*.

x | —oo 0 +00
Y 10| +++
T | —oo 0 +o00
Uz 0 +++

Daca n este par, atunci:

Daca n este impar, atunci:
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Observatie. | V2™ = T

Definitia 7. Fie a € R. Se numeste functie putere de exponent real o functia
f:]0,400] = R, f(x) =z (y = z“ se definegte prin aproximare).

Grafice-exemple:

f:](),—l—oo[—>]R,f(a:)::c‘/3 f 10,400 = R, f (x) = 2

y | y |

f:]0,4+0] =R, f(z)=a"" f:]0,4+00] =R, f(z) =2~
y L '
} } ] » } }

V10
4

Teorema 13. (monotonie) Fie a € Rsi f:]0,+oo[ = R, f (z) = z“.

Dacd « > 0 atunci f este strict crescdtoare pe |0, +00].

Daci o < 0 atunci f este strict descrescatoare pe |0, 4o00].

Teorema 14. (semn) Fie a € Rsi f:]0,+oo[ — R, f (z) = z. Atunci:

xr | —oo 0 +00

x® Nil|+++
Propozitia 1. Fie a € R. Atunci:

a) Vz1, 29 € )0, +00] : (x1 - 22)" = x§ - 25;b) Va1, 29 € |0, +00] : <

c) Va1, 2 € ]0,+00] : 2§ = 2§ < x1 = x9.

5°. Functia exponentiala

Definitia 8. Fie a € R,a > 0,a # 1. Se numeste functie exponentiald de bazd a functia

f:R—=R, f(z)=ad"

z1
Z2

)“:

10

(y = a” se defineste prin aproximare). Este functia utilizatd in modelarea si rezolvarea multor

ecuatii diferentiale. A se vedea EDCO-semestrul al II-lea.
Grafice-exemple:
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Teorema 15. (monotonie) Fie f : R — R, f(z) = a”, unde a € R,a > 0,a # 1..
Daca a > 1 atunci f este strict crescdtoare pe R.
Daca 0 < a < 1 atunci f este strict descrescatoare pe R.

Teorema 16. (semn) Fie f : R — R, f(z) = a®, unde a € R,a > 0,a # 1. Atunci:

T | —00 +00
a® +++
Propozitia 2. Fie a € R,a > 0,a # 1. Atunci:
1
a) Vr € R,a” # 0;b) V1,22 € R: a™ 72 = g™ . ¢"2;c) V1,02 € R: a"1772 = a—m;
a

d) Vz1,x9 € R:a™ "2 = (a®)" = (a™2)" ;e) Va1,22 € R: a™ = a2 & 21 = 29.

6°. Functia logaritmica
Definitia 9. Fie a € R,a > 0,a # 1. Se numeste functie logaritmicd de baza a functia
f:]0,4+00] = R, f(z) =log, x (y =log, x < a¥ = x).
Graficul functiei f este simetric fatd de prima bisectoare cu graficul functiei exponentiale de
aceeasi baza.
f:]0,4+00] =R, f(z) =Inz f:]0,4+00] = R, f(z) =loggz =gz

y & y .




Gabriela Grosu / Analizd matematica 12

fi10, 400l ~ R f(z)=logzz  f:)0, oo =R, f(z) =logya

Teorema 17. (monotonie) Fie f :]0,4+00[ — R, f () = log, =, unde a € R,a > 0,a # 1.
Dacd a > 1 atunci f este strict crescdtoare pe |0, +o0].
Daci 0 < a < 1 atunci f este strict descrescdtoare pe |0, 4o00].

Teorema 18. (semn) Fie f :]0, 400 = R, f (x) = log, z, unde a € R,a > 0,a # 1.

Daca a > 1 atunci: x s 1 00
log,, = ——— 0| +++
. T —00 1 +0o0
Daca 0 <a<1at :
aca a atunci Tog, 7 IO VN —

Propozitia 3. Fiea € R,a > 0,a # 1 i a € R. Atunci:
a) Va1, x9 € |0, +00] : log, (x122) = log, x1 + log, x2;

b) V1,2 € ]0,400] : log, % = log, x1 — log, x2;
2

1

c) Vx €0, +o0[ : log, (%) = alog, z;d) Vz € ]0,+o0| : log, x = ln—w;
na

e) Vx1,zg € |0,4+00] : log, x1 = log, x2 < x1 = xa.

Propozitia 4. Fie a € R,a > 0,a # 1. Atunci:

a) a'°%a® =z, Vx € )0, +oo[;e? =z, Vo € ]0, +o0l;

b) log, a® = z,Vx € R;lne® = z,Vx € R.

7°. Functii trigonometrice si functii hiperbolice
Definitia 10. Se numesc functii trigonometrice reale cosinus, sinus, cotangentd, tangentd, cose-
canta, secanta functiile (vezi Anexa 2):

fi :R—=R, fi(z) = cosa; f2: R =R, fa(z) =sing;
f3: A3 CR =R, f3(z) =ctgz = R hi A CR—R, fa(z)=tgz = 2
sin CoS.T
f5: A3 CR =R, f5(x) =cosece = ——; fe: Ay CR =R, fg(z) =secx = :
sin cos T

T
unde A3 =R\ {km;k € Z} , Ay =R\ {5 + km;k € Z} .
Functiile cosecanta si secantd se numesc reciproce pentru sinus si cosinus.

Grafice:
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fi:R—=R, fi(x) =cosz fo:R—=R, fo(x) =sinz
v 1 v1

D

Definitia 11. Se numesc functii hiperbolice reale cosinus hipebolic, sinus hiperbolic, cotangenta
hiperbolica, tangentd hiperbolica functiile:

T —x T _ —T
f1:R=R, fr(z) = chx:%; fs :R—=R, fs(z) = shx:%;

0 h
fg:AgCRHR,fg(m):cthxzzh—i; fio: Alg CR =R, fig(z) = thz = —-2.

chz’
Ag ={zx € Rjshz # 0}, A1 = {z € R;chz # 0} .
Grafice:
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fr:R—>R, fr(x) =chz fs :R—R, fs(x) =shz
| y |
T T T IX T T IX
fo:Ag CR =R, fo(z) =cthz fio: Ao CR — R, fio (z) = thx
y ] y |
S S SN Y e
% —J %

Propozitia 5. a) cos?z +sin?z = 1,Vz € R;
b) cos (1 + x2) = cosxzy cos kg — sinxj sinxg, Va1, 29 € R;
sin (z1 + x2) = sin 1 cos Xy + cos x1 sin x9, Vi, 2 € R;
c) cos 2w = cos® x — sin? z,Va € R;sin 2z = 2sinz cos z, Vo € R;
d) ch?z —sh?z = 1,Vz € R;
e) ch (z1 + x2) = chxy chazg + shxy shay, Vo, 29 € R;
sh (z1 + z2) = shxj chxe + chzy shxg, Va1, 29 € R;
f) ch2z = ch?2 4+ sh?z,Vz € R;sh2z = 2shzchz,Vz € R.
Definitia 12. Se numesc functii trigonometrice inverse reale arccosinus, arcsinus, arccotangenta,
arctangenta, arccosecanta, arcsecanta functiile (a se vedea Anexa 2):
fi:[-1,1] = R, f1 (x) = arccos z; f2:[-1,1] = R, fa (x) = arcsin x;
f3: R =R, f3(z) = arcctg z; fa: R =R, fy(z) = arctg z;
f5: As CR = R, f5 (z) = arccosecz; fg: Ag C R — R, fg () = arcsec z.
Grafice:
fi:[-1,1] = R, fi (x) = arccosx fa:[-1,1] = R, fa (z) = arcsinx

y y 1
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f3:R—R, f3(x) = arcctgx fa:R—=R, fy(x) =arctgz
y v 1 v1

— -_:-

sau

Definitia 13. Se numesc functii hiperbolice inverse reale functiile:

fr:[1,00[ = R, fr (z) = arcchz = (ch) 'z =In (a: +Va? — 1) ;

fs : R =R, fg(z) = arcshz = (sh) 'z =1In <a: +Va? + 1) ;

fo: ACR =R, fy(z) = arccthz = (cth) ' z;

1 1
fio:]-1,1] = R, fio (z) = arcthz = (th) 'z = §ln (1 * x> .
—x

Grafice:

fr:[1,00[ = R, f7 (z) = arcchz; fs : R — R, fg (x) = arcshx; fip : |[-1,1] = R, f10 (z) = arcthx

y | y | y |

X t X t X
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Functii f: A C R — R elementare: functia polinomials, functia rationals, functia
putere, functia radical, functia logaritm, functia exponentiala, functii trigonometrice,
functii hiperbolice. Ecuatii si inecuatii atasate, sisteme de ecuatii si inecuatii

De recapitulat din manualele de liceu.
Exercitiul 1. S& se rezolve (sd se scrie multimea tuturor solutiilor) pentru:
a) (x)2xr+3=0.

Rezolvare. (x) < 2x=-3 < x = %3;5 = {_23}
b) (x) 7z —eV/3 = 0.

Rezolvare. (x) & 1z =eV/3 & x = i ;8 = {e;/g}
¢) (x)2z=1InT.

Rezolvare. (%) &z = ln77;5 = {h127}
d) (x)2zx+5>0.

_5 _
Rezolvare. (*)<:>2:B>—5<:>.’L'>2<=>ZL'€]2 [ ]2 +00 [
Se poate rezolva si utilizand reprezentarea grafici a f : R — R, f(x) = 2z + 5 (pentru ce z
graficul este deasupra axei Oz) sau semnul functiei f.

e) (x) —3z+2<0.
2 2 2
Rezolvare. (*)@—3x§—2©3x22@x2§@x6 [3,4—00[;5: [3,4-00[.

Se poate rezolva si utilizand reprezentarea grafici a f : R — R, f(z) = —3z + 2 (pentru ce z
graficul este sub axa Oz reunit cu punctul de intersectie cu axa Oz) sau semnul functiei f.

Exercitiul 2. S& se rezolve (s se scrie multimea tuturor solutiilor) pentru:
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) (+) 20 +1>0
a 32 -6<0
Rezolvare. . .
2x+120@2x2—1©x2%@x6 [_2,+oo ;512[_2,+00[-
3r—6<0e3x<b6er<2&ze]—00,2[;5%=]—00,2.
_ -1
S =5 N8 = 2,+OO|:Q]_0072[:|:2a2|:'
T >0 | —3 2 +00
22 +1| — | ——— +++ [+[+++] -
32—-6| - |-——— | - | ——— Jo|+++]| -
S AN

7

Se poate rezolva si utilizadnd reprezentarea grafica a

fi:R=R, fi(x)=2x+1si fo:R—>R, fo(x) =3z -6,
(pentru ce x, G, este deasupra axei Ox reunit cu punctul de intersectie cu axa Oz, simultan cu
pentru ce x, G raeste sub axa Ox) sau semnul functiilor fi, fo.

Exercitiul 3. Sd se determine urmatoarele multimi:

a) A= {xER;m2+$+1=O};

Rezolvare. (*) 22 +2+1=0;A=12-4-1-1=-3<0=
(%) nu are raddcini reale= A = ().

Graficul functiei f : R — R, f (z) = 22 + x + 1 nu intersecteazi axa Oz.
b) B={z e C\Rjz?+z+1=0};
Rezolvare. () 22 +2+1=0A=1>-4.-1-1=-3<0=
o LIV _1_N§,B:{—1+N§ b —1—N§}
2-1 2.1 7 2 ’ 2 ’

c)C:{xGR;x2—4x+3:0};
Rezolvare. (¥) 22 —4r+3=0;A=42-4.1-3=4>0=
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C={3,1}.

r1 =

4—}—\/11 . —4—\/1
slagg = ——
9.1 ™2 2.1

y

Graficul functiei f : R — R, f () = 22 — 4z + 3 intersecteazd axa Oz in punctele de abscise
Tl = 3,.%’2 = 1.
d) D:{mER;m2—5x+620};
Rezolvare. (*) 22 —52+6=0;A=52-4-1-6=1>0=

x1:5+ﬁ:3§ix2:5_ﬁ:2.

2.1 2-1
1-22-52+6=1-(x—2)(x—3),cua=1>0.

T —0 2 3 400
2 — 5z 46 +++ |0 ——— [0 +++

D = =0, 2] U3, 7o
y ]

Graficul functiei f : R — R, f (x) = 22 — 52 + 6 este situat deasupra axei Oz si intersecteazi
axa Ox corespunzitor punctelor cu abscisele x € |—00,2] U [3, 400 .
e) E={zeRa?+2z—4<0};
Rezolvare. (¥) 2?2 +2rx —4=0;A=22—-4.1-(-4)=20>0=

-2+ v20 | -2+ 20
Tl =—F 781 Tr2=—F—.
: 2-1
a=1>0.
T —00 —1—\/5 —1—|—\/5 +o0o
x? + 27 — 4 +++ 0 —— - 0 +++

E=]-1-V5-1+V5]
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Graficul functiei f : R — R, f (x) = 22 4+ 2z — 4 este situat sub Oz corespunzitor punctelor cu
abscisele = € ]—1 — \/5, -1+ \/5[

Exercitiul 4. Sa se rezolve (s se scrie toate solutiile, precizand multiplicitatea lor algebrica)
pentru:
a) (x)2® —2x+1=0.
Rezolvare. f(z) = 2% — 2z + 1 este functie polinomiald de gradul 3. Rezolvarea ecuatiei () este
legatd de descompunerea in factori a polinomului f atasat functiei f.
modull. (x) &2~z —z+1=05z(x?-1)—(z-1)=0&(z—-1)(z(z+1)—1) =0

1 =1,m(x1) =1

S@x-1)(a*+z—-1)=0=> 1:2:_15‘/5,771(1:2):1
T3 = _142'\/g,m($3) =1

f(a:):(a:—l)(x_%\/g) (x_—l%\/g)

modul 2. Se utilizeaza:

Teorema impadrtirii cu rest. Fie P (X) si @ (X) doud polinoame cu grad P > grad Q. Atunci
JK (X) un polinom si 3R (X) un polinom cu grad R < grad @ astfel incat

P(X)=K(X) Q(X)+R(X).
Teorema Bezout. Fie P (X) un polinom si a € R(sau € C). Atunci restul impartirii lui P (X) la
X — a, calculat in a, este si P (a).
Observatie. Daca a este radacind a P (X) (adica P (X) se imparte exact la X —a) atunci P (a) = 0
si reciproc.

f(z) =23 -2z +1.

Cum coeficientul lui z3 este 1 = se cauta ridscini intregi ale f printre divizorii termenului
liber. Dy = {+£1}.

f (1) =0=1 este radicini a f.

f(—=1) =2 %# 0= —1 nu este radacina a f.

modul 2.1. Cu schema lui Horner.
3 2 1 0

x| 2® | x x R o
1 0 211
rTr e —1 1 |1 |-1]0
c=1]1 |1 |-1]0 a
xlzl, (:131):1
(#)a* —20+1=0& (z—1) (2*+2—-1)=0= x2:—15\/5’m(x2):1
T3 = 71J§¢g’m(l‘3) =1

modul 2.2.
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2 —2x+1 z—1
—x3 4 22 22+ —1
Jx% -2z 41
—z? +u
/ —z+1

Tz —1

/]

le:l, (1'1)21
?—204+1=0& (z—1) (22 +2-1)=0= :Egz_lg\/g,m(xg):l
r3 = _1“2"/5,m(x3) =1

Al

b) () 2* — 23 — 222 4+ 62 — 4 = 0, stiind ci admite ridicina z7 = 1 +1.
Rezolvare. f(z) = x* — 23 — 222 + 62 — 4 este o functie polinomials de gradul 3, cu coeficienti
reali. Deoarece admite radacina complexa x; = 1 + i, atunci admite ca radacina si conjugata ei,
To=1-—1.
f@)i(@—m1) st f(2)(z—a2) = f(2):(x—a1) (z — z2).
(z—1+1)(z—(1-1)=a22—2z+2.
zt— a2 — 222+ 62— 4 2?2 — 2 + 2
—z* + 223 — 222 224+ x—2
/ 23 — 422 + 62 — 4
—23 4+ 222 — 22
/=222 +4x —4
202 —dx + 4

/)

x1=14+1im(x1) =1
xg=1—im(z2) =1
xz3=1,m(x3) =1
xg=—-2,m(z4) =1

()at—a® -2+ 60 —4=0& (22 —22+2) (2 +2—-2) =0=

Exercitiul 5. Sa se determine un polinom cu coeficienti intregi, de grad minim, ce admite radécinile
1+/2,1+i si radscina tripld 1.

Propozitie. Dacd P (X) are coeficienti intregi si admite ca raddcind numarul a + bd, cua,beZ
si Vd ¢ Z atunci P (z) admite ca radscind si numérul a — bv/d.

Propozitie. Dacd P (X) are coeficienti reali si admite ca rddacind numéarul a + bi, cu a,b € R
atunci P (x) admite ca radacing si numarul a — bj.

Rezolvare. P (X) are coeficienti intregi si admite ca radicind z; = 1 + /2 =admite ca radicind

562:1—\/5.
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P (X) are coeficienti reali si admite ca rddacind z3 = 1 4 i =admite ca radédcind z4 = 1 — 1.

Atunci un polinom de grad minim ce verificd cerintele este

P(X) = (X — (14 v2)) (X = (1= v2)) (X = (1+1) (X = (1 -1)) (X —1)" =

=(X?-2X-1)(X?-2X+2) (X*-3X2+3X —1) =

= X7 —7X%4+20X5 - 30X%*+23X% —5X2 —4X + 2.

Exercitiul 6. S& se expliciteze functia
fiR-R, f(z)=|a? = 1|+ |4 — 22| + |a].
Rezolvare. Se utilizeazs

—u(z), dacd u(x) <0
lu(x)| = 0, dacd u(xz) =0
u(z), dacdu(z)>0
T —00 -2 -1 1 2 +00
up (z) =22 — 1 ++4+ |+ |+++|0 | ——— ——— |0 | +++ |+ | +++
ug (z) = 4 — 2° ——— |0 |+++|+ | +++ +++ |+ |+++|0 | ———
ug (z) =x - |- |- | ——= +4++ |+ |+ |+ |+
fTR—-R,
(22-1) - (4—2%) —=z, dacdz€]|—o0,—2] 202 —x — 5, dacd x € ]—o0, —2]
34+ 0+ 2, daca x = —2 5, dacd x = —2
(22 =1)+ (4 —2?) —2, dacdze]-2 -1 —x+ 3, dacd = € |-2,—1]
0+3+1, dacd x = —1 4, dacd x = —1
— (22— 1)+ (4 —2?) —z, dacd z €]-1,0] —222 —x+3, dacd x €]-1,0]
f(z)= 1+4+0, daca z =0 5, daca z =0
— (22— 1)+ (4 —2?) + 2, dacd z €]0,1] 222+ 1 +3, daciz€]0,1]
0+3+1, dacid z =1 4, daca x =1
(22 =1)+ (4 —2?) + 2, dacize]l,2 x + 3, dacd = € ]1,2[
3+0+4 2, dacd z = 2 5, dacd x = 2
(22 =1) — (4 —2?) + 2, dacdz €]2,+o0] 202+ — 5, dacd x €]2,+00]
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Exercitiul 7. S& se rezolve inecuatia (s se scrie multimea tuturor solutiilor) :
(K| —=2|+]|z+1]+3—2[ <5

Rezolvare.
T —00 -1 2 3 +00
uy () = —2 ——— = |- == |0 | +++ |+ | +++
us (z) =z +1 ——— |0 | +++ |+ |+++|+]|+++
ug(z) =3 - +++ |+ | +++H |+ ][ F+4]O
Dacd z € |—o00, —1[ atunci
(x) & —(z—2) - (x—i—l +(3-2)<5e 3r+4<5& -3r<lea> G
S1=]—o00,—1[N [F, +oo[ = 0.
Daca x = —1 atunci
(¥) & |[-1 2|+ |-1+1]+ 13— (1) <5< 3+0+4 < 5—fals.

Dacd x € |—1,2[ atunci
e —(r-2)+(z+1)+B—-2)<be -—2+6<bs < -1lsz>1
53:]—1,2[0[1,4—00[: [172[

Daca z = 2 atunci
(x) e 2=2|+]2+1+[3-2| <5< 0+3+1 < 5—adevirat.
Sy ={2}.

Daca z € ]2, 3[ atunci
#)e+@-2)+(z+1)+B—-2)<dber+2<5bezx<3
S5 :]2,3[0}—00,3] :]Qa?’[

Daca x = 3 atunci
()= 3=2|+[3+1]+1[3—-3] <5< 1+4+0 < 5—adevarat.

= {3}.

Daca x € |3, +00| atunci
Ne+-2)+(+1)-B-2)<5be3r-4<5&3:<9sx<3.
S7 =13, +o0[N]—00, 3] = 0.

Concluzie:

S:S]_USQUS?,US4US5USGUS7::QU@U[1,2[U{2}U]2,3[U{3}U®:[1,3].

N/

22

Graficul functiei f : R = R, f () = | — 2|+ |z + 1| + |3 — x| este situat sub dreapta de ecuatie

y = b corespunzdtor punctelor cu abscisele z € [1, 3].

Exercitiul 8. Sa se descompuna urmatoarele fractii in fractii simple pe un interval I pe care fractia

este definita: )
Rezolvare. P(z) = 1,grad P = 0.Q (z) = 2? — 9,grad Q = 2. grad P < grad Q.
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_ _ - 1 =3m(x1) =1
Qx)=0& (x 3)(36—1—3)—0#{:62:_37”1(%2):1
S td A, B a.d.(*) L A +
e cautd a.i. =

’ 2-9 x-3 z+3
modul 1. -se aplicd pentru orice fractie, pentru gasirea tuturor coeficientilor. Se aduc fractiile din

cei doi mebri ai egalitdtii (*) la acelagi numitor, se elimind numitorul, apoi se identifica coeficientii
polinoamelor care apar.

1 T+3) A 173)3

Ve e 1.

1 A(x+3)+B(x—3)
Vrels = Vrel&s
(*)x2—9 $—3+:c+3 N z2 -9 (x —3)(x+3) .
zt: 0=A+1B A=1
— _ 6
l1=A(x+3)+B(x—-3),Vxele 0 . {1:3/133 {BZGI
modul 2. -se aplicd numai pentru gasirea coeficientului lui ——, atunci cand a este radacind reala
x—a
simpld pentru @ ().

epentru A =7

1 -3
(*)|($_3):>ﬁ A+ B

3 r+3

1‘—>3:>%:A—|—0.
epentru B =7

(@8> o= A"

-3 z—3 +B
r—-3=L=0+8B.
1 L —1
Concluzie: 6

6
= I.
20 -3 a3 "€
b) f:ICR >R, -
) FICR=Rf(2) =
Rezolvare.P (z) = 1,grad P = 0.Q (z) = 2%+ — 2,grad Q = 2. grad P < grad Q.
B 9 o x1=1,m((r1) =1
Qx)=0sz*+z 2_0:>{x2:—2,m(x2):1 .

} A 1 A B

Se cauta A, B a.i.(x) o~ —|—2)x—2 _13”_ 1 + x+2,Va: el

1 )4 =B 1 Az+2)+B(x—1)

dul 1. = Ve el & = Veel &

HOCh (*)x2+m—2 x—1+x—|—2’ ve 24z —2 (x—1)(z+2) ve
z!: 0=A+1B A:%

1=A(x+2)+B(z—-1),Vzels oy {1:2A—B B="1

modul 2.

epentru A =7
1 —1
(@y@—1p¢;—f:A+3x

z—1=3=A+0.
epentru B =7

1 R
24+r-2 .
Rezolvare.P (z) = 1,grad P = 0.Q (z) = 2> + 1,grad Q = 3. grad P < grad Q.

Concluzie:
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Qz)=0& (z+1) (2*—2+1)=0= wgzl_;\/g,m To) =1
3 = 1+i2\/§’m($3) =1
N . 1 A Bz +C
SecautaA,B,Ca.l.Z(*)$3+1:x+1+$2_x+1,Vx€]I
1 metl) 4 #H)By 4 C
dul 1. = I
modu (*)x3+21 o + $2_x+1,Va:€ &
1 A — 1 B C 1
_ (=2 +1)+(Bz+C) (z+ ),V$€H<:>
3+ 1 (x4+1) (22 — 2+

1)
1=A@@®*-z+1)+B(2*+z)+C(z+1),Vzels

z? 0=A+1B A= %
2t { 0=—-A+B+C &{ B==
z0 1=A +C C= %
modul 2.-se aplica doar partial
epentru A =7 . .
T+
)] (z+1) = o —A—G—(Bas—l—C')m

r—-1=1=A+0.
epentru B, C =7 se inlocuiegte A gdsit in sistemul de la modul 1.
1 -1

o 1 3 3 3
Concluzie: e :$+1+ 12 Ve e L.

Exercitiul 9. S& se determine domeniul maxim de definitie pentru functiile:

a)f:DCRHR,f(x):{*/iI_;;

Rezolvare. .
C.E. i _T_ 3 > 0 — pentru radical de ordin par
z + 3 # 0 — pentru fractie
e i —3 1 +o00
vl - —— 0 [+++
x+3 ———10 +4++ |+ | +++
r—1
FRTEES I I O
z+4+3
D=1 o0, B[UL, Todl.
y |
o
r X

x4+ 3
b) f: DCR—R el (i
)f C - 7f($) .%'2—6.%'—’-9’

24
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T+ 3

Rezolvare. C.E. 2 —6x+9
x? — 62 + 9 # 0 — pentru fractie

— pentru radical de ordin impar nu se impun C.F.

D =]—o0,

3[U]3, 400
YN
¥ f :X

Exercitiul 10. S& se determine domeniul maxim de definitie pentru functia:
FiDCR-R f(z)= (22 —4z+3)";

Rezolvare. C.E. {x2 — 4z 4+ 3 > 0 — pentru functia putere de exponent real /7
D =]—00,1[U]3, +o0].

y I

Exercitiul 11. Si se determine domeniul maxim de definitie pentru functia:
z—1
:DCR—R, =ln————;
/ ~R /(@)= 2+ —6
z—1
Rezolvare. C.E. { z2+4+2—6
x? + x — 6 # 0 — pentru fractie

> 0 — pentru functia logaritm

x —00 -3 1 2 +00
x—1 ———]=-J]-==Jo]+++[+]+++
’+3—6 +++]0 |——— |- ———]0 | +++

—1
L ——— ] |44+ == [+++
z4+x—6

D =]-3,1[U]2, +o0.

25
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Exercitiul 12. S3 se rezolve (s se scrie multimea tuturor solutiilor) pentru:
2
a) (x)2%+l = 2=o7,
functia exponentiald cu baza 2
) &

Rezolvare. (x 20+1=-22r=-1;5={-1}.

este injectiva

b) (¥) 7% +5-7° +6 = 0.
Rezolvare. Se face substitutia: 7% =¢,¢ > 0.

(5) o2 45t4+6=0={ 1772
to = —3
. .. .. | 7 =-2<0~—imposibil _
Se revine la substitutie: { 7 — 3 <0 — imposibil =S5=10
y )
1 X
c) (¥)3%* —4.3*+3=0.
Rezolvare. Se face substitutia: 3% =¢,¢ > 0.
=1
()2 dt+3=0=1 "
ta=3
Se revine la substitutie:
37 = functia exponentiald cu baza 3 z=0
’ & =5 ={0,1}.
{ 3* =3 este injectiva { =1 { ’ }

26



Gabriela Grosu / Analizd matematica

d) (%)5" =2
Rezolvare. modul 1 () < = =logs 2; S = {logs 2} .

In2 In2
. _ _ Lo )Jte
modul 2 (x)| < Inb —ln2©xln5—ln2©x—ln57s {ln5}'
y 1/

S B

e) (*) 5T 4 5x+1 + 5x+2 =7z 4 7x+1 + 7z+2'
Rezolvare. (x) < 5% (14+5+45%) =7 (1+7+7) < 57-31 =7 .57 &

§m—5—71<:>1 §w—15—7<:>1 §—15—7<:>
7) Tt M\7) T TP 7)) T

In57 —In31 _ {ln57—ln31}

In5—In7 "’ In5—In7
£) (x)220e+1 < 64.

Rezolvare. (x) < 2202+l <2

6 exponenpialz“z:(ge bazd a=2>1 W0r+1<6eq< i o

este strict crescatoare 20

4 41
g) (x)4% —2.5% < 10%.

9 2z 2\ *
Rezolvare. (x) < 227 —2.5% < 27. 5’”‘ 5% & <5> - <5) -2<0.

1 1
T € |—00, ~ @S:}—oo,[

2 x
Notand u = (5> ,u > 0, inecuatia devine u? —u —2 <0 < u € ]-1,2[.
Deci u € ]0,4+00[N]—1,2[ =0, 2].
2 T
Se revine la substitutie 0 < u <2< 0 < <5> < 2.

2 x
o0 < <5) sSreRses S =R,

2\* 2\ % 2 log% 2y exponentiald de bazi a:%<1
o | — <2& | = <\ =z -~
5 5 5 este strict descrescatoare

27
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x>10g;2<:>x€]log22,+oo[<:>52:}log22,+oo[.
5 5 5
S=51N58; :]log% 2,+OO[.

Exercitiul 13. S& se rezolve (s se scrie multimea tuturor solutiilor) pentru:

a) (x)log, 4 (mQ — 1) =log, 4 (5—x).
Rezolvare. Se determind Dp, domeniul maxim de studiu.

22 — 1 > 0 — pentru functia logaritm x € ]—o0, —1[U]1, +0o0]
C.E.{ 5—z > 0— pentru functia logaritm &9 x€e]—o0,5
z+4 >0,z +4 # 1 — pentru functia logaritm x €|—-4,-3[U]-3,+0]
Dp =]-4,-3[U]-3,~1[U]1,5].
(* funcgialogarigcubazax+4x2 1= 5—:13<:>:I,‘2+£L’—6:0:> { r1 = —3 ¢ DE
este injectiva To=2€ Dg

S — {2}
b) (+)logs (if;) <1

1+ 2z

Rezolvare. C.E. 1+x
1+ x # 0 — pentru functia rationala

Dp =]—00,—1[U]| 3}, +o0]
(*) o log3 <1 + 21’) 10g3 3 f. logaritmicéé;: bazd a=3>1 1 + 2x

> 0 — pentru functia logaritm o { 2 € |—00, —1[U ] %17 +oo[

<3&

1+
14+2x—-3-3 —x—2

T A P — <0& z€]|—o00,—2[U]|-1,+400].
1+ 14+=x
S = Dp N (J=00,~2[U]~1,+oo[) = |00, ~2[U] 3, +o0]

este strict crescitoare 1+zx

Exercitiul 14. S3 se rezolve (s se scrie multimea tuturor solutiilor) pentru:
a) (x)sinz =0,z € [0,27]. b) (¥)cosz = %,z € [0,7]. c) (x)tgz <1,ze0,n\{5}.
S ={0,m,2n}. S:{g} S:[O,ﬂu]g,ﬂ.
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