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ANEXA 4
Analiz¼a matematic¼a, AIA

Funçtii f : A � R! R elementare: funçtia polinomial¼a, funçtia ra̧tional¼a, funçtia
putere, funçtia radical, funçtia logaritm, funçtia exponenţial¼a, funçtii trigonometrice,

funçtii hiperbolice. De�ni̧tii, gra�ce şi lecturi gra�ce (interseçtia cu axele,
monotonie, semn)

Se reaminteşte c¼a pentru f : A � R! R, imaginea şi gra�cul sunt muļtimile
f (A) = fy 2 R;9x 2 A a.î. f(x) = yg şi Gf =

�
(x; y) 2 R2;x 2 A şi y = f(x)

	
:

Geometric, reprezentarea geometric¼a a muļtimii f (A) este proieçtia pe axa Oy a reprezent¼arii
gra�cului funçtiei, Gf :
1�: Funçtii polinomiale.
De�ni̧tia 1: Fie n 2 N; a0; :::; an 2 R, an 6= 0: Se numeşte funcţie polinomial¼a funçtia

P : R! R, P (x) = a0 + a1x+ :::+ an�1xn�1 + anxn:
Num¼arul natural n se numeşte gradul funcţiei polinomiale.
Particulariz¼ari.
n = 0;f : R! R; f (x) = a; unde a 2 R:
Gra�cul funçtiei f reprezint¼a o dreapt¼a în plan care este paralel¼a sau coincide cu axa Ox.

a < 0
f (x) = �2
y = �2

a = 0
f (x) = 0
y = 0-axa Ox

a > 0
f (x) = 2
y = 2

x

y

x

y

x

y

n = 1;f : R! R; f (x) = ax+ b; unde a 2 R�; b 2 R:

Ecua̧tia de gradul 1 : ax+ b = 0) x = � b
a
2 R.

Gra�cul funçtiei f reprezint¼a o dreapt¼a în plan care se intersecteaz¼a cu axele.
a > 0; b > 0
f (x) = 2x+ 3
y = 2x+ 3

a > 0; b = 0
f (x) = 2x
y = 2x

a > 0; b < 0
f (x) = 2x� 3
y = 2x� 3

x

y

x

y

x

y
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a < 0; b > 0
f (x) = �2x+ 3
y = �2x+ 3

a < 0; b = 0
f (x) = �2x
y = �2x

a < 0; b < 0
f (x) = �2x� 3
y = �2x� 3

x

y

x

y

x

y

Teorema 1:(monotonie) Fie f : R! R, f (x) = ax+ b; unde a 2 R�; b 2 R.
Dac¼a a > 0 atunci f este strict cresc¼atoare pe R.
Dac¼a a < 0 atunci f este strict descresc¼atoare pe R.

Teorema 2: (semn) Fie f : R! R, f (x) = ax+ b; unde a 2 R�; b 2 R. Atunci
x �1 � b

a +1
ax+ b semn contrar lui a 0 semnul lui a

n = 2, f : R! R, f (x) = ax2 + bx+ c; unde a 2 R�; b; c 2 R:
Ecua̧tia de gradul al 2-lea: ax2 + bx+ c = 0:
Rezolvare. f (x) = ax2 + bx+ c = a

�
x2 + b

ax+
c
a

�
= a

�
x2 + 2x � b2a +

�
b
2a

�2�� a � b2a�2 + c
a =

= a
�
x+ b

2a

�2 � a b2�4ac
4a2

= a
��
x+ b

2a

�2 � b2�4ac
4a2

�
:

Se noteaz¼a � = b2 � 4ac:
Dac¼a � > 0)ecuaţia are dou¼a r¼adacini reale distincte:

x1 =
�b+

p
�

2a
şi x2 =

�b�
p
�

2a
:

Dac¼a � = 0)ecuaţia are dou¼a r¼adacini reale ce coincid:
x1;2 =

�b
2a
:

Dac¼a � < 0)ecuaţia nu are r¼ad¼acini reale, are dou¼a r¼adacini complexe conjugate:

x1 =
�b+ j

p
��

2a
şi x2 =

�b� j
p
��

2a
:

Descompunerea în factori: ax2 + bx+ c = a (x� x1) (x� x2)
Gra�cul funçtiei f reprezint¼a o parabol¼a în plan.

Gra�cul intersecteaz¼a axa Oy în punctul (0; c) :

a > 0)ramuri în sus ; a < 0)ramuri în jos

"Varful" V
�
� b
2a ;�

�
4a

�
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Dac¼a � > 0)parabola intersecteaz¼a axa Ox în dou¼a puncte: (x1; 0) ; (x2; 0) :
f (x) = x2 � 5x+ 4
y = x2 � 5x+ 4

f (x) = x2 � 4
y = x2 � 4

f (x) = x2 + 5x+ 4
y = x2 + 5x+ 4

x

y

x

y

x

y

f (x) = �x2 + 5x� 4
y = �x2 + 5x� 4

f (x) = �x2 + 4
y = �x2 + 4

f (x) = �x2 � 5x� 4
y = �x2 � 5x� 4

x

y

x

y

x

y

Dac¼a � = 0)parabola intersecteaz¼a axa Ox într-un singur punct: (x1; 0) :
f (x) = x2 � 4x+ 4
y = x2 � 4x+ 4

f (x) = x2

y = x2
f (x) = x2 + 4x+ 4
y = x2 + 4x+ 4

x

y

x

y

x

y

f (x) = �x2 + 4x� 4
y = �x2 + 4x� 4

f (x) = �x2
y = �x2

f (x) = �x2 � 4x� 4
y = �x2 � 4x� 4

x

y

x

y

x

y
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Dac¼a � < 0)parabola nu intersecteaz¼a axa Ox.
f (x) = x2 � 4x+ 5
y = x2 � 4x+ 5

f (x) = x2 + 1
y = x2 + 1

f (x) = x2 + 4x+ 5
y = x2 + 4x+ 5

x

y

x

y

x

y

f (x) = �x2 + 4x� 5
y = �x2 + 4x� 5

f (x) = �x2 � 1
y = �x2 � 1

f (x) = �x2 � 4x� 5
y = �x2 � 4x� 5

x

y

x

y

x

y

Teorema 3: (monotonie) Fie f : R! R, f (x) = ax2 + bx+ c; unde a 2 R�; b; c 2 R.

Dac¼a a > 0 atunci f este strict descresc¼atoare pe
�
�1; �b

2a

�
şi strict cresc¼atoare pe

�
�b
2a
;+1

�
.

În x =
�b
2a

funçtia î̧si atinge valoarea minim¼a f
�
�b
2a

�
=
��
4a
:

Dac¼a a < 0 atunci f este strict cresc¼atoare pe
�
�1; �b

2a

�
şi strict descresc¼atoare pe

�
�b
2a
;+1

�
:

În x =
�b
2a

funçtia î̧si atinge valoarea maxim¼a f
�
�b
2a

�
=
��
4a
:

Teorema 4: (semn) Fie f : R! R, f (x) = ax2 + bx+ c; unde a 2 R�; b; c 2 R.
Dac¼a � > 0 atunci:
x �1 x1/x2 x2/x1 +1

ax2 + bx+ c semnul lui a 0 semn contrar lui a 0 semnul lui a
Dac¼a � = 0 atunci:
x �1 x1 = x2 +1

ax2 + bx+ c semnul lui a 0 semnul lui a
Dac¼a � < 0 atunci:
x �1 +1

ax2 + bx+ c semnul lui a

n � 3

Ecua̧tia de gradul al n-lea: -se rezolv¼a cu metode speci�ce pentru �ecare ecuaţie în parte.
Exemplu.f : R! R, f (x) = 2x4 + x3 � 9x2 � 4x+ 4:
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x

y

(�) 2x4 + x3 � 9x2 � 4x+ 4 = 0;
D2 = f�1;�2g ;
2x4 + x3 � 9x2 � 4x+ 4 = (x� 2) (2x� 1) (x+ 2) (x+ 1)
f (�1) = 0; f (2) = 0; f (�2) = 0) f (x)

... (x+ 1) ; f (x)
... (x� 2) ; f (x)

... (x+ 2))
f (x)

... (x+ 1) (x� 2) (x+ 2) :
Se efectueaz¼a direct împ¼aŗtirea�
2x4 + x3 � 9x2 � 4x+ 4

�
:
�
x3 + x2 � 4x� 4

�
= 2x� 1

sau se foloseşte schema lui Horner şi se obţine

(�), 2
�
x� 1

2

�1
(x+ 2)1 (x+ 1)1 (x� 2)1 = 0)

8>><>>:
x1 = �2;m (x1) = 1
x2 = �1;m (x2) = 1
x3 =

1
2 ;m (x3) = 1

x4 = 2;m (x4) = 1
2�: Funçtia modul.
De�ni̧tia 2: Se numeşte funcţie modul funçtia

f : R! R; f (x) = jxj =

8<:
�x; dac¼a x < 0
0; dac¼a x = 0
x; dac¼a x > 0

Gra�cul funçtiei f este reuniunea a dou¼a semidrepte.

x

y

Teorema 5: (monotonie) Fie f : R! R, f (x) = jxj :
Funçtia f este strict descresc¼atoare pe ]�1; 0] şi strict cresc¼atoare pe [0;+1[.
În x = 0 funçtia î̧si atinge valoarea minim¼a f (0) = 0:

Teorema 6: (semn) Fie f : R! R; f (x) = jxj. Atunci
x �1 0 +1
jxj +++ 0 +++

3�: Funçtii ra̧tionale.
De�ni̧tia 3: Fie n 2 N;m 2 N; a0; :::; an 2 R; an 6= 0 şi b0; :::; bm 2 R; bm 6= 0: Se numeşte funcţie
raţional¼a funçtia
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R =
P

Q
: A � R! R; R (x) =

P

Q
(x) =

a0 + a1x+ :::+ an�1xn�1 + anxn

b0 + b1x+ :::+ bm�1xn�1 + bmxm
:

Observa̧tie. Sunt fraçtii simple fraçtiile de forma:

a)
A

(x� a)m ; unde A 2 R; a 2 R;m 2 N�:
Exemple:

f (x) =
1

(x� 1)1

y =
1

(x� 1)1

f (x) =
e

(x� 3)2

y =
e

(x� 3)2

f (x) =
�

(x� 2)3

y =
�

(x� 2)3

x

y

x

y

x

y

b)
Ax+B

(ax2 + bx+ c)m
; unde A;B 2 R cu A2 +B2 6= 0; a; b; c 2 R cu a 6= 0 şi � < 0;m 2 N�:

Exemple:

f (x) =
x+ 2

x2 + x+ 1

y =
x+ 2

x2 + x+ 1

f (x) =
2x+ 1

(x2 � x+ 1)2

y =
2x+ 1

(x2 � x+ 1)2

f (x) =
�1

(x2 � x+ 1)3

y =
�1

(x2 � x+ 1)3

x

y

x

y

x

y

Monotonia şi semnul funçtiilor raţionale se studiaz¼a pentru �ecare exemplu, corespunz¼ator.

4�: Funçtia putere
De�ni̧tia 4: Fie n 2 N. Se numeşte funcţie putere de exponent natural n funçtia polinomial¼a

f : R! R; f (x) = xn:
Exemple:
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f : R! R; f (x) = 1
y = 1

f : R! R; f (x) = x
y = x

x

y

x

y

f : R! R; f (x) = x2
y = x2

f : R! R; f (x) = x3
y = x3

x

y

x

y

f : R! R; f (x) = x4
y = x4

f : R! R; f (x) = x5
y = x5

x

y

x

y

Teorema 7: (monotonie) Fie f : R! R; f (x) = xn; unde n 2 N�:
Dac¼a n este par atunci f este strict descresc¼atoare pe ]�1; 0] şi strict cresc¼atoare pe [0;+1[.În

x = 0 funçtia î̧si atinge valoarea minim¼a f (0) = 0:
Dac¼a n este impar atunci f este strict cresc¼atoare pe R:

Teorema 8: (semn) Fie f : R! R; f (x) = xn; unde n 2 N�:

Dac¼a n este par, atunci:
x �1 0 +1
xn +++ 0 +++

Dac¼a n este impar, atunci:
x �1 0 +1
xn ��� 0 + ++

De�ni̧tia 5: Fie n 2 N�. Se numeşte funcţie putere de exponent întreg negativ n funçtia
f : R� ! R; f (x) = x�n = (xn)�1 =

1

xn
:

Exemple:
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f : R� ! R; f (x) =
1

x

y =
1

x

x

y

f : R� ! R; f (x) =
1

x2

y =
1

x2

f : R� ! R; f (x) =
1

x3

y =
1

x3

x

y

x

y

f : R� ! R; f (x) =
1

x4

y =
1

x4

f : R� ! R; f (x) =
1

x5

y =
1

x5

x

y

x

y

Teorema 9: (monotonie) Fie f : R� ! R; f (x) = x�n; unde n 2 N�:
Dac¼a n este par atunci f este strict cresc¼atoare pe ]�1; 0[ şi strict descresc¼atoare pe ]0;+1[.
Dac¼a n este impar atunci f este strict descresc¼atoare pe ]�1; 0[ şi strict descresc¼atoare pe

]0;+1[.
Teorema 10: (semn) Fie f : R� ! R; f (x) = x�n; unde n 2 N�:

Dac¼a n este par, atunci:
x �1 0 +1
x�n +++ 0 +++

Dac¼a n este impar, atunci:
x �1 0 +1
x�n ��� 0 + ++

De�ni̧tia 6: Fie n 2 N; n � 2.
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a) Dac¼a n este impar atunci se numeşte funcţie radical de ordin impar n funçtia
f : R! R; f (x) = n

p
x = x

1
n de�nit¼a astfel încât x

1
n = y , x = yn:

b) Dac¼a n este par atunci se numeşte funcţie radical de ordin par n funçtia
f : [0;+1[! R; f (x) = n

p
x = x

1
n de�nit¼a astfel încât x

1
n = y , x = yn:

Gra�cul funçtiei f este simetric fa̧t¼a de prima bisectoare cu gra�cul restriçtiei funçtiei putere
f (x) = xn; n 2 N; n � 2:

f : [0;+1[! R; f (x) =
p
x f : R! R; f (x) = 3

p
x

x

y

x

y

f : [0;+1[! R; f (x) = 4
p
x f : R! R; f (x) = 5

p
x

x

y

x

y

x

y

Teorema 11: (monotonie) Fie n 2 N�:
Dac¼a n este par atunci f : [0;+1[! R; f (x) = n

p
x este strict cresc¼atoare pe [0;+1[ :

Dac¼a n este impar atunci f : R! R; f (x) = n
p
x este strict cresc¼atoare pe R.

Teorema 12: (semn) Fie n 2 N�:

Dac¼a n este par, atunci:
x �1 0 +1
n
p
x jjj 0 + ++

Dac¼a n este impar, atunci:
x �1 0 +1
n
p
x ��� 0 + ++
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Observa̧tie. n
p
xm = x

m
n

De�ni̧tia 7: Fie � 2 R. Se numeşte funcţie putere de exponent real � funçtia
f : ]0;+1[! R; f (x) = x� (y = x� se de�neşte prin aproximare):

Gra�ce-exemple:
f : ]0;+1[! R; f (x) = x

p
3 f : ]0;+1[! R; f (x) = xe

x

y

x

y

f : ]0;+1[! R; f (x) = x�� f : ]0;+1[! R; f (x) = x�
p
10
4

x

y

x

y

Teorema 13: (monotonie) Fie � 2 R şi f : ]0;+1[! R; f (x) = x�:
Dac¼a � > 0 atunci f este strict cresc¼atoare pe ]0;+1[.
Dac¼a � < 0 atunci f este strict descresc¼atoare pe ]0;+1[.

Teorema 14: (semn) Fie � 2 R şi f : ]0;+1[! R; f (x) = x�: Atunci:
x �1 0 +1
x� jjj j +++

Propozi̧tia 1: Fie � 2 R: Atunci:
a) 8x1; x2 2 ]0;+1[ : (x1 � x2)� = x�1 � x�2 ;b) 8x1; x2 2 ]0;+1[ :

�
x1
x2

��
=
x�1
x�2
;

c) 8x1; x2 2 ]0;+1[ : x�1 = x�2 , x1 = x2:

5�: Funçtia exponenţial¼a
De�ni̧tia 8: Fie a 2 R; a > 0; a 6= 1: Se numeşte funcţie exponenţial¼a de baz¼a a funçtia

f : R! R; f (x) = ax:
(y = ax se de�neşte prin aproximare): Este funçtia utilizat¼a în modelarea şi rezolvarea multor
ecuaţii diferenţiale. A se vedea EDCO-semestrul al II-lea.
Gra�ce-exemple:
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f : R! R; f (x) = ex f : R! R; f (x) = �x

x

y

x

y

f : R! R; f (x) =
�
1
e

�x
f : R! R; f (x) =

�p
2
2

�x

x

y

x

y

Teorema 15: (monotonie) Fie f : R! R; f (x) = ax; unde a 2 R; a > 0; a 6= 1:.
Dac¼a a > 1 atunci f este strict cresc¼atoare pe R:
Dac¼a 0 < a < 1 atunci f este strict descresc¼atoare pe R:

Teorema 16: (semn) Fie f : R! R; f (x) = ax; unde a 2 R; a > 0; a 6= 1: Atunci:
x �1 +1
ax +++

Propozi̧tia 2: Fie a 2 R; a > 0; a 6= 1: Atunci:
a) 8x 2 R; ax 6= 0;b) 8x1; x2 2 R : ax1+x2 = ax1 � ax2 ;c) 8x1; x2 2 R : ax1�x2 =

ax1

ax2
;

d) 8x1; x2 2 R : ax1�x2 = (ax1)x2 = (ax2)x1 ;e) 8x1; x2 2 R : ax1 = ax2 , x1 = x2:

6�: Funçtia logaritmic¼a
De�ni̧tia 9: Fie a 2 R; a > 0; a 6= 1: Se numeşte funcţie logaritmic¼a de baz¼a a funçtia

f : ]0;+1[! R; f (x) = loga x (y = loga x, ay = x):
Gra�cul funçtiei f este simetric faţ¼a de prima bisectoare cu gra�cul funçtiei exponenţiale de
aceeaşi baz¼a.

f : ]0;+1[! R; f (x) = lnx f : ]0;+1[! R; f (x) = log10 x = lg x

x

y

x

y
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f : ]0;+1[! R; f (x) = log 2
5
x f : ]0;+1[! R; f (x) = logp2

2

x

x

y

x

y

Teorema 17: (monotonie) Fie f : ]0;+1[! R; f (x) = loga x; unde a 2 R; a > 0; a 6= 1:
Dac¼a a > 1 atunci f este strict cresc¼atoare pe ]0;+1[.
Dac¼a 0 < a < 1 atunci f este strict descresc¼atoare pe ]0;+1[.

Teorema 18: (semn) Fie f : ]0;+1[! R; f (x) = loga x; unde a 2 R; a > 0; a 6= 1:

Dac¼a a > 1 atunci:
x �1 1 +1

loga x ��� 0 + ++

Dac¼a 0 < a < 1 atunci:
x �1 1 +1

loga x +++ 0 ���
Propozi̧tia 3: Fie a 2 R; a > 0; a 6= 1 şi � 2 R: Atunci:
a) 8x1; x2 2 ]0;+1[ : loga (x1x2) = loga x1 + loga x2;

b) 8x1; x2 2 ]0;+1[ : loga
�
x1
x2

�
= loga x1 � loga x2;

c) 8x 2 ]0;+1[ : loga (x�) = � loga x;d) 8x 2 ]0;+1[ : loga x =
lnx

ln a
;

e) 8x1; x2 2 ]0;+1[ : loga x1 = loga x2 , x1 = x2:
Propozi̧tia 4: Fie a 2 R; a > 0; a 6= 1: Atunci:
a) aloga x = x;8x 2 ]0;+1[ ; elnx = x;8x 2 ]0;+1[ ;
b) loga ax = x;8x 2 R; ln ex = x;8x 2 R:

7�: Funçtii trigonometrice şi funçtii hiperbolice
De�ni̧tia 10: Se numesc funcţii trigonometrice reale cosinus, sinus, cotangent¼a, tangent¼a, cose-
cant¼a, secant¼a funçtiile (vezi Anexa 2):

f1 : R! R; f1 (x) = cosx; f2 : R! R; f2 (x) = sinx;

f3 : A3 � R! R; f3 (x) = ctg x =
cosx

sinx
; f4 : A4 � R! R; f4 (x) = tg x =

sinx

cosx
;

f5 : A3 � R! R; f5 (x) = cosecx =
1

sinx
; f6 : A4 � R! R; f6 (x) = secx =

1

cosx
;

unde A3 = R n fk�; k 2 Zg ; A4 = R n
�
�
2 + k�; k 2 Z

	
:

Funçtiile cosecant¼a şi secant¼a se numesc reciproce pentru sinus şi cosinus.
Gra�ce:
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f1 : R! R; f1 (x) = cosx f2 : R! R; f2 (x) = sinx

x

y

x

y

f3 : A3 ! R; f3 (x) = ctg x f4 : A4 ! R; f4 (x) = tg x :

x

y

x

y

f5 : A3 ! R; f5 (x) = cosecx f6 : A4 ! R; f6 (x) = secx

x

y

x

y

De�ni̧tia 11: Se numesc funcţii hiperbolice reale cosinus hipebolic, sinus hiperbolic, cotangent¼a
hiperbolic¼a, tangent¼a hiperbolic¼a funçtiile:

f7 : R! R; f7 (x) = chx =
ex + e�x

2
; f8 : R! R; f8 (x) = shx =

ex � e�x
2

;

f9 : A9 � R! R; f9 (x) = cthx =
chx

shx
; f10 : A10 � R! R; f10 (x) = thx =

shx

chx
;

A9 = fx 2 R; shx 6= 0g ; A10 = fx 2 R; chx 6= 0g :
Gra�ce:
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f7 : R! R; f7 (x) = chx f8 : R! R; f8 (x) = shx

x

y

x

y

f9 : A9 � R! R; f9 (x) = cthx f10 : A10 � R! R; f10 (x) = thx

x

y

x

y

Propozi̧tia 5: a) cos2 x+ sin2 x = 1;8x 2 R;
b) cos (x1 + x2) = cosx1 cosx2 � sinx1 sinx2;8x1; x2 2 R;

sin (x1 + x2) = sinx1 cosx2 + cosx1 sinx2;8x1; x2 2 R;
c) cos 2x = cos2 x� sin2 x;8x 2 R; sin 2x = 2 sinx cosx;8x 2 R;
d) ch2 x� sh2 x = 1;8x 2 R;
e) ch (x1 + x2) = chx1 chx2 + shx1 shx2;8x1; x2 2 R;

sh (x1 + x2) = shx1 chx2 + chx1 shx2;8x1; x2 2 R;
f) ch 2x = ch2 x+ sh2 x;8x 2 R; sh 2x = 2 shx chx;8x 2 R:
De�ni̧tia 12: Se numesc funcţii trigonometrice inverse reale arccosinus, arcsinus, arccotangent¼a,
arctangent¼a, arccosecant¼a, arcsecant¼a funçtiile (a se vedea Anexa 2):

f1 : [�1; 1]! R; f1 (x) = arccosx; f2 : [�1; 1]! R; f2 (x) = arcsinx;
f3 : R! R; f3 (x) = arcctg x; f4 : R! R; f4 (x) = arctg x;
f5 : A5 � R! R; f5 (x) = arccosecx; f6 : A6 � R! R; f6 (x) = arcsecx:

Gra�ce:
f1 : [�1; 1]! R; f1 (x) = arccosx f2 : [�1; 1]! R; f2 (x) = arcsinx

x

y

x

y
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f3 : R! R; f3 (x) = arcctg x f4 : R! R; f4 (x) = arctg x

x

y

sau

x

y

x

y

f5 : A5 � R! R; f5 (x) = arccosecx f6 : A6 � R! R; f6 (x) = arcsecx

x

y

x

y

De�ni̧tia 13: Se numesc funcţii hiperbolice inverse reale funçtiile:
f7 : [1;1[! R; f7 (x) = arcchx = (ch)�1 x = ln

�
x+

p
x2 � 1

�
;

f8 : R! R; f8 (x) = arcshx = (sh)�1 x = ln
�
x+

p
x2 + 1

�
;

f9 : A � R! R; f9 (x) = arccthx = (cth)�1 x;

f10 : ]�1; 1[! R; f10 (x) = arcthx = (th)�1 x =
1

2
ln

�
1 + x

1� x

�
:

Gra�ce:
f7 : [1;1[! R; f7 (x) = arcchx; f8 : R! R; f8 (x) = arcshx; f10 : ]�1; 1[! R; f10 (x) = arcthx

x

y

x

y

x

y
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Funçtii f : A � R! R elementare: funçtia polinomial¼a, funçtia ra̧tional¼a, funçtia
putere, funçtia radical, funçtia logaritm, funçtia exponenţial¼a, funçtii trigonometrice,

funçtii hiperbolice. Ecua̧tii şi inecua̧tii ataşate, sisteme de ecua̧tii şi inecua̧tii

De recapitulat din manualele de liceu.
Exerci̧tiul 1: S¼a se rezolve (s¼a se scrie muļtimea tuturor soluţiilor) pentru:
a) (�) 2x+ 3 = 0:

Rezolvare. (�), 2x = �3, x =
�3
2
;S =

�
�3
2

�
:

b) (�)�x� e
p
3 = 0:

Rezolvare. (�), �x = e
p
3, x =

e
p
3

�
;S =

(
e
p
3

�

)
:

c) (�) 2x = ln 7:

Rezolvare. (�), x =
ln 7

2
;S =

�
ln 7

2

�
:

d) (�) 2x+ 5 > 0:

Rezolvare. (�), 2x > �5, x >
�5
2
, x 2

�
�5
2
;+1

�
;S =

�
�5
2
;+1

�
:

Se poate rezolva şi utilizând reprezentarea gra�c¼a a f : R ! R, f (x) = 2x + 5 (pentru ce x
gra�cul este deasupra axei Ox) sau semnul funçtiei f .

x

y

e) (�)� 3x+ 2 � 0:

Rezolvare. (�), �3x � �2, 3x � 2, x � 2

3
, x 2

�
2

3
;+1

�
;S =

�
2

3
;+1

�
:

Se poate rezolva şi utilizând reprezentarea gra�c¼a a f : R ! R, f (x) = �3x + 2 (pentru ce x
gra�cul este sub axa Ox reunit cu punctul de interseçtie cu axa Ox) sau semnul funçtiei f .

x

y

Exerci̧tiul 2: S¼a se rezolve (s¼a se scrie muļtimea tuturor soluţiilor) pentru:
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a) (�)
�
2x+ 1 � 0
3x� 6 < 0

Rezolvare.

2x+ 1 � 0, 2x � �1, x � �1
2
, x 2

�
�1
2
;+1

�
;S1 =

�
�1
2
;+1

�
:

3x� 6 < 0, 3x < 6, x < 2, x 2 ]�1; 2[ ;S2 = ]�1; 2[ :

S = S1 \ S2 =
�
�1
2
;+1

�
\ ]�1; 2[ =

�
�1
2
; 2

�
:

x �1 �1
2 2 +1

2x+ 1 � ��� 0 + ++ + +++ �
3x� 6 � ��� � ��� 0 + ++ �
S [ ========= [

x

y

Se poate rezolva şi utilizând reprezentarea gra�c¼a a
f1 : R! R, f1 (x) = 2x+ 1 şi f2 : R! R, f2 (x) = 3x� 6,

(pentru ce x; Gf1 este deasupra axei Ox reunit cu punctul de interseçtie cu axa Ox, simultan cu
pentru ce x; Gf2este sub axa Ox) sau semnul funçtiilor f1; f2.

Exerci̧tiul 3: S¼a se determine urm¼atoarele muļtimi:
a) A =

�
x 2 R;x2 + x+ 1 = 0

	
;

Rezolvare. (�) x2 + x+ 1 = 0;� = 12 � 4 � 1 � 1 = �3 < 0)
(�) nu are r¼ad¼acini reale) A = ;:

x

y

Gra�cul funçtiei f : R! R; f (x) = x2 + x+ 1 nu intersecteaz¼a axa Ox:
b) B =

�
x 2 C n R;x2 + x+ 1 = 0

	
;

Rezolvare. (�) x2 + x+ 1 = 0;� = 12 � 4 � 1 � 1 = �3 < 0)

x1 =
�1 + j

p
3

2 � 1 şi x2 =
�1� j

p
3

2 � 1 ;B =

(
�1 + j

p
3

2
; x2 =

�1� j
p
3

2

)
:

c) C =
�
x 2 R;x2 � 4x+ 3 = 0

	
;

Rezolvare. (�) x2 � 4x+ 3 = 0;� = 42 � 4 � 1 � 3 = 4 > 0)
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x1 =
4 +

p
4

2 � 1 şi x2 =
�4�

p
4

2 � 1 :C = f3; 1g :

x

y

Gra�cul funçtiei f : R ! R; f (x) = x2 � 4x + 3 intersecteaz¼a axa Ox în punctele de abscise
x1 = 3; x2 = 1:
d) D =

�
x 2 R;x2 � 5x+ 6 � 0

	
;

Rezolvare. (�) x2 � 5x+ 6 = 0;� = 52 � 4 � 1 � 6 = 1 > 0)

x1 =
5 +

p
1

2 � 1 = 3 şi x2 =
5�

p
1

2 � 1 = 2:

1 � x2 � 5x+ 6 = 1 � (x� 2) (x� 3) ; cu a = 1 > 0:
x �1 2 3 +1

x2 � 5x+ 6 +++ 0 ��� 0 + ++

D = ]�1; 2] [ [3;+1[ :

x

y

Gra�cul funçtiei f : R ! R; f (x) = x2 � 5x + 6 este situat deasupra axei Ox şi intersecteaz¼a
axa Ox corespunz¼ator punctelor cu abscisele x 2 ]�1; 2] [ [3;+1[ :
e) E =

�
x 2 R;x2 + 2x� 4 < 0

	
;

Rezolvare. (�) x2 + 2x� 4 = 0;� = 22 � 4 � 1 � (�4) = 20 > 0)

x1 =
�2 +

p
20

2 � 1 şi x2 =
�2 +

p
20

2 � 1 :

a = 1 > 0:
x �1 �1�

p
5 �1 +

p
5 +1

x2 + 2x� 4 + ++ 0 ��� 0 + ++

E =
�
�1�

p
5;�1 +

p
5
�
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x

y

Gra�cul funçtiei f : R! R; f (x) = x2 + 2x� 4 este situat sub Ox corespunz¼ator punctelor cu
abscisele x 2

�
�1�

p
5;�1 +

p
5
�
:

Exerci̧tiul 4: S¼a se rezolve (s¼a se scrie toate soluţiile, precizând multiplicitatea lor algebric¼a)
pentru:
a) (�)x3 � 2x+ 1 = 0:
Rezolvare. f (x) = x3 � 2x+ 1 este funçtie polinomial¼a de gradul 3: Rezolvarea ecuaţiei (�) este
legat¼a de descompunerea în factori a polinomului f ataşat funçtiei f:
modul 1: (�), x3 � x� x+ 1 = 0, x

�
x2 � 1

�
� (x� 1) = 0, (x� 1) (x (x+ 1)� 1) = 0

, (x� 1)
�
x2 + x� 1

�
= 0)

8><>:
x1 = 1;m (x1) = 1

x2 =
�1�

p
5

2 ;m (x2) = 1

x3 =
�1+

p
5

2 ;m (x3) = 1

f (x) = (x� 1)
�
x� �1�

p
5

2

��
x� �1+

p
5

2

�
:

modul 2: Se utilizeaz¼a:

Teorema împ¼aŗtirii cu rest. Fie P (X) şi Q (X) dou¼a polinoame cu gradP � gradQ: Atunci
9K (X) un polinom şi 9R (X) un polinom cu gradR < gradQ astfel încât

P (X) = K (X) �Q (X) +R (X) :
Teorema Bezout. Fie P (X) un polinom şi a 2 R(sau 2 C): Atunci restul împ¼aŗtirii lui P (X) la
X � a; calculat în a; este şi P (a) :
Observa̧tie. Dac¼a a este r¼ad¼acin¼a a P (X) (adic¼a P (X) se împarte exact laX�a) atunci P (a) = 0
şi reciproc.

f (x) = x3 � 2x+ 1:
Cum coe�cientul lui x3 este 1 ) se caut¼a r¼ad¼acini întregi ale f printre divizorii termenului

liber. D1 = f�1g :
f (1) = 0) 1 este r¼ad¼acin¼a a f:
f (�1) = 2 6= 0) �1 nu este r¼ad¼acin¼a a f:

modul 2:1: Cu schema lui Horner.
x3 x2 x1 x0

1 0 �2 1

x2 x1 x0

x = 1 1 1 �1 0

sau
x3 x2 x1 x0

1 0 �2 1

x = 1 1 1 �1 0

(�)x3 � 2x+ 1 = 0, (x� 1)
�
x2 + x� 1

�
= 0)

8><>:
x1 = 1;m (x1) = 1

x2 =
�1�

p
5

2 ;m (x2) = 1

x3 =
�1+

p
5

2 ;m (x3) = 1
modul 2:2:
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x3 � 2x+ 1
�x3 + x2

���� x� 1
x2 + x� 1

=x2 � 2x+ 1
�x2 + x
= � x+ 1

x� 1
= =

x3 � 2x+ 1 = 0, (x� 1)
�
x2 + x� 1

�
= 0)

8><>:
x1 = 1;m (x1) = 1

x2 =
�1�

p
5

2 ;m (x2) = 1

x3 =
�1+

p
5

2 ;m (x3) = 1

x

y

b) (�)x4 � x3 � 2x2 + 6x� 4 = 0; ştiind c¼a admite r¼ad¼acina x1 = 1 + i :
Rezolvare. f (x) = x4 � x3 � 2x2 + 6x � 4 este o funçtie polinomial¼a de gradul 3, cu coe�cienţi
reali. Deoarece admite r¼ad¼acina complex¼a x1 = 1 + i; atunci admite ca r¼ad¼acin¼a şi conjugata ei,
x2 = 1� i :

f (x)
... (x� x1) şi f (x)

... (x� x2)) f (x)
... (x� x1) (x� x2) :

(x� (1 + i)) (x� (1� i)) = x2 � 2x+ 2:
x4 � x3 � 2x2 + 6x� 4
�x4 + 2x3 � 2x2

���� x2 � 2x+ 2
x2 + x� 2

= x3 � 4x2 + 6x� 4
�x3 + 2x2 � 2x

=� 2x2 + 4x� 4
2x2 � 4x+ 4
= = =

(�)x4 � x3 � 2x2 + 6x� 4 = 0,
�
x2 � 2x+ 2

� �
x2 + x� 2

�
= 0)

8>><>>:
x1 = 1 + i;m (x1) = 1
x2 = 1� i;m (x2) = 1
x3 = 1;m (x3) = 1
x4 = �2;m (x4) = 1

Exerci̧tiul 5: S¼a se determine un polinom cu coe�cienţi întregi, de grad minim, ce admite r¼ad¼acinile
1 +

p
2; 1 + i şi r¼ad¼acina tripl¼a 1:

Propozi̧tie. Dac¼a P (X) are coe�cienţi întregi şi admite ca r¼ad¼acin¼a num¼arul a+ b
p
d, cu a; b 2 Z

şi
p
d =2 Z atunci P (x) admite ca r¼ad¼acin¼a şi num¼arul a� b

p
d:

Propozi̧tie. Dac¼a P (X) are coe�cienţi reali şi admite ca r¼ad¼acin¼a num¼arul a + b i, cu a; b 2 R
atunci P (x) admite ca r¼ad¼acin¼a şi num¼arul a� b i :
Rezolvare. P (X) are coe�cienţi întregi şi admite ca r¼ad¼acin¼a x1 = 1 +

p
2)admite ca r¼ad¼acin¼a

x2 = 1�
p
2:
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P (X) are coe�cienţi reali şi admite ca r¼ad¼acin¼a x3 = 1 + i)admite ca r¼ad¼acin¼a x4 = 1� i :
Atunci un polinom de grad minim ce veri�c¼a cerinţele este
P (X) =

�
X �

�
1 +

p
2
�� �

X �
�
1�

p
2
��
(X � (1 + i)) (X � (1� i)) (X � 1)3 =

=
�
X2 � 2X � 1

� �
X2 � 2X + 2

� �
X3 � 3X2 + 3X � 1

�
=

= X7 � 7X6 + 20X5 � 30X4 + 23X3 � 5X2 � 4X + 2:

x

y

Exerci̧tiul 6: S¼a se expliciteze funçtia
f : R! R; f (x) =

��x2 � 1��+ ��4� x2��+ jxj :
Rezolvare. Se utilizeaz¼a

ju (x)j =

8<:
�u (x) ; dac¼a u (x) < 0
0; dac¼a u (x) = 0

u (x) ; dac¼a u (x) > 0
x �1 �2 �1 0 1 2 +1
u1 (x) = x

2 � 1 + ++ + +++ 0 ��� � ��� 0 + ++ + +++

u2 (x) = 4� x2 ��� 0 + ++ + +++ + +++ + +++ 0 ���
u3 (x) = x ��� � ��� � ��� 0 + ++ + +++ + +++
f : R! R;

f (x) =

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�
x2 � 1

�
�
�
4� x2

�
� x; dac¼a x 2 ]�1;�2[

3 + 0 + 2; dac¼a x = �2�
x2 � 1

�
+
�
4� x2

�
� x; dac¼a x 2 ]�2;�1[

0 + 3 + 1; dac¼a x = �1
�
�
x2 � 1

�
+
�
4� x2

�
� x; dac¼a x 2 ]�1; 0[

1 + 4 + 0; dac¼a x = 0
�
�
x2 � 1

�
+
�
4� x2

�
+ x; dac¼a x 2 ]0; 1[

0 + 3 + 1; dac¼a x = 1�
x2 � 1

�
+
�
4� x2

�
+ x; dac¼a x 2 ]1; 2[

3 + 0 + 2; dac¼a x = 2�
x2 � 1

�
�
�
4� x2

�
+ x; dac¼a x 2 ]2;+1[

=

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

2x2 � x� 5; dac¼a x 2 ]�1;�2[
5; dac¼a x = �2

�x+ 3; dac¼a x 2 ]�2;�1[
4; dac¼a x = �1

�2x2 � x+ 3; dac¼a x 2 ]�1; 0[
5; dac¼a x = 0

�2x2 + x+ 3; dac¼a x 2 ]0; 1[
4; dac¼a x = 1

x+ 3; dac¼a x 2 ]1; 2[
5; dac¼a x = 2

2x2 + x� 5; dac¼a x 2 ]2;+1[

:

x

y



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 22

Exerci̧tiul 7: S¼a se rezolve inecuaţia (s¼a se scrie muļtimea tuturor soluţiilor) :
(�) jx� 2j+ jx+ 1j+ j3� xj � 5

Rezolvare.
x �1 �1 2 3 +1
u1 (x) = x� 2 ��� � ��� 0 + ++ + +++

u2 (x) = x+ 1 ��� 0 + ++ + +++ + +++

u3 (x) = 3� x +++ + +++ + +++ 0 ���
Dac¼a x 2 ]�1;�1[ atunci

(�), � (x� 2)� (x+ 1) + (3� x) � 5, �3x+ 4 � 5, �3x � 1, x � �1
3 :

S1 = ]�1;�1[ \
��1
3 ;+1

�
= ;:

Dac¼a x = �1 atunci
(�), j�1� 2j+ j�1 + 1j+ j3� (�1)j � 5, 3 + 0 + 4 � 5�fals.
S2 = ;.

Dac¼a x 2 ]�1; 2[ atunci
(�), � (x� 2) + (x+ 1) + (3� x) � 5, �x+ 6 � 5, �x � �1, x � 1:
S3 = ]�1; 2[ \ [1;+1[ = [1; 2[ :

Dac¼a x = 2 atunci
(�), j2� 2j+ j2 + 1j+ j3� 2j � 5, 0 + 3 + 1 � 5�adev¼arat.
S4 = f2g.

Dac¼a x 2 ]2; 3[ atunci
(�), +(x� 2) + (x+ 1) + (3� x) � 5, x+ 2 � 5, x � 3:
S5 = ]2; 3[ \ ]�1; 3] = ]2; 3[ :

Dac¼a x = 3 atunci
(�), j3� 2j+ j3 + 1j+ j3� 3j � 5, 1 + 4 + 0 � 5�adev¼arat.
S6 = f3g.

Dac¼a x 2 ]3;+1[ atunci
(�), +(x� 2) + (x+ 1)� (3� x) � 5, 3x� 4 � 5, 3x � 9, x � 3:
S7 = ]3;+1[ \ ]�1; 3] = ;:

Concluzie:
S = S1 [ S2 [ S3 [ S4 [ S5 [ S6 [ S7 == ; [ ; [ [1; 2[ [ f2g [ ]2; 3[ [ f3g [ ; = [1; 3] :

x

y

Gra�cul funçtiei f : R! R; f (x) = jx� 2j+ jx+ 1j+ j3� xj este situat sub dreapta de ecuaţie
y = 5 corespunz¼ator punctelor cu abscisele x 2 [1; 3] :

Exerci̧tiul 8: S¼a se descompun¼a urm¼atoarele fraçtii în fraçtii simple pe un interval I pe care fraçtia
este de�nit¼a:
a) f : I � R! R; f (x) =

1

x2 � 9 :
Rezolvare. P (x) = 1; gradP = 0:Q (x) = x2 � 9; gradQ = 2: gradP < gradQ:
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Q (x) = 0, (x� 3) (x+ 3) = 0)
�
x1 = 3;m (x1) = 1
x2 = �3;m (x2) = 1

:

Se caut¼a A;B a.î.(�) 1

x2 � 9 =
A

x� 3 +
B

x+ 3
;8x 2 I:

modul 1: -se aplic¼a pentru orice fraçtie, pentru g¼asirea tuturor coe�cienţilor. Se aduc fraçtiile din
cei doi mebri ai egalit¼aţii (�) la acelaşi numitor, se elimin¼a numitorul, apoi se identi�c¼a coe�cienţii
polinoamelor care apar.

(�) 1

x2 � 9 =
x+3)A

x� 3 +
x�3)B

x+ 3
;8x 2 I, 1

x2 � 9 =
A (x+ 3) +B (x� 3)
(x� 3) (x+ 3) ;8x 2 I,

1 = A (x+ 3) +B (x� 3) ;8x 2 I, x1 :
x0 :

�
0 = A+B
1 = 3A� 3B ,

�
A = 1

6
B = �1

6

modul 2: -se aplic¼a numai pentru g¼asirea coe�cientului lui
1

x� a; atunci când a este r¼ad¼acin¼a real¼a
simpl¼a pentru Q (x) :
�pentru A =?

(�)j � (x� 3)) 1

x+ 3
= A+B

x� 3
x+ 3

x! 3) 1
6 = A+ 0:

�pentru B =?
(�)j � (x+ 3)) 1

x� 3 = A
x+ 3

x� 3 +B
x! �3) 1

�6 = 0 +B:

Concluzie:
1

x2 � 9 =
1
6

x� 3 +
�1
6

x+ 3
;8x 2 I:

b) f : I � R! R; f (x) =
1

x2 + x� 2 :
Rezolvare.P (x) = 1; gradP = 0:Q (x) = x2 + x� 2; gradQ = 2: gradP < gradQ:

Q (x) = 0, x2 + x� 2 = 0)
�
x1 = 1;m (x1) = 1
x2 = �2;m (x2) = 1

:

Se caut¼a A;B a.î.(�) 1

x2 + x� 2 =
A

x� 1 +
B

x+ 2
;8x 2 I:

modul 1:(�) 1

x2 + x� 2 =
x+2)A

x� 1 +
x�1)B

x+ 2
;8x 2 I, 1

x2 + x� 2 =
A (x+ 2) +B (x� 1)
(x� 1) (x+ 2) ;8x 2 I,

1 = A (x+ 2) +B (x� 1) ;8x 2 I, x1 :
x0 :

�
0 = A+B
1 = 2A�B ,

�
A = 1

3
B = �1

3
modul 2:
�pentru A =?

(�)j � (x� 1)) 1

x+ 2
= A+B

x� 1
x+ 2

x! 1) 1
3 = A+ 0:

�pentru B =?
(�)j � (x+ 2)) 1

x� 1 = A
x+ 2

x� 1 +B
x! �2) 1

�3 = 0 +B:

Concluzie:
1

x2 + x� 2 =
1
3

x� 1 +
�1
3

x+ 2
;8x 2 I:

c) f : I � R! R; f (x) =
1

x3 + 1
:

Rezolvare.P (x) = 1; gradP = 0:Q (x) = x3 + 1; gradQ = 3: gradP < gradQ:
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Q (x) = 0, (x+ 1)
�
x2 � x+ 1

�
= 0)

8><>:
x1 = �1;m (x1) = 1
x2 =

1�i
p
3

2 ;m (x2) = 1

x3 =
1+i

p
3

2 ;m (x3) = 1

:

Se caut¼a A;B;C a.î. (�) 1

x3 + 1
=

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 � x+ 1 ;8x 2 I:

modul 1: (�) 1

x3 + 1
=

x2�x+1)A

x+ 1
+

x+1)Bx+ C

x2 � x+ 1 ;8x 2 I,

1

x3 + 1
=
A
�
x2 � x+ 1

�
+ (Bx+ C) (x+ 1)

(x+ 1) (x2 � x+ 1) ;8x 2 I,

1 = A
�
x2 � x+ 1

�
+B

�
x2 + x

�
+ C (x+ 1) ;8x 2 I,

x2 :
x1 :
x0 :

8<:
0 = A+B
0 = �A+B + C
1 = A + C

,

8<:
A = 1

3
B = �1

3
C = 2

3
modul 2:-se aplic¼a doar paŗtial
�pentru A =?

(�)j � (x+ 1)) 1

x2 � x+ 1 = A+ (Bx+ C)
x+ 1

x2 � x+ 1
x! �1) 1

3 = A+ 0:
�pentru B;C =? se înlocuieşte A g¼asit în sistemul de la modul 1:

Concluzie:
1

x3 + 1
=

1
3

x+ 1
+

�1
3 x+

2
3

x+ 2
;8x 2 I:

Exerci̧tiul 9: S¼a se determine domeniul maxim de de�ni̧tie pentru funçtiile:

a) f : D � R! R; f (x) = 4

r
x� 1
x+ 3

;

Rezolvare.

C:E:

8<:
x� 1
x+ 3

� 0� pentru radical de ordin par
x+ 3 6= 0� pentru fraçtie

x �1 �3 1 +1
x� 1 ��� � ��� 0 + ++

x+ 3 ��� 0 + ++ + +++
x� 1
x+ 3

+++ j � � � 0 + ++

D = ]�1;�3[ [ [1;+1[ :

x

y

b) f : D � R! R; f (x) = 3

r
x+ 3

x2 � 6x+ 9;
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Rezolvare. C:E:

8<:
x+ 3

x2 � 6x+ 9 � pentru radical de ordin impar nu se impun C:E:
x2 � 6x+ 9 6= 0� pentru fraçtie

D = ]�1; 3[ [ ]3;+1[ :

x

y

Exerci̧tiul 10: S¼a se determine domeniul maxim de de�ni̧tie pentru funçtia:

f : D � R! R; f (x) =
�
x2 � 4x+ 3

�p7
;

Rezolvare. C:E:
�
x2 � 4x+ 3 > 0� pentru funçtia putere de exponent real

p
7

D = ]�1; 1[ [ ]3;+1[ :

x

y

Exerci̧tiul 11: S¼a se determine domeniul maxim de de�ni̧tie pentru funçtia:

f : D � R! R; f (x) = ln
x� 1

x2 + x� 6;

Rezolvare. C:E:

8<:
x� 1

x2 + x� 6 > 0� pentru funçtia logaritm
x2 + x� 6 6= 0� pentru fraçtie

x �1 �3 1 2 +1
x� 1 ��� � ��� 0 + ++ + +++

x2 + x� 6 + ++ 0 ��� � ��� 0 + ++
x� 1

x2 + x� 6 ��� j +++ 0 ��� j +++

D = ]�3; 1[ [ ]2;+1[ :



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 26

x

y

Exerci̧tiul 12: S¼a se rezolve (s¼a se scrie muļtimea tuturor soluţiilor) pentru:
a) (�) 22x+1 = 2�x2 :
Rezolvare. (�) funcţia exponenţial¼a cu baza 2,

este injectiv¼a
2x+ 1 = �x2 , x = �1;S = f�1g :

x

y

b) (�) 72x + 5 � 7x + 6 = 0:
Rezolvare. Se face substituţia: 7x = t; t > 0:

(�), t2 + 5t+ 6 = 0)
�
t1 = �2
t2 = �3

Se revine la substituţie:
�
7x = �2 < 0� imposibil
7x = �3 < 0� imposibil ) S = ;:

x

y

c) (�) 32x � 4 � 3x + 3 = 0:
Rezolvare. Se face substituţia: 3x = t; t > 0:

(�), t2 � 4t+ 3 = 0)
�
t1 = 1
t2 = 3

Se revine la substituţie:�
3x = 1
3x = 3

funcţia exponenţial¼a cu baza 3,
este injectiv¼a

�
x = 0
x = 1

) S = f0; 1g :
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x

y

d) (�) 5x = 2
Rezolvare. modul 1 (�), x = log5 2;S = flog5 2g :

modul 2 (�)j , ln 5x = ln 2, x ln 5 = ln 2, x =
ln 2

ln 5
;S =

�
ln 2

ln 5

�
.

x

y

e) (�) 5x + 5x+1 + 5x+2 = 7x + 7x+1 + 7x+2:
Rezolvare. (�), 5x

�
1 + 5 + 52

�
= 7x

�
1 + 7 + 72

�
, 5x � 31 = 7x � 57,�

5

7

�x
=
57

31

���� ln, ln

�
5

7

�x
= ln

57

31
, x ln

�
5

7

�
= ln

57

31
,

x =
ln 57� ln 31
ln 5� ln 7 ;S =

�
ln 57� ln 31
ln 5� ln 7

�
:

f) (�) 220x+1 < 64:
Rezolvare. (�), 220x+1 < 26

f. exponenţial¼a de baz¼a a=2>1,
este strict cresc¼atoare

20x+ 1 < 6, x <
5

20
,

x 2
�
�1; 1

4

�
, S =

�
�1; 1

4

�
.

g) (�) 4x � 2 � 52x < 10x:

Rezolvare. (�), 22x � 2 � 52x < 2x � 5x
�� : 52x , �

2

5

�2x
�
�
2

5

�x
� 2 < 0:

Notând u =
�
2

5

�x
; u > 0; inecuaţia devine u2 � u� 2 < 0, u 2 ]�1; 2[ :

Deci u 2 ]0;+1[ \ ]�1; 2[ = ]0; 2[ :

Se revine la substituţie 0 < u < 2, 0 <

�
2

5

�x
< 2:

�0 <
�
2

5

�x
, x 2 R, S1 = R:

�
�
2

5

�x
< 2,

�
2

5

�x
<

�
2

5

�log 2
5
2 f. exponenţial¼a de baz¼a a= 2

5
<1

,
este strict descresc¼atoare
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x > log 2
5
2, x 2

i
log 2

5
2;+1

h
, S2 =

i
log 2

5
2;+1

h
.

S = S1 \ S2 =
i
log 2

5
2;+1

h
:

Exerci̧tiul 13: S¼a se rezolve (s¼a se scrie muļtimea tuturor soluţiilor) pentru:
a) (�) logx+4

�
x2 � 1

�
= logx+4 (5� x) :

Rezolvare. Se determin¼a DE ; domeniul maxim de studiu.

C:E:

8<:
x2 � 1 > 0� pentru funçtia logaritm
5� x > 0� pentru funçtia logaritm
x+ 4 > 0; x+ 4 6= 1� pentru funçtia logaritm

,

8<:
x 2 ]�1;�1[ [ ]1;+1[
x 2 ]�1; 5[
x 2 ]�4;�3[ [ ]�3;+1[

DE = ]�4;�3[ [ ]�3;�1[ [ ]1; 5[ :

(�) funcţia logaritm cu baza x+4,
este injectiv¼a

x2 � 1 = 5� x, x2 + x� 6 = 0)
�
x1 = �3 =2 DE
x2 = 2 2 DE

S = f2g :

b) (�) log3
�
1 + 2x

1 + x

�
< 1:

Rezolvare. C:E:

8<:
1 + 2x

1 + x
> 0� pentru funçtia logaritm

1 + x 6= 0� pentru funçtia raţional¼a
,
�
x 2 ]�1;�1[ [

��1
2 ;+1

�
DE = ]�1;�1[ [

��1
2 ;+1

�
(�), log3

�
1 + 2x

1 + x

�
< log3 3

f. logaritmic¼a de baz¼a a=3>1,
este strict cresc¼atoare

1 + 2x

1 + x
< 3,

1 + 2x� 3� 3x
1 + x

< 0, �x� 2
1 + x

< 0, x 2 ]�1;�2[ [ ]�1;+1[ :
S = DE \ (]�1;�2[ [ ]�1;+1[) = ]�1;�2[ [

��1
2 ;+1

�

x

y

Exerci̧tiul 14: S¼a se rezolve (s¼a se scrie muļtimea tuturor soluţiilor) pentru:
a) (�) sinx = 0; x 2 [0; 2�] :
S = f0; �; 2�g :

b) (�) cosx = 1
2 ; x 2 [0; �] :

S =
�
�
3

	 c) (�) tg x � 1; x 2 [0; �] n
�
�
2

	
:

S =
�
0; �4

�
[
�
�
2 ; �

�
:

x

y

x

y

x

y


