Gabriela Grosu / Analizd matematica 1

CURS NR. 1
Analiza matematica, ATA

CALCUL DIFERENTIAL

1. Multimile g, ®
1.1.R = (X, +,-,<,CD),R (structura algebrica si de ordine)

Se considera cunoscute:

N=1{0,1,2,...,n,...} multimea numerelor naturale;
Z=A.,—n,..,—2,—-1,0,1,2,...,n,...} multimea numerelor intregi;
Q= {%, m € Z,n € N*} multimea numerelor rationale.

Se precizeaza N C Z C Q.

u
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Din considerente practice, este necesar sa se introducd o multime mai ampla decat Q, in sensul
incluziunii (de exemplu lungimea diagonalei unui patrat cu latura de lungime 1 nu este un numaér
rational, nu se poate exprima ca 7+ cu m € Z, n € N*).

Se defineste axiomatic aceasta noud multime, care se va nota R gi se va numi multimea numerelor
reale.

Definitia 1.1.1. Fie X # () o mul{ime. Se numeste corp comutativ total ordonat cvadrupla ordonatd
(X, 4, -, <) unde
+:XxX = X,V (z,y) € X2, (2,9) ~ z+y
este o operatie internd pe X (numita adunare) si
XXX = X,V (z,y) € X2 (2,y) Ty
este o operatie internd pe X (numita inmultire),
<

este o relatie pe X (daca scriem x < y spunem ca x este mai mic sau egal decdt y),

ce verifica axiomele:

(i) (GA) Y (2,y,2) €X3: (x+y)+z=2+ (y+ 2)

(axioma de asociativitate pentru adunare);

(GA2) 30 € X (numit zero) astfel incat
VeeX:24+0=04+z=2x

(axioma de existentd a elementului neutru pentru adunare);

(GA3) Vx € X, 3 (—x) € X (numit opusul elementului x) astfel incat
z+(—z)=(—2)+2=0

(axioma de existentd pentru orice element a elementului simetrizabil relativ la adunare);

(GAYV(z,y) eX?ixty=y+ux

(axioma de comutativitate pentru adunare);

adica (X, +) este grup abelian.
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(ii) (GMy) ¥V (2,y,2) €X3:(x-y)-z2=2-(y - 2)

(axioma de asociativitate pentru inmultire);

(GM3) 31 € X (numit unu) astfel incat
VeeX:iz-1=1-z==2

(axioma de existentd a elementului neutru pentru inmultire);

(GM3) Yo € X\ {0},32z~ 1 € X\ {0} (numit inversul elementului diferit de zero x) astfel incat
rox =0t z=1

(axioma de existentd pentru orice element diferit de zero a elementului simetrizabil relativ la

inmulpre)

(GMy) Y (z,y) €X?ra-y=y o

(axioma de comutativitate pentru inmultire);

(iii) (D) ¥ (2,9,2) € X3 2 (y+2) = a-y+a-2

(axioma de dlstrlbut1V1tate a fnmultirii fatd de adunare; asigura compatibilitatea intre operatiile

interne de adunare i inmultire);

(iv) (O VzeX:z<wz

(axioma de reflexivitate pentru relatia de ordine);

(O) VY (z,y,2)eX3x<ysiy<z=2<z2

(axioma de tranzitivitate pentru relatia de ordine);

O3)V(z,y) eX?rx<ysiy<z=>x=y

(axioma de antisimetrie pentru relatia de ordine);

adica < este o relatie de ordine pe X.

(v) (O4) ¥V (z,y) €X?:x <ysauy < .

(axioma de totald ordine pentru relatia de ordine);

(vi) (O5)V (z,y,2) €eX3 o <y=a+2<y+z

(axioma de compatibilitate a relatiei de ordine cu adunarea);

(Op) Y (z,y,2) €X3:[zr<ysi0<z]=a2-2<y 2

(axioma de compatibilitate a relatiei de ordine cu inmultirea).

Notatiile 1.1.1. Fie (X, +, -, <) un corp comutativ total ordonat. Atunci

V(z,y) € X2 z+ (—y) se noteazd
Vo e X\ {0} : z1*¢ noteazi l

x —y (scadere);

8

. oy L g azs
V(z,y) e Xx (X\{0}):2-(y71)™ noteard " SCNLAR 0 sy (impirtire);
Vo e X:gn L gL x(ridicarea la putere naturald),Vn € N¥;

n ori1

Nu se atribuie nici un sens pentru 0°.

V(z,y) € X2 : daci z < y se noteazi cu y > x (dacd se scrie y > x atunci se spune ci y este
mai mare sau egal cu x);

V(z,y) € X2:daciz <ysiax # y se noteaza cu z < y (dacd se scrie x < y atunci se spune cd
x este mai mic strict decdt y);

V(z,y) € X2:daciy>xsix # y se noteaza cu y > x (daca se scrie y > z atunci se spune cd
y este mai mare strict decdt x);
Propozitia 1.1.1. Fie (X, +, -, <) un corp comutativ total ordonat. Atunci
(P)VzeX:xz-0=0;
(P) Ve eX:(—1) = —x;
(P3) VY (2,y,2) €X3:x-(y—2)=0-y—2-2;
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(P)V(z,9)€X2:iz-y=0% (z=0sauy=0)
(X nu are divizori ai lui zero);
(P)V(z,y) eX2iax<ye —y< —u
(Pﬁ)V(x,y)€X2:0<x§y©;§i;
(P7) Vo € X: 0 < 2%
(BR)V(z,9) €X?2:a?2 4942 =0 (z=0sgiy =0).
Observatia 1.1.1. Deoarece si (Q, +, -, <) verifica toate axiomele de corp comutativ total ordonat,
rezultd cd aceste axiome nu sunt suficiente pentru a introduce R.
Definitia 1.1.2. Fie (X, +, -, <) un corp comutativ total ordonat si A C X o submultime nevida.
a) Multimea A se numegte minorata (marginita inferior) daca

dr e X ald z<a,Va € A,
iar elementul x € X, daca existd, se numeste minorant pentru multimea A. Se noteaza cu A<
multimea tuturor minorantilor multimii A.
b) Multimea A se numeste majorata (marginita superior) daca

JyeXald a<y,Vae A,
iar elementul y € X, daca exista, se numeste majorant pentru multimea A. Se noteaza cu A>
multimea tuturor majorantilor multimii A.
c) Multimea A se numeste marginita daca este si minoratd si majorata, adica

J(x,y) €X%al z<a<y,Vac A
Propozitia 1.1.2. Fie (X,+,-, <) un corp comutativ total ordonat. Fie A C X o submultime
nevida.
a) Dacd z este un minorant pentru multimea A atunci orice element mai mic decat z este un
minorant pentru multimea A.
b) Dacd y este un majorant pentru multimea A atunci orice element mai mare decat y este un
majorant pentru multimea A.
Definitia 1.1.3. Fie (X, +, -, <) un corp comutativ total ordonat si fie A C X o submultime nevida.
a) Cel mai mare minorant pentru A, daca exista in X, se numeste margine inferioarad, notata inf A.
Daca inf A € A atunci marginea inferioara se numeste minimul lui A gi se noteaza min A.
b) Cel mai mic majorant pentru A, dacd existd in X, se numeste margine superioara, notata sup A.
Daca sup A € A atunci marginea superioara se numeste mazimul lui A si se noteaza max A.
Propozitia 1.1.3. Fie (X, +, -, <) un corp comutativ total ordonat si A C X o submultime nevida.
a) Daca existd, marginea inferioara inf A este unica.
b) Daci existd, marginea superioard sup A este unica.
Observatia 1.1.2. Fie (X, +, -, <) un corp comutativ total ordonat si A C X o submultime nevida
majoratd. Se pune problema daca in multimea majorantilor existd un majorant care sa fie cel mai
mic? Pe baza axiomelor de corp comutativ total ordonat nu se poate da un raspuns.
Definitia 1.1.4. Se numeste multimea numerelor reale multimea cu cel putin doud elemente X notata
R, unde (R, +, -, <) este un corp comutativ total ordonat in care se verifica axioma
(CD) Dacd A C R este o submultime nevida majorata atunci existd un majorant care este cel mai
mic, adicd dsup A € R.
(axioma Cantor-Dedekind sau axioma de existentd a marginii superioare).

Observatia 1.1.3. (Q, +, -, <) este un corp comutativ total ordonat, dar nu satisface axioma (CD) .
De exemplu, submultimea

A={zeQ0<2?<7} CQ
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este nevida si majorata in Q (exemple de majoranti: I T %, ..,4), s.a. Dar nu admite un cel

mai mic majorant in Q. Daca se considera

A={reQ0<2®><T7}CR,
atunci existd un cel mai mic majorant in R, sup A = /7.
Propozitia 1.1.4. Daca A C R este o submultime nevidd minoratd atunci existd un minorant care
este cel mai mare, adica Jinf A € R.
Teorema 1.1.1.(de caracterizare a marginii inferioare) Fie A C R o submultime nevida.
Conditia necesard gi suficientd pentru ca numadrul real x sa fie marginea inferioard a multimii
A,inf A =2z € R este ca
(i) Ya € A,z < a (z este un minorant pentru A)
(ii) Ve > 0,3a. € A: z < a. < z + ¢ (z este cel mai mare minorant pentru A).

35

in plus
Teorema 1.1.2.(de caracterizare a marginii superioare) Fie A C R o submultime nevida.

Conditia necesara si suficientd pentru ca numarul real T si fie marginea superioarda a multimii
A,sup A =7 € R este ca
(i) Ya € A,a < T (T este un majorant pentru A)
(ii) Ve > 0,3a. € A: T — ¢ < a. < T (T este cel mai mic majorant pentru A).
~—
in plus
Propozitia 1.1.5. Fie A C R gi B C R doud submult{imi nevide.
a) Dacd A C B si
A, B sunt minorate, atunci inf A > inf B;
A, B sunt majorate atunci sup A < sup B.
b) Dacd A este marginita, atunci
inf (—A) = —sup A si sup(—A) = —inf A.
c) Dacd A, B sunt minorate, atunci A + B este minorata si inf (A + B) = inf A + inf B;
Dacd A, B sunt majorate, atunci A + B este majorata si sup (A + B) = sup A + sup B;

Lema 1.1.1.(Eudoxos-Arhimede) Pentru orice numér real = € R existd un numér natural n € N
astfel incat x < n.
Definitia 1.1.5. Se numegte parte intreagi a numdrului real x € R numarul intreg n € Z cu
proprietatea n < x < n + 1. Se noteaza n = [z].
Definitia 1.1.6. O submultime nevidd A C R se numegte densd in sensul ordinii in R daca
V(z,y) eR2Lz<y,Jac Aai x<a<y.
Teorema 1.1.3.(de densitate a Q in R) Intre orice dous numere reale exist# macar un numar
rational
V(z,y) eR2z<y,IgcQai v<qg<y.
Teorema 1.1.4. Existd in R numere care nu sunt rationale (irationale).
Teorema 1.1.5.(de densitate a R\ Q in R) Intre orice dous numere reale existd macar un numar
irational.
V(z,y) eR2z<y,I3gcR\Qal z<g<y.
Definitia 1.1.7. Urmatoarele submultimi din R se numesc
la,b] = {z € R;a < x < b}-interval deschis, cu capetele a,b;
[a,b] = {z € R;a < x < b}-interval inchis, cu capetele a,b;
[a,b] = {z € R;a < x < b}-interval inchis la stdnga si deschis la dreapta, cu capetele a,b;
la,b] = {:U € R;a <z < b}-interval deschis la stanga si inchis la dreapta, cu capetele a,b;
]

a,al = 0;[a,a] = {a}.
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Propozitia 1.1.6.

a) Intervalele din Definitia 1.1.7 sunt multimi marginite
inf Ja, b[ = a, #min]a, b[;sup]a, b| = b; fmax]a, b|;
inf [a, b] = a, Imin [a, b] = a;sup [a, b] = b; Imax [a, ]
inf [a, b = a, Imin [a, b] = a;sup [a, b] = b; Fmax [a, b[;
inf Ja, b] = a, Amin]a, b] ; sup]a, b] = b; Imax|a, b] = b;
inf {a} = a =min{a};sup{a} = a = max{a}.

b) Ja,b] C [a,b] C [a,b] si ]a,b] C Ja,b] C [a,b].

b;

Definitia 1.1.8. Fie A C R.
a) Daca A nu este marginitd inferior in R spunem c& este marginita inferior de —oo si ca are
marginea inferioard inf A = —oo;
b) Dacid A nu este marginitd superior in R spunem ca este marginita superior de 400 si ca are
marginea superioara sup A = +o0.
c) Se noteazi R = RU{—o0} U {+00} .
Teorema 1.1.6.(de caracterizare a inf A = —oc0) Fie A C R o submultime nevidd. Conditia
necesara gi suficientd pentru ca inf A = —oo este ca

(i)-(ii) Va < 0,3a, € A: aq < .
Teorema 1.1.7.(de caracterizare a sup A = +o0) Fie A C R o submultime nevidd. Conditia
necesar si suficientd pentru ca sup A = +0o este ca

(i)-(ii) Va > 0,3a, € A: @ < aq.
Observatia 1.1.3. Se prelungeste relatia de ordine de pe R pe R impunand ca numerele "improprii"
—00 §i +00 sd satisfaca:

V(z,y) € R? =

sau —oco < x <y < +00

sau —o0o <y <z < +00o

sau —oo < x =y < +00.
Se prelungesc operatiile de adunare si inmultire de pe R pe R impunand ca numerele "improprii"
—00 gl +00 sd satisfaca:
1. — (+00) = —00 =, — (—00) = +0o0;
2. 400 + (+00) = 4005

—00 + (—00) = —0o0;

Ve e R:z+ (foo) = £o0;
3. () - (+00) = +o0
(—00) - (—00) = 400,
(+0) - (—0) = —c0
(—00) - (+00) = —oc,
Ve e Rz >0:x-(+oo) = to00;
VeeR,z <0:z-(+oo) = Foo;

x
4. VreR: — =0;

+o00
Nu se atribuie niciun sens pentru:

+oo
— 00, — —,0-(£ +00) -0, 3, 0%,
+00 — 00, —00 + 00, T’ (£00), (£00) - 0, 5,

Observatia 1.1.4. Se convine ca
1 gt — 0, dacal<z<1 P 0, dacaxz>1
400, dacd x >1 400, dacal0 <z <1
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m 400, dacdam >0

2. (+00)" = { 0, dacam<0

Nu se atribuie niciun sens pentru:
0%, (d00)°.

Definitia 1.1.9. Urmatoarele submultimi din R se numesc
|—00,b[ = {z € R; —00 < & < b}-interval nemarginit la —oo, deschis in b;
|—00,b] = {z € R; —c0 < z < b}-interval nemarginit la —oo, inchis in b;
la,+o0[ = {z € R;a < & < +oo}-interval nemarginit la +oo, deschis in a;
[a, +00[ = {x € R;a < z < +o0}-interval nemarginit la 400, inchis in a;
]—OO, _OO[ = Q;H_OO? +OO[ =0; ]—OO, +OO[ =R.

Propozitia 1.1.7.

a) Intervalele din Definitia 1.1.9 sunt multimi neméarginite
inf ]—o00, b[ = —o0, Bmin |—oo, b ; sup | —o0, b[ = b; Amax ]—oo, b[;
inf ] —00, b] = —o0, #min]—oo0, b] ; sup |—oo, b] = b; Imax |—oo, b] = b;
inf ]a, +o00[ = a, Amin]a, +-00[ ;sup |a, +oo[ = +oo; Amax]a, +oo[;
inf [a, +-00[ = a, 3min [a, +o0[ = a;sup [a, +oo[ = +o0; Amax [a, +oo[;
inf | —o0, +00[ = —o0, Amin |—oo, +o0o[; sup | —o0, +00[ = +o0; Fmax | —oc, +oo] .
(multimea R nu este nici minoraté, nici majoratd)

b) ]—00,b[ C |—00,b] si |a,+oo[ C [a,+0o0].

Interpretare geometrica pentru R, R.
R se reprezinta ca o dreapta.
R se reprezinti ca o dreaptd "incheiati".
Intervalele |a, b[, [a,b],[a,b[,]a, b] se reprezinta ca segmente.
Intervalele |—o0,b[, ]—00, b] , |a, +00o[, [a, +00[ se reprezintd ca semidrepte.

Definitia 1.1.10. O multime A se numeste multime finita dacd In € N* gi Jp : {1,....,n} — A
functie bijectivi. In acest caz, n se numeste cardinalul multimii A si se noteazi card A. O multime
care nu este finitd se numeste mulime infinita.

A ={-3,7} este multime finita.
Definitia 1.1.11. O multime A se numeste multime numarabild daca 3¢ : N — A functie bijectiva.
Corolarul 1.1.1. A = N este multime infinit& gi numarabila.
Propozitia 1.1.8. Orice reuniune finitd de multimi numarabile este multime numaéarabila.
Corolarul 1.1.2. A = Z este multime infinitd si numéarabil.
Schitd de dem. Z se scrie ca si reuniune a doua multimi numarabile.
Corolarul 1.1.3. A = Q este multime infinitd si numé&rabila.
Schita de dem. Q se scrie ca gi reuniune finitd de multimi numarabile. Q. se poate reprezenta

in tabloul
1 2

HS | Q0 | =D | =t
INISOVIN S|

M G0 | O | Qo= Qo
ENPNIUN SN CN

Corolarul 1.1.4. R este multime infinitd dar nu este numarabila.

R\ Q este multime infinitd, dar nu este numarabila.
Corolarul 1.1.5. Intervalele |a, b, [a, b] , [a, b] , ]a, b] ,]—00, b[ ,]—00, b] , |a, +00[, [a, +00[ sunt multimi
infinite, dar nu sunt numarabile.
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Exemplul 1.1.1. Sa se determine minorantii, majorantii, inf A, sup A, min A, max A, marginirea
pentru A C R data prin:

a) A= [v2,V3],B=[v2,V3]NnQb) A=]0,1]U{2};

c) A=]-00,0];d) A={1,7,—-1,5,100} ;e) A =[-1,0[UN*.

Rezolvare. a)

oA = [\/i, \/3] . Se reprezintd A pe axa numerelor reale:

A¢ _ Ay

T

A< = ]—oo, \/ﬁ] este multimea tuturor minorantilor multimii A.
As = [\/3, +oo[ este multimea tuturor majorantilor multimii A.
inf A = v/2 deoarece

(i) Va € A, V2 < a (v/2 este un minorant pentru A);

(ii) Ve > 0,3a. € A : V2 <a.<V2+e¢ (\/5 este cel mai mare minorant pentru A). Ultima
afirmatie are loc

esau "prin densitate": Fie Ve > 0. Atunci v/2 si V2 + ¢ sunt numere reale distincte in aceastd
ordine v/2 < v/2+ ¢ si, conform Teoremei de densitate a R in R = existd a. € A "intre ele",
adicd \@<a€ <V2+e.

esau "prin atingere": FieVe >0 = Ja. =v2€ A:V2=vV2< V2 +e¢.

Cum v2 € A= Jmin A = /2.
sup A = /3 deoarece

(i) Va € A,a <+/3 (v/3 este un majorant pentru A);

(ii) Ve > 0,3a. € A : V3 —¢ < a. < /3 (V/3 este cel mai mic majorant pentru A). Ultima
afirmatie are loc

esau "prin densitate": Fie Ve > 0. Atunci V3—¢ si V/3 sunt numere reale distincte in aceastd
ordine /3 — ¢ < V/3 si, conform Teoremei de densitate a R in R, existi a. € A "intre ele",
adicd V3 — e < a. < V3.

esau "prin atingere": Fie Ve > 0,da. = V3eA:V3—-—e<V3=13.

Cum v3 € A= Jmax A = /3.
A este multime mérginita deoarece
V2 <a<+3,Va € A.
Se mentioneazd cd A este multime infinita (ulterior).
oB = [\/5, \/ﬂ N Q. Se reprezintd B pe axa numerelor reale:
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e el >
2 3

B ]—oo, \/ﬂ este multimea tuturor minorantilor multimii 5.
B> = [\/g, —i—oo[ este multimea tuturor majorantilor multimii B.
inf B = /2 deoarece

IV IA

=

(i) Vb € B,v/2 S b (v/2 este un minorant pentru B);

(ii) Ve > 0,3, € B : V2 S b. < /2 + ¢ (V/2 este cel mai mare minorant pentru B). Ultima
afirmatie are loc

esau "prin densitate": Fie Ve > 0. Atunci V2 si /24 ¢ sunt numere reale distincte in aceastd
ordine v2 < v/2+ ¢ si, conform Teoremei de densitate a Q in R = exist b. € Q "intre ele",
adicd V2 < be < V2 +e.

esau "prin atingere": NU, deoarece v/2 ¢ B.

Cum v2 ¢ B = $min B.
sup B = /3 deoarece

(i) Vb € B,b 3 V3 (v/3 este un majorant pentru B);

(ii) Ve > 0,3b. € B : V3 —¢e < b s V3 (\/§ este cel mai mic majorant pentru B). Ultima
afirmatie are loc

esau "prin densitate": Fie Ve > 0. Atunci V3—¢ si V/3 sunt numere reale distincte in aceasti
ordine /3 — & < v/3 si, conform Teoremei de densitate a Q in R, existd b. € Q "intre ele",
adicd V3 — e < b. < /3.

esau "prin atingere": NU, deoarece v/3 ¢ B.

Cum V3 ¢ B = fmax B.
B este multime marginitd deoarece
V25SbsSV3,¥beB.
Se mentioneazd ca B este multime infinita si numarabild (ulterior).
b) A=]0,1]U{2}; Se reprezinta A pe axa numerelor reale:

A‘ . A&
l e l >
0 1 2
A< = ]—00, 0] este multimea tuturor minorantilor multimii A.

As = [2,+00] este multimea tuturor majorantilor multimii A.
inf A =0 "prin densitate". Cum 0 ¢ A = #min A.
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sup A = 2 "prin atingere". Cum 2 € A = dmax A = 2.
A este multime mérginita deoarece
0Sa<2Vae A
Se mentioneazad cid A este multime infinita (ulterior).
c) A =]—00,0]; Se reprezintd A pe axa numerelor reale:

As

0

5 () este multimea tuturor minorantilor multimii A.
As = [0, +0o0[ este multimea tuturor majorantilor multimii A.
inf A = —oo deoarece
(i)-(i) Ya < 0,3aq € A : aq < a. Ultima afirmatie are loc datorita Teoremei de neminorare a R.

A min A.

sup A = 0 sau "prin densitate" sau "prin atingere".

Cum 0 € A= dmax A =0.

A este multime nemarginitd (nemarginitd inferior si marginita superior).
—0 < a<0,Va€ A.

Se mentioneazi cd A este multime infinits.

d) A={1,7,—1,5,100} ; Se reprezintd A pe axa numerelor reale:

Ag _ Ay

= >
115 7 100 .
A< =]—o00, —1] este multimea tuturor minorantilor multimii A.

As = [100, +o0] este multimea tuturor majorantilor multimii A.
inf A = —1 "prin atingere". Cum —1 € A = 3min A = —1.
sup A = 100 sau "prin atingere". Cum 100 € A = dmax A = 100.
A este multime marginita deoarece

—1<a<100,Va € A.
Se mentioneazd cid A este multime finitd (are 5 elemente).
e) A =[—1,0[UN*. Se reprezintd A pe axa numerelor reale:

Ag

| — — — —
-1 0o 1 2 3

, —1] este multimea tuturor minorantilor multimii A.

s ]—oo
A> = () este multimea tuturor majorantilor multimii A.
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inf A = —1 sau "prin densitate" sau "prin atingere".
Cum -1 € A= dminA = —1.
sup A = 400 deoarece

(i)-(ii) Va > 0,3aq € A : aq > . Ultima afirmatie are loc datoritd Teoremei de nemajorare a N.

Amax A.
A este multime nemérginitd (marginitd inferior gi nemarginita superior),
—1<a<+00,Va € A.
Se mentioneaza cd A este multime infinitd. Nu este numérabild, chiar daca are drept submultime
o multime numarabild, si anume N*.

Definitia 1.1.11. Se numeste modulul numdrului real € R numarul
- xz, dacaxz >0
o] = —z, daci z < 0.
Propozitia 1.1.9.

(P) Vz € R,|z| > 0si[|z] =0« z =0];

(P2) Vx € R, |—z| = |z|;

(P3) ¥ (2,y) € R?, |z +y| < || +[yl;

(P1) ¥ (@) € B, [l2] — ly]| < |2+

(P5) ¥ (z,y) € B2, ||o]  yl| < |z —

(Ps) ¥ (z,y) € R?, |ay| = |2] - |yl

(Pr) V(z,y) € R x RY, z‘ ”;'

(BR) V(z,e) e Rx R [|z| <e & —e <z <¢f;

(Py) ¥ (z,e) e RxRY,[|z| e e —e <z <Lel;
. rT+y—|r—

(Plo) (.’L’,y) € R27m1n {.’L’,y} = 3/2‘y‘,

T+y+|x—
(P11) ¥V (2,y) € R?, max {z,y} = M

Propozitia 1.1.10. ¥ (z9,7) € R x R, au loc urmatoarele egalitati:
[ — ryxzo+ 7] ={z € Ry |z — x| < 1};
leo =1 xo +r[={z € Ry |z — 0| < 1};
{zo —ryzo+7r} ={z eR;|z — 9| =1}.
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1.2. (R, [, (R,d),(R,7), (R, T) (structura de convergenta)

Teorema 1.2.1. a) (R, ||-||) este spatiu normat, cu functia normé uzuala pe R
[ R = R, ||=]| =[], adica
(V1) ¥ (z,y) € R*: |z +y[ < [z| + |y]
(inegalitatea triunghiulara sau Minkovski);
(N2) V(o,z) e Rx R : |azx| = |af |z|;
(Ns) Ve eR: [Jlz| =0« 2 =0].
b) Deci (R, d) este spatiu metric, cu functia distanta uzuald pe R
d:RxR—-R,d(z,y) = |z —y|, adica
(M) Y (z,y,2) € R :d(x,2) < d(x,y) +d(y,2)
(inegalitatea triunghiulara sau Minkovski);
(MQ) V($,y) eR?: d({L’,y) = d(:yax);
(M3) ¥ (z,y) € R?*: [d(z,y) =0 &z =y].
c) Deci (R,7) este spatiu topologic, cu topologia uzuald pe R datd multimea 7 a tuturor
multimilor deschise.
Definitia 1.2.1. O multime D C R se numeste mul{ime deschisd in R
dacd D = () sau
{ dacd D #0 giVe € D,3r, >0ad Jz—ryx+7r,[C D.
Observatia 1.2.1. Fie a € R,b € R. Multimile deschise in R sunt:
-intervale ]aa a[ = ®7 }aa b[ ) ]a7 +OO[ 7]_007 b[ ) ]—OO, +OO[ =R;
-reuniuni oarecare de intervale anterioare;
-intersectii finite de intervale anterioare.
Exemplul 1.2.1.
A =1]0,1]U ]2, +0o0[ este multime deschisa in R;
B =]—00,2[U[7,10] nu este multime deschisa in R;

+o0
C = | |n,n + 1] este multime deschisa in R.

Deﬁni;ig 3.2.2. O multime V C R se numeste vecindtate in R a punctului x¢ € R daca
Ir>0al Jrgg—rzo+7r[CV {z eR;|lz —xo| <r} C V).

Se noteaza cu V (zp) multimea tuturor vecindtatilor punctului zy € R.

Observatia 1.2.2. Fiexg € Rsir > 0.
Multimea {z € R;|x — x| = r} = {zo — r,zo + 7} este sfera cu centrul in z¢ si de raza r.

a-r atr

Multimea {z € R;|z — x| < r} = |zg — r, 20 + [ este interiorul sferei (sfera deschisd) cu cen-
trul in x¢ si de raza r.
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a-r atr

Multimea {x € R; |z — xo| > r} = |—00,x0 — r[ U |zo + 1, +00[ este exteriorul sferei cu centrul
in xg i de raza r.

Exemplul 1.2.2. Fie
A=1]-3,2[; B=]-00,0[;C =]—00,0[U{1};
D =]—00,1]U{2} U[3,400[; E = |—00, =T]U {1} U [0, +00] .

Atunci
A €V (1) deoarece 3r > 0 (de exemplu r = 1) a.d. ]l —r, 147 C A.
B ¢ V(1) deoarece 1 ¢ B.
C ¢ V(1) deoarece, chiar dacd 1 € C, totusi Vr > 0 avem |1 —r, 14+ r[ £ C.
D ¢ V(1) deoarece, chiar dacd 1 € C, totusi Vr > 0 avem |1 —r, 1+ 7[ £ C.
E € V(1) deoarece 3r > 0 (de exemplu r = i) ai. J1—r,1+7[C E.

Observatia 1.2.3. In (R, ||-||) care este spatiu normat (deci (R, d) care este si spatiu metric), adici
intr-un spatiu unde se pot defini sfere (sfera, sfera deschisa, sfera inchisd), o multime A C R este
marginitd dacd poate fi inclusa intr-o sferd deschisa, mai precis daca
dzp € R si 3r > 0 astfel incat A C {x € Ry |z — x| <7} =Jxg — 7,20 + 7|
sau
dM > 0 astfel incat AC {x e R; |z — 0| < M} =]-M, M|
sau
IM > 0 astfel incat x| < M,Vz € A.
Notiunea de marginire coincide cu cea datd in (R, +,-, <,CD).
Exemplul 1.2.3.
A =2, 3] este multime marginita in R deoarece
dM =4 > 0 astfel incat |z| < M,Vz € A.

B = ]—7,+00[ nu este multime marginita in R deoarece
VM > 0 3z € A astfel incat |z| > M.
C = [-2,2] U [3,4] este multime marginitd in R deoarece

dM =4 > 0 astfel incat |z| < M,Vz € A.
Definitia 1.2.3. Fie A C R o submultime gi £ € R un punct. Punctul z € R se numegte
a) punct interior in R al multimii A daca
WV eV(z)ai VCA
Se noteazd cu intg A multimea tuturor punctelor interioare in R ale multimii A si se numeste
interiorul in R al multimii A;
b) punct exterior in R al multimii A daca
WV eV (z)ai V Ccr;
Se noteaza cu extg A multimea tuturor punctelor exterioare in R ale multimii A si se numeste
exteriorul in R al multimii A,
c) punct frontiera in R al multimii A daca

VWeV()=[VNA#£Dsi VNcegA # 0
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Se noteaza cu frg A multimea tuturor punctelor frontiera in R ale mul{imii A si se numeste frontiera
in R a multimii A;
d) punct aderent in R al multimii A daca
VWeV(z)=VNA£I,
Se noteazé cu adg A multimea tuturor punctelor aderente in R ale multimii A si se numeste aderenta
in R a multimii A;
e) punct de acumulare in R al multimii A daci
YW eV(x)=Vn(A\{a}) #0;
Se noteazd cu acg A (sau cu A’) multimea tuturor punctelor de acumulare in R ale multimii A si
se numegte multimea derivatd sau a punctelor de acumulare in R a multimii A;
f) punct izolat in R al multimii A daca
WV eV(r)ai VNA={a};
Se noteaza cu izgr A multimea tuturor punctelor izolate in R ale multimii A gi se numeste multimea
punctelor izolate in R ale multimii A.
Propozitia 1.2.1. Fie A C R o submultime. Atunci
a) intg A C A; b) intg (crA) = extr A C crA; ¢) A Cadg A; d) izg A C Asiizg A C adg A;
e) Sistemul (intg A, frg A, extr A) este o partitie a multimii R.
Definitia 1.2.4. Fie A C R o submultime. Se numeste inchiderea in R a multimii A multimea
ZR = intg AU frg A.
Propozitia 1.2.2. Fie A C R o submultime. Atunci
a) A" = adr A; b) frg A :ZRﬂ@R; c) A" = AU A
d) Sistemul (A4’,izg A) este o partitie a mulfimii a~,
Teorema 1.2.2. (de caracterizare a interiorului si a inchiderii unei multimi in R) Fie
A C R o submultime.
a) intg A este reuniunea multimilor deschise incluse in A
intrA=U{DeT7T;DC A} €T,
b) A" este intersectia multimilor inchise care includ A
A =n{FeFACF}eF.
Teorema 1.2.3. (de caracterizare a multimilor deschise si a multimilor inchise in R) Fie
A C R o submultime.
a) A € T (este multime deschisd in R) < intg A = A;
b) A € F(este multime inchisa in R) < A=Aesd CAe A CA
Teorema 1.2.4. (@, 7) este doar spatiu topologic.
Topologia uzuald T pe R este multimea formata din toate multimile deschise in R.
Definitia 1.2.5. O multime D C R se numeste multime deschisd in R
dacd D = () sau
re€DNR,Ir, >0ai |Jx—ry,z+r,[CD
dacd D # 0 gi Vo, 8 x € DN {+oo},Jay >0 ad. |ag,+oo] C D
r € DN{—o0},Ja, <0ai [—o0o0,a,]C D
(atunci cand intersectiile sunt nevide).
Observatia 1.2.4. Fie a € R,b € R. Multimile deschise in R sunt:

la,a[ = 0,]a,b],]a, +oo[,]—00,b[,]—00, +oo[ = R,
-intervale  |a, +o0], [—00, b], B :
[—00, 4+00[, |—00, +00] , [—00, +0] = R;

-reuniuni oarecare de intervale anterioare;
-intersectii finite de intervale anterioare.
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Exemplul 1.2.4.
A =11,2[U]3, +o0[ este multime deschisi in R;
B = [—00,0[ U]1,4+oc] este multime deschisa in R;
C = [~00, —5[U[—1,10[ nu este multime deschis# in R.
Definitia 1.2.6. O multime V C R se numeste vecindtate in R a punctului xo € R daci
Ir>0ad |Jzgg—r,zo+7r[CV ({z € R;jx — x| <r} CV).
O multime V C R se numeste vecindtate in R a punctului +oo daca
Ja > 0 ad. Ja,+o00] C V.
O multime V C R se numeste vecindtate in R a punctului —oo daci
Ja <0 ad. [—oo,a] C V.
Se noteaza cu V (o) multimea tuturor vecinitatilor punctului ¢ € R.
Exemplul 1.2.5. Fie A =]-3,2[; B = [—00,1[U]1,+00[; C = ]—00,0] U {1} U [2, +00] . Atunci
A ¢V (—o0) deoarece —oo ¢ A.
A €V (0) deoarece Ir > 0 (de exemplu r = 1) a.i. |0 —r,0+ 7] C A.
A € V(1) deoarece Ir > 0 (de exemplu r = 3) ad. ]l —r,1 +7[C A.
A ¢V (+00) deoarece +oo ¢ A.
B €V (—00) deoarece Jar < 0 (de exemplu a = —101°"") ai. [—o0,a[ C B.
B €V (0) deoarece 3r > 0 (de exemplu r = §) ai. |0 —r,0+r[ C B.
B ¢ V(1) deoarece 1 ¢ B.
B ¢V (400) deoarece +o00 ¢ B.
C ¢V (—o0) deoarece —oo ¢ C.
C ¢ V (0) deoarece, chiar dacd 0 € C, totusi Vr > 0 avem |0 — 7,0+ 7 €
C ¢ V(1) deoarece, chiar dacd 1 € C, totusi Vr > 0 avem |1 —r, 14+ 7] ¢
C €V (+00) deoarece 3o > 0 (de exemplu a = 111 a.i. Ja, +00] C C.
Observatia 1.2.5. Pentru definitiile punctelor interioare, exterioare, frontiera, aderente, de acu-
mulare, izolate si a multimilor corespunzitoare in R-vezi spatii topologice.
Exemplul 1.2.6. S& se determine inty A, frx A, extx A, cxA, adxy A (4'), izx A, ax pentru
A C X, unde X = R este considerat cu topologia uzuala:

a) A=1[0,2[U{3} UJ4,+oc[;b) A= [-v2,0] NQ;c) A = {H;fjliﬂ;neN};

d) A=1]-2,-1]UN:e) A = {Mnl)n—i—l—(—l)“;nz 1,nEN}.

C.
C.

Exemplul 1.2.7. S& se determine intx A, frx A, extx A, adx A, adx A (4’), izx A, ar pentru
A C X, unde X = R sau X = R este considerat cu topologia uzuala:
a) A=N, A=7, A=Q pentru X =R;
b) A=N, A=7,A=Q, A=R pentru X = R;
c) A=1[0,1[U {2} pentru X = R sau X = R;
d) A=7ZU]|0,+oo] pentru X =R sau X = R.
OA se citi Anexa 1—Spatii topologice, spatii metrice, spatii normate.



