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CURS NR. 10
Analiza matematica, ATA

CALCUL INTEGRAL

Teoria integrabilitatii pentru f:Acr —Rr
1. Integrala nedefinita (primitive) pentru f:ICR — R
1.1. Definitii. Exemple. Proprietati

A se recapitula din liceu. In continuare, este prezentats o schiti.

Definitia 1.1.1. Fie I C R un interval cu interior nevid si f : I € R — R. Functia f admite
primitiva pe 1 dacé exista o functie £/ : I C R — R astfel incat

(i) F este derivabild pe L.

(i) F' (z) = f (z),Vz e L.

Daca existd, functia F': I C R — R se numeste primitiva (antiderivata) pe intervalul 1 a functiei
f.

Se va reaminti pentru ce functii f exista primitive F', se va studia unicitatea primitivei unei
functii f in caz de existentd si metodele de determinare a unei primitive F' pentru o functie f.
Propozitia 1.1.1. Fie I C R un interval cu interior nevid si f : ICR —- R. Daca F: ICR —- R
este o primitiva pe intervalul I a functiei f, atunci toate primitivele functiei f sunt de forma F'+C,
unde

C:ICR—-R,C(z)=c,ceR
este o functie constanta.

Observatia 1.1.1. Din Propogzitia 1.1.1 se obtine ca, daca o functie f admite primitiva pe un
interval, atunci f admite o infinitate de primitive pe un interval. Din acest motiv, se precizeaza " f
admite primitive" in loc de " f admite primitiva".

Observatia 1.1.2. a) Definitia primitivei s-ar putea extinde si la functii definite pe reuniuni finite
de intervale disjuncte, deoarece conditiile din definitie au sens si in acest caz, mai general. Ins§ nu

este adevirat ca doua astfel de primitive difera difera printr-o constantd. De exemplu, fie
1
fORV{0} ~ R, f(2)=
Atunci functiile
. [ In(—z), dacd xz € ]—o00,0]
FG:R\{0} =R, F(2) = { Inx, dacd x € ]0, +00]
sunt derivabile pe |—o0,0[ U |0, +o0] si verificd
F'(z) = f (z),Vz € ]|—00,0[U]0,4+00[ 51 G’ (z) = f (z),Vz € |—00,0[U]0, +00].
- [ 1, dacd x € ]—00,0]
Totusi diferenta este G (x) — F (z) = { 2. daca € ]0, 400
OObservatia 1.1.3. O functie care admite primitive are proprietatea lui Darbouz. Reciproc nu,
existd functii care au proprietatea lui Darboux si totusi nu au primitive. De exemplu:

G () = { In(—z)+1, dacdz € ]—00,0[

Inz+ 2, dacd x €10, +00]

sin —, dacd z € |]—o00,0]
SRR f@)=¢ 1 *

57
In exercitii, se poate folosi c&, daci f nu are proprietatea lui Darboux, atunci f nu admite

daci x =0

primitive. De exemplu:
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. - -1, dacé:ve]—ooao[
fRHva(x)_{17 daCéx€[07+oo[

Propozitia 1.1.2. Fie I C R un interval cu interior nevid. Dacd f : I — R este continud pe I
atunci f admite primitive pe 1.

Reciproc nu, exista functii care nu sunt continue si totusi admit primitive.
Observatia 1.1.4. Fxista functii f: 1 — R care admit primitive pe I, dar aceste primitive nu pot

fi exprimate cu functii elementare. De exemplu, integralele nedefinite
fe_mgda:,a: € R; [cosz?dz,x € R; [sina?dr,x € R;

sinx CosS T T
S . dz,x € ]O,—Foo[,dex,a: € ]0,+oo[,fmdq:,:z €10, 4o00[;

| R (3:, /P (x)) dx, cu grad P > 3 s.a.

existd, dar nu se pot exprima cu functii elementare.

Exemplul 1.1.1. Si se studieze dacd urmatoarele functii admit primitive pe intervalul pe care sunt

definite:
T COST

a) [:R—R f(x)=q 235

s s —
-5 dacid = =

dacd = #

)

IS ERNTE]

Rezolvare. Este un exemplu de functie care este continud pe R (si in a = 0), deci admite primitive
pe R. Se studiaza dacd f este continua pe I = R.
e este continud pe }—oo,%[u ] % +oo[;
of este continuiin a =5 e RNR' & 33511_1)%]”(3:) =1(3).
2

) . TCoSx ) sin(g—m)
I @)= Ty =m0 = =16,

Deci f este continua pe R = f admite primitive pe R
(dar aceste primitive nu pot fi exprimate cu functii elemetare).

1 1
Ob) f:R—R, f(z) = { 2x51n57005;, daca z # 0
0, daca z =0
Rezolvare. FEste un exemplu de functie care nu este continud pe R (in a = 0), dar admite primitive
pe R. Se studiazad daca f este continua pe I = R.
e f este continud pe |—o0,0[ U ]0, +ool;
of este continud in a =0 € RNR’' < Jlim f (z) = £(0).

x—0

1
Cum #lim cos — = B lim f (z).
z—0 €T z—0

Deci f nu este continud pe R. Nu se poate afirma daca f admite sau nu primitive pe R.
Se presupune ci existd F' : R — R care sa fie primitiva pentru f pe R, adicid o functie care si
verifice (i) si (ii) din Definitie. Se observa ca

IR 1 1

<:c2 sin— | =2zsin— — cos —,Vz € |—00,0[U]0, 400 .
x x x

Atunci F' ar avea legea de asociere

1
x2sin = +¢p, dacd x € ]—00,0[
T

F(z) = co, dacd x =0 ,cuci €ER, 0 €R, c3 €R.
1
r?sin — + ¢3, dacd x €0, +00]
x

Se anticipeaza ca multimea de primitive va depinde de o singura constantd ¢ € R. Pentru ca F' sa
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fie derivabild pe R e necesar s Se impune ca F' si fie continuéd pe R.
o F' este continua pe |—o0,0[ U |0, +o0l;
oF este continudin a =0 € RNR' < 3 liII(l)F (x) = F(0).
€Tr—

. . 1
lim F(xr)= lim (2%sin=+c)=0+¢
x—0,2<0 z—0,x<0 xT
1 =ci=co=c3 2L cecR
lim F(z)= lim 22sin—+4c3 | =0+ c3 1 2 3 '
x—0,2>0 z—0,2>0 xT
F (0) = C2

1
2sin— 4+ ¢, dacix #0
x

c, daca x =0
Se impune ca F' sa fie derivabila pe R
o F' este derivabild pe |—o00,0[ U ]0, +00[; in plus

1 1
F'(x) :2:Bsin5 —cos— = f(z),Vz €]—00,0[U]0, +00]

Seob‘gineF(m):{ v ,cuceR

F —F(0) .
oF este derivabiliina =0 RNR < 3 hH(l) <x)0<) Intr-adevar
T— Xr —
1
2 .
F _F xesm—+c—c 1
Hlimuzlim 24 =limzsin— =0

z—0 x—0 z—0 x—0 z—0 T

= F este derivabild in a = 0 si F’ (0) = 0.
Dar f(0) =0 = F’(0) = F este primitiva pentru f.
o 0, dacd x € ]—00, 0]

c) f:R—=R, f(z)= 1 1 1 ;
) [iR=R f(w) sin — — —cos —, dacd x € ]0,+oo[ ’
T x

Indicatie: Este un exemplu de funclie care nu este continua pe R (in a = 0) si nici nu admite
primitive pe R. Se demonstreaza ca nu admite primitive analog cu b), incercand

1, dacd x € |—00, 0]
F(z)= 012’ dacd z =0 ,cuci €ER, 0 €R, c3€R.
xsin — 4¢3, dacd z € |0, 4o00[
Definitia 1.1.2. Fie:U]I C R un interval cu interior nevid gi f : I C R — R. Daca exista, multimea
tuturor primitivelor pe intervalul I ale functiei f,
{F + C; F este o primitiva pe intervalul I a functiei f i C :ICR — R,C (z) = ¢,c € R}

se numeste integrala nedefinita a functiei f pe intervalul I si se noteazd | [ f (z)dx |

Operatia de determinare a primitivelor unei functii (care admite primitive) se numeste integrare.
In exercitii se utilizeaza notatia clasica
‘ [ f(z)de =F (x)+c=F(x;¢), Wm € I (variabila primitivei sau variabild de integrare), Ve €
R (constantd de indexare a multimii de primitive).
Observatia 1.1.5. Dacd g : I C R — R este derivabild pe I, atunci ea este o primitivda pentru
functia derivatd ¢’ : T C R — R, adicd
[ ¢ (z)dx = g (z) + ¢, ¥z € I (variabila primitivei sau variabila de integrare), Vc € R (constanti).

De exemplu,
!/
[ 2sinzcoszdr = [ ((sin :z)2) dr = (sinz)® + ¢,Vz € R, Ve € R.
1

J ﬁdw = [ (arctgz)' dx = arctgx + ¢, Vo € R, Ve € R.
T

Teorema 1.1.2.(de liniaritate a integralei nedefinite) Fie I C R un interval cu interior nevid
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si f,g:TCR — R. Fie a € R. Daca f si g admit primitive pe I atunci functiile f + ¢ si af admit
primitive pe I gi

J(f+9) (@)de=[f(x)de+ [g(x)dz,Vz el [(a-f)(x)de=aff(z)dx,Va el
Demonstratie. Rezultd imediat din Definitia 1.1.1. Se mentioneaza ca

[f(z)de = [ f(z)dx+c, Vo el,ceR.

Se anticipeazi sectiunea 1.3 si se prezintd in comun pentru functii simplu si compus definite:
Teorema 1.1.1.(integrale nedefinite ale functiilor elementare) Fie v : I C R — R o functie
derivabila pe I cu derivata continud, unde I este interval cu interior nevid din R.
1°. ePentru n € N fixat =

f z"dr =

2"t 4 e, Ve e R,c € R.

n+1

1
Ju™(z) - (z)de = mu”“ (x) +c,Vz €, c e R.

1
Exemple: a) [220%dz = M:c%?l +c,VreR,ceR.

1
b) [ (57 + 3 +2)"" - (352° +3) do = g (507 + 30 +2)" e Vo e R c € R.
c) [ (sinz)** . (cosz) du (sinz)®?' + ¢ Vo e R, c € R.

~ 2021
1

1
d to 22020 . dr —
) [ (arctg ) 1+22) %"~ 2021
ePentru m € Z,m < —2 fixat =

2021

(arctgz)” " +c,Vx € R,c € R.

2™ e, Vo €]-00,0[,c1 €ER

m$m+l —+ Cc2, Va: & ]0, +OO[,C2 - R
1
———u™ () + ¢, VoreTlad u(z)€]-00,0[,c; €R
Ju™(z) o (z)de = m 1
mu’”“ (x) +c2, Vrelal u(z)€]0,+oo[,c0 €R

1 Lx764e¢, Vore]-00,0[,c1 €R
. o _ 7 6 ’ ) )
EXemple. a) f m7 d$ = f X dw = { 16$ 6 ca, 2 ]0’ [702 R

1
b) [ sdv = [(z—3)(z—3) dr =
(z—3) 1
_ _%(13—3)71+01, ¥z €]-00,3[,c1 €R _ 3t Vx € |—00,3[,c1 €R
%1('%'_3)_ + ¢, VJ}G}?),—I—OO[,CQGR ;134—62, V$€]3,+OO[,CQER
T —
1 _3 /
c ——dzx=[(z+1 x4+ 1) der=
) e = e e
-1_ - _ _
[ L @i ha, Veel-so-lLaeR | Tappp T Eelollack
}2(m+1)*2+02, Vx € ]-1,400[,c2 € R —71%_'_027 Vi € ]—1,+00],c2 € R
(x+1)
20+ 1 -3 / -2
d — = dr=[(2*+x+1 2rr+1)de="L (22 4+z+1 +c=
) J e = [ @) @ 1) de =y (e k)

1
- tcViERCcER,
(x2+z+1)
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2¢ —3 -2 ’
e — = _dx=[(2?—3x+2 2?2 — 3z +2) dz =
) [ s = ] > )
-1
- —_— N4 —o00, 1 R
L (22 -32+2) e, Voel-oo,1,¢1 €R x2—3f+2+61’ z€l-oo e €
= %1(5132—333"‘2)71"‘62, VCUG]l,Q[,CQGR == m+€2, V$€]1,2[,CQGR
A (2 -1 -
- (x 3x+2) ta, Wwelhtoo eR 5 e o TC3 Vo €]2,+00[,c3 €R
. x4 —3x+2
. %1(3:2—8)_ +c1, V:EG] —Q\f[ ci €R
f)f<2 8)2‘(2m)dx: }1(1‘2—8)_14—02, V:re] 2\/§2f[ co €R
“ %1(1‘2—8) l+C3, V:EG] \f—i—oo[ c3 €R
in 2
g) fsm—xmdx:f(Q—&—sinzx) —20 (2+sin2x) dr = (2—|—sm x) +c,Vm€R,c€R.
(2+sin2x)
ePentru m = -1 =
1 In(—zx) +c¢1, Vre]-o00,0[,c;1 €R
[=dx =
z | Inz+co, Vo €1]0,+00[,c2 € R
1, [ In(—u(z))+c1, Veelal u(z)e]—o00,0[,c1 €R
fu(x)u(x)dm_{lnu(x)—i—@, Ve elad u(z) €]0,400[,c0 € R

B 1 / In(—z+3)+c, Vre]-o0,3[,c1 €R
Exemple: a) [ 3d$ g =3 de = { In(z—3)+c, Voel3+oo[,co€R

B /o, | In(—z—1)+c, Vze]-oo,—1[,c0 €R
b) | dm—fx+1(:r+1) dx_{ln(x+1)+627 Vo e ]-1. tool cs € R
)fm (4z+1)de=In (22> + 2+ 2) +c,Vz € R,c€R
1n(x2—5x+6)+c1, Vr € ]—00,2[,c1 €R
d)fi-(Q:n—B)d:z: In(—2?+ 52 —6) +c2, Vo e]2,3[,c2€R
ZL‘2—5ZC+6 2
In (2> =524 6) +c3, Va3, +ool,c3ER
2
e) f;_iimmgx mzfm(2+sin2x)'da::1n(2+sin2m)+c,VmeR,c€R

ePentru a € R\ Z fixat =

o J—
fx dli_oz—l—l

ot + ¢, Va €]0,4+00[,c € R.

1
Ju(z) - (z)de = T_Huo‘“ (x) + ¢, Vz €T ad u(x)€]0,+o00[,c €R.
1

Exemple: a) [ \/zdz = fx%da: =1—
2
1 -7
b z3 T4 ¢ Vo €0, 4+00[,c €R.
) | 5= =) 10, +o0]
1

i — - — —m+1
c)fxﬂdx [z "dx —— + ¢,V €]0,+00[,c € R.

23t 4o Vr € 10, +o00[,c € R.

d:zc—fa: qu:—

1
d) [a¢ds = ——q°+! R.
) [ztdx PR + ¢, Vz € 10, +o0[,c €
1
e) [aVa2+1de =1 [ (22 +1)2 (22)dx =

(x2+1)%+1 +c,Vr e R,ceR.

1 1 L1
f —— . (3 - 2x)dx = 3r—a°—2) 27 4+, Vo ell,2[,ceR.
)f\/3x—x2—2 ( ) —%—l—l( ) 11,2,
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1

2
g) [ (222 + 20) dw = ——— (1122 + 202 +20) " 4+ ¢, V2 € R,c € R.
{’/(11x2+20m+20)2 —3t1
sin 2z / 1 _1l4
2+ cos?z) dr = 2+cos?z) 27 4o,
)f\/2+0052 f\/2+cosz 3 ) —%—Fl( )
Vz e R,ceR.
2°. ePentru a € |0, o0 fixat =
1 1
fmdx:aarctgg—i—c,V:ceR,ceR.
fé'u’(:r)dm—larctg ()+ch‘GHc€R
u? (z) + a? a a
1 1
Exemple: a) | ——dz = arct +c Ve eR,ceR.
ple: a) [ 5+ 7 g\/g
1 ) L1 2 + 1
b) [————dv=1 -(2z + 1) dz = 5——= arctg +c,Vz e R,ceR.
f4m2+4m+7 2f<2x+1)2+(\/(§)2 *V6 V6
CoS T . , 1 sin x
c) dx = -(sinz) dr = — arctg — + ¢,Vz € R,c € R.
f3+sm x f(sinm)2+(\/§)2 V3 V3
1 , 1 Inz
c) “dx = ‘(Inz) dr = —= arctg — + ¢, Vo € ]0, +o0[,c € R.
f3—|—1n x a: =/ ln$)2+(\/§)2 V3 V3
ePentru a € |0, +oof fixat =
1 _
—mZ a+cl, Vo € |—o00, —al,c1 € R
1 Toats
fo_azdx: %lnera—FcQ, Vo € ]—a,a[,c0 € R
T —a
%nx+a+c3’ Va € la,+oo[,c3 € R
Lul@=e vretai (z) €] [t €R
—In c relal u(x)€]—oo,—al,c
2 u(z)+a ’ o
1 1 —
qu CEr: vl (x)dx = %lnzgmujiz +c2, Vexelad u(x)€]—a,af,c2 €R
1 _
\ %lnz(i)_i_Z—i—c?,, Ve elai u(z) € la,+oo[,c3 € R
1 :1:—\/5
——1n +¢1, Yz e]—oo,—V3[,c1 €R
23 :i:f—k\/g ! ] [ !
1 3—x
Exemple: a dr=¢ ——=1In +ca, Vre|-v3,V3[,c2€R
) g =] o St |-v3.v3] e
1 Tz —V3
——1n +c3, Vxe]|V3, +ool,c5€R
2V3 V3 ] e

1 1 r
b)) rrar s %f(2x+1)2_(\/§)2-<2x+1> dz =
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1 (2z+1)—V3
In +c¢, YVeelai 2e+1)€e]-00,—V3[,c1 €R
W3 Qe+l +v3 ( )€ [
1 . V3-(Q2z+1)
= In +c, Veelal 2z+1)e]—vV3,V3[,2€R
W3 Qe+ +3 ( )€ [res
1 (2z+1)—V3
In +c3, Veelai 2e+1)e|V3,+00f,c3€R
W3 2zt +3 ( )€ [res
3°. ePentru a € ]0, 400 fixat =
1
[ ——= ——dz = arcsin © —i—cV:ce] ,a[,ceR.
\/aQ—w
dx-arcslnu($)+c,VxE]Ia.i. u(x) € |—a,al,c eR.
\/7
a
1
Exemple.a)fﬁdxfarcsm 2—1—0 Va:e} \[,\/7{ ceR.
37T 3
1
b) [———dz =13 (22 — 1) dx =
T V(VB) - 2z —1)?
2 1
= Larcsin x\/g +CV£B€}1 V5 H\[[ ceR.
ePentru a € ]0, 400 fixat =
1
f\/ﬁdlen(m+\/x2+a2>—i—c,Va:ER,cER.
1
fW-u’(x)d:nzln(u(x)—l— u2(:n)+a2)+c,Vm€H,c€R.
1
Exemple:a) [ ———dr=In(z+ V22 +27) +c,Vz € R,c € R.
P )1f\/x2—|-27r ( . )
b) [—————dz =1 c(Bz+1) dx =
:é1n<(3$+1)+\/(3$+1)2+(\/?)2>+C,V$€R,C€R.
ePentru a € |0, +oo| fixat =
I 1 i In —x—\/:c2—a2)+cl, Vr € ]—00,—al,c; € R
—_—ar =
Va2 — a? In :U+\/:132—a2>+62, Vz € la,+oo[,c2 € R
1 In(—u(z)— u2(1‘)—a2>+01, Ve elal u(z) €]—o00,—a[,c1 €ER
[———— Y/ (z)dz =
u? (z) — a? In (u(z)+ u2(:z:)—a2>+62, Ve elal u(z) € la,+oo[,c2 € R

1
Exemple: a) [
Vaz—e

In

J In —:L‘—\/l‘2—6’> +ec1, Vo e|—oo,—e[,c1 €R
T =
m+\/a:2fe)+02, Vz € ]y/e,+oo[,ca €R
1
-3z + 1) do =

SV

J

b) f;dx
V9r2 +6x—5 \/(3$+1)2_ (\/6)2
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Lip —(3a:+1)—\/(3:1:+1)2— (\@)2> +ei, vxe}—oo, _15‘/6[,01 e R

Lin(Go+1)+ /B +1)° - (\/6)2) Ve Yz 6}_1%‘/6,—1-00[,02 cR
4°. ePentru a € |0, +oo[ \ {1} fixat =

1
[a¥dx = ma‘”—i—c,Vz eR,ceR.

1
fa“(m)-u’(x)dxfﬁa“(xhrc Vz € l,ceR.

Exemple: a) [3%dz = ﬁ?)x +c,Vr eR,ceR.
n

1

b) [T (22 1) da = ﬁwzﬂ +c,Vr eR,ceR.
n

ePentru a = e =

[etdr = e +¢,Vz e R,ceR.

[e"@ o/ (x)dx = ™) + ¢, Vo €T, ¢ € R, unde a,b € R*.

ar+b

e
Comentariu: | [ e®tbdy = +c,Vr eR,ceR.

Exemple: a) [e**T3dy = 3 [€2*73. (22 + 3) dz = 3e**3 4 ¢,Vz € R,c € R.
b) [e™3dy =2 [e73" . (=32) du = Le3 + ¢, Vac eR,ceR.

c) [ (cosz)dr = ST 4 ¢,V € R,c € R.

5°| [ (cosz)dx =sinz + ¢,V € R,c €R; [ (sinz)dx = —cosz + ¢,Vz € R,c € R,

[ (cosu(x)) v (z)dz =sinu(z) +¢,Vz € Lc €R; [ (sinu(z)) v (z)dz = —cosu(z) + ¢,Vz € Lc € R.

Comentariu:

sin (ax + b)
a
—cos (ax 4+ b)
a
Exemple: a) [cos(3z +2)dz = £ [ (cos (3z 4+ 2)) - 3dz = $sin (3z +2) + ¢,V € R,c € R.

b) fCOS lnx) dx = sin (Inz) + ¢,V € ]0,4+00[,c € R.
c) [sin 5x+7)d:1:: 2 [(sin(5x + 7)) 5dx =1 (—cos(5bz+ 7)) +c,Vz €R,cER.

+c,Vr € R,c € R, unde a,b € R*.

[ cos (ax +b) dz =

[ sin(az +b) dzx = +c¢,Vr € R,c € R, unde a,b € R*.

d)fSln )da:——cos(ﬁ)+c,Vm€]O,+oo[,c€R.
f(tg:z:)dx— {—In|cosz|+ ¢,k € Z,Vz € |kr — T, kn + 5[, cx €R
fcos2:cdx: {tgx+cr,k€ZVr € kr - kr+3[,ck €R

f(1+tg2:1:)d:1::{tga:—i—ck,kEZ,VxE]lm—g,kﬂr—i-%[,ckE]R

[ (ctgz)dz = {In|sinz| + cx, k € Z,Vx € |km,kn + 7[,c, € R

1
[ ——dx = {—ctgx + ¢, k € Z,Vx € Jkm, kr + 7, c; € R
sin’ x

[ (1+ctg?z)de = {—ctgz + c, k € Z,Vz € lkm, kr + 7, cp €R
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[ (tgu(z)) v (z)dz = {—In|cosu(z)| + cx, k € Z,Vz €T ai. u(z) € |kr — 5, kr+ 5[, ct €R
1
J

cos?u (x)
[ (1 +tg2u(z)) v (z)de = {tgu(z) + e,k € Z,Vr €l al u(z) € |kr - kn+ 5[, cr €R

A () de = {tgu () + cp, k € Z,Vr €L ai. u(z) € |kr — Z,kr+ Z[,cr €R

[ (ctgu(x)) - v () dx = {In|sinu (z)| + cx, k € Z,Vz € L ai. u(zx) € |km,kr + [, c;, € R
_
sin? u (z)

v (z)de = {—ctgu(x) + cp, k € Z,Vx € T al u(z) € |km kn +7[,c, €R

[ (1 +ctg?u(z)) v (z)de = {—ctgu(z) + ek, k € Z,Vz € T ai. u(z) € Jkm, kr +7[,c; €R

cos (2x) cos? x — sin? z 1
" dr= [ Ve = dx —
cos?z - sin®x J cos? z - sin’ x fsin2x fcos2:v
=—ctgx —tgx +ci, Ve € I, e, €R
b) [2ztg (:1:2) dx = {—ln‘cosxz} +cp, k€ Z,Vr € Rad 22 € ]knr— 5, kT + g[,ck eR

dr =

Exemple: a) [

1
———— - 32%dx = {tg2® keZNVreRad 23 clkr—Z,kn+2[,c; €R
c)fcos2x3 redx {gx + ¢ T al. x ]7T 5 7T+2[ck
T —x T -
6°. Pentru Chx:%,VxeR si th:%,V:peR se obtine:

[ (chz)dz =shz +c¢,Vz € R,c €R,; [ (shz)dz =chz+¢,Vz e R,ceR.

J (chu(z)) o (z)dz =shu(z)+c,Vz € L,ceR; [ (shu(z)) v (z)dx =chu(z)+c,Vrel,ceR.

Exemplul 1.1.3. Sa se calculeze
a) [2%e"dx,x € R.
Rezolvare. etapa 1. f : R — R, f () = 2%¢".

f este continua pe R = f admite primitive pe R.
etapa 2. Se aplica tabelul cu primitive

1
[2%etdx = [ (2€)" dv = I (20) (2e)" + ¢,Vz € R,Vc € R.
2% . e*
F(z;¢) = g + ¢,Vz € R (variabild), Ve € R (constanta)

sunt toate primitivele functiei f pe I = R, familia de primitive fiind indexatd dupa constanta ¢ € R.
b) [z(z+1)(z+2)dz,z €R.
Rezolvare. etapa 1.f :R— R, f(z) =z (z+ 1) (x + 2)
f este continua pe R = f admite primitive pe R.
etapa 2. Se aplicad teorema de liniaritate gi tabelul cu primitive

4
Jz(xz+1)(z+2)de = [ (2 + 32?4 22) do = %+x3+m2—|—c,V:U€]R,VcER.
4
F (z;¢c) = % + 23 4+ 22 4 ¢,Vz € R (variabild), Ve € R (constanti)

sunt toate primitivele functiei f pe I = R, familia de primitive fiind indexata dupéa constanta c € R.

c)f<€’/5+$1ﬁ

2
) dz,z € ]0,+00[-A se vedea Seminar.
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1.2. Integrale nedefinite determinate cu formula integrarii prin parti

Teorema 1.2.1.(de integrare prin parti pentru integrala nedefinita) Fie I C R un interval
cu interior nevid. Daci u,v : I C R — R sunt derivabile pe I si functia v’ - v admite primitive pe I,
atunci functia u - v’ admite primitive pe ]I si
Ju(z)v (x)de =u(x — [ (z)v(x)dz,Vz € L. (1)
Demonstratie. Deoarce u Sl v sunt derivabile pe I = u - v este derivabila pe I si

(u-v) (x) = (z)-v(z)+u(x) v (x),Vz €l
Cum functia v’ - v admite primitive pe I =-Se considerd H o primitivd a functiei v - v.

Conform formulei de derivare a u - v, conform observatiei 1.1.2 gi Teoremei 1.1.2 = u - v’ admite
primitive pe I si u-v — H este o astfel de primitiva, de unde rezulta si formula de calcul din enunt.

Exemplul 1.2.1. Sa se calculeze:
a) [z%coszdr,x € R;
Rezolvare. etapa 1.f : R — R, f () = 22 cos =

f este continua pe R = f admite primitive pe R.
etapa 2. Se aplica de doua ori formula integrarii prin parti, apoi tabelul
Zsinz — [2zsinzdr = 2?sinz + 2 [z (cosz) dx
2sina + 2z cosx — 2sinx + ¢,

[2?cosxdr = [2? (sinz) dz =z
=a%sinz + 2 (zcosz — [lcoszdz) =z
Vr € R,Vec € R.
F (x;¢) = 2%sinx + 2z cosx — 2sinz + ¢, Vo € R (variabild), Ve € R (constanti)
sunt toate primitivele functiei f pe I = R, familia de primitive fiind indexata dupé constanta c € R.
b) [xe **dz,r € R-A se vedea seminar.
REGULA' Calculul primitivelor de tipul
[ P(z)-cos(az + b) dz; [ P (z) - sin (ax + b) dz; [ P (x) - e Hdz
se poate face cu formula mtegraru prin parti, alegand
u(x) = P(x);v' (z) = cos (az + b) /sin (azx + b) /e®*+P.
Formula integrarii prin parti se aplicd de un numar de ori egal cu gradul polinomului, pana se
ajunge la calculul unei integrale pe baza unei formule din tabel.
c) [ (cos®z) dz,z € R.
Rezolvare. etapa 1.f : R — R, f (z) = cos® x
f este continud pe R = f admite primitive pe R.
etapa 2. modul 1. Se aplica formula integrarii prin parti si tabelul

[ coszcoszdr = [ (cosz) (sin z)" dr = cos r sin z— [ sinzsinzdr = coszsinz+ [ (1 — cos? :10) dr =
=coszsinz + [1dz — [ (cos’z) dz = coszsinz + = — [ (cos®z) dz,Vz € R =

1
[ (cos® z) dz = 3 (x +sinzcosz) + ¢, Vo € R, Ve € R.

1
F (z;¢) = 5 (z +sinxzcosx) + ¢, Vo € R (variabild), Ve € R (constanti)

sunt toate primitivele functiei f pe I = R, familia de primitive fiind indexata dupé constanta c € R.

1 2
modul 2. Se aplicd formula | cos? x = y,wn € R | si tabelul

1
[ (cos® z) dz = 3 (x +sinzcosz) + ¢, Vo € R, Ve € R.

1- 2
Analog cu ¢), modul 1 sau modul 2, cu |sin?z = #,Vw ER=
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1
[ (sin®z) dz = 3 (x —sinxzcosz) + ¢, Vx € R, Ve € R.

REGULA: Calculul primitivelor de tipul
[ e** - cos (bx) d, [ €** - sin (bz) dx,

[ sin (az) - cos (bz) dz, [ sin (az) - sin (bx) dz, [ cos (az) - cos (bz) dx,

se face cu formula integrarii prin parti, aplicatd de doua ori, alegand initial
u(z) = e;v' (x) = cos (bx) /sin (bx) .
u(x) = sin (ax) / cos (ax) ;v' (z) = cos (bx) /sin (bx) .
Pentru cele cu produs de functii trigonometrice, se pot folosi formulele de transformare a produselor

in sume.
sinx cosy = sm(m—i—y);—mn(x—y)’vx’y eR
COST COSY = cos (z + ) —;—cos(m—y)7vx’y eR
sinzsiny = —Cos(x—i—y);— cos (& _y),V:E,y eR

d) [ e* cos (bx)dz,z € R, unde a,b € R*;
Rezolvare. etapa 1.f : R — R, f () = e** cos (bx) dx

f este continud pe R = f admite primitive pe R.
etapa 2. Se aplicd de doud ori formula integrarii prin parti

. ! . .
e cos (bx)dzr= [ e** M dz = e . sin (bz) — [e*.q- sin (bz) dr =
b b b

b
= 1e%sin (bz) — ¢ [ €™ sin (bz) dz = 7€ sin (ba) — ¢ [ e <COS($)) dr =

b
b 5 (b
= 1€ sin (bz) — ¢ <e‘“” cos (bz) — [e*. 7(:05( z) da:)
—b
1

= e sin (bz) + 7€ cos (ba: = f e®® cos (bzx) do =

(1 + lTQ) [ €@ cos (bx) dx = 1€ sin (bx) + e cos (bz) =

b ar o3 b ax b
| e** cos (bx) do = e sin 2)21622 cos (bz) +c¢,Vz e R,Ve e R.
axr N b
F(z;¢) = e (bsin (bz) + a cos (br)) + ¢,Vx € R (variabild), Ve € R (constanta)

a? + b2
sunt toate primitivele functiei f pe I = R, familia de primitive fiind indexatd dupa constanta ¢ € R.
Analog,

ae® sin (bx) — be® cos (bx)
a? + b?

+ ¢,V € R, Ve € R.

J e**sin (bx) dow =

e) [cos(lnz)dz,z €0, +oo].
Rezolvare. etapa 1.f :]0,+oo[ = R, f (z) = cos(Inx).

f este continud pe |0, +o0o[ = f admite primitive pe 0, +o0].
etapa 2. Se aplicd formula integrarii prin parti

[cos(Inz)dz = [ (cos(Inz)) - (z)' dz = (cos (Inz)) - (z) — [ (—1sin (Inz)) <i> - xdx
=z cos (Inz) + [sin(Inz)dzr = xcos (Inx) + [ (sin(Inz)) - (v) dv =
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=z cos(Inz) + (sin(Inz)) - (x) — [ (cos (Inz)) <i> cxdr =
=zcos(lnz) +xsin(lnz) — [cos(Inz)dz =
Jcos(Inz)dx = g (cos (Inz) +sin (Inz)) + ¢,V € |0, +o0[, Ve € R.

F(z;c) = g (cos (Inz) +sin (Inz)) + ¢,V € |0, +00] (variabild), Ve € R (constants)

sunt toate primitivele functiei f pe I =10, 4+o00|, familia de primitive fiind indexatd dupa constanta
ceR.

f) [Va? +4dz,z € R
Rezolvare. etapa 1.f : R — R, f (z) = Va2 + 4.
f este continua pe R = f admite primitive pe R.

etapa 2. modul 1. [ V22 +4dz = [ (\/172+4) x'dr = (\/1:2 —1—4) :E—f\/%
A T

71 a? +4 _ 2 _ 2 2 92
=zVvz f\/7 —1—f ﬁdx—m\/x +4 f\/x +4dm+4ln(m+\/x +2)$
[ Va?+dde == <w\/a:2 4+ 41n (m+\/x2+22>) +c,Vr e R, Ve e R.

Omodu 2+ 4dx = 2> +4 = Lm
ul 2. [ Va3 dde = [ T fﬁ vt

- xdr =

/ x
Se foloseste < T2 + 4) = ———— i se aplicad formula integrarii prin parti=
5 g e ap ‘ grérii prin part
!
2 _ 2 _ 21
[V +4d:13—fx(\/:13 —|—4> dz+ [ ﬁdm J:( ) J1Va? + dm—|—4f\/7

_:L‘\/ZT f\/ﬂﬂidx—i-élln(x—k :c2+2)
dem— <mm+4ln<w+\/m>) +c,Vr € R, Ve € R.

F(z;¢) = 3 (m\/aﬂ +4+4In <ZL‘ + Va2 + 22)) + ¢, Vo € R (variabild), Ve € R (constanta)
sunt toate primitivele functiei f pe I = R, familia de primitive fiind indexata dupéa constanta c € R.

Observatia 1.2.1. Procedand ca in Exemplul 1.2.1, f), Tabelul de primitive se poate completa cu:
7°. ePentru a € |0, +oo] fixat =

[ Va2 + a?dx = % (CC\/J?Q +a2+a’ln (:E+ V2 +a2>> +c,Vzr € R,Ve € R.

JVu? (z) + a?u d:c-%(u(x) u2(m)+a2+a21n<u(x)+ u%x)—&-cﬁ))—l—c,Ver[,VeeR.

ePentru a € |0, +o0[ fixat =
1

(x\/x2 —a2+ad’ln (—:U —Vaz? — a2>) +c¢1, Vr€l]-oo,—a[,c1 ER
VT —a2+a21n(a:+\/:132—a2>>+02, Vo € la,+oo[,co € R

[V~ de =

f\/lﬂi (2) dz
_ %< \/ﬁ+a 111( u(x) — u2(x)—a2>)+cl, Vu (x) € ][—00,—a[,c; €R
( \/ﬁ—i—a ln( u2(m)—a2>)+62, Vu (z) € |a,+o0[,c2 € R

ePentru a € |0, +oo] fixat
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[ Va? — a?dx =
JVa? —u? (x)u (x) de = % <u(w) Va2 —u?(z) + a? arcsinuf)> +c¢,Vu(z) € |—a,a[,c € R.

Exemple:a) [ Va2 + 2dz = % (33\/:132 +2+2In (x—i— Va2 —1—2)) +c,Vzr € R,Vec e R.
lﬂfwm2+w+Mx:fv%L+%-%+Gf—(5?+Mx:f\“w+a2+%(w+acm:

_1
2

(x\/aQ—x + a? arcsin = >+c Vo € ]—a,a[,c € R.

N

(w
1
- B —(m\/erBln(fmf 2 — 3>)+61, Vme]—oo,—\/g[,qGR
0 J Ve - s = %(x\/m+3l z+Va?=3)) +c2 Vo e]VEtoo[ € R

d) [ /a7 =5z +6de = [ /a2 + 20 F + (F)* - () + 6da =

2
=[-8 - §) de =
% (z-3) (x—g)Q—%—l—%ln —(z-3)—4/(z—3) }1>>—|—C1, Vo €]—00,2[,c1 €R
(e DVe-D7-tin(@-D+y/e-97-1))+a webixlack

e)f\/ﬂ'—xQd(E:l(CE\/T('—IEQ-Fﬂ'aI‘CSiDE)-FCVIL‘E] Vr/m,ceR.
f) [V3z—a? - dx—f¢ M%de—f¢ 22+ 2z 52 @;f—0§f+2px=
— (/i (z-3)

G <w %)  Jarcsin®

_3
2

)—i—che]l 2[,ceR.

1.3. Integrale nedefinite determinate cu teoreme de schimbare de variabila de
integrare

Teorema 1.3.1.(teorema 1 de schimbare de variabila in integrala nedefinita) Fie f : I C
R—Rsgig:JCR— R, unde I si J sunt intervale cu interior nevid din R. Fieu:ITCR —-JCR
o functie derivabild pe I, cu proprietatea ca

f=(gou) -u pel
Daca g admite o primitiva G pe J, atunci f admite G o u drept primitiva pe intervalul I, adica

[ f(z dm— Gou)(as)+c,Vm€H,Vc€R, adicd,

Jgu v (z)dx =G (u(x)) 4+ ¢,YVo € I,Ve € R.
Teorema 1.3.2.(tabel cu integrale nedefinite).Scris si exemplificat anticipat in Sectiunea 1.1.1.

Exemplul 1.3.1. S4 se calculeze

2
a) [ sin 2 —————dz,x € R -A se vedea Seminar
1 —l— sin? x

10, 7].
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1
Rezolvare. etapa 1.f : 10,7 = R, f (z) = —
f este continud pe |0, [ = f admite primitive pe |0, 7[.
etapa 2. Se determina F (x;¢), aplicand prima teoremé de schimbare de variabild de integrare.

I do = [— 1 Qt fl—i-tg

1+ tg2 z
modul 1.Se face schimbarea de variabila de integrare
tgg =1,t €]0,+o0[| se diferentiaza
~~
=u(x),z€]0,r|

(1+tg?%)- %da: = dt

sinx

Se inlocuieste= F (t;¢) = f% =Int+ ¢Vt € )0, +oo[, Ve € R.

Se revine la substitutie=

F(z;¢) =In(tg%) +¢,Vz €]0,7[,Vc e R
sunt toate primitivele functiei f pe |0, 7[, familia de primitive fiind indexatd dupé constanta ¢ € R.
modul 2. Se determina F (ar ¢), aplicand Teorema 1.3.2

1+t 1
fsma: r=[——2= g ftg£-(tg%)/dmzln(tgg)+c,Vx€]0,7r[,Vc€R.
2

F(z;¢)=In (tgi) +C,V:L’ €10,7[,VeeR
sunt toate primitivele funci;iei f pe |0, 7[, familia de primitive fiind indexatd dupa constanta ¢ € R.
c) [V1+tg?ade,x€]-5,5].
Rezolvare. etapa 1.f : |3, 5[ = R, f (z) = /1 + tg?x
f este continua pe ] 55 [ = f admite primitive pe ]—%, g[
etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand prima teoremd de schimbare de variabila de integrare.

14+ tg?x
\/1—i—t 2 xdx =
5 f\/l—i—tgaﬁ

modul 1. Se face schimbarea de variabila de integrare
tgx = v, t € R|se diferentiaza
~—~—~

29
E
20

=u(e)w€] 5.5

(1 —I—tg2x) dx = dv

Se inlocuieste= F (v;¢) = [ ———=dt =In <v +V1+ U2) +cVv e R, Ve e R.

V14w
Se revine la substitutie=
F (z;¢c) =In (thL’+ V1 +tg2:z:) +e,VrelLVee R

sunt toate primitivele functiei f pe I, familia de primitive fiind indexatd dupé constanta ¢ € R.

2
modul 2. [ /1 + tg2adz = f\}l—:ch;xd m (tgz) da

=1In (tgx+ \/1—|—tg2x) Vo e }—— 5[,Vc€ R.
F(z;c) =In(1+sin’z) ,Vz € |-2,Z[,VceR
sunt toate primitivele functiei f pe I —] 2 g[, familia de primitive fiind indexatd dup& constanta
c€eR.

I'\"
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Teorema 1.3.2.(teorema 2 de schimbare de variabila in integrala nedefinita) Fie f : I C
R—Rsig:JCR— R, unde I si J sunt intervale cu interior nevid din R. Fiev: JCR —-ITCR
o functie bijectiva si derivabila pe J, cu proprietatea ca
vV #0pelsig=(fov) v pel.
Daci g admite o primitivd G pe J, atunci f admite G o v~! drept primitiva pe intervalul I, adica
[f(z)ds=(Gov™)(z) +c, Vo € I,Vc € R, adici
[f(z)de =G (v (z)) +cVzel,VeeR.

Exemplul 1.3.2. Sa se calculeze:
a) [siny/zdz,z € 10, +o0]
Rezolvare. etapa 1.f :]0,+oo[ — R, f (z) = sin/z
f este continud pe [0, +o00[ = f admite primitive pe I C |0, +o0o[
etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand a doua teorema de schimbare de variabild de integrare.
Se face schimbarea de variabild de integrare
VvV =t,te]0,4o00[|se inverseaza
x =12t €10, +o0]| se diferentiaza
dr = 2tdt
Se inlocuieste=> F (t;¢) = [ (sint)2tdt = —2 [t (cost)' dt = —2tcost + 2 [ costdt
= —2tcost + 2sint + ¢, Vt € |0, +o0[, Ve € R.
Se revine la substitutie=
F (z;¢) = —2y/z cos\/x + 2sin/x + ¢, Vo € ]0, +00[,Vc € R
sunt toate primitivele functiei f pe I =]0,4o0[, familia de primitive fiind indexatd dupa constanta
ceR.

1.4. Integrale nedefinite avand ca integrant functii rationale in x

Forma generali: | [ R(z)dz,z €1, (2)

unde R: I — R, R(z) = Eg

Rezolvare: 1. Dacd grad P > grad () atunci, conform teoremei impartirii cu rest, exista functiile
polinomiale K, P; cu grad P; < grad () astfel incat

“U

este functie rationala in z.

O

P
P(z)=K(z)-Q(z)+ P (x),Veel=| [R(z)dz = [ K (x)dz + [ Ql((x))dw,vgc el
x

wnJrl

| K (z) dz se determind folosind, pentru n € N, [ 2"dz = 1 +c,Vr e R,)Ve e R.
n

P,
J Ql (z) dx se determina folosind II.
x

II. Daca grad P < grad @ atunci R se descompune in fractii simple si se aplica teoria din liceu
pentru a calcula

A
———dr,x €l,unde A € Rja € R,m &€ N* gi

[e—a
Bx +C
f(ax2+bm+c)

In descompunerea functiei R (x) in fractii simple apar situatiile:

—dx,x €1, unde A, B € R,a,b,c € R cu b?> — 4ac < 0,m € N*.
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-Q (x) are radacini reale simple;

-Q (z) are radéacini reale multiple;

-Q (z) are radacini complexe conjugate simple;

-Q (z) are radacini complexe conjugate multiple.
Comentariu. Cazurile I si I1 din teorie se pot reduce la determinarea directd a coeficientilor
polinomului K cu grad K = grad P — grad (Q si a coeficientilor descompunerii in fractii simple

h (@) din relatia

Q (z) b
R(z) = K (z) + Ql ((f))

Exemplul 1.4.1. Sa se calculeze>

pentru

Vo e L.

2+ 1
——— —dx,x €R.
a)f3$2+2x+3$$ ) 1
Rezolvare. etapa 1.f : R — R, f (z) = m

f este continud pe R = f admite primitive pe R
etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicAnd teoria.

Se observi ci f este de forma (2), cu P (x) =2+ 1,Q (z) = 32% + 2z + 3, 1L
x = _1%2“/5 €eC\R, m(z1)=1
To = _I%M eC\R, m(zg)=1
Cum A < 0= f este deja fractie simpla.
Se observa cd (3z% + 2z + 3), =6z+2#3(2z+1). Atunci

1 6x + 3 1 6z 4 2 1 1
(@;¢) 3f3x2+2/x+3 v 3f3m2+2m+/3 S v e L
1 322 +22+3 1 r+ %
_3f(3x2+2x—|—3) dac—|—3'3 (2 2 2
(e +5)"+ (%)

Q)=0&322+22+3=0=

dr =

1

1 1 T+ 3
3‘3-Marctg NG +c,VreR,Vee R

3 3
sunt toate primitivele functiei f pe R, familia de primitive fiind indexatd dupa constanta ¢ € R.

22 — 3z +2
b ——d 0 .
)fx3+2x2+a: 2, €0, +oo]

Rezolvare. etapa 1.f :]0,+00] = R, f (z) =

:%ln(3x2+2x+3)+

2 — 3+ 2

z(z+1)?
f este continud pe |0, +o00[ = f admite primitive pe |0, +o0|

etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand teoria. Se observa ca
(23 +22% +2) =32 +do + 1 # 2% — 3z +2.

Atunci, cum grad P < grad ), se descompune f in fractii simple. Se poate arita cd
-3z +2 2 1 6

z(+1)? =z z+l (z+1)

5, Vo € ]0, +oo[ =

2 _ 2 2 1 1 1y 1
demzf(— __ 6 2)d:c:2fda:—f(x+ )dm—6f72dx:
o+ 2z +x r x+1 (x+1) x T+ 1 (x+1)
(@+1)"

=2lnz+In(z+1)—6 + ¢, Vo €]0,+00[,c € R

-1
sunt toate primitivele functiei f pe ]0,4o00[, indexate dupd constantele ¢ € R.

1
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1

3 +1

f este continud pe |—1,+o0[ = f admite primitive pe |0, +00|
etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand teoria. Se observa ca

(2 +1) =322 £ 1.
Atunci, cum grad P < grad @, se descompune f in fractii simple. Se poate arata ca

L4 b3
B+1 z+1 22— +

- 1 —f< 1 2§x—* ) 3f 1f$22f7_4d95=

Rezolvare. etapa 1.f : ]—1,400[ = R, f (x) =

T Vo € ]-1,4o00] =

x3 x—i—l T

1 / 1 1
:§f 1(36—1-1) de—5 [ = 1(;1: —x—i—l) do—=2 [ 5 (x— 3
. o (=3 + (%)

1
=iln(z+1) — iIn(2? —:U—|—1)+2farcth+CV:re] 1,+oc0,ceR

sunt toate primitivele functiei f pe |—1, +o0o[, indexate dupa constantele ¢ € R.

d) [ e dacxeR

1
Rezolvare. etapa 1.f : R — R, f (z) = s
— x

f este continud pe R = f admite primitive pe R
etapa 2. Se determinad F' (z;c), aplicand teoria. Se observa ca
($4 + 4)/ =423 £ 1.
Atunci, cum grad P < grad @, se deslcompune f in fractii simple. Se poate arata ca

1 87+ 71 8T~ 1
= — ,V R =
A4+4 22422 +2 222042 ve
1 to+ 1 ir—1 21 + 4 2x — 4
dr = 8 4 o 8 4 dr = ™ dr
f$4+4x J 2422 +2 22-20+2 16fx2+23:+2 16f -2z +2
20 + 2 20 — 2 -2
= = de+ L dr — L dr — L dr =
16fx2+% ) 6./ 22 1 og 1o 161x2_2x+2$ 16) 2oy 1 o%
== | 2 2) d —_— 1) dz—
16fx2+2x+2(a:+a:+) v+ f +1)+12(x+) x
1 /
-2 2) d s ———(@x—1)dx =
16f 2$+2(:1: *73"‘) *73"‘8] 1)2+12(5€ ) dz
1 1
:%ln(x2+2x+2)+%%arctg% lln(2 2w+2)+éiarc‘ch+c—
242042
:Tlﬁln%—i— (arctg (x + 1) + arctg (x + 1)) + ¢,Vx € R,c € R
x
sunt toate primitivele functiei f pe R, indexate dupa constantele ¢ € R.
Se poate folosi, pentru u,v € [0, 1], arctgu + arctg v = arctg 1u v .
—uv
)f )dmxeR
1
Rezolvare. etapa 1.f :R - R, f () = ———
% f f() (1‘2—1—1)2

f este continua pe R = f admite primitive pe R
etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand teoria. Se observa ca este deja fractie simpla si cd
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I —2x 1
<$2+1> = ($2+1)2 7& ($2+1)2

1 1 2 .2 1 2
/2d$:/+$ ;de:/ 5 dm—/:E 5dx =
(z24+1) (22 4+1) x4 +1 (2 4+1)
1 —2z 1 1y
_ d " dr = d dr =
/2+1“/ @+ 12T /2+1“/ (:c2+1> !
1 1 1
= d —— [ 1 dr | =
/2+1x+ < 22+ 1 / 2+1x>

+c,VzeR,ceR

:% dx+% ° :%arctgm—l-g
2 +1 2 +1 :1:2+1

sunt toate primitivele functiei f pe R, indexate dupé constantele ¢ € R.

1.5. Integrale nedefinite avind ca integrant functii irationale in x, reductibile la cele
din Sectiunea 1.4

mi mp
ax+b\ ax +b\
1.5.1.Forma generala: | | R | z, s eeey de,z €1, 3
8 J (m (caz—i—d) <cx+d> ) nE 3)
P
unde R : Ip x I3 X ... x [, = R, R (Y0, Y1,y Yp) = (yo, y1, -+ p) este functie rationald in yy =
Q (y07y17 ---:yp)
my mp
b\ m1 b\ mp
T,y = <Zjid> ' s Yp = <Z§fi_d> ! , iar a,b,c,d € R, mq,...,m, sunt numere intregi,
n1, ..., Np sunt numere intregi nenule astfel incat macar unul din numerele rationale 7,4 € {1,...,p}
s& nu fie numar intreg.
axr +b

=1", (3"

Rezolvare: Se face schimbarea de variabila de integrare:

cr+d
unde n este cel mai mic multiplu comun al numerelor n1, ..., np, se obtine o integrala ca in Sectiunea
1.4 in variabila ¢, se calculeaza si se revine la substitutie.

Exemplul 1.5.1.1. S& se calculeze:

1
RV

Rezolvare. etapa 1. f :]0,400[ = R, f (z) =

dr,z € 1.
1
VT +

f este continud pe |0, 400 = f admite primitive pe I = |0, +o0].

etapa 2. Se determind integrala, aplicand teoria. Se observa cid f (x) = —— este de forma (3),
— r2 +x3
cua=1,0=0,c=0,d=1,m =1,n1 =2, me=1, no =3.

_ 6 f . o
Se face schimbarea de variabild de integrare: { z =1, €10, +oof| se diferentiazd

dx = 6t°dt
1 B 4+1— 1
1 t todt = 7dt— 2—t4+1——— )dt=
Se inlocuies e:>f 5P 550 6 [ 6f< + t—l—l)
t3 2
-6 3_2+t+1n(t+1)>+E,Vt€]0,+00[,VEGR-

Se revine la substitutie=
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f\/@r\:f 6(3 +f+1n(1+f)>+c,vxe]0,+oo[,vceR
sunt toate primitivele functiei f pe I =10, 4o0[, familia de primitive fiind indexata dupa constanta
ceE R

1
b)f vt —du,x € ]1, 400
x#0
Rezolvare. etapa 1. CE : m+1>0 =z € |—00, —1[U]1, +00[
z—1
1 jz+1
21 R = —
Follboo] <R () = L [ 2]

f este continud pe |1, 400 = f admite primitive pe I = |1, +o0]

etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand teoria.
1

<x—|— 1>
—1
Se observa ca f (z) = xil,adicé e de forma (3),cua=1,b=1,c=1,d=—-1, m =1,

n1 = 2. Se face schimbarea de variabila de integrare
z+1

=12t € |1, +00]| se inverseazs
241
= ﬁy t € ]1,400]| se diferentiaza

—4t
dr = ————dt
(t* 1)
Se inlocuie§te:>
t2 -1 —4t —4¢?
F(to)=[

1 1
= dt= [ (-2 -2 dt =
2+1 (t2_1) ft2+1)(t2—1) f( 2 +1 t2—1>
t—1
= —2arctgt — 1
arctg nt+1

+¢, Vt e ]l,4o0[,VceR.

Se revine la substitutie=

/x+1
F (z;¢) = —2arctg,/7—l \/7 —i—c,VwG]l,—i—oo[,Vce]R

z—1
sunt toate primitivele functiei f pe I = ]10, +oo[, familia de primitive fiind indexata dupa constanta
ceR.

P
_ @ ser @)
Vax? +bx+c

unde P, este functie polinomiala de grad m in variabila z, iar a,b,c € R.
Rezolvare: modul 1. (mai ales pentru m = 0,m = 1, m = 2) Folosind

©1.5.2.Forma generali: | [

o(m =0,m = 1,m = 2)modul de calcul pentru [ ———dz,z €

) Vax? +bx +c
! 2
o(m=1,m=2) <\/ax2+bm+c> = ar +
2vax? + bz + ¢
o(m = 2)modul de calcul pentru [ Vaz? + bx + cdz,z € I
modul 2. (mai ales pentru m > 2) Se considera relatia
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Py, () B Vi T e 1
/ axQ—i-b:c—i-cdx_Qm_l(m). ar® +brtet -] Vvax? +br + ¢
unde @),,,—1 este functie polinomiala de grad m in variabila x cu coeficienti necunoscuti si A € R
este necunoscut. Coeficientii functiei polinomiale @;,_1 si numarul A € R se determina derivand
relatia (4/), apoi indentificand coeficientii polinoamelor ce apar.

modul 3. Folosind substitutiile Euler de mai jos.

dr,z €1, (4"

Exemplul 1.5.2.1. Si se calculeze:
2z 41

a e —
) f\/3$2—6$+5
Rezolvare. etapa 1. f: R = R, f(z) =

dr,z € 1.

20+ 1
V3zZ —6x+5

f este continud pe R = f admite primitive pe I = R
etapa 2. Se determind integrala, aplicand teoria. Se observa cd f este de forma (4), cu P (z) =
2r+1m=1sia=3,b=—6,c=5.
6z — 6 3z —3

i
modul 1. Se foloseste (\/ 322 — 6z + 5) = = . Atunci
- 3 2312 —6x+5 V312 —6x+5
2x + 1 1 6xr—6+9 d
€T =

B B O A N
f\/3x22—6:c+5 * 3f\/3x2—6x+5
!
= (V3T =62 +5) do+3 [ =

( v v ) v f\/3$2—6$+5$

J

J(vaE—eris) dwy S @

( Jers Y-+ (2
—§M+\/§ln<x—1+\/(x—1)2+(\/g)2>,vxeR,Vc€R

sunt toate primitivele functiei f pe I = R, familia de primitive fiind indexata dupé constanta c € R.
modul 3. Cu substitutii Euler.
>4+ r+1

b) J V2x2 —3x + 2

Rezolvare. etapa 1.f : R — R, f (z) =

dr =

3
2
3

dx,x € 1.

24+r+1

V22 —3x+2

f este continud pe R = f admite primitive pe I = R
etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand teoria.
4+z+1 . :
Se observa cd f (r) = —————— adici este de forma (4), cu Py (z) = 2?2 +2+1,m =2si

V22 —3x +2
a=2,b=-3,c=2.
! 4x — 3
modul 1. Se foloseste (\/ 222 — 3z + 2) = )
2v2x2 — 3z + 2
22 +r+1 222 4+ 2z + 2 (2:52—3:5—1—2)—}—53:

—dr =i [ ———Cdx =1 dz =
f\/2x2—3x+2x 2f\/2x2—3x+2x 3 v

2x2—3x+21
— (2 —Br 424 2 [t % e+ B 4y
2]\ 2~4f 2$2—3$+2 2-4f 2$2—3$+2

2
Se observs cé: 2x2—3x+2:2(:ﬂ2—3x+1):2<(m—i)2+(\f) )

Se obtine:

2+ax+1

—dx =
/ V2?2 —3x+2
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: m—%)/dx+%f(\/2x2—3x+2>/da:+

(x—g)/d:c:
W %)h({f 4
-4 (-0 e 17 (D (- 9+ (7))
+g%mu&w2+§kém<@—ﬁ+¢@ )+(jf)+mmeRWeR

modul 2. Se con51dera rela@ia

e, | 1
— 01 (2) V2 —35 424+ N [—————dzz el
f\/22 3+ 2 @ (@) f\/2x2—3x+2

unde @ este functie polinomiald de grad 1 in variabila = cu coeficienti necunoscuti, adica Qg (z) =
ap + a1z si A € R este necunoscut. Se determind ag, a1 si A. Se deriveaza () =
z*+z+1 =a1-\/m+(ao+a1$) 4 — 3 i 1 rel=
V2z2 — 31 +2 2v/2x% — 31 + 2 V222 — 31 +2
22 +z+1) =2a1 (22 =32+ 2) + (a0 + a1z) (4 — 3) + 2\, z € L.
Identificarea coeficientii puterilor lui z =

—
8
|
N[V
S—
[\o}
+
/N
— =%
N————
[}
—

alzl
2 =4a1 + 4a; %-1—9
2=—6a1 —3a1 +4ay = ap = 4:%
9 — day — 3ap + 2) A_1_47+317 67
2-16 32

e | 1
———do= (3 +1lz) V222 -3z +2+ &
/ /73x+ z (4 6) x &L f /73$+

3\/
r—3
= (1 + f5o) v2a? =30+ 2+ 8 | (324) ﬁQdm:
¢@—4)+<4>
Z(%—I-%:U)\/m—l—s,g[ln ((ﬂc—i)+\/(m—i)2+<\f>2>+c,VmeR,VceR

sunt toate primitivele functiei f pe I = R, familia de primitive fiind indexata dupéa constanta c € R.
modul 3. Cu substitutii Euler.

1.5.3. Forma generali: | [ ! de,x €1, (5)
(x —d)"Vax? +bx +c

unde a,b,c,d € R si n € N*

Rezolvare: modul 1. Se face schimbarea de variabila de integrare

1 /

v—d " ()

si se obtine o integrald ca in Sectiunea 1.5.2 in variabila ¢, se calculeaza gi se revine la substitutie.

modul 2. Folosind substitutiile Euler de mai jos.

Exemplul 1.5.3.1. Sa se calculeze

1
a) J 22v/1 + 22

dz,x € ]—00,0]
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1
Rezolvare. etapa 1.f : |—00,0 = R, f () = ———
f este continud pe |—o00,0] = f admite primitive pe |—o0, 0]
etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand teoria.

1
Se observa ca f (x) = m,adicé e de forma (5),cud=0,a=1,b=0,c=1,n=2. Se

face schimbarea de variabila de integrare

1

— =1, t € |—00,0]|se inverseaza

T o

x = —, 1 €]|—00,0]|se diferentiaza

—1
Se inlocuieste=
1 1 -1 i<0 t2 2

F(t:2) = : —dt "2 [ ()dt= [ ———dt

(0= | [ s (1= [

—_

G )"

f\/fi ft( )dt_t\/t2+1—f\/t2+1dt:
=tVt2 + —j\;idt_t\/ﬁ —fﬁ ln<t+\/t2+1>:>
(t”)-—(t\/tQ —1n<t+\/t2 ))+c,Vte]—oo,O[,VEeR.

Se revine la substitutie=

1{1 //1)? 1 1\
F(z;c)== |- () +1-In|—-+ <> +1 +c¢, Vx € |—00,0[,Vc e R
x

2\ zx T T

sunt toate primitivele functiei f pe I = |—o0, 0[, familia de primitive fiind indexatd dupa constanta
ceR.

1
b
)fx\/7x—a:2—12 .

Rezolvare. etapa 1.f : 1 — R, f (z) P e B
x#0
Trx—2%2-1220
f este continud pe |3,4[ = f admite primitive pe I = ]3,4[
etapa 2. Se determina F' (z;c), aplicand teoria.
! adicd e de forma (5),cud =0,a = —-1,b="7,¢c = —12,

Se observa ca f (z) = ,
oV —x? 4+ Tz — 12

n = 1. Se face schimbarea de variabild de integrare

dx,x € 1.

Se impune CE : &2 el3,4].

1

; =t te } H se inverseaza
T = % te ]1 )3 H se diferentiaza
dr = t—;dt

Se inlocuiegte

Ft:8) = —dt d
(o) = [ ~ 2 =t 147t — 122
_ ( > +7-—-12
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1 1 1 1
=— dt = — S dt =
V12 f 1y T4 42 V12 2 2
y 1ttt —<t2—2£t+(%) )—i—(%) -5
1 (t — %)/ 1 ot 2% ~ 11
- _ dt = — ,Vte |5,2|,VeeR.
\/ﬁf\/(l)Q_(t_7)2 \/ﬁarcsm 2714 +cC 13.3],ve
24 24
Se revine la substitutie= :
1

1 CO 24
arcsin +c¢, Vr €]3,4[,Vce R
\/ﬁ i ) ] ) [
sunt toate primitivele functiei f pe I = ]3,4[, familia de primitive fiind indexatd dupa constanta
ceR.

F(z;c) = —

1.5.4. Forma generali: | [ R (CE, Vaz? + bx + c) dz,z €1, (6)

P
unde R : Ip x I} — R, R (yo,y1) = m este functie rationald in yo = z,y; = Vax? + bx + c,

iar a,b,c € R.
Rezolvare: Se face una din schimbarea de variabila (substitutie Euler)
a) daci a > 0:
{\/azz:2+bx+c:\/533+tsau\/am2+bx+c:\/aa:—t (')
Var? +bx 4 c= —vax +t sau Vaz? + br +c= —y/ax —t
b) dacid ¢ > 0:
{\/ax2+bm+c:tx+\/ésau\/ax2+bx+c:tx—\/6 (6")
vax? 4+ bx + ¢ = —tx + /¢ sau Vax? + bx + ¢ = —tx — \/c
c) daca ax® 4+ bx + ¢ = 0 are ridicinile reale 1,z :

{\/am2 +br+c=t(x—x1) sau Vax? +br+c=t(x — x3) (6"

pentru x intr-un subinterval al I ce nu contine z;, respectiv .
Se obtine o integrald ca in Sectiunea 1.4 in variabila ¢, se calculeaza si se revine la substitutie.

Exemplul 1.5.4.1. Sa se calculeze

r+vVat+ar+1

a d
)f1+$+ 2 ¥r+1

2 1
Rezolvare. etapa 1. f: 1= R, f (z) = r+vVar?+x+

Cl4z+Valtr+l
Se impune CE : {1+x+\/:c2+:n+l #0 &z eR.
f este continud pe R = f admite primitive pe [ = R

x,z € 1.

V2 1
etapa 2. Se determind F (x;c), aplicAnd teoria. Se observa ca f () = rHve ATt ,adicd e
A N l+z+val+o+1
Yo T Y1

. Lt vo -1
Se face schimbarea de variabild de integrare

de forma (6), cu R (yo,y1) = a=1,b=1c=1.
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Va?+z+1=—x+tt € J|se exprimi z in functie de ¢
2o+ 1=2a%—-2zt+t*=
t2 -1
T = 1+2t,t€.,]]a.i. t#%l‘se diferentiaza
2t (1+2t) — (12 — 1) (+2
Al - @6,
(14 2t)
212 + 2t + 2
rT=————
(14 2t)

Se observa ca

-inecuatia V% 4+ x + 1+ x > 0 are ca solutii Vo € R
-inecuatia vVz2 + x + 1 + 2 < 0 nu are solutii in R.
Deci J €0, +o0].

Se inlocuiegte formal

L S (et
1+ 2t 1+ 2t 2t2 + 2t 4+ 2 t 22 4+2t+2
F(0) = [ — ; 7dt =] 2
1+t —1+ ot —1“ (1+2t) L4+t (142t
142t 1—2t

t(t2+t+1 1 1 1 1
=2/ (Fre+ )Zdt—2f(— _3 _3 2)dt—
(t4+1)(1+2t) 4 t+1 22t+1  4(20+1)
In(1+2t) 3(1+2t)7"

2
=—-t—2In(t+1)—3 - = ¢, Vit Ve e R.
1 n(t+1) 5 > 2(1) +¢c, Vtel,vee

Se revine la substitutie=
1
F(z;c) = 3 <\/a:2—|-:1:+1+3:> —21n(\/x2+x+1+x+1) —

-1
n(1+2va? +o+1+2z) 3 (1+2Va T +1+22)
5 -3 2D +c, Vz € l,Ve € R.

sunt toate primitivele functiei f pe I, familia de primitive fiind indexata dupa constanta ¢ € R.

b) J (1+ ) N L =1, roel.

1
Rezolvare. etapa 1.f : |—1,400[ = R, f () =
ctapa 1.f :] [ /) (1+2z)Va?+2x+2
f este continud pe |—1,4o00[ = f admite primitive pe |—1, +o0[
etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand teoria.

-3

1 1
modul 2. Se observa ca f (z) = ,adica e de forma (6), cu R (yo, =\
- /(@) (14+2z) Va2 +2x+2 ©) (0,91) (1+yo)y1

a=1,b=2,c=2.
Se face schimbarea de variabila de integrare
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Va2 +2x+2=x+t t € J|se exprimd z in functie de t
22420 4+2=a2+ 20t +t> =

t2 -2 2 —2
= ——t A, -1
oot Edal oo >
t2—2 . -
T= 5o t € ]2, 400]|se diferentiaza
2t (2 —2t) — (2 —2) (=2
2R (B9,
(2 —2t)
2% 44t —4
do = ————5—
L (2 —2t)
Se mentioneaza ca
t2—2 2 — 2t
>-1& >0&te]—00,0[U]2,+o0f

2-2t 2 -2t
Va? + 2z +2 —x < 0 nu are solutii in R (deci ¢t < 0 este imposibil).
Se inlocuieste=

1 —2t% + 4t — 4 (=2) (t* — 2t +2)
F(t;c) = dt = dt =
(7’5) f 1+t2—2 t2_2+t (2—2t)2 f(t2—2t)(t2—2+2t—2t2)
2—2t 2—2t
1 1 1 t—2
=2 5——dt= —— —— | dt=1 ¢Vt €12 ceR
Vg f(t—z t> n—— +EVE €2, doof C€
Se revine la substitutie=
V2 420 +2— 2 —2
F(z;¢c)=In rrery ° +c, Vzel,VeeR.
Va2 +2r+2—=x

sunt toate primitivele functiei f pe I, familia de primitive fiind indexata dupa constanta ¢ € R.

,adicd e de forma (5), cud=—-1,a=1,b= 2,
(1+2z) Va2 +2x+2

¢ =2, n=1. Se face schimbarea de variabila de integrare

modul 1. Se observa ca f (z) =

—— =1t,t € J|se inverseaza
1+zx

T = T_, t €10, +oo]| se diferentiaza
—1
Se mentioneaza ca
1—t 1
—_—> —1<:>E >0&te]0,+o0].

Se inlocuieste
t —1 >0 pe]0,+o0] -1 ~
F(t:¢) = [ ————-dt = dt:—ln(t—l—\/t2+1>—|—c,
e =/ 1 t? jtl=t / V2 +1
7 +1
vt € ]0,4+o00[, Ve € R.
Se revine la substitutie=

1 1
F(a;¢) = 1
(z;¢) n<1+$+ (1—|—x)2

+1> +c¢, Vo €]-1,400[,Vc € R

dw,xe]o,%[.

1
<) J (2z — 3) Vda — a2

1
Rezolvare. etapa 1.f : ]0, % [ - R, f(z)=

(2x — 3) Vdx — 22
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[ = f admite primitive pe ]0 3 [

¢), aplicand teoria.
1 1

,adica e de forma (6), cu R (yo,y1) = ——5—,
(20— 3) Vis =22 (6), cw B (yo, 1) = 50—,

f este continua pe

3
e]0,5
etapa 2. Se determina F' (z;
af(x

) =

modul 2. Se observa ca

=-1,b=4, c=0.

Se face schimbarea de variabild de integrare
( VAx — 22 = tz, t € J|se exprimi x in functie de ¢
4o — 22 = 222 =

4 .
ajzﬁ,tEJa10<t2+1

T = 2T tQE }0, \/gu se diferentiaza

t
dr = —4————=dl =
(t2+1)
—8t
(¢2 +1)°
Se mentioneaza ca

4
0<grg<ies-s-s<oete]-/i /i
Vidr — 22 =tz =t > 0.

Se inlocuieste=

3
<3

1 —8t 1
F(t;c) = dt =2 | -5——
(75) f ( 4 3) ' At (t2+1)2 f3t2—5

2/ —
241 241

dt =

t— /B
::gfﬁ_wiﬁ)Z ; 2Vﬁ t+$;+thekL¢§LEeR

Se revine la substitutie=
Viar —x? dx — 22 \/’
2
"3 9 \/> \/4:(; — 22 \/’

sunt toate primitivele functiei f pe ]O [ familia de primitive fiind indexata dupa constanta c € R.
1
modul 1. Se observi ci f (z) = 1 3 ,adicd e de forma (5), cu d=3,a=—1,b=4,
z—3) Viz — 22
¢ =0, n = 1. Se face schimbarea de variabila de integrare

F (z +che] [VCER

5 = t, t € J|se inverseaza

2

1+ 32

T = ; 2 ,t € ]—oo, —% H se diferentiaza
—1

Se mentioneaza ca
1+ 3¢
0<—2<3ste]—oo,-

Se inlocuieste=

[

Wi
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t -1 t<0pe]—oo,—2[ 1
Fte)=[ =gt o S - 92dt:
t t
1 1 (t—2)
:f 1542 dt:%f’f 2., 4 4dt:%5f 2 ;5 8 2dt:
\/It +t-1 Ct ot \/(t_15) _(E)
:ﬁgnc;+¢@%f@f)+aw€]uxgp%ek

Se revine la substitutie=-

2
1 1 2
_3_%+ (35—3_125> —(2)" )+, V2 e]0,2[,VceR
2

F(:z:;c):\/%ln

da:,xE]O,—l—i—\/ﬂ.

1
d) J >
1+v1—2x—2x
Rezolvare. etapa 1.f:]0,—1 +v2[ = R, f (z) =
ctapa 1./ ] [ /(@) 1++V1 -2z — 22
f este continud pe ]0, -1+ \/5[ = f admite primitive pe ]0, -1+ \/5[

1

etapa 2. Se determind F (x; ¢), aplicand teoria. Se observa ca f (z) = ,adica e de
E— 14+V1—2z—2a2

1
forma (6), cu R (yo,y1) = oo a=-1,b=-2,c=1.

Se face schimbarea de variabila de integrare

V1—2zx—2? =tz —1,t € J|se exprimi z in functie de ¢

1 -2 —2? =122 -2z +1=
2t — 2 2t — 2

=5t 1L0<5—=<-1 2
x 5i+%, €Jai <t2+1< +42
“eiy t € J C]1,+oof| se diferentiaza
2(t2+1) — (2t —2) 2t
dx = ( ) (2 ) dt =
(t2+1)
—2t% 4t 4 2
=z @
(t?2+1)
Se mentioneaza cid
0<2=2_ 1. spa
24+1
Se inlocuiegte=-
1 —2t% + 4t + 2 —t2+2t+1
F(te)= [ — + ;L iy + 2+ i
R R T TOESVICESY
241

1 1 2
= —_—— — — 5 dt:
f( P t2+1>
=—Int+In(t—1)—2arctgt+¢,Vt € J C|1,+o0[,c € R
Se revine la substitutie=

\/1—2x—x2+1+1n<\/1—2:1:—m2+1_1>
x

— 2arctg

¢,

V1—2z—22+1
F(z;c)=—1In o +
T T
Vo € ]O,—l + ﬁ[,Vc € R.
sunt toate primitivele functiei f pe ]O, —1+2 [, familia de primitive fiind indexata dupé constanta
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c e R.

(O1.5.5.Forma generala: | [ 2™ (az" + b)P dz,z €1, (7)
unde a,b € R cu ab # 0,m,n,p € Q.
Rezolvare: Se face una din schimbarea de variabild (substitutie Cebégev)
a) dacd p € Z, atunci integrala (7) este de tip (3), si se face
(7)

unde ¢ este cel mai mic multiplu comun al numitorilor lui m si n.

1
b) dacap ¢ Z, p = T ca fractie ireductibilda cu r € Z si s € N* i m € Z atunci se face
s
ax™ +b=1°. (7"
T m—+1 m—+1
c) dacd p ¢ Z, p = — ca fractie ireductibild cu r € Z gi s € N* gi + ¢ 7 s + +peZ
s n
atuncinsa_ fgmce
ax _
o = t* (sau a + bx~ " = t) (7

Se obtine o integrald ca in Sectiunea 1.4 in variabila ¢, se calculeaza si se revine la substitutie.

OExemplul 1.5.5.1. Sa se calculeze
3/1 4
a) [ Jdm,x el
N7
V1+ vz
N7

f este continud pe |0, +o00[ = f admite primitive pe I = |0, +o0[
etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand teoria.

Rezolvare. etapa 1.f :]0,+o00[ = R, f (z) =

1
Se observa cd f (z) = a2 <1 Lzd+ 1) ® ,adicd e de forma (7), cu

1 1 1
a=1lb=1lm=-gn=gp=g3

Se poate incerca si direct schimbarea de variabila de integrare
V14 Yx=t.
.m+1  —i+1

Sau, conform teoriei, deoarece p = % ¢ 7 si

= 2 € 7Z =Se face schimbarea de

n i
variabila de integrare 1 - 1 +1=12.
1
1-27 4+ 1 =13t €]l,+oo se inverseazi
z=(t— 1)4 , t € ]1,+00[| se diferentiaza
dz = 4 (13 — 1)° 3t2dt
Se inlocuieste=
F(t;¢) = f;4(t3 —1)%3t2dt = [12 (¢6 — %) dt = 12 v +¢
’ (3 —1)° T4 ’
Vt € ]1, +o0o[, Ve € R.
Se revine la substitutie=
7 4
(Vi+ve)  (V1+ k)
F (z;¢) =2 - + ¢, Vx €]0,400[,Vc e R

7 4

sunt toate primitivele functiei f pe I =]0,4o0[, familia de primitive fiind indexatd dupa constanta
ceR.
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b) fx\/l_idx,xe]o,l[.

1
Rezolvare. etapa 1.f :]0,1] = R, f (z) =

V1 — 23

f este continud pe |0, 1] = f admite primitive pe I =10, 1[
etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand teoria.

Se observa cd f(z) =z~ ((-1)-2® + 1)Tl ,adicd e de forma (7), cua=—-1,b=1, m = —1,
n=3p= _—1

Se poate incerca si direct schimbarea de variabild de integrare

V1—2x3 =1t
.m+1 —1+1

Sau, conform teoriei, deoarece p = %1 ¢ 7 s =—5 = 0 € Z =Se face schimbarea
n

de variabils de integrare (—1) - 23 + 1 = ¢2.
1—2% =12 t €10, 1[| se inverseazi
T = (1 — t2) t € 10, 1[| se diferentiazi
dz = § (1—t) B (—2t)dt
Se inlocu1e§te:>

F(R@me

vVt €]0,1[,Vec e R.
Se revine la substitutie=

o 1—v1—12a3
F(x;c) = % In ———=
514V =3

sunt toate primitivele functiei f pe I = ]0,1[, familia de primitive fiind indexatd dupa constanta
ceR.

1
) e

Rezolvare. etapa 1.f :]0,400] = R, f () =

=2 1 1-t¢
1 2 _ =2 _ =2 ~
s(1—tH)> (—2t)dt_?fl_t2dt_71n1+t+c,

te,Vzelo,1],VeeR

dz,z € ]0,400].
1
z4V/1 + 22
f este continud pe |0, 400 = f admite primitive pe I = ]0, +o0]
etapa 2. Se determind F' (z;c), aplicand teoria.

;1
Se observa ca f (x) = z~* (1 cx? 4 1) 2 Jadica e de forma (7),cua=1,b=1, m=—4,n=2,
P=3-
Conform teoriei, deoarece
_ . m+1 —4+1 .m+1 —4+1
p:%géZgl = ¢ 7 si +p= 5 +71€Z
. . 1o . ° $2 + ]- 2
=Se face schimbarea de variabila de integrare ———5— = ¢*.
x
1+ —2 =12, t € |1, +o0[| se inverseazi
x
xQZL t€]1,4o00]|
12 T 1’ ’
= Pk te ]1 +ool| se diferentiaza
de =3 (12 —1)2 " (2) dt

Se 1nlocu1e§te tinand cont cd, pentru = € |0, +-o00[ =
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_ @)

=
x4m \/1+ \/14_;2
F(t;c) = f( tﬁ—;(ﬂ_l)23<2t)dt=—f(t2—1)dt:_t§+t22+c

Vt € ]1,400[, Ve € R.
Se revine la substitutie=

1—{—2> 1
x 1+ —
F(x;¢) = — 3 + 2932 +¢, Vo €]0,400[,Vc € R

sunt toate primitivele functiei f pe I = |0, +oo[, familia de primitive fiind indexatd dupa constanta
ceR.

1.6. Integrale nedefinite (primitive) avand ca integrant functii rationale in e” gi e,

respectiv in chz si shx

Forma generali: | [ R(e”,e*)dz,x € I|, chiar | [ R(chz,shz)dz,z € I,

P (y1,y2)
Q (y1,92)

Rezolvare: Se face schimbarea de variabila
T =t| t € J|se inverseaza
x =1Int, t € J|se diferentiaza
dr = %dt
Se obtine o integrald ca in Sectiunea 1.4. in variabila ¢, se calculeaza si se revine la substitutie.
Exemplul 1.6.1. Sa se calculeze

—x

unde R : I} xIs = R, R (y1,y2) = este functie rationald in y; = %, y9 = ¢

1 x
a) [ idx,at € R. - A se vedea Seminar
1+ e?®
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1.7. Integrale nedefinite avand ca integrant functii rationale in cosx, sinx, reductibile
la cele din Sectiunea 1.4

Forma generald: [ R (cosz,sinz)dz,z € 1, (8)
P
unde R:I; x Io — R, R (y1,42) = M este functie rationald in y; = cosz,ys = sinz.
Y1, Y2
Rezolvare: I. In general, se face schimbarea de variabili de integrare
tgl=ttel (8)
unde J este un interval corespunzator ales. Se foloseste
2
X
tg § =t,t € J|se inverseaza COS T — 1 (te 5)2;
x = 2arctgt, t € J|se diferentiaza s 1+ (tg %)
. 2tg 5
dl‘:mdt SN = 712’

II. In anumite situatii particulare, se fac schimbdrile de variabil de integrare:
a) dacd R(—cosz,—sinx) = R (cosz,sinx), atunci se face

)
unde J este un interval corespunzator ales. Se foloseste

tgx =t, t € J|se inverseaza cosT = =+ 5
z = arctgt, t € J|se diferentiaza 1+ (tgz)
1 B . tgx
dx dt sine =4/ F ——=;.

1+ V14 (tgz)?
si unde J este un interval corespunzator ales; semnele 4, — se aleg in functie de intervalul I parcurs
de x din graficele functiilor cos si sin.

cos:R—R

0.1) 2r,1)

sin: R —R
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(m/2,1)
}r V\
t } f } t } IE‘O.)
(0,0) X
y
X
b) dacd R (cosz, —sinx) = —R (cosx,sinz), atunci se face

cosx =t,t € J|se inverseaza
x = arccost, t € J|se diferentiaza sau{ cost =t,t € J|se diferentiaza (8"

_1 _ 1 —
do — dt sin xdx = dt.

V-2

unde J este un interval corespunzator ales. Se foloseste

sinz = +4/1 — (cos z)*;

unde semnele 4+, — se aleg in functie de intervalul I parcurs de x.
c) daca R (—cosx,sinz) = —R (cos z,sin x), atunci se face

sinz =t, t € J|se inverseazd
x = arcsint, t € J|se diferentiaza san { sinz =t, t € J|se diferentiaza (8"

1 —
do — dt cosxdr = dt

V1—t2

unde J este un interval corespunzator ales. Se foloseste

{cosx = 44/1 — (sinz)%;

unde semnele +, — se aleg in functie de intervalul I parcurs de z.
Se obtine o integrald ca in Sectiunea 1.4 in variabila ¢, se calculeaza si se revine la substitutie.

Exemplul 1.6.1.1. Sa se calculeze
1

d R
a)f3—|—281nm T € .
Rezol . et 1.f:R—R =
ezolvare. etapa 1.f — R, f(x) 31 2sing
f este continua pe R = f admite primitive pe R
1
etapa 2. Se determind F'(x;¢), aplicand teoria. Se observa cd f (x) = —————, adicd e de forma
S 3+ 2sinx
(8), cu
1
R(y1,y2) =

342y
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tg§ =t,t € J|se inverseaza
Se face schimbarea de variabila de integrare

x = 2arctgt, t € J|se diferentiaza
dr = ——dt
Tt
Se mentioneaza ca J este un interval ce nu contine § + km, k € Z
. . 1 2 2
Se inlocuieste= F (¢;¢) = [ 51 o T ph= S mdt =
142 /
2 1 2 (t+2) 2 1 t+ 2
== [——F——dt==] 3 dt = - - — arctg 3
2+ 3 2 NG V5
3 t—i‘gt—i-l 3 (t—i—%)Q—i-(é) 3 2 M
tgZ + 2
Se revine la substitutie= F'(x;¢) = 3 \f arctg 8573

T +c, Vr e R,VceR
unt toate primitivele functiei f pe I = R, famiha de primitive fiind indexatd dupd constanta ¢ € R
sin® x
) J

5 5—dx, v € R- A se vedea Seminar
cos :L' + 2sin“ x
(¢

) J smnr:cos2

———dz,x € ]O, 3 [—A se vedea Seminar
d) J

dr,x € |0, 5
(3 + cos?z)sinz 7o €]0,5]
Rezolvare. etapa 1.f : ]

2[R, f(z) = !

(3 + cos?z)sinx
f este continua pe ]0, %[ = f admite primitive pe ]0 z [

' 9
etapa 2. Se determind integrala, aplicand teoria. Se observa cd f este de forma (8), cu
R (y1, 1) :
Y1,92) = 75 -
(3+y}) -2

tg s =t,t €]0,1]| se inverseaza
modul 1. Se face schimbarea de variabila de integrare -

x = 2arctgt, t € ]0,1[| se diferentiazi
2

dr = ——dt
1+ ¢2
1 2 142
Se inlocuiegte= F' (t;¢) = [ 5 5d f ( ) t ="
2t 3+1—t2 L+t t(4+2t2)?
1+ t2 1+t
Se poate, desi este mult calcul. Indicatie
14 ¢2)° 1 t t
K Y S I
t(4+2t2) t 242 (1242
2
(1+¢%)
J 5

— 1 2
(A 20 t=J-Int+ 5 n (¢ +2)+16t2
1

I

dr = 7= 1n (t
3+ cos?x)sinx v n

+¢ Vtelo,1[,Vé e R.
+2
16

2 1 1

g§)+iln((tg§) +2)—|——7+c,

2 32 2 16 (tg %)2 I
Vr € ]0,%[,Vc e R.
modul 2. Se observa ca

1 1 1
dx = inzdr = inad
/ (3 + cos?z)sinz v=J (34 cos?z) sin? x sinadz = | (3 + cos?z) (1 — cos?x) SHILLET,
Se face schimbarea de variabild de integrare

osx = v, v € ]0,1]| se diferentiaza
—sinzdr = dv,v €]0,1]
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Se inlocuieste= F (v;¢) = [ 51 1}2)1(1 ey (—1)dv= ][ ! dv =

W2 —1) (> 13)
1 1
:f<41102_ _4U2+3>d’02

1, v+l
f

—_

=:In arctg — + ¢, Yu € ]0,1[,Ve € R.

87 w1 4\f

Se revine la substitutie=
— 1
F(z;0) =L cos < + retg ot 4 ¢, ¥ €]0,Z[ Ve € R

cosx + 1 4f \f

sunt toate primitivele functiei f pe I = ]0 [ familia de primitive fiind indexatd dupé constanta
ceR.
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Observatia 1.7.1. Uneori, apar integrale nedefinite cu
a) Forma generala:

| R (x, Va2 — 332) dr,x €1, (9)
P (y1,92)

unde R: I} x Iy — R, R (y1,y2) = este functie rationald in 1, = z,y2 = Va2 — 22.

Q (y1,92)
Rezolvare: Se face schimbarea de variabild de integrare
’x:asint,te,ﬂ‘ (9"
Sau’w:acost,te,]]‘ (9")

unde J este un interval corespunzator ales.
b) Forma generala:

IR (sc m) dz,z €1, (10)

P
Plyy) este functie rationald in 1, = z,y2 = Va2 + z2.
Q (yl: y?)

Rezolvare: Se face schimbarea de variabild de integrare

’x:atgt,teJ‘ (10"
unde J este un interval corespunzaitor ales.
c) Forma generala:

| R (:E, m) de,z €, (11)

unde R:I; x Io — R, R (y1,42) =

P
unde R:I; x Iy — R, R (y1,y2) = ngl’w; este functie rationald in 1, = z,y2 = Va2 — a?.
Y1, Y2
Rezolvare: Se face schimbarea de variabild de integrare
1
=a——,te] 11
v acost (11)
sau :c:aL tel (117)
sint’

unde J este un interval corespunzéitor ales.



