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CURS NR. 11
Analiza matematica, ATA

2. Integrala Riemann (definita, proprie) pentru f : [a,b] CR — R
2.1. Definitii. Exemple.

De recapitulat din manualul de liceu.
Definitia 2.1.1. Fie [a, b] un interval compact in R. O succesiune de puncte
Aa=2g<r1<...<2,=0
se numegte o diviziune a intervalului [a,b]. Se noteazd cu D ([a,b]) multimea tuturor diviziunilor
intervalului [a, b]. Se numeste norma a diviziunii A numarul real pozitiv

Al = max (x; —zi—1).
ie{l,...n

Un sistem de puncte € = ({3, ..., &), notat si § = (§;);—15 , din intervalul [a, ], cu proprietatea
i1 <& < m;
se numeste sistem de puncte intermediare corespunzatoare diviziunii A. Se noteazd cu P (A)
multimea tuturor sistemelor de puncte intermediare ale diviziunii A.
Definitia 2.1.2. Fie [a, b] un interval compact in R, A € D ([a, b]) o diviziune a intervalului [a, b] si
¢ € P(A) un sistem de puncte intermediare ale diviziunii A. Fie functia f : [a,b] — R. Se numeste
suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii A gi sistemului de puncte intermediare & numarul

real
S(f:8,8) = 1 f(&) (xi — i)

=1
Observatia 2.1.1. Dacd f : [a,b] — R este a.i.
f(z) = 0,Vz € [a,b]
atunci suma Riemann S (f, A, §) reprezintd suma ariilor suprafetelor marginite de dreptunghiuri
de baza z; — x;—1 i indltime f (;), pentru i € {1,...,n}. Se observa ci, in anumite conditii asupra
f (continud a.p.t.), aceasta aproximeaza aria subgraficului lui f, adica aria suprafetei marginite
de reprezentarea graficului lui f, axa Ox si dreptele de ecuatii x =a, x =b:
Ay

(a,0)

I'y={(z,y) eR¥a<z<b0<y<f(z)}.
Definitia 2.1.3. Functia f : [a,b] — R se numeste integrabila Riemann pe [a,b] dacd existd un
numar real Iy cu proprietatea ca
Ve > 0,30 = § (¢) > 0 astfel incat, VA € D ([a,b]) cu ||A]| < 0 si V€ € P(A), si rezulte

S (£,0,6) — I < <.
Se noteaza cu R ([a, b]) multimea tuturor functiilor integrabile Riemann pe [a, b].

Numarul I, dacd existd, este unic si se numeste integrala Riemann (sau definita, sau proprie)
a functiei f pe [a,b]. Se noteazd If = fff () dzx.
Observatia 2.1.2. Daca f este integrabild Riemann pe [a, b] atunci
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n

If=| [P f(z)dz = lim S(f,A,g):|nm S F () (@i — zim1),

A[—0 |A[—0i=1

independent de alegerea punctelor intermediare &.

Din caracterizarea limitei cu siruri, rezultd cd f este integrabild Riemann pe [a,b], cu Iy =
f; f (z)dz, dacd si numai daci oricare ar fi sirul de diviziuni ale intervalului [a, b], (Ap)peN* cu
lim [[Apl] = 0 si oricare ar fi sirul de puncte intermediare (£”),cy« asociat sirului de diviziuni
— 00

(Ap)peN*7 adicfi é‘p - ( 11)7 ,fﬁ), atunci
lim S(vapvgp) - If
p—00

OExemplul 2.1.1. Utilizand definitia integralei Riemann, s se arate ci urmatoarele siruri (a,, ) neN,,
au limita si sa se calculeze lim a, pentru
n—oo

1 1

+ + ..+ ——,neN*
n+1 n+2 n+mn
Rezolvare. etapa 1. Se alege
-intervalul compact [0, 1].
-girul de diviziuni echidistante ale intervalului [0, 1]

a) a, =

0 1
A, :0=-<=<..<®—1 vneN* adici
nO n ) n
Al 0= I < I =1
— =~
o g
0 1 2
NAg: 0= = - - =1
9:0 5 < 5 < 5
N
a3 g 3
0 1 2 3
Az: 0= - < = < - < - =1
s 3 3 3 3
N
o f 3 a3
0 h .
Ap:0= — < — <. L <. < oy
n n n n
—~ ~ =~ —~—
..., CU norma
7 1—1 1
[An|l = max (2 —2P ;)= max [—— = —,Vn € N*,
ie{l,....,n} ie{l,....n} \(I n n

De mentionat ca, pentru n € N* fixat, punctele de diviziune din diviziunea A, sunt
[
Tt = i e{1,..,n}.

7
-sirul de sisteme de puncte intemediare corespunzatoare sirului de diviziuni (Ay),,cy-

1
£ — < ”) ,Vn € N*, adicd
n

n
1
Sl N
1
1 2
2_| =
&= 27 9
~—
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g |12 03
3373
~
g 8 &
1 ] n
gn: E g ey E g ey ﬁ
~—~ ~—~ ~—~
€ & &n

De mentionat cé, pentru n € N* fixat, punctele intermediare corespunzatoare diviziunii A,, sunt

i

(sunt alese capetele din dreapta intervalului de diviziune).

-o functie f : [0,1] — R integrabild Riemann pe [0, 1].
Atunci

e =L e o) - £ (0) (- 50) T () o ()

Se trece la limitd pentru n — oo si, folosmd Observagla 2.1.2, se ob§1ne

it (1)1 )

1 1
etapa 2. Se alege acea functie f a.i. a, = - <f (n> +...f (Z)) ,Vn € N*. Alici

tn= et ot —— = | bt — | Ve
n+1 n+2 n+n n 1_’_1 1_,_2 1+% ’
n n
Sealegef:[O,l]HRf()zl_il_x
énlirgoan—fo dac—ln(1+a:) =l =In2.
1»an:7ﬁ112+n2122+ms+ﬁggﬁﬂzeNﬁ

Rezolvare. etapa 1. Aceeasi ca la a).

1 1
etapa 2. Se alege acea functie f a.i. a, = — <f (n) +...f (Z)) ,Vn € N*. Aici

n
. ! S S Vn € N*
ap = et ———5=— et —— n .
T2 412 0 n2 422 n24+n? n 1\2 2\ 2 n\2 |’
1+ (= 1+ (= L+ {~
- - -
n n
1
Se alege f:[0,1] —>1R Jf(x) = T2
: T
:>n1LH()10an = fo T ——dr = arctg x| _ _0 = arctg 1 — arctg 0 = 1
(d

OTeorema 2.1.1.(de tip Cauchy de caracterizare a functiilor integrabile Riemann)
Atunci f € R ([a, b]) dacd i numai daca

Ve > 0,36 =6 (e) > 0a.i VA € D([a,b]) cu||Al| <65V, " € P(A), }S (f.A,¢)-S (f,A,f”)‘ <e.
Definitia 2.1.4. Fie f : [a,b] — R. Daca fe R([a b)) atunci prin definitie

fabf(:): de=0,dacia=bsi [} f d:):——ff
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O2.2. Caracterizarea integrabilititii Riemann cu sume Darboux...
2.3. Proprietati ale integralei Riemann

Teorema 2.3.1.(de liniaritate a integralei Riemann)
Fie f,g : [a,b] = Rsia € R. Dacd f,g € R ([a, b]) atunci functiile f+¢ € R ([a,b]) si af € R ([a,b])

si (aditivitatea in raport cu functia integrant) ff (f+9) (x)dx = f; f(z)dx + f;g (z) dz;

(omogeneitatea in raport cu functia integrant) ff (a-f)(z)dz =« f; f(z)dx.

Propozitia 2.3.1. Dacd f € R ([a,b]) a.i. f(x) > 0,Vz € [a,b], atunci f;f (z)dx > 0.
Corolar 2.3.1.(de monotonie a integralei Riemann in raport cu functia integrant)

Fie f,g : [a,b] — R.Dacd f,g € R ([a,b]) ai. f(z) < g(x),Vx € [a,b] atunci fabf (x)dx < fabg(x) dr.
Corolar 2.3.2.(de trecere la modul a integralei Riemann)

Dacd f € R ([a,b]) atunci |f| € R ([a, b]) si fabf(x) d:z:‘ < f: |f (z)| de.
Corolar 2.3.3.(Teorema intai de medie pentru integrala Riemann)

Daca f € R ([a,b]) a.i. m < f(z) < M,Vz € [a,b], atunci |m (b — a) Sf;f(x)d:zng(b—a).

Valoarea | p (f) = ﬁ fff (z)dx

Propozitia 2.3.2.(de monotonie a integralei Riemann in raport cu intervalul, de ereditate)
Daca f € R ([a,b]), atunci, Vc,d] C [a,b], f € R([c,d]).
Propozitia 2.3.3.(de aditivitate a integralei Riemann in raport cu intervalul)

Fie f : [a,b] > Rsi c €]a,blai f € R ([a,c]) si f € R([c,0]). Atunci f € R ([a,b]) si
P f@)yde = [ f(z)da+ [ f (x)da.

se numeste media functiei f pe [a,b].

. z? daca x € [0,1]
3.1, : - = ’ ’
Exemplul 2.3.1. Fie f: [0,2] CR — R, F' () 2w — 1, daca € [1,2]
Se observa cd f € R([0,1]) si f € R([1,2]), deci f € R([0,2]) si
3\ (=1
2 1 2 din LN ulterioard [ & =2
Jo f@)dz = [§a?de+ [ (22— 1)dx = <3) » + (@ —2)[ o =3+2

Teorema 2.3.2.(de marginire a functiilor integrabile Riemann)

Fie f : [a,b] — R. Dacd f € R ([a,b]) atunci f este functie marginitd pe [a, b].
Observatia 2.3.1. a) Daca f : [a,b] — R nu este marginita pe [a,b] atunci f ¢ R ([a,b])
L daci z €]0,1]

De exemplu7 f : [07 1] g R— Ra f(x) - { T7 daci x =0

nu este marginitd pe [0, 1], deci f ¢ R ([0,1]).
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b) Existd functii marginite pe [a, b], dar care nu sunt integrabile pe [a, b] .

1, dacaz €[0,1]NQ

0, daciz€0,1]\Q

este marginita pe [0, 1], dar nu este integrabild Riemann pe [0, 1] . Justificarea nu se d& aici.

c) Exista functii f, g care nu sunt integrabile pe [a,b] dar care au f + g, f - g integrabile pe [a, b] .
De exemplu,

De exemplu, functia lui Dirichlet f:[0,1] CR =R, f(z) = {

‘ [ 1, dacizel[-1,
f,g . [_1, ]_] — R,f(x) - { 71’ daca €T € I:—]_

f+g: FLICR—R,(f+g)(z)=0.
fg:[-L1]CR—R,(f-g)(z) =—1.

11NnQ [ -1, dacdz € [-1,1]NQ
1]\ Q ’9(”’“)—{ 1, dacize[-1,1\Q

2.4. Clase de functii integrabile Riemann

Teorema 2.4.1.(de integrabilitate Riemann a functiilor monotone)
Fie f : [a,b] — R. Daca f este monotond pe [a,b] atunci f € R ([a, b)).
Definitia 2.4.1. Fie f : [a,b] — R. Functia f se numeste monotona pe portiuni pe [a,b] dacd
[a, b] se poate scrie ca reuniunea unui numar finit de intervale compacte [a, ¢1], [c1,c2], ..., [¢p, b] cu
interioarele disjuncte astfel incat pe fiecare din ele f si fie monotona (nu neaparat de acelasi tip).
Teorema 2.4.2.(de integrabilitate Riemann a functiilor monotone pe portiuni)
Fie f : [a,b] — R. Daca f este monotonda pe portiuni pe [a,b] atunci f € R ([a, b]).
Teorema 2.4.3.(de integrabilitate Riemann a functiilor continue)
Fie f : [a,b] — R. Daca f este continud pe [a,b] atunci f € R ([a, b]).
Interpretarea geometricd a integralei Riemann. Daci f : [a,b] — R este continui a.i.

f(z) >0,Vz € [a,b]
atunci f € R ([a,b]) si ’A (Ly) = fff (z) da,
lui f, axa Oz si dreptele de ecuatii z =a, x =b:
I'y= {(:L‘,y) ER%a<2<bh0<y< f(:p)}
Observatia 2.4.2. Exista integrabile Riemann pe [a, b], dar care nu sunt continue pe [a, b] .
z, dacd z € [1,2]

De exemplu, f:[1,3] CR =R, f(z) = { 22, daci z €12,3]

unde A (I'y) este aria suprafetei marginite de graficul

este integrabild (deoarece este monotona pe cele doud portiuni) dar nu este continud in 2.

In continuare se pune problema numsirului de puncte de discontinuitate ale unei functii integra-
bile Riemann.
Definitia 2.4.1. O multime E C R are masura Lebesgue nula (sau este neglijabila in sens Lebesgue)
si se noteaza m (E) = 0 daca
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Ve > 0, existd o familie finitd sau numadrabild de intervale {]a;, b;[;¢ € I-multime de indici} a.i
EC U]ai,bi[ si Z (bl — Cbi) <E.
Exerrllplul 2.4.1? Multimi cu méasura Lebesgue nuld sunt:

-multimile finite;

-multimile numarabile(~ N, ~ Z, ~ Q).
Existd si multimi nenumarabile care au mésura Lebesgue nuld. De exemplu, multimea lui Cantor:

Se considera intervalul [0, 1] . Se imparte in trei parti egale si se inlaturd intervalul [ 3> 3] Cele
doua intervale rdmase se impart fiecare in trei subintervale egale, dupa care se elimina din nou
intervalele din mijloc, adica [%, %] , respectiv [%, %] . Se continua aceastd operatie, adica se inlatura
mereu intervalele din mijloc dupa ce s-a impartit fiecare interval ramas in trei parti egale. Multimea
care rezultd dupa inldturarea tuturor acestor intervale se numeste multimea lui Cantor. Lungimea
reunliunii intervalelor eliminate este

3 + 2 + = 1 = lungimea [0, 1]

De aici rezulta ca multimea lui Cantor este de masurd Lebesgue nula.

Definitia 2.2.3. Fie f : [a,b] — R. Functia f se numeste continua aproape peste tot pe |a,b]
(prescurtam continud a.p.t. pe [a,b]) dacd multimea D; a punctelor sale de discontinuitate are
masura Lebesgue zero, m (D) = 0.

Teorema 2.4.4.(Teorema lui Lebesgue) Functia f : [a,b] — R este integrabild Riemann pe [a, b]

dacd si numai dacd este marginita pe [a,b] si continud aproape peste tot pe [a, b].

Exemplul 2.4.2. Utilizand teorema lui Lebesgue, sid se studieze care dintre urméatoarele functii
sunt integrabile Riemann
2, daca x =0
f:00,2] = R, f(z) = e’, daca0<z <1
r—1, dacal <z <2

2
(in acest caz s se calculeze / f(z)dx)
0

Rezolvare.

e

Din grafic, se observa ca
+ -f este marginitd pe [0,2], deoarece
0< f(x)<eVzel0,2]
-f este continud a.p.t. pe [0,2], deoarece
x1 = 0,22 = 1 sunt punctele de discontinuitate
Atunci, conform Teoremei lui Lebesgue= f € R ([0,2]). Mai mult,

/f dw—/ wdm+/12(x—1)dx:( )\§33+(”;2—x)

(Functia lui Riemann)...
Exemplul 2.4.4. (Functia lui Cantor)...

=2 1
=e— i.Exemplul 2.4.3.

r=1

2.5. Integrale Riemann cu limite de integrare variabile
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Teorema 2.5.1.(Teorema lui Barrow) Daca f : [a,b] — R este continua pe [a, b] atunci functia
F:la,b] >R, F(z)= ["f(t)dt
este derivabild pe [a,b] si F' = f, adicd f admite F' drept primitiva pe [a,b].

2.6. Teoreme de calcul pentru integrala Riemann

Teorema 2.6.1.(Teorema lui Leibniz-Newton)
Fie f : [a,b] — R. Daca f € R ([a,b]) si f admite primitive pe [a, b], atunci, pentru orice primitivd
F alui f pe [a,b] are loc

Jo f(@)dz=F (b) = F () "£" F (2)[;=;
Observatia 2.6.1.
a) Existd functii integrabile Riemann pe [a, b], care nu admit primitive pe [a, b].
23, daci x € [0,1]
—1, dacax=1

De exemplu, f:[0,1]] CR =R, f(z) = {
y |

este integrabild Riemann (A se vedea Teorema Lebesgue) dar nu admite primitive pe [0, 1]
(f([0,1]) = [0,1[U {—1}, nu are proprietatea Darboux).
b) Exista functii care admit primitive pe [a, b], dar care nu sunt integrabile pe [a, ] .
m% — 2 cos x%, dacd x € [-1,0[ U0, 1]

0, dacd x =0

De exemplu, f:[-1,1]]CR =R, f(z) = { 2x sin

y

nu este integrabild Riemann pe [—1, 1] 3 deoarece nu este marginita pe [—1,1]. Dar

, [ a?sind;, dacd x € [-1,0[U]0,1]
F.[—l,l]QRHR,F(x)—{ 0’15 dack 7 — 0
este derivabild pe [—1,1] si F/ = f, adicd F este o primitiva pentru f pe [—1,1].
c) Exista chiar si functii marginite care au primitive, dar care nu sunt integrabile.
Teorema 2.6.2.(de integrare prin parti pentru integrala Riemann)
Fie u,v : [a,b] — R. Daci u,v sunt derivabile pe [a,b], cu derivatele u’,v" € R ([a,b]), atunci

fab u(z)v' (z)de = u(x)v ()"0 — [P (z) v () da.

r=a a




Gabriela Grosu / Analizd matematica 8

Exemplul 2.6.1. Sa se calculeze:

1
2 1
a) /len +$d:n;
0 1—.%'

1
Rezolvare. etapa 1. f : [O, %] —R,f(z)=2xIn 1 * iy
— -

f este bine definita pe intervalul compact [0, %} si continua pe [(), %] =feR ([0, %])
etapa 2. Calcul
modul 1. Se determind o primitivd pentru f pe [0, %] cu teorema integrarii prin parti in integrala
nedefinita si apoi se aplica teorema Leibniz-Newton, s.a.

F@mg:fxmif?mzf<mifi)(f)ﬁx:<miji>(f>f(mijiy(ivdx:

2
T 1+ 1 1 2
=1 —Z [z2. . do =
i A e AT
2 2 1-w 2
T 1+zx T T 1+2x 1
= —1 — de = —1 1-— dr =
2 "1-u flf:c2 T n1m+f< 1a:2> v
2 14z 1 1+4+«x 1
:?1H1_$+$—§IHE+C,VCISE[0,5],VC1€R
1 —=
2 1 2 1 1.1 =2
/len +$dx: x—ln +x—|—x—71n T =
0 1-2z 2 1-=x 2 1—-z/)|,-9
114+ 1 1 144 -3 1
=-1 2 +-— -1 2 _0-0+0=—1In3+ .
8 '1-1 2 2"1-1 TO=g ity

modul 2. Se aplica reguli de calcul direct in integrala Riemann. Se calculeaza integrala cu teorema

integrarii prin parti in integrala Riemann g.a.
— In — |dz =
=0 0 1—z 2

1 1 2\ '/ 2
/2acllr11—i_$dac—/2 lnl—HC T dr = 1n1+$ T
0 1-2z 0 1—=z 2 1-2z 2

_(;)21n1+;o21n1+01/5x2_ L2
= 1 _ 14z 27
2 1L 2 '1-0 2), (1-1)
1—2z

1 T g2 1 2 1
—m3- [ gz =-m3 - —— | de =

g /01—;1:2:6 8n+/0< 1—:172>x

1

1 1o 1+z\[F2 1 1 1. 143 -3 1
1 _ 5 —Sln34 - -1 —0+0=—""Im3+-.

n+<$ 2“1—95)960 R T R T kL T

b) Exista functii care nu admit primitive dar sunt integrabile Riemann. Existd functii integrabile
Riemann care admit primitive, dar primitivele nu se pot exprima cu functii elementare. In acest
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caz calculul integralei Riemann nu se poate aborda cu modul 1, ci se face sau direct, cu reguli de
calcul in integrala Riemann, ca la modul 2, sau cu metode numerice.

Teorema 2.6.3.(de schimbare de variabila in integrala Riemann)
Fie f : [a,b] — R gi [ un interval cu interior nevid din R. Fie ¢ : I — [a, b] o functie derivabild pe
I, cu derivata continud pe I (¢ € C(I)) si a, f € R cu proprietatea ca ¢ (o) = a si ¢ (8) = b. Daca
f € R([a,b]) atunci (f o) - ¢" € R([a, B]) si

L @)y de = [Z7 (e (1) - ¢ (b dt.
Observatia 2.6.2. Functia din Teorema 2.6.3, ¢ (z) = ¢, cu ¢ (a) = a si ¢ () = b, este functia
care schimba variabila ¢ in variabila x.
Teorema 2.6.4.(de schimbare strict monotona de variabila in integrala Riemann)
Fie f : [a,b] — R. Fie ¢ : o, 5] — [a, b] o functie derivabild pe [a, 8], cu derivata continud pe [, (]
cu proprietatea ci ¢ este strict monotona pe [«, 8], cu ¢ ([a, f]) = [a,b]. Daca f € R ([a,b]) atunci
(fow) ¢ €R([a,f]) si

S F@yde =258 (e @) (1) dt.
Observatia 2.6.3. In Teorema 2.6.4, dacd ¢ este monoton strict crescitoare pe [, B] atunci
o l(a) = asi o1 (b) = B, iar daci ¢ este monoton strict descrescdtoare pe [, (5] atunci
e (a)=Fsip7t (b)) =a

Exemplul 2.6.2. Sa se calculeze

1 1
a)/ ——d;
o 4costz +sin*x

Rezolvare. etapa 1.f : [0, ﬂ — R, f(z)

1
dcostx +sint

]

f este bine definitd pe intervalul compact [0, %] si continud pe [0, %] =feR ([0, g])
etapa 2. Calcul.
modul 1.Se determing o primitiva pentru f pe [0, ﬂ cu formule de schimbari de variabila in inte-
grala nedefinitd si apoi se aplica teorema Leibniz-Newton...
modul 2. Se aplica reguli de calcul direct in integrala Riemann. Se calculeaza integrala cu formule
de schimbdri de variabild in integrala Riemann s.a.

Deoarece
1 1

4(—cosz) 4 (—sinz)?  4costz +sintx
se face schimbarea de variabila de integrare in integrala definita

R(—cosx,—sinx) =

= R (cosz,sinx),
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tgz = v, v € J|se inverseaza
x = arctgv, v € J|se diferentiaza

dr = ——dv
1402
capete: r=0=>v=0
\ pete: r=%7=v=1
Se inlocuieste

1 1 ! 1 1
/ 1 ——dr = 1 1 zdv =
o 4cos*z +sin*x 0 ( +1 ) ( Y ) I+w
4 +
1 1 2
1 1 1
:/ 1 2dv=/+v4dv:
0 4 v 1+ 0 440

1, .1 1 1
:/1 L S Gl S WP S Yo 2u4+4 204 o —
o \v2—20+4+2 0242042 16 /g \v?—2v+2 v?2+2v+2
1 (2v-2)+6 (20+2)-6 do —
16 )9 \v2—204+2 0v24+2v+2 N

! <(U2_2U+2)/ (v2+2v+2)/> dv+6 1<( (U_l)/ N (v+1)/ )dv:

16 /, v2 —2v+2 02 4+ 20 + 2 16 J, v—172+1 (v+1)>%*+1
1 ) ) =1 6 (1 v—1 1 v+ 1)
:1—6 [ln (v —2v+2)—ln (v +2U+2)”u=o+ﬁ (1arctg 1 —|—Iarctg 1 >v:0

= 1—16 (—Inb) + g arctg 2.

Exista functii care nu admit primitive dar sunt integrabile Riemann. Exista functii integrabile
Riemann care admit primitive, dar primitivele nu se pot exprima cu functii elementare. In acest
caz calculul integralei Riemann nu se poate aborda cu modul 1, ci se face sau direct, cu reguli de
calcul in integrala Riemann, ca la modul 2, sau cu metode numerice.

O2.7. Aplicatii ale integralei definite

Teorema 2.7.1. a) Fie f : [a,b] — R o functie continua a.i. f(z) > 0,Vx € [a,b].
Fie |[T; = {(z,y) €ER}a<2<b0<y< f(x)} =8

Ay

7

(a.0)

domeniul plan marginit de graficul lui f, axa Oz si dreptele de ecuatii x = a, x = b.
Atunci f € R ([a,b]), I'y are arie si |aria (I'y) = fff(:n) dx.
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b) Fie f,g: [a,b] — R functii continue a.i. f(z) < g(z),Vx € [a,b].
Fie I‘fg—{(x,y)€R2;a§m§b,f(a:)§y§g( )}:

Ay

domeniul plan marginit de graficele lui f, g, si dreptele de ecuatii x = a, = b.
Atunci f,g € R([a,b]), I'y4 are arie si |aria (I'y 4) = f; (9(x) — f(x))dz.
c¢) Fie f : [a,b] — R o functie continud si

Tp={(z,y) ER*a<a<bsi (0<y<f(2)sau f(z) <y <0)}
domeniul plan marginit de graficul lui f, axa Ox si dreptele de ecuatii x = a, x = b.
Atunci f € R ([a,b]), I'y are arie si |aria (I'y) = f |f (z)| dx.
d) Fie f,g: [a,b] — R functii continue si
FieTjy={(z,y) eR%a<z<b f(z)<y<g(z)saug(z)<y<f(z)} =9

domeniul plan marginit de graficele lui f, g, si dreptele de ecua§11 r=a,zr=>

Atunci f,g € R ([a,b]), I's4 are arie si |aria (I'sy) = f lg (x ()| dx.

Exemplul 2.7.1. a) S& se calculeze aria domeniului plan
D = {(z,y) e R%2? +y* <9,y > 0} .
Rezolvare. eSe reprezinta grafic domeniul

ox? + y? = 32 este cercul de centru O (0,0) si raza 3.
22 + % < 32 este interiorul cercului reunit cu cercul
oy =0 axa Oz

y > 0 este semiplanul superior reunit cu axa Oz

ese intersecteaza =- desenul

~ —
Deci D este domeniul plan marginit de arcul de cerc [ABA’ ] si segmentul {A' OA]

eSe observa ca D = I'y este subgraficul unei functii f.

Fie (z,y) € I'y un punct oarecare din domeniu. Se considera paralele la Oy prin punctul (z,y) si
se observa ci toate aceste paralele au ecuatiile T = z, cu —3 < z < 3 atunci cand (z,y) € T;.
Mai mult, cdnd (z,y) variaza in I'; pe o astfel de paraleld, y-ul variaza intre y-ul de pe segmentul
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[A/OA} si y-ul de pe arcul de cerc [ABA’ } , adicd 0 < y < +v/32 — 22. Se mentioneazi explicitarile

curbelor care marginesc domeniul in raport cu y.
Se alege: f:[-3,3] = R, f (z) = +v3% — 22; f este continud pe [—3,3].

Deci I'y =} (z,y) €e R} -3 <2 <3, 0 <y< +vV32—2x2
\/_) —_——
y-ul de pe [A’OA] youl de po [ A5 A,}

Conform Teoremei 1, a)=-
=3

aria (I'y) = f V32 —a2de = (% (:U\/W—i— 32 arcsin E)) ,
= §(O+32arcsm1) —%(O+32arcsin( )) = 132 s 27r 32

=zvV9 — 22 dx + dr = zv9 — 2 9—x2dx+9arcsin£:>
el = b = R e :
f\/9—a¢2da::§<a:\/9—x +9&rcsm§>+c.

b) S& se calculeze aria domeniului plan cuprins intre parabolele de ecuatii
(P1) : y* = 2z; (P2) : 2* = 2.

Rezolvare. eSe reprezinta grafic domeniul

ey? = 2z este parabola ce trece prin O (0,0), A (2,2),
4T ex? = 2y este parabola ce trece prin O (0,0), A (2,2)
e (P1)N(P2) ={0, A} deoarece

2 =9
ZZ — 2y < (fl?,y) = (070) sau (.’L',y) = (272)

Deci D este domeniul plan marginit de arcele de parabola {ODlA} si |:OD2A:|

eSe studiaza dacd D =I'y 4, este generat de functii f, g.
Fie (z,y) € I't 4 un punct oarecare din domeniu. Se considera paralele la Oy prin punctul (z,y)
si se observa cd toate aceste paralele au ecuatiile Z = x, cu 0 < < 2 atunci cand (z,y) € 'y .

Mai mult, cand (z,y) variaza in I'y 4 pe o astfel de paraleld, y-ul variaza intre y-ul de pe arcul de
2

(5% (&%
parabold |OD;A| siy-ul de pe arcul de parabola I:ODQA:l , adica % <y < 4++/2z. Se mentioneaza

explicitarile curbelor care marginesc domeniul in raport cu y.
2

Se aleg: f:[0,2] > B, f (2) = 5 sig:[0.2) = Ryg () = +V2a;
f, g sunt continue pe [0, 2].
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2

T
Deci 'y 4 = €ER*%0<z<2 = <y< V2
ecl Lty ($7y) WS TS 4, \%.J SYS + T

y-ul de pe |:OBQA:|

7

\
Conform Teoremei 10, b)=
4

2 1+1 3
x x? x
(T —— |dx = 22— — — :
aria (I'yg) f0< 2x 2) X (\[5+1 2'3> 0 S
xr=
c) Sa se calculeze aria domeniului plan cuprins intre axa Oz si graficul functiei

f:[3,%] =R, f(z) =cosz

Rezolvare. eSe reprezinta grafic domeniul

o f este continud. Conform Teoremei 10, c)=

5m 3 3m _5m
aria (I'y) = f ? |cosz|dr = [ (—cosx) dx+f3ﬂ coszdr = (—sinz)|,_2 + (Sinfﬁ)i,fﬂ = 4.
2 3 =3

Teorema 2.7.2. Fie f : [a,b] — R o functie derivabild, cu derivata f’ continud. Fie
Gr={(z.y) eR}a<a<by=f(a)}
graficului lui f. Atunci G are lungime finita si

lung (Gy) = f 14+ (f (z dac

Exercitiul 2. Si se calculeze lungimea graficului functiei

a) f:[-1,1] =R, f(z) = 22

Rezolvare.eSe reprezinta graficul functiei

eEste un arc de parabola.
Se observa cad f este derivabild, adica
' [-1,1] = R, f/ (z) = 2z.
Mai mult, f’ este continud pe [—1,1].

Conform Teoremei 2 = lung (G) f 1+ (22)%de = 2 f \/22 + fdo =
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= (xw/xQ—i—%—i-%ln(x—i—,/x?—i—%))

+
S-a folosit: [ w2—|—%dm:f( x? + i)w'd:ﬁ:( :UQ—i-i).%'— L'xdx:

:xm—f m%2+f‘11d$+f %2‘11 }lx—x\/ﬁ— \/ﬁdx—k 1n<x+\/x27>
[ /22 + 1dx—f(x\/x2+%+iln<x+\/x +i>>+c,Vw€R,VoeR.

b) f:[l,e] =R, f(z) = 12> — Inz.
Rezolvare.eNu se reprezinta graficul functiei

y 1

Se observa direct cid f este derivabila, adica
Af'[l,e] = R, f(z) = iQ:}s %%
Mai mult, f’ este continud pe [1,¢€].

Conform Teoremei 2 = lung (Gy) = [/ \/ 1+

1
5
il e = o D = %(%H

e2+1
-

Teorema 2.7.3. Fie f : [a,b] — R o functie continud a.i. f(z) > 0,Vz € [a,].
Fie |Cy = {(:L‘,y, 2)ERa<2<b0< VY2 +22< f (:c)} corpul de rotatie obtinut prin rotatia

graficului lui f in jurul axei Oz.

Atunci C are volum si | vol (Cy) = 7rfab f?(z)dz

Exemplul 2.7.3. Sa se calculeze volumul corpului de rotatie obtinut prin rotatia in jurul axei Ox
a graficului functiei
a) f:[0,3] = R, f(z) = V10z.
Rezolvare. a) Conform Teoremei 3 =

92 1T=3

vol (Cy) :7rf03 10zdx = 107 - % =7-5-32 =45m.
=0

Comentariu: Dacd se reprezinta corplalcl de rotatie

Cy = {(:z:,y,z) eR*%0<z<3,0<y2+22< \/1036},se obtine:
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eEste un corp marginit de o portiune dintr-un paraboloid de rotatie.
b) f:[1,3] =R, f(z) =Va?—1%
Rezolvare. Conform Teoremei 3 =
3
vol (Cy) = 7rf13 (2?2 =1%)de =m- <a; — 123:)
Comentariu: Dacd se reprezinta corpul de rotatie
Cr= {(x,y,z) ER31<2<3,0<y2+22< Va2 - 12} se obtine:

=3

=0

eEste un corp marginit de o portiune dintr-un hiperboloid de rotatie.
c) f:[0,5] = R, f () = 2V5 — a2
Rezolvare. Conform Teoremei 3 =
VOl(Cf)ZT[‘fOS;S(52—1’2>d$:1ﬂ'-245< —Z)
Comentariu: Se reprezinta corpul de rotatie

Cf:{(QU,Z/,Z)GRS;OSCUS5,OS\/W 2/52 }§1seob§1ne

eEste un corp marginit de o portiune dintr-un elipsoid de rotatie.
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Teorema 2.7.4. Fie f : [a,b] — R o functie derivabild, cu derivata continua. Fie

Sy = {(@.0.2) RS a2 <bViP 2 = [ (o)
suprafata de rotatie determinata prin rotirea graficului functiei f in jurul lui Oz. Atunci S; are
arie si

aria (Sy) = 27 f(ff () /14 (' (z))?da.

Exemplul 2.7.4. Sa se calculeze aria suprafetei de rotatie determinata prin rotirea graficului
functiei f in jurul lui Oz, unde
a) f:[0,7] = R, f(z) =sinz.
Rezolvare. Se observa ca f este derivabila, adica
af:[0,7] = R, f' (z) = cosx.
Mai mult, f’ este continud pe [0, 7] .
Conform Teoremei 4 =

aria (Sy) = 2 [ sinay/1 + (cosz)’da L=t _og ffl V1+t3dt =27 f_ll V2 4+ 12dt =
1
= (3(VPF P+ (VP )| =2 (V2 In (14 V2)).

t=
t=

Comentariu: = Se reprezinta graficul functiei; este un arc de sinusoida. Se reprezinta suprafata de
rotatie

Sf = {($7y7z) €R370§$ §W7W:Sinl‘}

Teorema 2.7.5. Fie f, g : [a,b] — R functii continue a.i. f(z) < g(z),Yx € [a,b].

Fie 'y, = {(m,y) ER%a<z<bf(r)<y<g (a:)} domeniul plan méarginit de graficele lui f, g,
si dreptele de ecuatii x = a, x = b.

Atunci centrul G (z¢, y¢) de greutate a placii plane identificate cu I'y 4 are coordonatele carteziene
date de

frelg@ —f@)de 37 (o (@) = f2 () do

T @ —f@nde T [Mg@) - f (@) da

Exercitiul 2.7.5. a) Sa se determine centrul de greutate a unei placi plane omogene de forma
D= {(x,y) eER%0<2<2,9%< Qx}.
Rezolvare. eSe reprezinta grafic domeniul
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]

oz = 0 este axa Oy;

z>0=

ex = 2 este o dreapta paraleld cu Oy

r<2=

ey2 = 2z este o parabold

y? <2z =

ese intersecteazd =- desenul

eSe studiaza dacd D =I'y 4, este generat de functii f, g.

Fie (z,y) € I't 4 un punct oarecare din domeniu. Se considera paralele la Oy prin punctul (z,y)
si se observa cd toate aceste paralele au ecuatiile Z = x, cu 0 < < 2 atunci cand (z,y) € 'y .
Mai mult, cand (z,y) variaza in I'y 4 pe o astfel de paraleld, y-ul variaza intre y-ul de pe arcul de

parabola [OA} si y-ul de pe arcul de parabola [OB} , adicd —v2z <y < ++/2z. Se mentioneaza

explicitdrile curbelor care marginesc domeniul in raport cu y.
Se alege: f:[0,2] = R, f(z) = —v2xsig:[0,2] = R, g(x) =+V2x;
f, g sunt continue pe [0, 2].

DeciI'py =< (z,y) eR{Z0<2 <2, —vV2r <y< +V2
’ S~—— S~——
y-ul de pe |:OGA} y-ul de pe |:58]
Conform Teoremei 5 =
%+1 r=2
z27°
02 x (\/21: — (—\/23})) dr 242 f02 x/xdx 341 1=0 _ 3 o
rq — = = — =5 2
f02 (V2z — (—V2z)) dz 2\/§f02 Vrdz A2 8
3+1
2 =0

Lo (V22)" = (—v20)*) da
(Ve — (V) o
Deci G (g, 0) (centrul de greutate se afld pe axa Oz, care este gi axd de simetrie a multimii D).

b) S se determine centrul de greutate a unei plici plane omogene de forma
D:{(:E,y)éR%Oﬁmﬁl,ﬁﬁyﬁm}.
Rezolvare. eSe reprezinta grafic domeniul
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oz = (0 este axa Oy;

z>0=

er = 1 este o dreapta paraleld cu Oy
z<1=

oy = 2 este o parabold

2 <y=

ey = x este prima bisectoare
y<zxT=

ese intersecteaza = desenul
eSe studiaza dacd D =I'y 4, este generat de functii f, g.
Fie (z,y) € I't 4 un punct oarecare din domeniu. Se considera paralele la Oy prin punctul (z,y)
si se observa cd toate aceste paralele au ecuatiile Z = x, cu 0 < < 1 atunci cand (z,y) € 'y .
Mai mult, cand (z,y) variaza in I'y 4 pe o astfel de paraleld, y-ul variaza intre y-ul de pe arcul de

(&Y% N
parabola [ODlA] si y-ul de pe segmentul |:OD2A] , adicd 22 < y < 2. Se mentioneazi explicitirile

curbelor care marginesc domeniul in raport cu y.
Se alege: f:[0,1] =R, f(z)=2%sig:[0,2] = R, g () =x;
f, g sunt continue pe [0, 1].

: 2
Deci 'y =< (z,y) e R{E0< 2 <1, T <y< T
y-ul de pe {OﬁlA} y-ul de pe [ODZA]

Conform Teoremei 5 =

] ) (xj_é)x:l Lplrg 4 1(é_£)x:1
xG_fo(x—x)dx_ 37 4 x=0_l.yG_§f0 E —x]da:_Z 475 )00 o
T T — a2 de (a2 s\|[7=L 2 IC T T T oy ) s\ |2=1 5"

O3. Integrala Riemann (definitd, proprie) cu parametri pentru f : [a,b] C R — R...



