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CURS NR. 12
Analiza matematica, ATA

Teoria integrabilitatii pentru f: 4 cr» — rm
1. Integrale curbilinii

Integralele curbilinii au fost studiate inc& din secolul al XIX-lea, pentru a oferi modelari la
probleme legate de curgerea fluidelor, forte, electricitate si magnetism.

1.0. Drumuri si curbe in R"

Definitia 1.0.1. a) Fie [a, b] un interval compact in R. O functie
v fa b = Ry (8) = (y1 (8) 5 70 (1))
se numeste drum (parametrizat) in R™ daca este functie continua.
b) Dacd v este un drum in R”, atunci multimea de "puncte" din R"
Im~y =5 ([a,b]) = {~ (¢) ;1 € [a, 0]}
se numeste imaginea drumului vy sau traiectoria drumului v sau suportul drumului « (sau, pentru
n = 2, hodograful drumului ).
c) Dacd v este un drum in R", atunci ecuatiile
x1 =71 (t)
Im~y:<¢ .. ,t € la,b
Tn =Yy (t)
se numesc ecuatiile parametrice ale imaginii drumului -y (reprezentarea parametrica a drumului 7).
Cazuri particulare. a) n = 2. Un drum v : [a,b] — R2,~y (t) = (x (t),y (t)) se poate da si prin
Im~y : { ;ci ;j((f)) ,t € [a,b], unde z,y : [a,b] — R sunt functii continue.
A se vedea parametrizari de reprezentanti de curbe clasice in plan la seminar la tabld (segmente de
drepte, de parabole, de cercuri, de elipse, de hiperbole g.a.m.d) si in Exemplul 1.0.1 ulterior.
b) n = 3. Un drum v : [a,b] — R3, v (¢) = (2 (t),y (t), 2 (t)) se poate da si prin

x=uz(t)
Im~vy:< y=y(t) ,t€[a,b],unde z,y,z : [a,b] — R sunt functii continue.
z=2z(t)

Exemplul 1.0.1. a) Fie drumul v : [0,27] — R2,~y (¢) = (3 + 2cost, —1 + 2sint) . Atunci
| z(t) =3+2cost
lm-y: { y(t) = —1+42sint "' € [0, 2]
sunt ecuatiile parametrice ale cercului cu centrul (3, —1) si raza 2, parcurs o singurd data in sens
direct.
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Ecuatia implicita a acestui cerc, (z — 3)2—1—(y + 1)2 = 22, nu ofers informatii asupra a ce (z,y) s
se aleagd incat punctele M (z,y) din plan pentru care coordonatele carteziene o verificd si parcurgd
o portiune de cerc intr-un anumit sens. In ecuatiile parametrice,

-daca se alege t € [0,47], M (x,y) parcurge in sens direct cercul de doud ori,

-daca sealegem ¢ € [0, 7], M (x,y) parcurge in sens direct semicercul de deasupra diametrului
orizontal,

-daca se alege t € [r, 27|, M (x,y) parcurge in sens direct semicercul de sub diametrul orizontal,

-dacd se alege t € [g,ﬂ'], M (z,y) parcurge in sens direct semicercul din stanga diametrului
vertical,

-dacd se alege t € [0

)
In general, ecuatia implicitd a cercului cu centrul (z0,yo0) si raza r este
(@ —20)* + (y —0)” =12,
oferind informatii doar asupra formei, nu si a sensului de parcurgere de citre M (z,y), iar
ecuatiile parametrice ale cercului cu centrul (zg,yo) si raza r, parcurs o singura data in sens direct
sunt

] , M (z,y) parcurge in sens direct un sfert de cerc corespunzitor, g.a.m.d.

] x(t)==x0+rcost
C((m()vy())ﬂr)'{ y(t):y0+TSlHt ,tG [0,271']

b) Fie drumul v : [0,27] — R% y (t) = (1 + 3cost, —1 + 2sint) . Atunci
z(t) =1+ 3cost
I : 2
ma { y(8) = —1+ 2sing *¢ € 1027
sunt ecuatiile parametrice ale elipsei cu centrul de simetrie (1, —1) si semiaxe de simetrie a = 3,b =
2, parcursa o singura data in sens direct.

y 4—;

r=1)7°  (y+1)°
2 + 22
ce (z,y) sd se aleagd incat punctele M (x,y) din plan si constituie un anumit arc de elipsd parcurs
intr-un anumit sens.
In general, ecuatia implicitd a elipsei cu centrul (z0,Yo) si semiaxele a,b paralele cu axele este

Ecuatia implicita a acestei elipse, = 1, nu poate oferi informatii asupra a

(z - 360)2 + (y — 1‘0)2

a? b2
oferind informatii doar asupra formei, nu si a sensului de parcurgere de citre M (z,y), iar
ecuatiile parametrice ale elipsei cu centrul (zg,y0) si semiaxele a,b paralele cu axele, parcursi o
singura data in sens direct sunt

v | x(t) =20+ acost
5((56'0,90)77")-{ y(t):yo—i-bsint ,t € [0,27'(]

c) Fie drumul v:[0,1] — R2, v (t) = (1 +t,—1 + ). Atunci

Im~ : { gg;:l_fj_t ,t€0,1]

=1,
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sunt ecuatiile parametrice ale segmentului din dreapta z —y — 2 = 0, segment de capete M; (1, —1)
si Ma (2,0).

Ecuatia implicitd a dreptei, x — y — 2 = 0, nu poate oferi informatii asupra a ce (z,y) si se
aleagd incat punctele M (x,y) din plan si constituie un anumit segment parcurs intr-un anumit

sens.
In general, ecuatia implicitd a dreptei in plan este
ax +by+c=0,

oferind informatii doar asupra formei, nu si a sensului de parcurgere de citre M (x,y), iar

ecuatiile parametrice ale segmentului inchis orientat |:M1M2] din plan, parcurs de la Mj (xz1,y1)
la My (z2,y2), sunt

—_— x(t) =x1 +t(x2 —21)

M M} : telo1
[ e {y(t):y1+t(y2—y1) 0.1]
In general, ecuatiile implicite ale dreptei in spatiu sunt
{ Ax+Biy+Ciz+ D1 =0

Aox + Boy + Coz+ Dy =0
oferind informatii doar asupra formei, nu gi a parcurgerii, iar

ecuatiile parametrice ale segmentului inchis orientat [MlMg] din spatiu, parcurs de la My (z1,y1, 21)

la Ms (z2,y2,22) , sunt

. r(t) =z +1t(x2 —21)

(MOMG] 8 (&) =g+t — 1) St [0,1]

z(t) =21 +t(z2—21)

d) Fie a > 0 si b > 0 numere reale fixate. Fie drumul

7:ACR — R3 v (t) = (acost,asint, bt). Atunci
x (t) = acost

Im~vy:q y(t) =asint ,teR
z(t) =0t

sunt ecuatiile parametrice ale elicei circulare in spatiu, parcursa in sens direct.

Ecuatiile implicite ale acestei curbe,

w2+y2:a2 ac:acosE
2y sau b
tgg—; y:asing

nu pot oferi informatii asupra a ce (x,y,z) sd se aleagd incat punctele M (z,y,z) din spatiu sa
constituie elicea parcursa intr-un anumit sens, de exemplu.

Curbura elicei generale este k = iar torsiunea ei este 7 = Pentru a =b =1,

a —b
a? +b%’ a® + b
elicea simpla are proprietatea ce o distinge de alte curbe, si anume, are raportul dintre curbura si
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torsiune constant.
e) Fie a > 0 si b > 0 numere reale fixate. Fie drumul
7:ACR — R3 ~(t) = (atcost,atsint, bt) . Atunci
x (t) = atcost
Im~y:< y(t) =atsint ,t€R
z(t) = bt

sunt ecuatiile parametrice ale elicei conice in spatiu, parcursa in sens direct.

e) Fie drumul
v :[0,27] — R3,~(¢) = ((4 + sin (20t)) cost, (4 + sin (20t)) sin t, cos (20¢)) . Atunci
x (t) = (4 + sin (20t)) cost
Imvy:<¢ y(t) = (4+sin(20¢))sint ,t € [0,27]
z (t) = cos (20t)
sunt ecuatiile parametrice ale spiralei toroidale in spatiu, parcursad in sens direct.

f) Fie drumul
v :[0,47] — R3, v (t) = ((2+ cos (3t)) cost, (2 + cos (3t)) sint, sin (3¢)) . Atunci
z(t) = (2 + cos (§ )) cost
Im~y:Q y(t)=(2+cos(5t))sint ,¢ € [0,4n]
z (t) = sin (3t)
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sunt ecuatiile parametrice ale nodului trifoi (the trefoil knot), parcursa in sens direct.

z(t) =1

2
Este curba ce are ecuatiile implicite { Y 3 , oferind informatii doar asupra formei, nu si
z=u

a parcurgerii, fiind obtinut& prin intersectia cilindrului parabolic y = 2% (cu rosu) si a cilindrului
cubic z = 23 (cu verde)

h) Fie drumurile

v:[0,47] — R3, 7y (t) = (t —sint,1 — cost,t) siy: [0,4n] — R3, v (t) = (t — 3sint, 1 — 3 cost, t).
Atunci

z(t) =t —sint x(t)=t— 3sint
Imy:{ y(t)=1—cost ,t€[0,4n] silmvy:q y(t)=1—3cost ,t € [0,4n]
Z(t) =t z(t) =

sunt ecuatii parametrice de curbe tip elice (the heliz), utilizate in modelul ADN-ului.
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Definitia 1.0.2. Fie 7 : [a,b] — R” un drum in R". Se numeste opusul drumului -y drumul

v i a, b)) > Ry (1) =~ (a+b—1).
Se observa ca v~ (a) =y (b) si v~ (b) = v (a).
Definitia 1.0.3. Fie v, : [a,b] — R™ i 4 : [b,¢] — R™ drumuri in R™ cu proprietatea cd -, (b) =
o (b) ("se lipesc"). Se numeste juztapunerea drumului v, cu drumul v, drumul notat v; U 7,,
definit prin

U ad — RN (U @) = { 11 et e
Definitia 1.0.4. Fie v : [a,b] — R, v (t) = (v (¢), ..., 7, (t)) un drum in R™.
a) Drumul v se numeste drum neted daca functiile 4, ...,,, sunt din C* ([a,b];R), cu 72 (¢) + ... +
7o (£) # 0,1
b) Drumul v se numeste drum neted pe portiuni daca se poate scrie ca o juxtapunere a unui numar
finit de drumuri netede.
Definitia 1.0.5. Fie v : [a,b] — R™",y(t) = (v, (t),...,7, (t)) un drum parametrizat in R". Fie
A € D ([a,b]) o diviziune a intervalului [a, b],

Ata=ty<t; <..<t,=b.
Fie yo drumul "poligonal" (reuniunea "segmentelor") cu "varfurile" in "punctele"

Ak (71 (tk) ooy vy, (L)) € Imy, VE € {0,1,...,p} .

A

Atunci, pentru k € {1,2,...,p} lungimea "segmentului" cu capetele A;_1 si Ay este

——
tung ([Ac 1 Ax] ) = y/0n () =70 (1) + o O (88) = 7 (110))*,
si deci lungimea "drumului poligonal" v este

p IR 2
tung (72) = 32 ung (A A] ) = 32 /0 () =7 () - O (1) =3 ()
Drumul 7y are lungime finita sau se numeste drum rectificabil dacd multimea {lung (vA); A € D ([a, b))}

este marginita. In acest caz, lungimea drumului v, notatd lung (7), este numarul real pozitiv

lung (y) = sup lung(va).
AeD([a,b))

Propozitia 1.0.1. a) Dacd v este un drum parametrizat rectificabil, atunci v~ este un drum
rectificabil si

lung (y7) = lung (7).
b) Daca 71,7, sunt drumuri parametrizate rectificabile, atunci v, U, este un drum rectificabil si

lung (1 U7z) = lung (71) + lung (72) -
Teorema 1.0.1.(de reprezentare integrald a lungimii unui drum) Fie
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7 a0 = R,y (8) = (71 (1) 070 (1))
un drum parametrizat in R". Dacd v este drum neted atunci v este drum rectificabil si

lang (7) = J2 /(74 ()% + .+ (9 (1)) %,
Corolar 1.0.1. Fie v : [a,b] — R? cu ecuatiile parametrice
z(t)=t
Im~: ,t €la,b
7L b= s e

unde f : [a b] — R este o functie din C! ([a,b]; R). Atunci 7 este drum rectificabil si

lung (~y f v/ 1+ ( f’ dt

Definitia 1 0.6. Fie v : [a, b — R™ un drum parametrizat in R"
a) 7 se numeste drum mchzs daca 7y (a) = v (b).
a) v se numeste drum simplu daca functia -y este injectiva.
Definitia 1.0.7. Fie 7 : [a,b] — R™ un drum parametrizat in R" si

¢ :le,d] — [a,b],p (1) =1
o bijectie continud strict cresciatoare. Atunci v o ¢ este un drum numit drumul obtinut din v prin
schimbarea de parametru t = ¢ (7).
Definitia 1.0.8. Fie v; : [a,b] — R" si v, : [¢,d] — R™ doud drumuri parametrizate in R™.
Drumurile v; si v, se numesc echivalente prin relatia ~ de schimbare de parametru si se noteaza
Y1 ~ v, dacd existd o functie

e, d] — [a,b],o(T) =t
bijectiva, continud gi strict crescdtoare astfel incat v, = v, o .
Teorema 1.0.2. Relatia de schimbare de parametru ~ definitd in Definitia 1.0.8 este o relatie de
echivalenta pe multimea drumurilor din R”.
Observatia 1.0.1. Fie v, : [a,b] — R" si 4 : [¢,d] — R™ doud drumuri parametrizate in R™. Daca
v, este rectificabil si v, ~ 75, atunci 7, este rectificabil si

lung (7;) = lung (7,) -
Definitia 1.0.8. Se numeste curba orientatd in R™ o clasd 4 de drumuri echivalente in raport cu
relatia de schimbare de parametru.
Definitia 1.0.9. O curbi 7 este netedd sau de clasi C' daci un reprezentant al clasei de echivalents
care este curba este drum neted sau de clasi C'. O curbi este netedd pe portiuni daci un reprezen-
tant al clasei de echivalenta care este curba este drum neted pe portiuni.
Definitia 1.0.10. O curbd 7 se numeste rectificabila daci un reprezentant al clasei de echivalents
care este curba este drum rectificabil. In acest caz se defineste lungimea curbei ca fiind lungimea
oricarui drum reprezentant +.

In cele ce urmeazg se identificd o curbd 7 cu orice drum reprezentant al siu ~.

1.1. Integrale curbilinii de speta 1

Definitia 1.1.1. Fie v : [a,b] — R™, v (t) = (7, (¢),...,7,, (t)) un drum parametrizat rectificabil in
R™. Fie A € D ([a,b]) o diviziune oarecare a intervalului [a, b],

Ara=ty<t; <..<t,=b.
cu "punctele" asociate Ay (71 (L) s -, Y (t)) € Imy, Vk € {0,1, ..., p} . Fie 7 = (74),_1; un sistem
de puncte intermediare corespunzitoare din [a, b],

te—1 < Tk < tg,
cu "punctele" asociate My (71 (Tk) s ooy Vi (TE)) -
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A,

Fie functia f: D CR™ - R, cu Im~v C D.
Se numeste suma Riemann asociatd functiei f in raport cu lungimea curbei v, asociatd diviziunii
A gi sistemului de puncte intermediare T numarul real

Sy (f, A7) = kiilf (v (%)) - lung ({MD =

P
= kzl SO (Th) e vn (Th)) - \/(’Yl (tk) = 71 (1)) + oo+ (7 (88) = 7 (B-1))*.
Observayizl_ 1.1.1. Daca f : R™ — R este a.i.
f(z1,exn) =1L,V (21, ...y zy) €R?
atunci suma Riemann S, (f, A, 7) reprezintd lungimea drumului poligonal v, cu varfurile
Ak (71 (tk) y oo I (tk)) € Im77VI€ € {07 17 7p} ) adica

Sy (£.8,7) = lung (73) = 3 tung ([ B ] ) = 3 4/ (80) =90 () ot 3 (86) = 70 150

Se observa cd, in anumite conditii, aceasta aproximeaza lungimea curbei v, lung (7).
Definitia 1.1.2. Fie v : [a,b] — R™ un drum parametrizat rectificabil in R™ si functia f : D C
R"™ — R, cu Im~ C D. Functia f se numeste integrabild in raport cu lungimea curbei v daca exista
un numar real Zy cu proprietatea ca
Ve > 0,36 = 6 (¢) > 0 astfel incat VA € D ([a,b]) cu ||A|| <6 si VT e P(A),

19, (£, A7) ~ I < <.

Se noteaza cu R (y; 1) multimea tuturor functiilor integrabile in raport cu lungimea curbei ~.

Numarul Z; daca exista, este unic, si se numeste integrala curbilinie pe curba v in raport cu
lungimea de arc sau de speta intdi, a functiei f. Se noteaza

Iy = fvf(xl, ey Tyy) ds.

Propozitia 1.1.1.(de liniaritate in raport cu integrantul a integralei curbilinii de speta
intai)

Fie v : [a,b] — R™ un drum parametrizat rectificabil in R™. Fie f,g: D CR" — R, cu Im~y C D si
a €R. Dacd f,g € R(v;1) atunci f+g € R(y;1) si af € R(v;1) si
L (f+9) (@ an)ds= [ f(21,.,zn)ds + [ g (21, ... ) ds;
(aditivitatea in raport cu functia integrant)

[ (e ) (@1, an)ds = a [ f (21,...,20) ds.
(omogeneitatea in raport cu functia integrant)

Propozitia 1.1.2.a) (invarianta la schimbarea de parametru) Fie v, : [a,b] — R™ i v, : [¢c,d] —

R" doud drumuri parametrizate rectificabile in R", a.i. y; ~ 5. Fie f : D CR®” - R, culm~y C D.
Dacid f € R (vy;1) atunci f € R (7,;1) si
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‘['Yl f(z1,.yzy)ds = f% f(z1, ., z) ds.
b) (integrala drumului opus-invarianta) Fie « : [a,b] — R™ un drum parametrizat rectificabil
in R". Fie f: D CR"™ - R, culm~ C D. Daca f € R(v;1) atunci f € R(y7;1) si
f,y_ f(z1,.yxy)ds = f,y f(z1, .y ) ds.
Propozitia 1.1.3.(de aditivitate a integralei curbilinii de speta intai in raport cu drumul)
Fie v : [a,b] — R™ un drum parametrizat rectificabil in R”. Fie f : D C R” — R, cu Im~y C D.
Presupunem c& v = v; U~v,. Dacd f € R (y;1) si f € R(79;1) atunci f € R (y; Uy 1) si
f%U% f(x1,.ymy)ds = f% f(z1, .y mp) ds + fh f(z1, .y ) ds.
Teorema 1.1.1.(de reducere a unei integrale curbilinii de speta 1 la o integrala Riemann)
Fie v:[a,b] = R™, 7 (t) = (1 () ;1,70 (1))
un drum parametrizat rectificabil in R™, reprezentant al unei curbe notata tot . Fie

f:DCR" >R, culmyCD.

. 7 este curba netedd (sau netedd pe portiuni)
Daca N .

f este cAmp scalar continuu

atunci f € R (y;1) si

S F @1y ds = [2F (31 (1) oo () /(1 (0 o (7 (1))

ds = \/('y’l (t)? + ... + (7, ())%dt | se numeste element de arc.

Cazuri particulare. a) n = 2. Daca
v :la,b] — R2, v (t) = (x(t),y (t)) este curbi netedd (sau neteds pe portiuni)
f:DCR? - R, cu Imvy C D, este camp scalar continuu }
atunci f € R (v;1) si

J Fy)ds = 2 F @)y () /(@ (0) + (& (1) 2.
b) n = 3. Daca
v a,b] — R3, vy (t) = (z (t),y (t), 2 (t)) este curbd netedd (sau neteds pe portiuni)
f:DCR3 =R, cu Imy C D, este camp scalar continuu
atunci f € R(y;1) si

Jo f @y, 2)ds = [) f (2 (t),y(8),2 () \/(33’ ()7 + (v (1))” + (' (1))t

Exemplul 1.1.1. S se calculeze f7 ye *ds, unde un reprezentant al curbei v are ecuatiile para-
metrice 0 ( 2)
z(t)=In(1+1¢

I : te|0,1].

my { y(t) =2arctgt —t+ 1"’ €[0.1]
Rezolvare. etapa 1. Se studiaza curba
eSe parametrizeazad un reprezentant al curbei, dacé aceasta nu este datd parametric. Aici este data,
adica

v:[0,1] = R2 ()= | In (1+t2),2arctgt—t—|—1
—_—

z(t) y(t)
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fixit) [y(t))

eCurba v este neteda, deoarece

1 1 2t 1 —¢2
I 0,1 - REA () =| — - 26,2—— —140| = ———, —=
iD= R 0= | s - 140 | = (e )

2/(t) v (1)
~'- este continud pe [0,1] si («/ (£))® + (v (¢))* # 0, V¢
etapa 2. Se studiaza integrantul f.
f:DCR? =R, f(x,y)=ye ™
D =R?,Im~ C D.f este camp scalar continuu pe R?.
etapa 3. Se determind 7 = f7 ye *ds, aplicind Teorema de reducere, caz n = 2.
Se calculeaza elementul de arc

ds = \/(x/ ()% + ( (t))%dt = ds = \/< 2t )2 + <ig>2dt = 1dt.

1+12
Se inlocuieste in formula:

1
I= fv ye Tds = fol (2arctgt —t + 1) e~ (%) 1t = fol (2arctgt —t+ 1) mdt =

1 2t 1
1 , 1 )
=2/ afctgt(?ftgt) dt =5 Jo Tt o Tt =

(arctgt)”| 1 2\ [t=1 m1 ™1 T
=2 2 . ) In (1 +1 )}t:() + (arCtgt)|t:o = 6 51112—1— T

Exemplul 1.1.2. Si se calculeze

hargia®
unde un reprezentant curbei v are ecuatiile implicite

I 22 4 y? = 22
my : z Yy ,
Y gl Y

X

3
considerate a.l. M (x,y, z) si parcurga curba (elice circulard) intre A (2,0,0) si B (0, 2, 37”) .

Rezolvare. etapa 1. Se studiaza curba
eSe parametrizeaza un reprezentant al curbei, deoarece aici aceasta nu este datd parametric. Se

observa ca
x (t) = 2cost

Imy: ¢ y(t) =2sint ,t € [0, %] , adica
z(t) =3t
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flx{thy(eh

() ()

. ™ 3 — :
o [0, ] — R~ (¢) 2cost,2sint, 3t

2
z(t) oyt =)
eSe studiaza daca -y este curba netedd. Este, deoarece

/. ™ 3 A/ — _ :
Iy [O, 2] — R, 4/ () 2sint,2cost, 3
x'(t) y'(t)  Z(@)
7'~ este continug pe [0,%] si (¢ () + (v (1)° + (2 (£))* # 0, V¢

etapa 2. Se studiaza integrantul f.
1
. 3 —
fiDCR =R, f(x,y,2) = PN
D =TR3\ {(0,0,0)},Im~ C D.f este camp scalar continuu pe D.

etapa 3. Se determing 7 = f ds, aplicand Teorema de reducere, caz n = 3.

Ta? 4 y? 4 22
Se calculeaza elementul de arc

o / 2 / 2 / 2 o . 2 2 2 o
ds = /(@ () + (¢ () + (= ()%dt = ds = \/ (~2sint)? + (2cost)? + (3)2dt = V/I3dL.

Se inlocuieste in formula

™ s 1 z 1
=2 V13dt = |2 VIBdt =¥ (2 = gy —
Jo (2cost)? + (2sint)? + (3t)? J 4+ 9t2 o Jo £2 4 (2)°
t=2 x
= % . % (arctg %)’ 2 = \/Tﬁ (arctg < — arctg 0) = \/Tﬁ arctg %T’T.
3 3/ lt=0 3

Teorema 1.1.2.(o interpretare geometrica a unei integrale curbilinii de speta 1) Fie

v [(I, b] - Rn”y (t) = (71 (t) y oo I (t))
un drum parametrizat rectificabil in R", reprezentant al unei curbe notata tot «. Daca « este curba

neteda (sau netedd pe portiuni) atunci

lung (7) = [, 1-ds = [7 /(34 (0)2 + .+ (3 ()%l

Cazuri particulare.
a) n = 2. Dacid v : [a,b] — R%,v(t) = (z(t),y(t)) este curbd netedd (sau neteds pe portiuni)
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atunci

lung (7) = [, 1-ds = [7 /(e (1)) + (o' (1))%at.
b) n = 3. Daci v : [a,b] — R3 v (t) = (z (t),y (), 2 (t)) este curbd netedd (sau netedd pe portiuni)
atunci

lung (7) = [, 1-ds = 2 /(@ () + (¢ ()% + (' (1)) d.

Exemplul 1.1.3. a) Sa se calculeze lungimea unui arc de cicloida

Y 7o) -TQ a 2Na

€ [0,27], unde a > 0 este un numar real fixat.

| z(t) =a(t—sint)
Iy : { y(t)=a(1l—cost)’
Rezolvare. Se anticipeazi cd lung () = f7 1-ds.
etapa 1. Se studiazd curba
eSe parametrizeazd un reprezentant al curbei, dacid aceasta nu este daté parametric. Aici este data,
adica

v :[0,27] = R2 v (t) = | a(t —sint),a (1 — cost)
e )
eSe studiaza dacd v este curbd neteda. Este, deoarece

-~

/(1) v (1)
~'- este continui pe [0,27] si (a/ (¢))? + (¢ (t))* #
etapa 2. Se studiaza integrantul f.
f:DCR? =R, f(z,y) = 1.
D =R? Im~ C D.f este camp scalar continuu pe R2.
etapa 3. Se determind 7 = fv 1-ds, aplicAind Teorema, caz n = 2.
Se calculeaza elementul de arc

ds = /(@ (1)) + (¢ (0)%dt = ds = /(a (1 — cost))® + (a (0 + sint))?dt =

= \/a2 (1 —2cost + cos?t +sint)dt = \/mdt =2a ’Sin%‘ dt.

Se inlocuiegte in formula

3y :10,27] — R%,4/ () = | a (1 —cost),a (0 + sint) )
0

Vit

¢ t=2m
—cos &
Z:fvlds:f()%?a’sin%’dt: O%Qasin%dt:Qa 1 2 = 4a (— cosm + cos0) = 8a.
2 t=0

Comentariu. Cicloida din figura este curba trasata prin deplasarea punctului M = O, fixat pe
cercul de raza a, desenat cu rosu, atunci cadnd cercul se rostogoleste pe dreapta Ox. Este un exemplu
de ruleta, de curbd generata de o curba care se rostogoleste pe o alta curba. Aria de sub un arc
de cicloida este de trei ori mai mare decat aria cercului generator. Lungimea unei curbe este de
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patru ori mai mare decat diametrul cercului generator. Aceasta curba este diferentiabila peste tot
cu exceptia cuspidelor, punctele de intersectie cu axa Ox, unde derivata tinde spre +o0o0 sau —oo in
timp ce se apropie de cuspida.
b) S& se determine elementul de arc si sa se calculeze lungimea curbei «, unde un reprezentant al
curbei vy are ecuatiile parametrice

x(t) = ae tcost

Imy:< y(t) =ae 'sint ,t € [0,+00[, unde a,b sunt constante reale.

2 (t) = be™t
Rezolvare. Se anticipeaza ca lung () dagk 3 f,y 1-ds.
etapa 1. Se studiazé curba
eSe parametrizeazi un reprezentant al curbei, dacd aceasta nu este datd parametric. Aici este daté,
adica

) 3 _ —t —t —t
v : [0, +o00[ — R?, v (t) = | ae” " cost,ae "sint, be

xz(t) y(t) z(t)
eSe studiaza daca -y este curba netedd. Este, deoarece

3y [0, +oo[ — R34/ (t) = | —ae "cost —ae 'sint, —ae 'sint + ae ' cost, —be "
N——
' (t) y'(t) 2'(t)
~'- este continud pe [0,4o00[ si (z/ (£))2 + (¢ (£))* + (2 (t))* £ 0, V¢
etapa 2. Se studiaza integrantul f.
f:DCR? =R, f(x,y2) =1
D =R3,Im~ C D.f este camp scalar continuu pe R3.
etapa 3. Se determina 7 = f,y 1-ds, aplicAind Teorema, caz n = 3.

Se calculeaza elementul de arc ds = \/(a:’ ) + (¢ ()% + (¢ (t))dt =

s = —ae tcost —aetsint)” + (—ae~tsint 4+ ae~tcost)” + (—be~ t =
ds = \/(~aet sint)? + (—aets tcost)? + (~bet)’d
= /2 (a2 +b2) e 2ldt = /2 (a® + b?) - e tdt

Se inlocuieste in formula

—¢ |t—+00

lung () =Z = [ 1ds = [ \/2(aZ +02) - e tdt “Z 7\ 2 (aZ + 17) Ll _
T lt=0
= V2(@? + %) (0+¢") = /2 (a? + 7).



Gabriela Grosu / Analiza matematica 14

Teorema 1.1.3 (o interpretare geometrica a integralei curbilinii de speta 1) Fie

v fa,b = B2y (1) = (2 (1), y (1))
un drum parametrizat rectificabil in R?, reprezentant al unei curbe notats tot y si f : D C R? — R,
culmy C Dsi f(z,y) >0 pe D. Daca ~ este curba neteda (sau neteda pe portiuni), atunci

A= [ f(z,y)ds

reprezinta aria "perdelei" din figura, cu baza 7 si cu inaltimea intr-un punct (x,y) valoarea f (z,y) .

]

VAN -

Teorema 1.1.4.(masa unui fir material)
Fie un fir material de grosime neglijabild ce are forma unei imagini de curba, Im~. Se presupune
cd densitatea firului este o functie p: D C R? — R.
a) n = 2. Daca
v :[a,b] — R2 v (t) = (x(t),y (t)) este curbd netedi
p:DCR? =R, cu Imy C D este continui }

atunci masa firului material este |m = f7 p(z,y)ds
b) n = 3. Daci
v :la,b] — R3 v (t) = (x(t),y(t),z(t)) este curbi neteds
p:DCR?—=R, cu Imy C D este continui

atunci masa firului material este |m = f7 p(z,y,2)ds.

Teorema 1.1.5.(coordonatele centrului de greutate ale unui fir material)
Fie un fir material de grosime neglijabila ce are forma unei imagini de curba, Im~y. Se presupune
ci densitatea firului este o functie p: D C R? — R.
a) n = 2. Daci
v :[a,b] — R2 v (t) = (z (t),y (t)) este curbd netedi
p:DCR? =R, cu Imvy C D este continui
atunci coordonatele centrului de greutate ale unui fir materiale sunt

N Joz-p(z,y)ds . Ly p(zy)ds

G = e =
J,p(x,y)ds J,p(x.y)ds

In cazul firului omogen, p (z,y) = k,V (z,y,2) € D =

f,y xds fy yds
G = (> Ye = .
fv ds fv ds
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b) n = 3. Daci

v :la,b] — R3 v (t) = (x(t),y (t),z(t)) este curbi neteda

p:DCR3 =R, cu Imy C D este continui
atunci coordonatele centrului de greutate ale unui fir materiale sunt

f.l?p(l‘,y,Z)dS fyp(m,y,z)ds pr(l‘,y,Z)dS
vG = 1YyG = 1 J2G = 7
[, p(x,y,2)ds [, p(x,y,2)ds [, p(z.y,2)ds

In cazul firului omogen, p (z,y,2) = k,V (2,y,2) € D =

fv xds fv yds fv zds
TG = T—iya = J2G = :
f7 ds fw ds f7 ds

1.2. Integrale curbilinii de speta a-2-a

Definitia 1.2.1. Fie D C R" deschisa si x = (21, ...,2,) € D. Fie P1,..., P, : D C R™ — R functii
date. Se numeste forma diferentiala in x pe R™ o aplicatie liniard w (x) € £ (R™,R), definita prin

W (T, ey y) = Py (21, ooy p) dxy + oo + Py (21, ..oy ) dy.
S-a utilizat conventia cd dx; sunt functiile proiectie a R™ pe Ox;, adica dz; = p;, cu

p;: R" - R, p; (hl, ey hn) = h;, Vi € {1, ,TL} .

Functiile Py, ..., P, se numesc coeficientii formei diferentiale.
Definitia 1.2.2. Fie D C R" deschisa si x = (z1,...,2,) € D. Doud forme diferentiale in x sunt
egale dacd au aceeasi coeficienti.
Observatia 1.2.1. Fie D C R" deschisa si x = (21, ..., zp) € D. Reamintim c&, dacad g : D C R" —
R este functie diferentiabild pe D, atunci diferen%iala eiin (z1,...,x,) € D are expresia

g

g
(dg) (z1, .oy ) = pr (1, .y Tp) dry + ... + pr (1 ooy Tpy) Ay

Diferentiala unei functii intr-un punct este o forma diferentiala intr-un punct. Reciproca nu este
adeviratd, adicd nu orice formi diferentials este diferentiala unei functii. In acest sens vom da
definitia formei diferentiale exacte.
Cazuri particulare.
a) n = 2. Fie D C R? deschisi si (z,y) € D. Fie P,Q : D C R? — R functii date. O forma
diferentiald in (x,y) pe R? este o aplicatie liniard w (x,y) € £ (RQ, R), definitd prin

w(z,y) =P (z,y)dz+Q(z,y)dy.
Functiile P, Q) sunt coeficientii formei diferentiale.

Mai mult, dacd g : D C R? — R este functie diferentiabili pe D, atunci diferentiala ei in
(z,y) € D este forma diferentiald in (x,y)

_ 9y 99
(dg) (z,y) = o (z,y) dx + dy (z,y) dy.

b) n = 3. Fie D C R? deschisi si (x,,2) € D. Fie P,Q,R: D C R® — R functii date. O forma
diferentiala in (z,y, z) pe R? este o aplicatie liniard w (z,y,2) € £ (R* R), definitd prin

w(z,y,2) =P(z,y,2)de + Q (x,y,2)dy + R(x,y, z) - dz..
Functiile P, Q, R sunt coeficientii formei diferentiale.

Mai mult, dacd g : D C R3 — R este functie diferentiabili pe D, atunci diferentiala ei in
(z,y,2) € D este forma diferentiald in (x,y, 2)

(dg) (2,9.2) = 22 (e, 2y + 2 (2., 2) dy + 22

Y ox 7 oy 0z

Definitia 1.2.3. Fie v : [a,b] — R,y (t) = (v, (t),...,7, (t)) un drum parametrizat in R". Fie
A € D ([a,b]) o diviziune oarecare a intervalului [a, b],

x,y,z)dz.
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Ara=ty<t; <..<t,=0b,
cu "punctele" asociate Ay (v1 (tk) .., Vp (tk)) € Im~, Yk € {0,1, ..., p} .
Fie 7 = (71) k—1p un sistem de puncte intermediare corespunzatoare din [a, b],
tp—1 < T < k.
cu "punctele" asociate My (71 (Tk) s sV (Tk)) -
Fie D C R"™ deschisa si forma diferentiala
w = Pidr1 + ... + Pydx,
unde P, ..., P, : D CR™ — R sunt functii date cu Im~y C D.
Se numeste suma Riemann asociatd formei diferentiale w in raport cu vy, asociata diviziunii A

st sistemului de puncte intermediare T numarul real
P

Sy (w, A7) = >0 (PL(y(Th) - (71 (k) = 71 (be1)) + oo + B (7 (Th)) - (9 (B) = ¥ (B-1))) -

Definitia 1.2.4. Fie v : [a,b] — R™ un drum parametrizat in R". Fie D C R" deschisa si forma

diferentiala
w = Pidzr1 + ... + P,dz,
unde Pp,..., P, : D C R" — R sunt functii date cu Im~ C D. Forma diferentiald w se numeste

integrabila in raport cu v dacd exista un numar real Z, cu proprietatea ca
Ve > 0,36 = d () > 0 astfel incat VA € D ([a,b]) cu [|A]| < 4§ §i V7 = (74),_15 € P (A), si rezulte
1Sy (w, A, 7) —T,| < e.
Se noteaza cu R (y;2) multimea tuturor formelor diferentiale integrabile in raport cu 7.
Numarul Z, daca exista, este unic, gi se numeste integrala curbilinie itn raport cu ~ in raport
cu x gty sau de speta a doua, a formei diferentiale w. Se noteaza
I, = f,yw (T1y ey Ty) = f,y Py (z)dzy + ... + P, (z) dzo,.
Propozitia 1.2.1.(de liniaritate in raport cu integrantul a integralei curbilinii de speta
a doua)
Fie v : [a,b] — R™ un drum parametrizat in R". Fie D C R™ deschisa si formele diferentiale
w= Pdry + ...+ Jfﬁdazn
w= Pydry + ... + Ppdzy,
unde Pi,..., Py, P1,...., P, : D C R™ — R sunt functii date cu Im~y C D. Fie a € R. Daci w,w €
R (7;2) atunci formele diferentiale w +w € R (7;2) si aw € R (7;2) si

(aditivitatea in raport cu forma integrant)| [ (w + @) (21, ...,2a) = [[w (z1, .., z0) + [ G (21, .0 2n) 5

(omogeneitatea in raport cu forma integrant) fW (aw) (21, .oy Tp) = @ fw W (L1, ey Tp) -

Propozitia 1.2.2.(integrala drumului opus) Fie v : [a,b] — R" un drum parametrizat in R".
Fie D C R” deschisa si forma diferentiala

w = Pidr1 + ... + P,dz,
unde Pp,...,P, : D C R" — R sunt functii date cu Imy C D. Dacd w € R (7;2) atunci w €
R(y~;2) s

fv, W(T1,y ey Ty) = —f,yw(:pl, iy ) -
Propozitia 1.2.3.(de aditivitate a integralei curbilinii de speta a doua in raport cu
drumul)

Fie : [a,b] — R™ un drum parametrizat rectificabil in R". Fie D C R"™ deschisa si forma diferentiald
w = Pdri + ...+ Pdz,

unde Pi,..., P, : D C R" — R sunt functii date cu Im~y C D. Presupunem ca v = 7, U 5. Daca

wER(71:2) siw € R (79;2) atunci w € R (v Uygy;2) si



Gabriela Grosu / Analizd matematica 17

f%U% WXLy ey Ty) = fw1 W (X1, ey Tp) + f% W (L1, ey T -
Teorema 1.2.1.(de reducere a unei integrale curbilinii de speta a 2-a la o integrala
Riemann) Fie
75 fab] = R (1) = (71 ()7 (1)
un drum parametrizat in R", reprezentant al unei curbe notata tot . Fie D C R"™ deschisa si forma
diferentiala
w = Pidr1 + ... + P,dz,
unde Py, ..., P, : D CR” — R sunt functii date cu Imy C D. Daca
v este curba netedd (sau neteda pe portiuni)
coeficientii formei w, Pi,..., P, sunt cAmpuri scalare continue }
atunci w € R (7;2) si

f*y Py (1, .yxy)dey + ... + Py (21, .y ) dyy, = ff (PL(y (@) -7, (@)+ oo+ Po (v (1) -7, (1)) dt.

w(z)

Observatia 1.2.2. Fie v : [a,b] — R™", v (t) = (1 (t),...,7, (t)) un drum parametrizat in R",
reprezentant al unei curbe notata tot . Dacd v este curba netedd, atunci dy = (dvy, ..., d7,,) . Fie
D C R"™ deschisa si

f:DCR" =R f(x1,.;xn) = (P (x1, 000y Tp) y ooey P (21, 0y )
un camp vectorial continuu. Fie (-,-) produsul scalar pe R™. Integrala curbilinie de speta a doua
se poate defini si ca

Jo{f @1 ) cdy) = [7F (v (1), 7 (1) dt.

w(z)

In aceastd interpretare, integrala curbilinie de speta a doua f,y (f (1, ...,xn) , d7v) se mai numeste,

mai ales in fizicd, circulatia cdmpului f de-a lungul curbei ~.

Mal mult pentru Cazurlle n = =2 sau n = = 3 ulterioare, functiei f i se atageazd o forta F —
Pi + Q j sau F=Pi + Q j+ Rk iar integrala curbilinie de speta a doua reprezintd lucrul
mecanic efectuat de F cand i isi deplaseaza punctul de aplicatie de-a lungul curbei v
Cazuri particulare. a) n = 2. Daca

v :[a,b] — R2 v (t) = (x(t),y (t)) este curbs netedd (sau neteds pe portiuni)
w = Pdz + Qdy, formd diferentiala cu coeficientii
P,Q: D CR? = R campuri scalare continue cu Im~vy C D
atunci w € R (7;2) si

[P (,y)de+Q (w,y)dy = [} (P (x(t),y (1) -« (6) + Q(x (1) ,y (1)) - ¥/ (1)) dt.
b) n = 3. Daci
v :la,b] — R3 v (t) = (x(t),y (t),z(t)) este curbi netedd (sau neteds pe portiuni)
w = Pdz 4+ Qdy + Rdz, forma diferentiala cu coeficientii
P,Q,R:D CR?— R campuri scalare continue cu Im~y C D
atunci w € R (7;2) si

fWP(x,y,z)d:c—&-Q(x,y,z,)dy—i—R(m,y,z)dz:
= [JP @),y t),z(t) 2 () +Q =),y (1), 2(t) -y (1) + R(z (1), y(t),2 (1)) 2 (1)) dt.

Exemplul 1.2.1. S& se calculeze
a) f,y ydr — (z — 3) dy,
(z-3)° o

unde v este elipsa Im-y : {3 + ? = 1 parcursa o singura datd, in sens direct (trigonometric).
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Rezolvare. etapa 1. Se studiazi curba
eSe parametrizeaza un reprezentant al curbei, deoarece aceasta nu este data parametric.

f x(t) =3+ 3cost .
Imv.{ y (1) =0+ Bsint ,t €0,27], adica

) 2 _ :
~v:[0,27] — R, v (t) = | 3+ 3cost,Hsint

x(t) y(t)
eCurba v este neteda, deoarece

/. 2 1 | _au
Iy [0,27] — R?,4/ (t) = | —3sint,5cost
' (t) y'(t)
~'- este continud pe [0,27] si («/ (£))* + (¢ ()% # 0, V¢
etapa 2. Se studiaza integrantul w
w(z,y) = y dx+ (—z+ 3)dy.
~~ —

P(z,y) Q(z,y)
Coeficientii formei diferentiale, P, @ : D C R? — R sunt campuri scalare continue cu D = R? si
Im~ C D.
SAU
Se studiaz int tul :D CR? — R? = —z+ 3
e studiaza integrantul f, f CR* =R f(x,y) Yy o, =T+

P(zy) Qz,y)
D =R? Im~ C D.f este camp vectorial continuu pe R2.
Integrala data ar fi circulatia cAmpului f de-a lungul curbei ~.
etapa 3. Se determind 7 = f7 ydx — (z — 3) dy, aplicand Teorema de reducere, caz n = 2.
x (t) =3+ 3cost dx (t) = (0 — 3sint) dt
{ y(t) =0+ 5sint dy (t) = (5cost)dt
Se inlocuieste in formula
I= f,y ydr — (x — 3)dy = 027r ((5sint) (—3sint) — (3 4+ 3cost — 3) (5cost)) dt =
= — 27 (155in® ¢ + 15 cos?t) dt = —15 - 2.
1 1

b d d
)f71+y2 x+1+x2 Y

unde unde un reprezentant al curbei v are ecuatiile parametrice
t) =t?
Im*y:{m() ,t€[0,1].

.t € [0,27] :»{ .t € [0,27]

y(t) =t
Rezolvare. etapa 1. Se studiaza curba
eSe parametrizeazd un reprezentant al curbei-aici este datd parametric, adica
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2
y
1
R R
X
-1
2
. 2 _| 2
v:[0,1] = R~ (t) = | ¢ t

w(t) y(t)
eCurba v este neteda, deoarece

/. 2 / _
I 0,1] -R5 A (&)= 2t , 1
' (t) y'(t)
~'- este continud pe [0,1] si (z/ (£))% + (v (¢))* #£ 0, V¢
etapa 2. Sdudiem integrantul w

1
——dx d
w(z,y) = et e
N~—— H/—/
P(z,y) Q(z,y)
Coeficientii formei diferentiale, P,Q : D C R? — R sunt caAmpuri scalare continue cu D = R? si
Im~y C D.
SAU
Se studiaza integrantul f, f : D C R? — R2 f (z,y) = L
7 - B 1+y2" 1+ a2
—— —

P(z,y) Qzy)
D =R? Im~ C D.f este camp vectorial continuu pe RZ.
Integrala data ar fi circulatia cAmpului f de-a lungul curbei ~.

etapa 3. Se determind 7 = f7 1542 dx + 5 a2 dy, aplicAnd Teorema de reducere, caz n = 2.
z (t) =t dx () = 2tdt
{2027 weba = { @l =T e p,

Se 1nlocuie§te in formula

1 1
— ) I | —
=h <1+ PR > ) Io <1+t2 t+1+(tz)2 )dt

_ 2t o 2t 1 2\ft+2 2xft+2 —
=b 1+¢2 +f01 _f01+t2dt+f°< —\ft+1+t2+ft+1 dt =
2t -2 1 -2
= t— Lo f + . dt | +
142 42 | Jo 2% 141 0 2 2
e (t-9) + (%)

) 2t + /2 V2

o | 0 v (c+2) +

2

fS
N———
[\
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t=1
=In (1+12)[;5) — 135 In (2 \/§t+1)zé+i-{rctgt\/§ +
2 t=0
2t:1
+Lh1/§1n(t2+ﬂt+1)i_é+i-%garctgtf/; =
=In2- -n(2 ﬂ) #(arctg(\/i—l)—g"gtg( 1)) +
4\[ln(2+\f) (arctg(f—i— 1)—arctg1)

2+xf
2-V2

Observatia 1.2.2. (interpretare fizica-lucrul mecanic) In fizicg, lucrul mecanic al unei forte

:ln2+ml 2\[ (arctg(ﬁ—l)—karctg(\/i—kl)).

m
conservative F de componente (P, Q, R) care se deplaseazi de-a lungul arcului de curbi AB cu 7
de componente (z,y, z), este dat de integrala curbilinie de speta a doua
L= ‘[XB [P(xyy7z)d1‘+Q($»y72)dy+R(x»y72)dZ] :

Se stie cd lucrul mecanic al fortei conservative F) care isi deplaseaza punctul de aplicare depinde
doar de capetele drumului, nu si de drumul parcurs intre aceste capete (in cAmp electric, in cAmp
gravitational). Din acest motiv, in continuare vom studia din punct de vedere matematic indepen-
denta de drum a unei integrale curbilinii de speta a doua.
a) n = 2. Daci
v :[a,b] — R2 v (t) = (x(t),y (t)) este curbd netedi
F:DCR* =R f(z,y) = (P(z,9),Q (z,9))
P,Q: D CR? — R campuri scalare continue cu Im~ C D
atunci lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea unui punct material pe arcul Im~ sub actiunea
fortei F' este
L= f (z,y)dz + Q (z,y) dy]
b) n = 3. Daca
v :la,b] — R3 v (t) = (x(t),y (t),z(t)) este curbi neteda
F:DCR*— R27 f(zy)=(P(z,y),Q (z,y), R(z,y,2))
P,Q,R:D CR?— R campuri scalare continue cu Im~ C D
atunci lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea unui punct material pe arcul Im~ sub actiunea
fortei F este
L= f (z,y,2)de+ Q (z,y,2,)dy + R(x,y,2)dz].
Deﬁn1§1a 1.2.5. Fie 7,75 doud drumuri parametrizate in R", avand aceleasi capete. Fie D C R"
deschisa gi forma diferentiala
w= Pidz; + ... + Ppdz,
unde Py, ..., P, : D C R" — R sunt functii date cu Im~; 5 € D. Integrala formei diferentiale w se
numeste independenta de drum daca
[0 @) = [, @),
Definitia 1.2.6. Fie D C R™ deschisa si forma diferentiala
w = Pidr1 + ... + P,dz,
unde P, ..., P, : D C R"™ — R sunt functii date. Forma diferentiald w se numeste eracta dacd exista
o functie g : D C R™ — R diferentiabili astfel incat w = dg. In acest caz g se numeste primitivd
pentru forma diferentiala w.
Observatia 1.2.3. (interpretare fizica)
Fie g : D C R® — R un camp scalar de clasi C! pe D. Atunci
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0g dg

0
IVg: D CR3 - R3 Vg (2,y,2) = (af; (x7y72)7®($,y,Z),&(x,y,2)>-

Daca Vg = f, spunem cé g este un cdmp potential pentru f.

In fizicd, a studia dacd w = Pdx + Qdy+ Rdz este form# diferentiali exacti pe D si a determina
o primitivd g pentru forma w revine la a studia dacd f = (P, Q, R) este un camp conservativ gi a
determina un caAmp potential pentru f.
Observatia 1.2.4. In ipotezele Definitiei 1.2.6, conform Observatiei 1.2.1 si Definitiei 1.2.2, forma
diferentiald w = Pydzy + ... + Pydx, este exactd (este o diferentiald) dacd gi numai daca exista g
functie diferentiabila a.i.

Y9 _p
89{;1 !
99 _

ox, "

Teorema 1.2.2.(de tip Leibniz-Newton)
Fie v : [a,b] — R™ un drum parametrizat in R™, reprezentant al unei curbe notatd tot ~y. Fie
D C R™ deschisa gi forma diferentiala
w= Pidz; + ... + Ppdz,
unde Py, ..., P, : D CR"™ — R sunt functii date cu Im~ C D. Daca
~ este curba neteda
coeficientii formei w, Py, ..., P, sunt cAmpuri scalare continue pe D
w admite o primitiva g pe D
atunci
Jyw (@, an) =g (v () —g(v(a)).
Observatia 1.2.4. Teorema 1.2.2 are loc si in ipoteza cii v este curbi netedd pe portiuni. Intr-
adevar, fie v =7 U7y U ... Uy, sifie (75 (@), 71 (a1)), (v2(a1) 72 (a2)) 5 s (Vi (@m—1) ;Yo (D))
capetele drumurilor v;, ¥, ..., 7,,- Mentionam cd v (a) = v; (a1) , 71 (a1) = Y2 (a1) ooy Vi1 (Gm—1) =
Tm (am—l) » Ym (b) =7 (b) - Atunci
Sw@) =[ w@+ [, w@+.[ w@s=
= (9 (71 (a1)) =g (71 (a))) + (9 (72 (a2)) = g (72 (a1))) + . + 9 (Y (0)) — 9 (v (@m—1)) =
=g9(y () —g(y(a)).
Observatia 1.2.5. Aproximéand drumurile rectificabile prin linii poligonale inscrise (care sunt dru-
muri netede pe portiuni), din Observatia 1.2.4 deducem c& Teorema 1.2.2 are loc si in ipoteza ca ~y
este curba doar rectificabila.
Teorema 1.2.3.(CNS de independentd de drum a integralei formei w)
Fie D C R"™ deschisa si forma diferentiala
w = Pidr1 + ... + P,dz,
unde Py, ..., P, : D CR™ — R sunt functii continue pe D. Integrala formei w este independentd de
drum dacd si numai dacé, pentru orice v : [a,b] — R"— drum parametrizat in R", reprezentant al
unei curbe notatd tot 7, cu Im~y C D, si care este drum inchis (v (a) = v (b)) avem
f,y w(z)=0.
Definitia 1.2.7. Fie D C R"™. Multimea D se numeste multime conexd (prin arce) dacd orice doud
puncte ale sale pot fi unite printr-o linie poligonald inclusd in multimea D. O multime D C R”
deschisa gi conexa se numeste domeniu.
Teorema 1.2.4.(CN, CS de independenta de drum a integralei formei w)
Fie D C R” deschisa si forma diferentiala
w= Pidz; + ... + Ppdz,
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unde Py, ..., P, : D CR™ — R sunt functii continue pe D.
a) Dacd w este forma diferentiald exactd atunci are integrala independenta de drum.
b) Dacad D este conexd (prin arce) si w are integrala independentd de drum atunci w este forma
diferentiala exacta.
Definitia 1.2.8. Fie D C R" deschisa si forma diferentiala
w= Pidz; + ...+ Ppdz,
unde Py, ..., P, : D C R" — R sunt functii date, de clasi C! pe D. Forma diferentials w se numeste
inchisa daca

i P o,
==L v je{l,..n}, .
95, i,j € { n},i#j

Cazuri particulare.
a) n = 2. Fie D C R? deschiss si
w = Pdx 4+ Qdy,
unde P,Q : D C R? — R sunt functii date, de clasd C' pe D. Forma diferentiald w este inchisd
daca

oP  0Q

oy Oz’
b) n = 3. Fie D C R? deschisi si

w = Pdz 4+ Qdy + Rdz,
unde P,Q, R : D C R? — R sunt functii date, de clasi C! pe D. Forma diferentiald w este #nchisa
daca

P _0Q
oy Ox
% 5
0z Oy
or _ob

x z

Teorema 1.2.5.(CN pentru ca forma w sa fie exacta)

Fie D C R™ deschisa si forma diferentiala w = Pidxy + ... + Ppdx,, unde P, ..., P, : D CR" — R
sunt functii date, de clasi C! pe D. Daca forma diferentiald w este exacts atunci este inchisi.

Exemplul 1.2.2. Forma diferentiala

w(z,y) = i b2 dz

dx
1132 + yQ .732 + y2
nu este exactd deoarece nu este inchisd. Intr-adevar, fie

P:DCR? - R,P(z,y) = 23_ 5
€z Y

:DCR2 SR S —
Q:DCR —R,Q(z,y) g

D =R?\ {(0,0)}-este multime deschisi.
Se observa ca
eP, () sunt de clasi C! pe D.

8£($ y)_l‘($2+y2)—y(0+2y)_ 2% — 2
N s PR o v oP 9
ox Y (932+y2)2 ($2+y2)2

Deci w nu este inchisd=- w nu poate fi exacta, deci w este un exemplu de formd diferentiala care
nu provine dintr-o diferentiald (nu admite primitive).
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Definitia 1.2.9. Fie D C R™. Multimea D se numeste multime simplu conexd daca orice curba
v : [a,b] — R™ simpla (adicd injectiva pe [a,b]) si inchisd (v (a) = v (b)), cu Im~y C D, delimiteaza
un domeniu (multime deschisa si conexd) inclus in D.
Teorema 1.2.6.(CS pentru ca forma w sa fie exactd) Fie D C R" deschisa si forma diferentiald
w = Pidxi + ... + Pydxy,,
unde Pi,...,P, : D C R® — R sunt functii date, de clasi C' pe D. Daci D este multime simplu
conexd si forma diferentiala w este inchisa atunci este exacta.
Corolar 1.2.1. Fie D C R" deschisa si forma diferentialéd
w = Pidz1 + ... + Ppdx,,
unde Pi,...,P, : D C R® — R sunt functii date, de clasi C' pe D. Daci D este multime simplu
conexd gi forma diferentiald w este inchisa atunci integrala formei w pe o curba inchisa cu Im~ C D
este zero.

Exemplul 1.2.3. Fie forma diferentiala
w(z,y) = (2zy) dx + (x2 + y2) dy, (z,y) € R2.
a) Sa se calculeze integrala f7 w (z,y), unde 7 este o curba simpla inchisa.
b) Si se studieze dac# forma w admite primitive pe R?, si daci da, si se determine o primitiva g
a formei w.
c) Sa se calculeze fvw (z,7), unde 7 : [1,2] — R? este o curba neteds cu v (1) = (1,1) si v (2) =
(2,4).
Rezolvare. Fie
P:DCR? - R,P(z,y) =2y,
Q:DCR? - R,Q(z,y) = 2% + 12
D = RZ%-este multime deschisi.
a) Cu Etapele 1,2,3 nu putem rezolva exercitiul, deoarece nu gtim o parametrizare a curbei 7.
Aici
Etapa 4. Aplicim Corolarul 1.2.1.
oD = R2-este multime simplu conexs.
oP, () sunt de clasi C' pe D = R2.

9P (29) =20
. g 7 ,V(m,y)eDigP:ZQ
or

= w este forma inchisa

o este curba inchisa
Conform Corolarului 8.2..1 = [ w(z,y) = 0.
b) De la a) se observd D este multime simplu conexa si cd w este forma inchisd si atunci, conform
Teoremei 1.2.5, rezultd cd w este exactd, adicd w admite primitive pe D = R2. S& Se determini o
primitiva g pentru w
modul 1. Se determini o functie g : D = R? — R diferentiabild a.i.

w=dg &
0 0
(2zy) dx + (:1:2 + y2) dor = a—z (z,y)dz + a—g (z,y)dy,¥ (z,y) € R? &
(11) 2 (3,) = 22y
g V(z,y) €D
(1.2) % (z,y) = 2> + ¢
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modul 1.1 (1.1)| [ (-) dz = fg—z (z,y)dz = [ (2zy)dz,V (z,y) € D =

mestévar. 2y‘%+

9(z,9) ,v<m,y>eD|§y<->:»

¢ (y)
——
constanta in raport

cu variabila de integr. x

de integrare

ag y este var. ZL‘2
= = 2. — ! N4 D
8y (CE’ y) de derivare 2 T (y> ’ (x’ y) <
Inlocuim (1.2) =
2? +y? =3:v2 +¢'(y) . V(z,y) €D= ¢ (y) =y* V(z,y) € D| [ ()dy =
o (y) = % +¢1,Y (z,y) € D,Ve; € R.
3
Deci g (x,y) = yo? + % +c1,Y(z,y) € D,Ve; € R
sunt toate primitivele formei diferentiale w, multimea primitivelor fiind indexatd dupa constanta
C1.
0
modul 1.2 (1.2)] [ () dy = fafz (z,y)dy = [ (2? + ) dy,V (z,y) € D =
3

2, . 9 D 9.
deintegraremy_i_ 3 + w ’V(x,y)e |8ZC():>

constanta in raport
cu variabila de integr. y

0 ste var.
29 (2,y) “ O 20y 40+ (), (z,y) € D
ox de derivare

Inlocuim (1.1) =
20y =22y +9' () ,V(2,y) € D= (z) =0,V (z,y) € D| [ () dz =
Y () =co,V(x,y) € D,Veg € R.
3

Deci g (z,y) :xzy—i-%—i-cQ,V(a:,y) € D,Vea € R

sunt toate primitivele formei diferentiale w, multimea primitivelor fiind indexatd dupa constanta

te var.
) Y es:

g(z,y

Co.
modul 2. Deoarece w este exacta, are integrala independenta de drum, gi se poate scrie, pentru

Y (zo, yo) fixati in D,
.g (:an) = f((l‘:z?;o)w (:L',y) ,V(Zﬂ,y) € D
) C

A B

Alegem drept drum ce uneste (x,yo) cu (z,y) linia poligonald cu varfurile A (zo, o), B (z,%0) ,
C (z,y) . Din reprezentarile parametrice ale

—=1 [ ZT()=t dz (t) = 1dt
[AB} { 78 = 1o ,t e [xo,:z‘],{ 4y () = 0dt ,t € [xo, 2],
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5o tW == di () = 0dt
{BC] { g=1"° [yo’y]{ dj (t) = 1d¢ 't € WooY]

deducem
f[ﬂ;’ (z, y)+f[B—C=] w(z,y),¥(x,y) € D.
= [2 P(t,yo)dt+ [V Q(x,t)dt, ¥ (z,y) € D.
Adlca
2 |t=z t3 t=y
t=o t=yo

22 22 % ¥
— g - — — Dy - 0 2 J ) _ 2 70
Yo 5 Yo 2+<$y+3> <$yo+3

Y3 T
— <x2y+ 3) - <:C3yo + ;),V(x,y) eD,
—_—

—ceR
este o primitivd pentru forma w pe D.

c) Cu Etapele 1,2, 3 nu putem rezolva exercitiul, deoarece nu gtim o parametrizare a curbei ~.

Y a4+
1

Aici
Etapa 4. Nu putem aplica Corolarul 1.2.1, deoarece v nu e curba inchisa, v (1) = (1,1) # (2,4) =
7(2).
Etapa 5. Aplicim Teorema de tip Leibniz-Newton.
Parcurgem din nou b),3 unul din moduri, si se obtine ca
g(x,y) =22y + % +c¢,V(z,y) € D,VeeR
sunt toate primitivele formei diferentiale w, multimea primitivelor fiind indexata dupa constanta c.

Deoarece
~ este curba neteda

coeficientii formei w, P gi @) sunt cAmpuri scalare continue pe D
3

w admite o primitiva g (z,y) = 2%y + % pe D

atunci
3 13

4
Jyw(@y)=9(r(2) —g(v(1) =g(2,4) —g(1,1) = 2% -4+ = —12- 1 - = = 36.
Etapa 6. dacd nu s-ar fi determinat g o primitiva, utilizam independenta de drum:
De la a), w forma inchisa pe D conex prin arce=- w are integrala independenta de drum

f,yw(:c,y) = f[MlM] w(z,y) nOt f( (z,y), unde

——1 [ x(t)=1+t(2-1) dx (t) = dt
MiE { y(t)=1+t(a—1) 10 { dy (t) = 3t " < 01

Atunci



Gabriela Grosu / Analizd matematica 26

[, ay)do+ (22 + ) dy = fo (200+0) (1436 - 1+ (140 + (1+30)°) -3) dt = 36.

Observatia 1.2.6. Integrala curbilinie de speta a 2-a este cea care se utilizeaza pentru definirea
integralei in C, pentru f: A CC — C.



