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CURS NR. 12
Analiz¼a matematic¼a, AIA

Teoria integrabilit¼a̧tii pentru f : A � Rn ! Rm
1: Integrale curbilinii

Integralele curbilinii au fost studiate înc¼a din secolul al XIX-lea, pentru a oferi model¼ari la
probleme legate de curgerea �uidelor, foŗte, electricitate şi magnetism.

1:0: Drumuri şi curbe în Rn

De�ni̧tia 1:0:1: a) Fie [a; b] un interval compact în R. O funçtie

 : [a; b]! Rn; 
 (t) = (
1 (t) ; :::; 
n (t))

se numeşte drum (parametrizat) în Rn dac¼a este funçtie continu¼a.
b) Dac¼a 
 este un drum în Rn, atunci muļtimea de "puncte" din Rn

Im 
 = 
 ([a; b]) = f
 (t) ; t 2 [a; b]g
se numeşte imaginea drumului 
 sau traiectoria drumului 
 sau suportul drumului 
 (sau, pentru
n = 2; hodograful drumului 
):
c) Dac¼a 
 este un drum în Rn, atunci ecuaţiile

Im 
 :

8<:
x1 = 
1 (t)
:::
xn = 
n (t)

; t 2 [a; b]

se numesc ecuaţiile parametrice ale imaginii drumului 
 (reprezentarea parametric¼a a drumului 
):
Cazuri particulare. a) n = 2: Un drum 
 : [a; b]! R2; 
 (t) = (x (t) ; y (t)) se poate da şi prin

Im 
 :

�
x = x (t)
y = y (t)

; t 2 [a; b] ; unde x; y : [a; b]! R sunt funçtii continue.

A se vedea parametriz¼ari de reprezentanţi de curbe clasice în plan la seminar la tabl¼a (segmente de
drepte, de parabole, de cercuri, de elipse, de hiperbole ş.a.m.d) şi în Exemplul 1:0:1 ulterior.
b) n = 3: Un drum 
 : [a; b]! R3; 
 (t) = (x (t) ; y (t) ; z (t)) se poate da şi prin

Im 
 :

8<:
x = x (t)
y = y (t)
z = z (t)

; t 2 [a; b] ; unde x; y; z : [a; b]! R sunt funçtii continue.

Exemplul 1:0:1: a) Fie drumul 
 : [0; 2�]! R2; 
 (t) = (3 + 2 cos t;�1 + 2 sin t) : Atunci

Im 
 :

�
x (t) = 3 + 2 cos t
y (t) = �1 + 2 sin t ; t 2 [0; 2�]

sunt ecuaţiile parametrice ale cercului cu centrul (3;�1) şi raza 2; parcurs o singur¼a dat¼a în sens
direct.
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Ecuaţia implicit¼a a acestui cerc, (x� 3)2+(y + 1)2 = 22; nu ofer¼a informaţii asupra a ce (x; y) s¼a
se aleag¼a încât puncteleM (x; y) din plan pentru care coordonatele carteziene o veri�c¼a s¼a parcurg¼a
o poŗtiune de cerc într-un anumit sens. În ecuaţiile parametrice,

-dac¼a se alege t 2 [0; 4�], M (x; y) parcurge în sens direct cercul de dou¼a ori,
-dac¼a sealegem t 2 [0; �], M (x; y) parcurge în sens direct semicercul de deasupra diametrului

orizontal,
-dac¼a se alege t 2 [�; 2�],M (x; y) parcurge în sens direct semicercul de sub diametrul orizontal,
-dac¼a se alege t 2

�
�
2 ; �

�
, M (x; y) parcurge în sens direct semicercul din stânga diametrului

vertical,
-dac¼a se alege t 2

�
0; �2

�
,M (x; y) parcurge în sens direct un sfert de cerc corespunz¼ator, ş.a.m.d.

În general, ecuaţia implicit¼a a cercului cu centrul (x0; y0) şi raza r este

(x� x0)2 + (y � y0)2 = r2;

oferind informaţii doar asupra formei, nu şi a sensului de parcurgere de c¼atre M (x; y), iar
ecuaţiile parametrice ale cercului cu centrul (x0; y0) şi raza r; parcurs o singur¼a dat¼a în sens direct
sunt

C ((x0; y0) ; r) :
�
x (t) = x0 + r cos t
y (t) = y0 + r sin t

; t 2 [0; 2�]

b) Fie drumul 
 : [0; 2�]! R2; 
 (t) = (1 + 3 cos t;�1 + 2 sin t) : Atunci

Im 
 :

�
x (t) = 1 + 3 cos t
y (t) = �1 + 2 sin t ; t 2 [0; 2�]

sunt ecuaţiile parametrice ale elipsei cu centrul de simetrie (1;�1) şi semiaxe de simetrie a = 3; b =
2; parcurs¼a o singur¼a dat¼a în sens direct.
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Ecuaţia implicit¼a a acestei elipse,
(x� 1)2

32
+
(y + 1)2

22
= 1; nu poate oferi informaţii asupra a

ce (x; y) s¼a se aleag¼a încât punctele M (x; y) din plan s¼a constituie un anumit arc de elips¼a parcurs
într-un anumit sens.

În general, ecuaţia implicit¼a a elipsei cu centrul (x0; y0) şi semiaxele a; b paralele cu axele este

(x� x0)2

a2
+
(y � x0)2

b2
= 1;

oferind informaţii doar asupra formei, nu şi a sensului de parcurgere de c¼atre M (x; y), iar
ecuaţiile parametrice ale elipsei cu centrul (x0; y0) şi semiaxele a; b paralele cu axele; parcurs¼a o
singur¼a dat¼a în sens direct sunt

E ((x0; y0) ; r) :
�
x (t) = x0 + a cos t
y (t) = y0 + b sin t

; t 2 [0; 2�]

c) Fie drumul 
 : [0; 1]! R2; 
 (t) = (1 + t;�1 + t) : Atunci

Im 
 :

�
x (t) = 1 + t
y (t) = �1 + t ; t 2 [0; 1]
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sunt ecuaţiile parametrice ale segmentului din dreapta x� y� 2 = 0, segment de capete M1 (1;�1)
şi M2 (2; 0) :
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Ecuaţia implicit¼a a dreptei, x � y � 2 = 0; nu poate oferi informaţii asupra a ce (x; y) s¼a se
aleag¼a încât punctele M (x; y) din plan s¼a constituie un anumit segment parcurs într-un anumit
sens.

În general, ecuaţia implicit¼a a dreptei în plan este
ax+ by + c = 0;

oferind informaţii doar asupra formei, nu şi a sensului de parcurgere de c¼atre M (x; y), iar

ecuaţiile parametrice ale segmentului închis orientat
h����!
M1M2

i
din plan, parcurs de la M1 (x1; y1)

la M2 (x2; y2) ; sunth����!
M1M2

i
:

�
x (t) = x1 + t (x2 � x1)
y (t) = y1 + t (y2 � y1)

; t 2 [0; 1]

În general, ecuaţiile implicite ale dreptei în spaţiu sunt�
A1x+B1y + C1z +D1 = 0
A2x+B2y + C2z +D2 = 0

oferind informaţii doar asupra formei, nu şi a parcurgerii, iar

ecuaţiile parametrice ale segmentului închis orientat
h����!
M1M2

i
din spaţiu, parcurs de laM1 (x1; y1; z1)

la M2 (x2; y2; z2) ; sunth����!
M1M2

i
:

8<:
x (t) = x1 + t (x2 � x1)
y (t) = y1 + t (y2 � y1)
z (t) = z1 + t (z2 � z1)

; t 2 [0; 1]

d) Fie a > 0 şi b > 0 numere reale �xate. Fie drumul

 : A � R! R3; 
 (t) = (a cos t; a sin t; bt) : Atunci

Im 
 :

8<:
x (t) = a cos t
y (t) = a sin t
z (t) = bt

; t 2 R

sunt ecua̧tiile parametrice ale elicei circulare în spaţiu; parcurs¼a în sens direct.
Ecuaţiile implicite ale acestei curbe,(
x2 + y2 = a2

tg
z

b
=
y

x

sau

8<: x = a cos
z

b
y = a sin

z

b
nu pot oferi informaţii asupra a ce (x; y; z) s¼a se aleag¼a încât punctele M (x; y; z) din spaţiu s¼a
constituie elicea parcurs¼a într-un anumit sens, de exemplu.

Curbura elicei generale este � =
a

a2 + b2
; iar torsiunea ei este � =

�b
a2 + b2

: Pentru a = b = 1;

elicea simpl¼a are proprietatea ce o distinge de alte curbe, şi anume, are raportul dintre curbur¼a şi
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torsiune constant.
e) Fie a > 0 şi b > 0 numere reale �xate. Fie drumul


 : A � R! R3; 
 (t) = (at cos t; at sin t; bt) : Atunci

Im 
 :

8<:
x (t) = at cos t
y (t) = at sin t
z (t) = bt

; t 2 R

sunt ecua̧tiile parametrice ale elicei conice în spaţiu; parcurs¼a în sens direct.

e) Fie drumul

 : [0; 2�]! R3; 
 (t) = ((4 + sin (20t)) cos t; (4 + sin (20t)) sin t; cos (20t)) : Atunci

Im 
 :

8<:
x (t) = (4 + sin (20t)) cos t
y (t) = (4 + sin (20t)) sin t
z (t) = cos (20t)

; t 2 [0; 2�]

sunt ecua̧tiile parametrice ale spiralei toroidale în spaţiu; parcurs¼a în sens direct.
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f) Fie drumul

 : [0; 4�]! R3; 
 (t) =

��
2 + cos

�
3
2 t
��
cos t;

�
2 + cos

�
3
2 t
��
sin t; sin

�
3
2 t
��
: Atunci

Im 
 :

8<:
x (t) =

�
2 + cos

�
3
2 t
��
cos t

y (t) =
�
2 + cos

�
3
2 t
��
sin t

z (t) = sin
�
3
2 t
� ; t 2 [0; 4�]
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sunt ecua̧tiile parametrice ale nodului trifoi (the trefoil knot); parcurs¼a în sens direct.
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g) Fie drumul 
 : [�2; 2]! R3; 
 (t) =
�
t; t2; t3

�
: Atunci

Im 
 :

8<:
x (t) = t
y (t) = t2

z (t) = t3
; t 2 [�2; 2]

sunt ecua̧tiile parametrice ale spiralei cubice (the twisted cubic); parcurs¼a în sens direct.
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Este curba ce are ecua̧tiile implicite
�
y = x2

z = x3
; oferind informaţii doar asupra formei, nu şi

a parcurgerii, �ind obţinut¼a prin interseçtia cilindrului parabolic y = x2 (cu roşu) şi a cilindrului
cubic z = x3 (cu verde)
h) Fie drumurile


 : [0; 4�]! R3; 
 (t) = (t� sin t; 1� cos t; t) şi 
 : [0; 4�]! R3; 
 (t) =
�
t� 3

2 sin t; 1�
3
2 cos t; t

�
:

Atunci

Im 
 :

8<:
x (t) = t� sin t
y (t) = 1� cos t
z (t) = t

; t 2 [0; 4�] şi Im 
 :

8<:
x (t) = t� 3

2 sin t
y (t) = 1� 3

2 cos t
z (t) = t

; t 2 [0; 4�]

sunt ecua̧tii parametrice de curbe tip elice (the helix); utilizate în modelul ADN-ului.
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De�ni̧tia 1:0:2: Fie 
 : [a; b]! Rn un drum în Rn: Se numeşte opusul drumului 
 drumul

� : [a; b]! Rn; 
� (�) = 
 (a+ b� �) :

Se observ¼a c¼a 
� (a) = 
 (b) şi 
� (b) = 
 (a) :
De�ni̧tia 1:0:3: Fie 
1 : [a; b] ! Rn şi 
2 : [b; c] ! Rn drumuri în Rn cu proprietatea c¼a 
1 (b) =

2 (b) ("se lipesc"): Se numeşte juxtapunerea drumului 
1 cu drumul 
2 drumul notat 
1 [ 
2;
de�nit prin


1 [ 
2 : [a; c]! Rn; (
1 [ 
2) (t) =
�

1 (t) ; dac¼a t 2 [a; b]

2 (t) ; dac¼a t 2 [b; c]

De�ni̧tia 1:0:4: Fie 
 : [a; b]! Rn; 
 (t) = (
1 (t) ; :::; 
n (t)) un drum în Rn:
a) Drumul 
 se numeşte drum neted dac¼a funçtiile 
1; :::; 
n sunt din C1 ([a; b] ;R), cu 
21 (t) + :::+

2n (t) 6= 0;8t.
b) Drumul 
 se numeşte drum neted pe porţiuni dac¼a se poate scrie ca o juxtapunere a unui num¼ar
�nit de drumuri netede.
De�ni̧tia 1:0:5: Fie 
 : [a; b] ! Rn; 
 (t) = (
1 (t) ; :::; 
n (t)) un drum parametrizat în Rn: Fie
� 2 D ([a; b]) o diviziune a intervalului [a; b] ;

� : a = t0 < t1 < ::: < tp = b:
Fie 
� drumul "poligonal" (reuniunea "segmentelor") cu "vârfurile" în "punctele"

Ak (
1 (tk) ; :::; 
n (tk)) 2 Im 
;8k 2 f0; 1; :::; pg :

Atunci, pentru k 2 f1; 2; :::; pg lungimea "segmentului" cu capetele Ak�1 şi Ak este
lung

�h�����!
Ak�1Ak

i�
=
q
(
1 (tk)� 
1 (tk�1))2 + :::+ (
n (tk)� 
n (tk�1))2;

şi deci lungimea "drumului poligonal" 
� este

lung (
�) =
pP
k=1

lung
�h�����!
Ak�1Ak

i�
=

pP
k=1

q
(
1 (tk)� 
1 (tk�1))2 + :::+ (
n (tk)� 
n (tk�1))2:

Drumul 
 are lungime �nit¼a sau se numeşte drum recti�cabil dac¼a muļtimea flung (
�) ;� 2 D ([a; b])g
este m¼arginit¼a. În acest caz, lungimea drumului 
; notat¼a lung (
), este num¼arul real pozitiv

lung (
) = sup
�2D([a;b])

lung (
�) :

Propozi̧tia 1:0:1: a) Dac¼a 
 este un drum parametrizat recti�cabil, atunci 
� este un drum
recti�cabil şi

lung (
�) = lung (
) :
b) Dac¼a 
1; 
2 sunt drumuri parametrizate recti�cabile, atunci 
1 [ 
2 este un drum recti�cabil şi

lung (
1 [ 
2) = lung (
1) + lung (
2) :
Teorema 1:0:1:(de reprezentare integral¼a a lungimii unui drum) Fie
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 : [a; b]! Rn; 
 (t) = (
1 (t) ; :::; 
n (t))
un drum parametrizat în Rn: Dac¼a 
 este drum neted atunci 
 este drum recti�cabil şi

lung (
) =
R b
a

q
(
01 (t))

2 + :::+ (
0n (t))
2dt:

Corolar 1:0:1: Fie 
 : [a; b]! R2 cu ecuaţiile parametrice

Im 
 :

�
x (t) = t
y (t) = f (t)

; t 2 [a; b]

unde f : [a; b]! R este o funçtie din C1 ([a; b] ;R) : Atunci 
 este drum recti�cabil şi

lung (
) =
R b
a

q
1 + (f 0 (t))2dt:

De�ni̧tia 1:0:6: Fie 
 : [a; b]! Rn un drum parametrizat în Rn
a) 
 se numeşte drum închis dac¼a 
 (a) = 
 (b) :
a) 
 se numeşte drum simplu dac¼a funçtia 
 este injectiv¼a:
De�ni̧tia 1:0:7: Fie 
 : [a; b]! Rn un drum parametrizat în Rn şi

' : [c; d]! [a; b] ; ' (�) = t
o bijeçtie continu¼a strict cresc¼atoare. Atunci 
 � ' este un drum numit drumul obţinut din 
 prin
schimbarea de parametru t = ' (�) :
De�ni̧tia 1:0:8: Fie 
1 : [a; b] ! Rn şi 
2 : [c; d] ! Rn dou¼a drumuri parametrizate în Rn:
Drumurile 
1 şi 
2 se numesc echivalente prin relaţia � de schimbare de parametru şi se noteaz¼a

1 � 
2 dac¼a exist¼a o funçtie

' : [c; d]! [a; b] ; ' (�) = t
bijectiv¼a, continu¼a şi strict cresc¼atoare astfel încât 
2 = 
1 � '.
Teorema 1:0:2: Relaţia de schimbare de parametru � de�nit¼a în De�ni̧tia 1:0:8 este o relaţie de
echivalenţ¼a pe muļtimea drumurilor din Rn:
Observa̧tia 1:0:1: Fie 
1 : [a; b]! Rn şi 
2 : [c; d]! Rn dou¼a drumuri parametrizate în Rn: Dac¼a

1 este recti�cabil şi 
1 � 
2, atunci 
2 este recti�cabil şi

lung (
2) = lung (
1) :
De�ni̧tia 1:0:8: Se numeşte curb¼a orientat¼a în Rn o clas¼a b
 de drumuri echivalente în raport cu
rela̧tia de schimbare de parametru.
De�ni̧tia 1:0:9: O curb¼a b
 este neted¼a sau de clas¼a C1 dac¼a un reprezentant al clasei de echivalenţ¼a
care este curba este drum neted sau de clas¼a C1: O curb¼a este neted¼a pe porţiuni dac¼a un reprezen-
tant al clasei de echivalenţ¼a care este curba este drum neted pe poŗtiuni.
De�ni̧tia 1:0:10: O curb¼a b
 se numeşte recti�cabil¼a dac¼a un reprezentant al clasei de echivalenţ¼a
care este curba este drum recti�cabil. În acest caz se de�neşte lungimea curbei ca �ind lungimea
oricarui drum reprezentant 
:

În cele ce urmeaz¼a se identi�c¼a o curb¼a b
 cu orice drum reprezentant al s¼au 
:

1:1: Integrale curbilinii de spȩta 1

De�ni̧tia 1:1:1: Fie 
 : [a; b] ! Rn; 
 (t) = (
1 (t) ; :::; 
n (t)) un drum parametrizat recti�cabil în
Rn: Fie � 2 D ([a; b]) o diviziune oarecare a intervalului [a; b] ;

� : a = t0 < t1 < ::: < tp = b.
cu "punctele" asociate Ak (
1 (tk) ; :::; 
n (tk)) 2 Im 
;8k 2 f0; 1; :::; pg : Fie � = (�k)k=1;p un sistem
de puncte intermediare corespunz¼atoare din [a; b],

tk�1 � �k � tk,
cu "punctele" asociate Mk (
1 (�k) ; :::; 
n (�k)) :
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Fie funçtia f : D � Rn ! R, cu Im 
 � D.
Se numeşte suma Riemann asociat¼a funcţiei f în raport cu lungimea curbei 
, asociat¼a diviziunii

� şi sistemului de puncte intermediare � num¼arul real

S
 (f;�; �) =
pP
k=1

f (
 (�k)) � lung
�h�����!
Ak�1Ak

i�
=

=
pP
k=1

f (
1 (�k) ; :::; 
n (�k)) �
q
(
1 (tk)� 
1 (tk�1))2 + :::+ (
n (tk)� 
n (tk�1))2:

Observa̧tia 1:1:1: Dac¼a f : Rn ! R este a.î.
f (x1; :::; xn) = 1;8 (x1; :::; xn) 2 Rn

atunci suma Riemann S
 (f;�; �) reprezint¼a lungimea drumului poligonal 
� cu vârfurile
Ak (
1 (tk) ; :::; 
n (tk)) 2 Im 
;8k 2 f0; 1; :::; pg ; adic¼a
S
 (f;�; �) = lung (
�) =

pP
k=1

lung
�h�����!
Ak�1Ak

i�
=

pP
k=1

q
(
1 (tk)� 
1 (tk�1))2 + :::+ (
n (tk)� 
n (tk�1))2:

Se observ¼a c¼a, în anumite condi̧tii, aceasta aproximeaz¼a lungimea curbei 
; lung (
).
De�ni̧tia 1:1:2: Fie 
 : [a; b] ! Rn un drum parametrizat recti�cabil în Rn şi funçtia f : D �
Rn ! R, cu Im 
 � D. Funçtia f se numeşte integrabil¼a în raport cu lungimea curbei 
 dac¼a exist¼a
un num¼ar real If cu proprietatea c¼a
8" > 0;9� = � (") > 0 astfel încât 8� 2 D ([a; b]) cu k�k < � şi 8� 2 P (�) ;

jS
 (f;�; �)� If j < ":
Se noteaz¼a cu R (
; 1) muļtimea tuturor funçtiilor integrabile în raport cu lungimea curbei 
.

Num¼arul If dac¼a exist¼a, este unic, şi se numeşte integrala curbilinie pe curba 
 în raport cu
lungimea de arc sau de speţa întâi, a funcţiei f: Se noteaz¼a

If =
R

 f (x1; :::; xn) ds:

Propozi̧tia 1:1:1:(de liniaritate în raport cu integrantul a integralei curbilinii de spȩta
întâi)
Fie 
 : [a; b]! Rn un drum parametrizat recti�cabil în Rn: Fie f; g : D � Rn ! R, cu Im 
 � D şi
� 2 R: Dac¼a f; g 2 R (
; 1) atunci f + g 2 R (
; 1) şi �f 2 R (
; 1) şiR


 (f + g) (x1; :::; xn) ds =
R

 f (x1; :::; xn) ds+

R

 g (x1; :::; xn) ds;

(aditivitatea în raport cu funçtia integrant)R

 (� � f) (x1; :::; xn) ds = �

R

 f (x1; :::; xn) ds:

(omogeneitatea în raport cu funçtia integrant)
Propozi̧tia 1:1:2:a) (invarianţa la schimbarea de parametru) Fie 
1 : [a; b]! Rn şi 
2 : [c; d]!
Rn dou¼a drumuri parametrizate recti�cabile în Rn, a.î. 
1 � 
2: Fie f : D � Rn ! R, cu Im 
 � D.
Dac¼a f 2 R (
1; 1) atunci f 2 R (
2; 1) şi
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R

1
f (x1; :::; xn) ds =

R

2
f (x1; :::; xn) ds:

b) (integrala drumului opus-invarianţ¼a) Fie 
 : [a; b]! Rn un drum parametrizat recti�cabil
în Rn: Fie f : D � Rn ! R, cu Im 
 � D. Dac¼a f 2 R (
; 1) atunci f 2 R (
�; 1) şiR


� f (x1; :::; xn) ds =
R

 f (x1; :::; xn) ds:

Propozi̧tia 1:1:3:(de aditivitate a integralei curbilinii de spȩta întâi în raport cu drumul)
Fie 
 : [a; b] ! Rn un drum parametrizat recti�cabil în Rn: Fie f : D � Rn ! R, cu Im 
 � D.
Presupunem c¼a 
 = 
1 [ 
2: Dac¼a f 2 R (
1; 1) şi f 2 R (
2; 1) atunci f 2 R (
1 [ 
2; 1) şiR


1[
2
f (x1; :::; xn) ds =

R

1
f (x1; :::; xn) ds+

R

2
f (x1; :::; xn) ds:

Teorema 1:1:1:(de reducere a unei integrale curbilinii de spȩta 1 la o integral¼a Riemann)
Fie 
 : [a; b]! Rn; 
 (t) = (
1 (t) ; :::; 
n (t))
un drum parametrizat recti�cabil în Rn; reprezentant al unei curbe notat¼a tot 
: Fie

f : D � Rn ! R, cu Im 
 � D:

Dac¼a

 este curb¼a neted¼a (sau neted¼a pe poŗtiuni)
f este câmp scalar continuu

�
atunci f 2 R (
; 1) şiR


 f (x1; :::; xn) ds =
R b
a f (
1 (t) ; :::; 
n (t))

q
(
01 (t))

2 + :::+ (
0n (t))
2dt:

ds =
q
(
01 (t))

2 + :::+ (
0n (t))
2dt se numeşte element de arc.

Cazuri particulare. a) n = 2: Dac¼a

 : [a; b]! R2; 
 (t) = (x (t) ; y (t)) este curb¼a neted¼a (sau neted¼a pe poŗtiuni)
f : D � R2 ! R; cu Im 
 � D; este câmp scalar continuu

�
atunci f 2 R (
; 1) şiR


 f (x; y) ds =
R b
a f (x (t) ; y (t))

q
(x0 (t))2 + (y0 (t))2dt:

b) n = 3: Dac¼a

 : [a; b]! R3; 
 (t) = (x (t) ; y (t) ; z (t)) este curb¼a neted¼a (sau neted¼a pe poŗtiuni)
f : D � R3 ! R; cu Im 
 � D; este câmp scalar continuu

�
atunci f 2 R (
; 1) şiR


 f (x; y; z) ds =
R b
a f (x (t) ; y (t) ; z (t))

q
(x0 (t))2 + (y0 (t))2 + (z0 (t))2dt:

Exemplul 1:1:1: S¼a se calculeze
R

 ye

�xds; unde un reprezentant al curbei 
 are ecuaţiile para-
metrice

Im
 :

�
x (t) = ln

�
1 + t2

�
y (t) = 2 arctg t� t+ 1 ; t 2 [0; 1] :

Rezolvare. etapa 1. Se studiaz¼a curba
�Se parametrizeaz¼a un reprezentant al curbei, dac¼a aceasta nu este dat¼a parametric. Aici este dat¼a,
adic¼a


 : [0; 1]! R2; 
 (t) =

0B@ln �1 + t2�| {z }
x(t)

; 2 arctg t� t+ 1| {z }
y(t)

1CA :
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�Curba 
 este neted¼a, deoarece8>>>>><>>>>>:
9
0 : [0; 1]! R2; 
0 (t) =

0BBB@ 1

1 + t2
� 2t| {z }

x0(t)

; 2
1

1 + t2
� 1 + 0| {z }

y0(t)

1CCCA =

�
2t

1 + t2
;
1� t2
1 + t2

�


0- este continu¼a pe [0; 1] şi (x0 (t))2 + (y0 (t))2 6= 0;8t
etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:

f : D � R2 ! R; f (x; y) = ye�x:
D = R2; Im 
 � D:f este câmp scalar continuu pe R2:

etapa 3. Se determin¼a I =
R

 ye

�xds, aplicând Teorema de reducere, caz n = 2:
Se calculeaz¼a elementul de arc

ds =
q
(x0 (t))2 + (y0 (t))2dt) ds =

s�
2t

1 + t2

�2
+

�
1� t2
1 + t2

�2
dt = 1dt:

Se înlocuieşte în formul¼a:

I =
R

 ye

�xds =
R 1
0 (2 arctg t� t+ 1) e

� ln(1+t2) � 1dt =
R 1
0 (2 arctg t� t+ 1)

1

1 + t2
dt =

= 2
R 1
0 arctg t (arctg t)

0 dt� 1
2

R 1
0

2t

1 + t2
dt+

R 1
0

1

1 + t2
dt =

= 2
(arctg t)2

2

�����
t=1

t=0

� 1
2
ln
�
1 + t2

���t=1
t=0

+ (arctg t)jt=1t=0 =
�2

16
� 1
2
ln 2 +

�

4
:

Exemplul 1:1:2: S¼a se calculezeR



1

x2 + y2 + z2
ds;

unde un reprezentant curbei 
 are ecuaţiile implicite

Im
 :

(
x2 + y2 = 22

tg
z

3
=
y

x

;

considerate a.î. M (x; y; z) s¼a parcurg¼a curba (elice circular¼a) între A (2; 0; 0) şi B
�
0; 2; 3�2

�
:

Rezolvare. etapa 1. Se studiaz¼a curba
�Se parametrizeaz¼a un reprezentant al curbei, deoarece aici aceasta nu este dat¼a parametric. Se
observ¼a c¼a

Im
 :

8<:
x (t) = 2 cos t
y (t) = 2 sin t
z (t) = 3t

; t 2
�
0; �2

�
; adic¼a
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0
1

0.0 0
0.5

3

yx

2z

1 1.0

4

1.5
2.02

0
­2 ­2

­40
­20

­1­1z

y x
0 0

1

20

1
2

40

2

(este o poŗtiune din elicea circular¼a desenat¼a al¼aturi, pentru t 2 [�4�; 4�])


 :
�
0; �2

�
! R3; 
 (t) =

0@2 cos t| {z }
x(t)

; 2 sin t| {z }
y(t)

; 3t|{z}
z(t)

1A :

�Se studiaz¼a dac¼a 
 este curb¼a neted¼a. Este, deoarece8>>><>>>:
9
0 :

�
0; �2

�
! R3; 
0 (t) =

0B@�2 sin t| {z }
x0(t)

; 2 cos t| {z }
y0(t)

; 3|{z}
z0(t)

1CA :


0- este continu¼a pe
�
0; �2

�
şi (x0 (t))2 + (y0 (t))2 + (z0 (t))2 6= 0;8t

etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:

f : D � R3 ! R; f (x; y; z) =
1

x2 + y2 + z2
:

D = R3 n f(0; 0; 0)g ; Im 
 � D:f este câmp scalar continuu pe D:

etapa 3. Se determin¼a I =
R



1

x2 + y2 + z2
ds, aplicând Teorema de reducere, caz n = 3:

Se calculeaz¼a elementul de arc
ds =

q
(x0 (t))2 + (y0 (t))2 + (z0 (t))2dt) ds =

q
(�2 sin t)2 + (2 cos t)2 + (3)2dt =

p
13dt:

Se înlocuieşte în formul¼a

I =
R �
2
0

1

(2 cos t)2 + (2 sin t)2 + (3t)2
p
13dt =

R �
2
0

1

4 + 9t2
p
13dt =

p
13
9

R �
2
0

1

t2 +
�
2
3

�2dt =
=

p
13
9 � 12

3

�
arctg t

2
3

����t=�
2

t=0
=

p
13
6

�
arctg

�
2
2
3

� arctg 0
�
=

p
13
6 arctg 3�4 :

Teorema 1:1:2:(o interpretare geometric¼a a unei integrale curbilinii de spȩta 1) Fie

 : [a; b]! Rn; 
 (t) = (
1 (t) ; :::; 
n (t))

un drum parametrizat recti�cabil în Rn; reprezentant al unei curbe notat¼a tot 
: Dac¼a 
 este curb¼a
neted¼a (sau neted¼a pe poŗtiuni) atunci

lung (
) =
R

 1 � ds =

R b
a

q
(
01 (t))

2 + :::+ (
0n (t))
2dt:

Cazuri particulare.
a) n = 2: Dac¼a 
 : [a; b] ! R2; 
 (t) = (x (t) ; y (t)) este curb¼a neted¼a (sau neted¼a pe poŗtiuni)
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atunci

lung (
) =
R

 1 � ds =

R b
a

q
(x0 (t))2 + (y0 (t))2dt:

b) n = 3: Dac¼a 
 : [a; b]! R3; 
 (t) = (x (t) ; y (t) ; z (t)) este curb¼a neted¼a (sau neted¼a pe poŗtiuni)
atunci

lung (
) =
R

 1 � ds =

R b
a

q
(x0 (t))2 + (y0 (t))2 + (z0 (t))2dt:

Exemplul 1:1:3: a) S¼a se calculeze lungimea unui arc de cicloid¼a

Im
 :

�
x (t) = a (t� sin t)
y (t) = a (1� cos t) ; t 2 [0; 2�] ; unde a > 0 este un num¼ar real �xat.

Rezolvare. Se anticipeaz¼a c¼a lung (
) =
R

 1 � ds:

etapa 1. Se studiaz¼a curba
�Se parametrizeaz¼a un reprezentant al curbei, dac¼a aceasta nu este dat¼a parametric. Aici este dat¼a,
adic¼a


 : [0; 2�]! R2; 
 (t) =

0B@a (t� sin t)| {z }
x(t)

; a (1� cos t)| {z }
y(t)

1CA :

�Se studiaz¼a dac¼a 
 este curb¼a neted¼a. Este, deoarece8>>><>>>:
9
0 : [0; 2�]! R2; 
0 (t) =

0B@a (1� cos t)| {z }
x0(t)

; a (0 + sin t)| {z }
y0(t)

1CA

0- este continu¼a pe [0; 2�] şi (x0 (t))2 + (y0 (t))2 6= 0;8t

etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:
f : D � R2 ! R, f (x; y) = 1:
D = R2; Im 
 � D:f este câmp scalar continuu pe R2:

etapa 3. Se determin¼a I =
R

 1 � ds, aplicând Teorema, caz n = 2:

Se calculeaz¼a elementul de arc
ds =

q
(x0 (t))2 + (y0 (t))2dt) ds =

q
(a (1� cos t))2 + (a (0 + sin t))2dt =

=
q
a2
�
1� 2 cos t+ cos2 t+ sin2 t

�
dt =

q
a2 � 4 sin2 t2dt = 2a

��sin t
2

�� dt:
Se înlocuieşte în formul¼a

I =
R

 1ds =

R 2�
0 2a

��sin t
2

�� dt = R 2�0 2a sin t
2dt = 2a

� cos t2
1
2

�����
t=2�

t=0

= 4a (� cos� + cos 0) = 8a:

Comentariu. Cicloida din �gur¼a este curba trasat¼a prin deplasarea punctului M = O; �xat pe
cercul de raz¼a a; desenat cu roşu, atunci când cercul se rostogoleşte pe dreapta Ox: Este un exemplu
de rulet¼a, de curb¼a generat¼a de o curb¼a care se rostogoleşte pe o alta curb¼a. Aria de sub un arc
de cicloid¼a este de trei ori mai mare decât aria cercului generator. Lungimea unei curbe este de
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patru ori mai mare decât diametrul cercului generator. Aceast¼a curb¼a este diferenţiabil¼a peste tot
cu excepţia cuspidelor, punctele de interseçtie cu axa Ox, unde derivata tinde spre +1 sau �1 în
timp ce se apropie de cuspid¼a.
b) S¼a se determine elementul de arc şi s¼a se calculeze lungimea curbei 
; unde un reprezentant al
curbei 
 are ecuaţiile parametrice

Im
 :

8<:
x (t) = ae�t cos t
y (t) = ae�t sin t
z (t) = be�t

; t 2 [0;+1[ ; unde a; b sunt constante reale.

Rezolvare. Se anticipeaz¼a c¼a lung (
) dac¼a 9=
R

 1 � ds:

etapa 1. Se studiaz¼a curba
�Se parametrizeaz¼a un reprezentant al curbei, dac¼a aceasta nu este dat¼a parametric. Aici este dat¼a,
adic¼a

0
0

0.0

z

yx

1

0.2
1

0.6

3

0.4

2

2


 : [0;+1[! R3; 
 (t) =

0@ae�t cos t| {z }
x(t)

; ae�t sin t| {z }
y(t)

; be�t|{z}
z(t)

1A :

�Se studiaz¼a dac¼a 
 este curb¼a neted¼a. Este, deoarece8>>><>>>:
9
0 : [0;+1[! R3; 
0 (t) =

0B@�ae�t cos t� ae�t sin t| {z }
x0(t)

;�ae�t sin t+ ae�t cos t| {z }
y0(t)

;�be�t| {z }
z0(t)

1CA

0- este continu¼a pe [0;+1[ şi (x0 (t))2 + (y0 (t))2 + (z0 (t))2 6= 0;8t

etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:
f : D � R3 ! R; f (x; y; z) = 1:
D = R3; Im 
 � D:f este câmp scalar continuu pe R3:

etapa 3. Se determin¼a I =
R

 1 � ds, aplicând Teorema, caz n = 3:

Se calculeaz¼a elementul de arc ds =
q
(x0 (t))2 + (y0 (t))2 + (z0 (t))2dt)

ds =
q
(�ae�t cos t� ae�t sin t)2 + (�ae�t sin t+ ae�t cos t)2 + (�be�t)2dt =

=
p
2 (a2 + b2) e�2tdt =

p
2 (a2 + b2) � e�tdt

Se înlocuieşte în formul¼a

lung (
) = I =
R

 1ds =

R +1
0

p
2 (a2 + b2) � e�tdt dac¼a 9=

p
2 (a2 + b2)

e�t

�1

����t!+1
t=0

=

=
p
2 (a2 + b2)

�
0 + e0

�
=
p
2 (a2 + b2):
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Teorema 1.1.3 (o interpretare geometric¼a a integralei curbilinii de spȩta 1) Fie

 : [a; b]! R2; 
 (t) = (x (t) ; y (t))

un drum parametrizat recti�cabil în R2; reprezentant al unei curbe notat¼a tot 
 şi f : D � R2 ! R,
cu Im 
 � D şi f (x; y) � 0 pe D: Dac¼a 
 este curb¼a neted¼a (sau neted¼a pe poŗtiuni); atunci

A =
R

 f (x; y) ds

reprezint¼a aria "perdelei" din �gur¼a, cu baza 
 şi cu în¼aļtimea într-un punct (x; y) valoarea f (x; y) :

Teorema 1:1:4:(masa unui �r material)
Fie un �r material de grosime neglijabil¼a ce are forma unei imagini de curb¼a, Im
: Se presupune
c¼a densitatea �rului este o funçtie � : D � R2 ! R.
a) n = 2: Dac¼a


 : [a; b]! R2; 
 (t) = (x (t) ; y (t)) este curb¼a neted¼a
� : D � R2 ! R; cu Im 
 � D este continu¼a

�
atunci masa �rului material este m =

R

 � (x; y) ds

b) n = 3: Dac¼a

 : [a; b]! R3; 
 (t) = (x (t) ; y (t) ; z (t)) este curb¼a neted¼a
� : D � R3 ! R; cu Im 
 � D este continu¼a

�
atunci masa �rului material este m =

R

 � (x; y; z) ds:

Teorema 1:1:5:(coordonatele centrului de greutate ale unui �r material)
Fie un �r material de grosime neglijabil¼a ce are forma unei imagini de curb¼a, Im
: Se presupune
c¼a densitatea �rului este o funçtie � : D � R3 ! R.
a) n = 2: Dac¼a


 : [a; b]! R2; 
 (t) = (x (t) ; y (t)) este curb¼a neted¼a
� : D � R2 ! R; cu Im 
 � D este continu¼a

�
atunci coordonatele centrului de greutate ale unui �r materiale sunt

xG =

R

 x � � (x; y) dsR

 � (x; y) ds

; yG =

R

 y � � (x; y) dsR

 � (x; y) ds

:

În cazul �rului omogen, � (x; y) = k;8 (x; y; z) 2 D )

xG =

R

 xdsR

 ds

; yG =

R

 ydsR

 ds

:
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b) n = 3: Dac¼a

 : [a; b]! R3; 
 (t) = (x (t) ; y (t) ; z (t)) este curb¼a neted¼a
� : D � R3 ! R; cu Im 
 � D este continu¼a

�
atunci coordonatele centrului de greutate ale unui �r materiale sunt

xG =

R

 x � � (x; y; z) dsR

 � (x; y; z) ds

; yG =

R

 y � � (x; y; z) dsR

 � (x; y; z) ds

; zG =

R

 z � � (x; y; z) dsR

 � (x; y; z) ds

În cazul �rului omogen, � (x; y; z) = k;8 (x; y; z) 2 D )

xG =

R

 xdsR

 ds

; yG =

R

 ydsR

 ds

; zG =

R

 zdsR

 ds

:

1:2: Integrale curbilinii de spȩta a-2-a

De�ni̧tia 1:2:1: Fie D � Rn deschis¼a şi x = (x1; :::; xn) 2 D: Fie P1; :::; Pn : D � Rn ! R funçtii
date. Se numeşte form¼a diferenţial¼a în x pe Rn o aplicaţie liniar¼a ! (x) 2 L (Rn;R), de�nit¼a prin

! (x1; :::; xn) = P1 (x1; :::; xn) dx1 + :::+ Pn (x1; :::; xn) dxn:
S-a utilizat convenţia c¼a dxi sunt funçtiile proieçtie a Rn pe Oxi, adic¼a dxi = pi; cu

pi : Rn ! R; pi (h1; :::; hn) = hi;8i 2 f1; :::; ng :
Funçtiile P1; :::; Pn se numesc coe�cienţii formei diferenţiale.

De�ni̧tia 1:2:2: Fie D � Rn deschis¼a şi x = (x1; :::; xn) 2 D: Dou¼a forme diferenţiale în x sunt
egale dac¼a au aceeaşi coe�cienţi.
Observa̧tia 1:2:1: Fie D � Rn deschis¼a şi x = (x1; :::; xn) 2 D: Reamintim c¼a, dac¼a g : D � Rn !
R este funçtie diferenţiabil¼a pe D; atunci diferenţiala ei în (x1; :::; xn) 2 D are expresia

(dg) (x1; :::; xn) =
@g

@x1
(x1; :::; xn) dx1 + :::+

@g

@xn
(x1; :::; xn) dxn:

Diferenţiala unei funçtii într-un punct este o form¼a diferenţial¼a într-un punct. Reciproca nu este
adev¼arat¼a, adic¼a nu orice form¼a diferenţial¼a este diferenţiala unei funçtii. În acest sens vom da
de�ni̧tia formei diferenţiale exacte.
Cazuri particulare.
a) n = 2: Fie D � R2 deschis¼a şi (x; y) 2 D: Fie P;Q : D � R2 ! R funçtii date. O form¼a
diferenţial¼a în (x; y) pe R2 este o aplicaţie liniar¼a ! (x; y) 2 L

�
R2;R

�
, de�nit¼a prin

! (x; y) = P (x; y) dx+Q (x; y) dy:
Funçtiile P;Q sunt coe�cienţii formei diferenţiale.

Mai mult, dac¼a g : D � R2 ! R este funçtie diferenţiabil¼a pe D; atunci diferenţiala ei în
(x; y) 2 D este forma diferenţial¼a în (x; y)

(dg) (x; y) =
@g

@x
(x; y) dx+

@g

@y
(x; y) dy:

b) n = 3: Fie D � R3 deschis¼a şi (x; y; z) 2 D: Fie P;Q;R : D � R3 ! R funçtii date. O form¼a
diferenţial¼a în (x; y; z) pe R3 este o aplicaţie liniar¼a ! (x; y; z) 2 L

�
R3;R

�
, de�nit¼a prin

! (x; y; z) = P (x; y; z) dx+Q (x; y; z) dy +R (x; y; z) � dz::
Funçtiile P;Q;R sunt coe�cienţii formei diferenţiale.

Mai mult, dac¼a g : D � R3 ! R este funçtie diferenţiabil¼a pe D; atunci diferenţiala ei în
(x; y; z) 2 D este forma diferenţial¼a în (x; y; z)

(dg) (x; y; z) =
@g

@x
(x; y; z) dx+

@g

@y
(x; y; z) dy +

@g

@z
(x; y; z) dz:

De�ni̧tia 1:2:3: Fie 
 : [a; b] ! Rn; 
 (t) = (
1 (t) ; :::; 
n (t)) un drum parametrizat în Rn: Fie
� 2 D ([a; b]) o diviziune oarecare a intervalului [a; b] ;
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� : a = t0 < t1 < ::: < tp = b,
cu "punctele" asociate Ak (
1 (tk) ; :::; 
n (tk)) 2 Im 
;8k 2 f0; 1; :::; pg :
Fie � = (�k)k=1;p un sistem de puncte intermediare corespunz¼atoare din [a; b],

tk�1 � �k � tk.
cu "punctele" asociate Mk (
1 (�k) ; :::; 
n (�k)) :

Fie D � Rn deschis¼a şi forma diferenţial¼a
! = P1dx1 + :::+ Pndxn

unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii date cu Im 
 � D.
Se numeşte suma Riemann asociat¼a formei diferenţiale ! în raport cu 
, asociat¼a diviziunii �

şi sistemului de puncte intermediare � num¼arul real

S
 (!;�; �) =
pP
k=1

(P1 (
 (�k)) � (
1 (tk)� 
1 (tk�1)) + :::+ Pn (
 (�k)) � (
n (tk)� 
n (tk�1))) :

De�ni̧tia 1:2:4: Fie 
 : [a; b] ! Rn un drum parametrizat în Rn: Fie D � Rn deschis¼a şi forma
diferenţial¼a

! = P1dx1 + :::+ Pndxn
unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii date cu Im 
 � D. Forma diferenţial¼a ! se numeşte
integrabil¼a în raport cu 
 dac¼a exist¼a un num¼ar real I! cu proprietatea c¼a
8" > 0;9� = � (") > 0 astfel încât 8� 2 D ([a; b]) cu k�k < � şi 8� = (�k)k=1;p 2 P (�) ; s¼a rezulte

jS
 (!;�; �)� I!j < ":
Se noteaz¼a cu R (
; 2) muļtimea tuturor formelor diferenţiale integrabile în raport cu 
.

Num¼arul I! dac¼a exist¼a, este unic, şi se numeşte integrala curbilinie în raport cu 
 în raport
cu x şi y sau de speţa a doua, a formei diferenţiale !: Se noteaz¼a

I! =
R

 ! (x1; :::; xn) =

R

 P1 (x) dx1 + :::+ Pn (x) dxn:

Propozi̧tia 1:2:1:(de liniaritate în raport cu integrantul a integralei curbilinii de spȩta
a doua)
Fie 
 : [a; b]! Rn un drum parametrizat în Rn: Fie D � Rn deschis¼a şi formele diferenţiale

! = P1dx1 + :::+ Pndxne! = eP1dx1 + :::+ ePndxn
unde P1; :::; Pn; eP1; :::; ePn : D � Rn ! R sunt funçtii date cu Im 
 � D. Fie � 2 R: Dac¼a !; e! 2
R (
; 2) atunci formele diferenţiale ! + e! 2 R (
; 2) şi �! 2 R (
; 2) şi

(aditivitatea în raport cu forma integrant)
R

 (! + e!) (x1; :::; xn) = R
 ! (x1; :::; xn) + R
 e! (x1; :::; xn) ;

(omogeneitatea în raport cu forma integrant)
R

 (�!) (x1; :::; xn) = �

R

 ! (x1; :::; xn) :

Propozi̧tia 1:2:2:(integrala drumului opus) Fie 
 : [a; b] ! Rn un drum parametrizat în Rn:
Fie D � Rn deschis¼a şi forma diferenţial¼a

! = P1dx1 + :::+ Pndxn
unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii date cu Im 
 � D. Dac¼a ! 2 R (
; 2) atunci ! 2
R (
�; 2) şiR


� ! (x1; :::; xn) = �
R

 ! (x1; :::; xn) :

Propozi̧tia 1:2:3:(de aditivitate a integralei curbilinii de spȩta a doua în raport cu
drumul)
Fie 
 : [a; b]! Rn un drum parametrizat recti�cabil în Rn: FieD � Rn deschis¼a şi forma diferenţial¼a

! = P1dx1 + :::+ Pndxn
unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii date cu Im 
 � D. Presupunem c¼a 
 = 
1 [ 
2: Dac¼a
! 2 R (
1; 2) şi ! 2 R (
2; 2) atunci ! 2 R (
1 [ 
2; 2) şi
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R

1[
2

! (x1; :::; xn) =
R

1
! (x1; :::; xn) +

R

2
! (x1; :::; xn) :

Teorema 1:2:1:(de reducere a unei integrale curbilinii de spȩta a 2-a la o integral¼a
Riemann) Fie


 : [a; b]! Rn; 
 (t) = (
1 (t) ; :::; 
n (t))
un drum parametrizat în Rn; reprezentant al unei curbe notat¼a tot 
: Fie D � Rn deschis¼a şi forma
diferenţial¼a

! = P1dx1 + :::+ Pndxn
unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii date cu Im 
 � D. Dac¼a


 este curb¼a neted¼a (sau neted¼a pe poŗtiuni)
coe�cienţii formei !; P1; :::; Pn sunt câmpuri scalare continue

�
atunci ! 2 R (
; 2) şiR


 P1 (x1; :::; xn) dx1 + :::+ Pn (x1; :::; xn) dxn| {z }
!(x)

=
R b
a (P1 (
 (t)) � 


0
1 (t) + :::+ Pn (
 (t)) � 
0n (t)) dt:

Observa̧tia 1:2:2: Fie 
 : [a; b] ! Rn; 
 (t) = (
1 (t) ; :::; 
n (t)) un drum parametrizat în Rn;
reprezentant al unei curbe notat¼a tot 
: Dac¼a 
 este curb¼a neted¼a, atunci d
 = (d
1; :::; d
n) : Fie
D � Rn deschis¼a şi

f : D � Rn ! Rn; f (x1; :::; xn) = (P1 (x1; :::; xn) ; :::; Pn (x1; :::; xn))
un câmp vectorial continuu. Fie h�; �i produsul scalar pe Rn: Integrala curbilinie de spȩta a doua
se poate de�ni şi caR


 hf (x1; :::; xn) ; d
i| {z }
!(x)

=
R b
a hf (
 (t)) ; 


0 (t)i dt:

În aceast¼a interpretare, integrala curbilinie de spȩta a doua
R

 hf (x1; :::; xn) ; d
i se mai numeşte,

mai ales în �zic¼a, circulaţia câmpului f de-a lungul curbei 
:
Mai mult, pentru cazurile n = 2 sau n = 3 ulterioare; funçtiei f i se ataşeaz¼a o foŗt¼a

�!
F =

P
�!
i + Q

�!
j sau

�!
F = P

�!
i + Q

�!
j + R

�!
k ; iar integrala curbilinie de spȩta a doua reprezint¼a lucrul

mecanic efectuat de
�!
F când î̧si deplaseaz¼a punctul de aplicaţie de-a lungul curbei 


Cazuri particulare. a) n = 2: Dac¼a

 : [a; b]! R2; 
 (t) = (x (t) ; y (t)) este curb¼a neted¼a (sau neted¼a pe poŗtiuni)
! = Pdx+Qdy; form¼a diferenţial¼a cu coe�cienţii

P;Q : D � R2 ! R câmpuri scalare continue cu Im 
 � D

9=;
atunci ! 2 R (
; 2) şiR


 P (x; y) dx+Q (x; y) dy =
R b
a (P (x (t) ; y (t)) � x

0 (t) +Q (x (t) ; y (t)) � y0 (t)) dt:
b) n = 3: Dac¼a


 : [a; b]! R3; 
 (t) = (x (t) ; y (t) ; z (t)) este curb¼a neted¼a (sau neted¼a pe poŗtiuni)
! = Pdx+Qdy +Rdz; form¼a diferenţial¼a cu coe�cienţii

P;Q;R : D � R3 ! R câmpuri scalare continue cu Im 
 � D

9=;
atunci ! 2 R (
; 2) şiR


 P (x; y; z) dx+Q (x; y; z; ) dy +R (x; y; z) dz =

=
R b
a [P (x (t) ; y (t) ; z (t)) � x

0 (t) +Q (x (t) ; y (t) ; z (t)) � y0 (t) +R (x (t) ; y (t) ; z (t)) � z0 (t)] dt:

Exemplul 1:2:1: S¼a se calculeze
a)
R

 ydx� (x� 3) dy;

unde 
 este elipsa Im
 :

(
(x� 3)2

32
+
y2

52
= 1 parcurs¼a o singur¼a dat¼a, în sens direct (trigonometric):
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Rezolvare. etapa 1. Se studiaz¼a curba
�Se parametrizeaz¼a un reprezentant al curbei, deoarece aceasta nu este dat¼a parametric.

­10 ­5 5 10

­10

­5

5

10

x

y

Im
 :

�
x (t) = 3 + 3 cos t
y (t) = 0 + 5 sin t

; t 2 [0; 2�] ; adic¼a


 : [0; 2�]! R2; 
 (t) =

0B@3 + 3 cos t| {z }
x(t)

; 5 sin t| {z }
y(t)

1CA :

�Curba 
 este neted¼a, deoarece8>>><>>>:
9
0 : [0; 2�]! R2; 
0 (t) =

0B@�3 sin t| {z }
x0(t)

; 5 cos t| {z }
y0(t)

1CA :


0- este continu¼a pe [0; 2�] şi (x0 (t))2 + (y0 (t))2 6= 0;8t
etapa 2. Se studiaz¼a integrantul !

! (x; y) = y|{z}
P (x;y)

dx+ (�x+ 3)| {z }
Q(x;y)

dy:

Coe�cienţii formei diferenţiale, P;Q : D � R2 ! R sunt câmpuri scalare continue cu D = R2 şi
Im 
 � D:
SAU

Se studiaz¼a integrantul f; f : D � R2 ! R2, f (x; y) =

0B@ y|{z}
P (x;y)

;�x+ 3| {z }
Q(x;y)

1CA :

D = R2; Im 
 � D:f este câmp vectorial continuu pe R2:
Integrala dat¼a ar � circula̧tia câmpului f de-a lungul curbei 
:

etapa 3. Se determin¼a I =
R

 ydx� (x� 3) dy, aplicând Teorema de reducere, caz n = 2:�

x (t) = 3 + 3 cos t
y (t) = 0 + 5 sin t

; t 2 [0; 2�] )
�
dx (t) = (0� 3 sin t) dt
dy (t) = (5 cos t) dt

; t 2 [0; 2�]

Se înlocuieşte în formul¼a
I =

R

 ydx� (x� 3) dy =

R 2�
0 ((5 sin t) (�3 sin t)� (3 + 3 cos t� 3) (5 cos t)) dt =

= �
R 2�
0

�
15 sin2 t+ 15 cos2 t

�
dt = �15 � 2�:

b)
R



1

1 + y2
dx+

1

1 + x2
dy;

unde unde un reprezentant al curbei 
 are ecuaţiile parametrice

Im
 :

�
x (t) = t2

y (t) = t
; t 2 [0; 1] :

Rezolvare. etapa 1. Se studiaz¼a curba
�Se parametrizeaz¼a un reprezentant al curbei-aici este dat¼a parametric, adic¼a
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­2 ­1 1 2

­2

­1

1

2

x

y


 : [0; 1]! R2; 
 (t) =

0@ t2|{z}
x(t)

; t|{z}
y(t)

1A :

�Curba 
 este neted¼a, deoarece8>><>>:
9
0 : [0; 1]! R2; 
0 (t) =

0@ 2t|{z}
x0(t)

; 1|{z}
y0(t)

1A :


0- este continu¼a pe [0; 1] şi (x0 (t))2 + (y0 (t))2 6= 0;8t
etapa 2. Sdudiem integrantul !

! (x; y) =
1

1 + y2| {z }
P (x;y)

dx+
1

1 + x2| {z }
Q(x;y)

dy:

Coe�cienţii formei diferenţiale, P;Q : D � R2 ! R sunt câmpuri scalare continue cu D = R2 şi
Im 
 � D:
SAU

Se studiaz¼a integrantul f; f : D � R2 ! R2; f (x; y) =

0BBB@ 1

1 + y2| {z }
P (x;y)

;
1

1 + x2| {z }
Q(x;y)

1CCCA :

D = R2; Im 
 � D:f este câmp vectorial continuu pe R2:
Integrala dat¼a ar � circulaţia câmpului f de-a lungul curbei 
:

etapa 3. Se determin¼a I =
R



1

1 + y2
dx+

1

1 + x2
dy, aplicând Teorema de reducere, caz n = 2:�

x (t) = t2

y (t) = t
; t 2 [0; 1] ; )

�
dx (t) = 2tdt
dy (t) = 1dt

; t 2 [0; 1] ;

Se înlocuieşte în formul¼a

I =
R



�
1

1 + y2
dx+

1

1 + x2
dy

�
=
R 1
0

�
1

1 + t2
� 2t+ 1

1 + (t2)2
� 1
�
dt =

=
R 1
0

2t

1 + t2
dt+

R 1
0

1

1 + t4
dt =

R 1
0

2t

1 + t2
dt+

R 1
0

 
� 1
2
p
2
t+ 1

2

t2 �
p
2t+ 1

+

1
2
p
2
t+ 1

2

t2 +
p
2t+ 1

!
dt =

=
R 1
0

2t

1 + t2
dt� 1

4
p
2

0B@R 10 2t�
p
2

t2 �
p
2t+ 1

dt+
R 1
0

�
p
2�

t�
p
2
2

�2
+
�p

2
2

�2dt
1CA+

+ 1
4
p
2

0B@R 10 2t+
p
2

t2 +
p
2t+ 1

dt+
R 1
0

p
2�

t+
p
2
2

�2
+
�p

2
2

�2dt
1CA =



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 20

= ln
�
1 + t2

���t=1
t=0

� 1
4
p
2
ln
�
t2 �

p
2t+ 1

���t=1
t=0

+ 1
4 �

1p
2
2

arctg
t�

p
2
2p
2
2

�����
t=1

t=0

+

+ 1
4
p
2
ln
�
t2 +

p
2t+ 1

���t=1
t=0

+ 1
4 �

1p
2
2

arctg
t+

p
2
2p
2
2

�����
t=1

t=0

=

= ln 2� 1
4
p
2
ln
�
2�

p
2
�
+ 1

2
p
2

�
arctg

�p
2� 1

�
� arctg (�1)

�
+

+ 1
4
p
2
ln
�
2 +

p
2
�
+ 1

2
p
2

�
arctg

�p
2 + 1

�
� arctg 1

�
=

= ln 2 + 1
4
p
2
ln
2 +

p
2

2�
p
2
+ 1

2
p
2

�
arctg

�p
2� 1

�
+ arctg

�p
2 + 1

��
:

Observa̧tia 1:2:2: (interpretare �zic¼a-lucrul mecanic) În �zic¼a, lucrul mecanic al unei foŗte

conservative
�!
F de componente (P;Q;R) care se deplaseaz¼a de-a lungul arcului de curb¼a

y
AB cu �!r

de componente (x; y; z), este dat de integrala curbilinie de spȩta a doua
L =

R
y
AB
[P (x; y; z) dx+Q (x; y; z) dy +R (x; y; z) dz] :

Se ştie c¼a lucrul mecanic al foŗtei conservative
�!
F care î̧si deplaseaz¼a punctul de aplicare depinde

doar de capetele drumului, nu şi de drumul parcurs între aceste capete (în câmp electric, în câmp
gravitaţional). Din acest motiv, în continuare vom studia din punct de vedere matematic indepen-
denţa de drum a unei integrale curbilinii de spȩta a doua.
a) n = 2: Dac¼a


 : [a; b]! R2; 
 (t) = (x (t) ; y (t)) este curb¼a neted¼a
F : D � R2 ! R2, f (x; y) = (P (x; y) ; Q (x; y))

P;Q : D � R2 ! R câmpuri scalare continue cu Im 
 � D

9=;
atunci lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea unui punct material pe arcul Im 
 sub açtiunea
foŗtei F este

L =
R

 [P (x; y) dx+Q (x; y) dy]

b) n = 3: Dac¼a

 : [a; b]! R3; 
 (t) = (x (t) ; y (t) ; z (t)) este curb¼a neted¼a
F : D � R2 ! R2, f (x; y) = (P (x; y) ; Q (x; y) ; R (x; y; z))

P;Q;R : D � R3 ! R câmpuri scalare continue cu Im 
 � D

9=;
atunci lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea unui punct material pe arcul Im 
 sub açtiunea
foŗtei F este

L =
R

 [P (x; y; z) dx+Q (x; y; z; ) dy +R (x; y; z) dz] :

De�ni̧tia 1:2:5: Fie 
1; 
2 dou¼a drumuri parametrizate în Rn; având aceleaşi capete. Fie D � Rn
deschis¼a şi forma diferenţial¼a

! = P1dx1 + :::+ Pndxn
unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii date cu Im 
1;2 � D. Integrala formei diferenţiale ! se
numeşte independent¼a de drum dac¼aR


1
! (x) =

R

2
! (x) :

De�ni̧tia 1:2:6: Fie D � Rn deschis¼a şi forma diferenţial¼a
! = P1dx1 + :::+ Pndxn

unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii date. Forma diferenţial¼a ! se numeşte exact¼a dac¼a exist¼a
o funçtie g : D � Rn ! R diferenţiabil¼a astfel încât ! = dg: În acest caz g se numeşte primitiv¼a
pentru forma diferenţial¼a !:
Observa̧tia 1:2:3: (interpretare �zic¼a)

Fie g : D � R3 ! R un câmp scalar de clas¼a C1 pe D: Atunci
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9rg : D � R3 ! R3;rg (x; y; z) =
�
@g

@x
(x; y; z) ;

@g

@y
(x; y; z) ;

@g

@z
(x; y; z)

�
:

Dac¼a rg = f; spunem c¼a g este un câmp potenţial pentru f:
În �zic¼a, a studia dac¼a ! = Pdx+Qdy+Rdz este form¼a diferenţial¼a exact¼a pe D şi a determina

o primitiv¼a g pentru forma ! revine la a studia dac¼a f = (P;Q;R) este un câmp conservativ şi a
determina un câmp potenţial pentru f:
Observa̧tia 1:2:4: În ipotezele De�ni̧tiei 1:2:6; conform Observaţiei 1:2:1 şi De�ni̧tiei 1:2:2, forma
diferenţial¼a ! = P1dx1 + ::: + Pndxn este exact¼a (este o diferenţial¼a) dac¼a şi numai dac¼a exist¼a g
funçtie diferenţiabil¼a a.î.8>>><>>>:

@g

@x1
= P1

:::
@g

@xn
= Pn

:

Teorema 1:2:2:(de tip Leibniz-Newton)
Fie 
 : [a; b] ! Rn un drum parametrizat în Rn; reprezentant al unei curbe notat¼a tot 
: Fie
D � Rn deschis¼a şi forma diferenţial¼a

! = P1dx1 + :::+ Pndxn
unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii date cu Im 
 � D. Dac¼a


 este curb¼a neted¼a
coe�cienţii formei !; P1; :::; Pn sunt câmpuri scalare continue pe D
! admite o primitiv¼a g pe D

9=;
atunciR


 ! (x1; :::; xn) = g (
 (b))� g (
 (a)) :
Observa̧tia 1:2:4: Teorema 1:2:2 are loc şi în ipoteza c¼a 
 este curb¼a neted¼a pe poŗtiuni. Într-
adev¼ar, �e 
 = 
1 [ 
2 [ ::: [ 
m şi �e (
1 (a) ; 
1 (a1)) ; (
2 (a1) ; 
2 (a2)) ; :::; (
m (am�1) ; 
m (b))
capetele drumurilor 
1; 
2; :::; 
m:Menţion¼am c¼a 
 (a) = 
1 (a1) ; 
1 (a1) = 
2 (a1) ; :::; 
m�1 (am�1) =

m (am�1) ; 
m (b) = 
 (b) : AtunciR


 ! (x) =
R

1
! (x) +

R

2
! (x) + :::

R

m
! (x) =

= (g (
1 (a1))� g (
1 (a))) + (g (
2 (a2))� g (
2 (a1))) + :::+ g (
m (b))� g (
m (am�1)) =
= g (
 (b))� g (
 (a)) :

Observa̧tia 1:2:5: Aproximând drumurile recti�cabile prin linii poligonale înscrise (care sunt dru-
muri netede pe poŗtiuni), din Observaţia 1:2:4 deducem c¼a Teorema 1:2:2 are loc şi în ipoteza c¼a 

este curb¼a doar recti�cabil¼a.
Teorema 1:2:3:(CNS de independenţ¼a de drum a integralei formei !)
Fie D � Rn deschis¼a şi forma diferenţial¼a

! = P1dx1 + :::+ Pndxn
unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii continue pe D. Integrala formei ! este independent¼a de
drum dac¼a şi numai dac¼a, pentru orice 
 : [a; b]! Rn� drum parametrizat în Rn; reprezentant al
unei curbe notat¼a tot 
; cu Im 
 � D; şi care este drum închis (
 (a) = 
 (b)) avemR


 ! (x) = 0:

De�ni̧tia 1:2:7: Fie D � Rn. Muļtimea D se numeşte mulţime conex¼a (prin arce) dac¼a orice dou¼a
puncte ale sale pot � unite printr-o linie poligonal¼a inclus¼a în muļtimea D: O muļtime D � Rn
deschis¼a şi conex¼a se numeşte domeniu.
Teorema 1:2:4:(CN, CS de independenţ¼a de drum a integralei formei !)
Fie D � Rn deschis¼a şi forma diferenţial¼a

! = P1dx1 + :::+ Pndxn
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unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii continue pe D.
a) Dac¼a ! este form¼a diferenţial¼a exact¼a atunci are integrala independent¼a de drum.
b) Dac¼a D este conex¼a (prin arce) şi ! are integrala independent¼a de drum atunci ! este form¼a
diferenţial¼a exact¼a.
De�ni̧tia 1:2:8: Fie D � Rn deschis¼a şi forma diferenţial¼a

! = P1dx1 + :::+ Pndxn
unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii date, de clas¼a C1 pe D: Forma diferenţial¼a ! se numeşte
închis¼a dac¼a

@Pi
@xj

=
@Pj
@xi

;8i; j 2 f1; :::; ng ; i 6= j:

Cazuri particulare.
a) n = 2: Fie D � R2 deschis¼a şi

! = Pdx+Qdy;
unde P;Q : D � R2 ! R sunt funçtii date, de clas¼a C1 pe D: Forma diferenţial¼a ! este închis¼a
dac¼a

@P

@y
=
@Q

@x
:

b) n = 3: Fie D � R3 deschis¼a şi
! = Pdx+Qdy +Rdz;

unde P;Q;R : D � R3 ! R sunt funçtii date, de clas¼a C1 pe D: Forma diferenţial¼a ! este închis¼a
dac¼a8>>>>><>>>>>:

@P

@y
=
@Q

@x
@Q

@z
=
@R

@y
@R

@x
=
@P

@z
Teorema 1:2:5:(CN pentru ca forma ! s¼a �e exact¼a)
Fie D � Rn deschis¼a şi forma diferenţial¼a ! = P1dx1 + :::+ Pndxn; unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R
sunt funçtii date, de clas¼a C1 pe D: Dac¼a forma diferenţial¼a ! este exact¼a atunci este închis¼a.

Exemplul 1:2:2: Forma diferenţial¼a
! (x; y) =

y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dx

nu este exact¼a deoarece nu este închis¼a. Într-adev¼ar, �e
P : D � R2 ! R; P (x; y) =

y

x2 + y2
;

Q : D � R2 ! R; Q (x; y) =
x

x2 + y2
:

D = R2 n f(0; 0)g-este muļtime deschis¼a.
Se observ¼a c¼a

�P;Q sunt de clas¼a C1 pe D:

�

8>>><>>>:
@P

@y
(x; y) =

1 �
�
x2 + y2

�
� y (0 + 2y)

(x2 + y2)2
=

x2 � y2

(x2 + y2)2

@Q

@x
(x; y) =

1 �
�
x2 + y2

�
� x (2x+ 0)

(x2 + y2)2
=

y2 � x2

(x2 + y2)2

;8 (x; y) 2 D ) @P

@y
6= @Q

@x

Deci ! nu este închis¼a) ! nu poate � exact¼a, deci ! este un exemplu de form¼a diferenţial¼a care
nu provine dintr-o diferenţial¼a (nu admite primitive):



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 23

De�ni̧tia 1:2:9: Fie D � Rn. Muļtimea D se numeşte mulţime simplu conex¼a dac¼a orice curb¼a

 : [a; b]! Rn simpl¼a (adic¼a injectiv¼a pe [a; b]) şi închis¼a (
 (a) = 
 (b)); cu Im 
 � D; delimiteaz¼a
un domeniu (muļtime deschis¼a şi conex¼a) inclus în D:
Teorema 1:2:6:(CS pentru ca forma ! s¼a �e exact¼a) Fie D � Rn deschis¼a şi forma diferenţial¼a

! = P1dx1 + :::+ Pndxn;
unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii date, de clas¼a C1 pe D: Dac¼a D este muļtime simplu
conex¼a şi forma diferenţial¼a ! este închis¼a atunci este exact¼a.
Corolar 1:2:1: Fie D � Rn deschis¼a şi forma diferenţial¼a

! = P1dx1 + :::+ Pndxn;
unde P1; :::; Pn : D � Rn ! R sunt funçtii date, de clas¼a C1 pe D: Dac¼a D este muļtime simplu
conex¼a şi forma diferenţial¼a ! este închis¼a atunci integrala formei ! pe o curb¼a închis¼a cu Im 
 � D
este zero.

Exemplul 1:2:3: Fie forma diferenţial¼a
! (x; y) = (2xy) dx+

�
x2 + y2

�
dy, (x; y) 2 R2:

a) S¼a se calculeze integrala
R

 ! (x; y), unde 
 este o curb¼a simpl¼a închis¼a.

b) S¼a se studieze dac¼a forma ! admite primitive pe R2; şi dac¼a da, s¼a se determine o primitiv¼a g
a formei !:
c) S¼a se calculeze

R

 ! (x; y), unde 
 : [1; 2] ! R2 este o curb¼a neted¼a cu 
 (1) = (1; 1) şi 
 (2) =

(2; 4).
Rezolvare. Fie

P : D � R2 ! R; P (x; y) = 2xy;
Q : D � R2 ! R; Q (x; y) = x2 + y2:
D = R2-este muļtime deschis¼a.

a) Cu Etapele 1; 2; 3 nu putem rezolva exerci̧tiul, deoarece nu ştim o parametrizare a curbei 
:
Aici

Etapa 4. Aplic¼am Corolarul 1:2:1:
�D = R2-este muļtime simplu conex¼a.
�P;Q sunt de clas¼a C1 pe D = R2:

�

8><>:
@P

@y
(x; y) = 2x

@Q

@x
(x; y) = 2x

;8 (x; y) 2 D ) @P

@y
=
@Q

@x

) ! este form¼a închis¼a
�
 este curb¼a închis¼a

Conform Corolarului 8:2::1)
R

 ! (x; y) = 0:

b) De la a) se observ¼a D este muļtime simplu conex¼a şi c¼a ! este form¼a închis¼a şi atunci, conform
Teoremei 1:2:5; rezult¼a c¼a ! este exact¼a, adic¼a ! admite primitive pe D = R2: S¼a Se determin¼a o
primitiv¼a g pentru !
modul 1: Se determin¼a o funçtie g : D = R2 ! R diferenţiabil¼a a.î.

! = dg ,
(2xy) dx+

�
x2 + y2

�
dx =

@g

@x
(x; y) dx+

@g

@y
(x; y) dy;8 (x; y) 2 R2 ,8><>:

(1:1)
@g

@x
(x; y) = 2xy

(1:2)
@g

@y
(x; y) = x2 + y2

;8 (x; y) 2 D
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modul 1:1 (1:1)j
R
(�) dx)

R @g
@x
(x; y) dx =

R
(2xy) dx;8 (x; y) 2 D )

g (x; y)
x este var.
=

de integrare
2y � x

2

2
+ ' (y)| {z }

constant¼a în raport
cu variabila de integr. x

; 8 (x; y) 2 Dj @
@y
(�))

@g

@y
(x; y)

y este var.
=

de derivare
2 � x

2

2
+ '0 (y) ;8 (x; y) 2 D

Înlocuim (1:2))
x2 + y2 = x2 + '0 (y) ;8 (x; y) 2 D ) '0 (y) = y2; 8 (x; y) 2 Dj

R
(�) dy )

' (y) =
y3

3
+ c1;8 (x; y) 2 D;8c1 2 R.

Deci g (x; y) = yx2 +
y3

3
+ c1;8 (x; y) 2 D;8c1 2 R

sunt toate primitivele formei diferenţiale !; muļtimea primitivelor �ind indexat¼a dupa constanta
c1:

modul 1:2 (1:2)j
R
(�) dy )

R @g
@y
(x; y) dy =

R �
x2 + y2

�
dy;8 (x; y) 2 D )

g (x; y)
y este var.
=

de integrare
x2y +

y3

3
+  (x)| {z }

constant¼a în raport
cu variabila de integr. y

; 8 (x; y) 2 Dj @
@x
(�))

@g

@x
(x; y)

x este var.
=

de derivare
2xy + 0 +  0 (x) ;8 (x; y) 2 D

Înlocuim (1:1))
2xy = 2xy +  0 (x) ;8 (x; y) 2 D )  0 (x) = 0; 8 (x; y) 2 Dj

R
(�) dx)

 (x) = c2;8 (x; y) 2 D;8c2 2 R.

Deci g (x; y) = x2y +
y3

3
+ c2;8 (x; y) 2 D;8c2 2 R

sunt toate primitivele formei diferenţiale !; muļtimea primitivelor �ind indexat¼a dupa constanta
c2:
modul 2: Deoarece ! este exact¼a, are integrala independent¼a de drum, şi se poate scrie, pentru
8 (x0; y0) �xaţi în D;

g (x; y) =
R (x;y)
(x0;y0)

! (x; y) ;8 (x; y) 2 D:

Alegem drept drum ce uneste (x0; y0) cu (x; y) linia poligonal¼a cu vârfurile A (x0; y0) ; B (x; y0) ;
C (x; y) : Din reprezent¼arile parametrice aleh��!

AB
i
:

� ex (t) = tey (t) = y0
; t 2 [x0; x] ;

�
dex (t) = 1dt
dey (t) = 0dt ; t 2 [x0; x] ;
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h��!
BC

i
:

� ex (t) = xey (t) = t
; t 2 [y0; y]

�
dex (t) = 0dt
dey (t) = 1dt ; t 2 [y0; y]

deducem
g (x; y) =

Rh�!
AB

i ! (x; y) + Rh��!
BC

i ! (x; y) ;8 (x; y) 2 D:
g (x; y) =

R x
x0
P (t; y0) dt+

R y
y0
Q (x; t) dt;8 (x; y) 2 D:

Adic¼a

g (x; y) =
R x
x0
2ty0dt+

R y
y0

�
x2 + t2

�
dt = 2y0 �

t2

2

����t=x
t=x0

+

�
x2t+

t3

3

�����t=y
t=y0

= 2y0 �
x2

2
� 2y0 �

x20
2
+

�
x2y +

y3

3

�
�
�
x2y0 +

y30
3

�
=

�
x2y +

y3

3

�
�
�
x20y0 +

y30
3

�
| {z }

�c2R

;8 (x; y) 2 D;

este o primitiv¼a pentru forma ! pe D:
c) Cu Etapele 1; 2; 3 nu putem rezolva exerci̧tiul, deoarece nu ştim o parametrizare a curbei 
:

­4 ­2 2 4

­4

­2

2

4

x

y

Aici
Etapa 4. Nu putem aplica Corolarul 1:2:1; deoarece 
 nu e curb¼a închis¼a, 
 (1) = (1; 1) 6= (2; 4) =

 (2) :
Etapa 5. Aplic¼am Teorema de tip Leibniz-Newton.

Parcurgem din nou b), unul din moduri, şi se obţine c¼a

g (x; y) = x2y +
y3

3
+ c;8 (x; y) 2 D;8c 2 R

sunt toate primitivele formei diferenţiale !; muļtimea primitivelor �ind indexat¼a dupa constanta c:
Deoarece


 este curb¼a neted¼a
coe�cienţii formei !; P şi Q sunt câmpuri scalare continue pe D

! admite o primitiv¼a g (x; y) = x2y +
y3

3
pe D

9>>=>>;
atunciR


 ! (x; y) = g (
 (2))� g (
 (1)) = g (2; 4)� g (1; 1) = 22 � 4 + 4
3

3
� 12 � 1� 1

3

3
= 36:

Etapa 6. dac¼a nu s-ar � determinat g o primitiv¼a, utilizam independenţa de drum:
De la a), ! form¼a închis¼a pe D conex prin arce) ! are integrala independent¼a de drumR

 ! (x; y) =

Rh����!
M1M2

i ! (x; y) not= R (2;4)
(1;1) ! (x; y) ; undeh����!

M1M2

i
:

�
x (t) = 1 + t (2� 1)
y (t) = 1 + t (4� 1) ; t 2 [0; 1]

�
dx (t) = dt
dy (t) = 3dt

; t 2 [0; 1]
Atunci
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R

 (2xy) dx+

�
x2 + y2

�
dy =

R 1
0

�
2 (1 + t) (1 + 3t) � 1 +

�
(1 + t)2 + (1 + 3t)2

�
� 3
�
dt = 36:

Observa̧tia 1:2:6: Integrala curbilinie de spȩta a 2-a este cea care se utilizeaz¼a pentru de�nirea
integralei în C; pentru f : A � C! C.


