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CURS NR. 13
Analiza matematica, ATA

2. Integrale duble
2.0. Domenii de integrare in R?

Definitia 2.0.1. O multime £ C R? are misura Lebesque nuli (sau este neglijabild in sens
Lebesgue), si se noteazid m (F) = 0, daca
Ve > 0, existd o familie finitd sau numarabild de interioare de dreptunghiuri
{Jai, bi[ x ]ci, d;[ ;1 € I-multime de indici} a.i
B € Ulas, bl x Jeir dil s 54/ (b5 — a0)? + (e — dy)? < .
(2

(2
Exemplul 2.0.1. Multimi din R? cu mésura Lebesgue nuld sunt

-multimile finite, de exemplu {(2,3),(1,5)}

1
-multimile numaéarabile, de exemplu { (, n) in € N*}
nn+l1

Existd si multimi nenumérabile din R? care au masura Lebesgue nuli- a se vedea mai jos.
Definitia 2.0.2. O multime D C R? se numeste domeniu de integrare plan daci

(i) D este multime marginita in R?;

(ii) m (Fr D) = 0.
Observatia 2.0.1. Se poate ardta ci daci D C R? este multime marginitd in R? si Fr D este o
curbd simpla (injectivd) inchisd neteda pe portiuni, atunci m (Fr D) = 0, adica D este domeniu de
integrare.
Exemplul 2.0.2.D = {(z,y) € R}z +y* < 2,2 <y? x> —y?,y <0}

}.
ex? 4 4% = 2 este cercul cu centrul (0,0) cu raza v/2

22+t <2=> ..

ey? = z este parabola ce trece prin O (0,0), Ay (1,1) si By (1,-1)

Tz < y2 = ...

ey? = —x este parabola ce trece prin O (0,0), A3 (—1,1) si Ba (—1,—1)
T > —y2 = ...

oy = 0 este dreapta Ox

y<0= ..

9 9 2 2 _
{ §2J_ri, 7 s a §iB1(1,—1)§{ Z?fy_xJ = A2 (=1, 1) s Bz (=1, 1)

m m m
Deci D este domeniul marginit de arcele de parabola |:OBQ:| , [OBl] si arcul de cerc [BlBg] .

D este domeniu de integrare deoarece
{ -D este multime marginitd, D C [-1,1] x [-v/2,0]
-Fr D este curba simpla, inchisa, netedd pe 3 portiuni.

Exemplul 2.0.3. Sunt domenii de integrare multimile

-D = Dyy = [a,b] x [¢,d] = {(z,y) e R%a <z <bc<y<d}
un dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele; se numeste si domeniu compact simplu in
raport cu ambele axe.

-D=Dy={(z,y) eR¥a<z<bg () <y<g(z)},
unde g1, g2 : [a,b] — R sunt functii continue; se numeste si domeniu compact simplu in raport cu

Oy.
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-D=D;={(z,y) eR¥}c<y<dh(y) <z <hs(y)},
unde Ay, ho : [c,d] — R sunt functii continue; se numeste si domeniu compact simplu in raport cu
Ozx.

A se vedea explicitdri in raport cu y, respectiv cu x de reprezentanti de curbe clasice in plan
la seminar la tabld (segmente de drepte oblice, de parabole, de cercuri, de elipse, de hiperbole
g.a.m.d.).

Definitia 2.0.3. Fie D; si Dy domenii de integrare din R? cu proprietatea c& int Dy Nint Dy = () si
Dy U Dy este tot domeniu de integrare. Se numeste juxtapunerea domeniului D1 cu domeniul Do
domeniul Dy U Ds.

Definitia 2.0.4. Fie D o multime marginitd din R2. Fie [a,b] x [c,d] dreptunghi cu interior a.i.
D C [a,b] x [¢,d]. Fie Ay € D([a,b]) o diviziune oarecare a intervalului [a,b] si Ag € D ([c,d]) o
diviziune oarecare a intervalului [c, d],

Alia=2p< 1< ... <xpn=bls:c=y<y1 <..<yYm=d.

Atunci A = A1 x Ay este o diviziune a dreptunghiului cu interior [a, b x[c,d] , A € D ([a,b] X [c,d]) .
Dreptunghiul cu interior [a,b] X [¢,d] se poate scrie ca o reuniune de dreptunghiuri cu interior
Aij = [:L‘z;l,l‘i] X [yjfl,yj] s adica

n m
[a,b] x [e,d] = | U Ayj.
i=14=1
Norma diviziunii A este |[|A|| = max {||A1]|, [|Az2]|} iar aria unui dreptunghi cu interior din diviziune
este
aria (Ayj) = (zi — zi-1) (Y; — yj-1)
Fie (¢,n) = (fi, 17]-) un sistem de puncte intermediare corespunzatoare diviziunii A, din
[a, b] X [c,d],
ri-1 <& < xi,yj-1 < nj <y
Fie functia xp : D C R? — R functia mérginitd pe D:
. 9 [ 1, dacd (z,y) €D
Xp e, x[e,d] CR® = R, xp (z,y) = { 0, dacd (z,y) € ([a,b] X [¢,d])\ D
Se definegte numarul real

S A €M) =3 3 Xp (&) - (@i —2ica) (yj — yi1) -

i=1j=1

i=1,n,j=1,m

Multimea marginitd D are aria m (D) = aria (D) (este multime masurabila Jordan, chiar ma-
surabild Lebesgue-masura Lebesgue generalizeazd masura Jordan pentru o clasd mai ampld de
multimi) dacd existd un numarul real aria (D) cu proprietatea ca
Ve > 0,36 = 6 (¢) > O astfel incat VA € D ([a,b] X [e,d]) cu ||A|| < 051V (&,n) = (gi’nj)izﬁ,jzm €
P (A), si rezulte |S (xp, A, (§,n)) — aria (D)| < e.
Numarul real aria (D), daca exista, este si unic gi se noteazd (A se vedea sectiunea 2.1)

aria (D) = [[, 1dzdy.
Observatia 2.0.2. Fie D o multime marginita din R2.
a) Folosind rezultate din teoria masurii, se poate ardta cd definitia anterioard este corecta, adicd
aria (D) nu depinde de alegerea dreptunghiului cu interior [a,b] X [c,d] care include D, si nici de
functia xp construita.
b) Se poate ardta ci o multime mérginits D din R? are arie daci si numai dac# este domeniu de
integrare.
Propozitia 2.0.1. Daci D = D; U D; este domeniu de integrare din R? obtinut prin juxtapunerea
domeniilor de integrare D, gi Do atunci

aria (D1 U D9) = aria (D1) + aria (D) .
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Observatia 2.0.3. Teoreme de reprezentare integrala pentru domenii de integrare se pot enunta
si demonstra numai pentru domenii de tip dreptunghi sau de tip simplu in raport cu una din axe.

2.1. Integrale duble proprii

A se vedea FEugene Khutoryansky, "Double integrals and Polar integrals: Explained with 3D
visualizations",
https://www.youtube.com/watch?v=GHBMiscPE-g

Definitia 2.1.1. Fie D C R? un domeniu de integrare plan si fie [a,b] x [c,d] astfel incat D C
[a,b] X [¢,d] . Fie A1 € D ([a,b]) o diviziune oarecare a intervalului [a, b] 51 Ag € D ([¢,d]) o diviziune
oarecare a intervalului [c, d]

Alia=2p< 1< ... <xpn=bls:c=y<y1 <..<ym=d.
Atunci A = Ay x Ay este o diviziune a dreptunghiului cu interior [a, b] X [¢,d] , A € D ([a,b] X [¢,d]) .
Dreptunghiul cu interior [a,b] X [c,d] se poate scrie ca o reuniune de dreptunghiuri cu interior
Aij = [l‘i,l,ﬂfi] X [ygfly,nyj] s adica

[CL, b] X [C,d] = U U Azg

i=1j=1
Norma diviziunii A este ||A]| = max {||Aq]], [|Az]|} -
Fie (¢,n) = (52-, nj)z‘:ﬁj:m un sistem de puncte intermediare corespunzatoare diviziunii A, din

[a,b] x [c,d],

Ti—1 <& < @i, yj—1 < nj < yj.

Fie functia f : D C R? — R mirginitd pe D. Se construieste functia

~ ~ f(x,y), daca (z,y) € D

[t x[e.d CR® =R, f(,y) = { (O, ) daca E$,y§ € ([a,b] x [e,d])\ D
a) Se numeste suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A gi sistemului de puncte intermediare
(&,m) numarul real

S (A (€)= £ 3 F (€)= o) (g — 1)
i=1j=

b) Functia f se numeste integrabila Riemann pe domeniul D dacd existd un numdr real Zy cu
proprietatea ca

Ve > 0,35 = ¢ (¢) > 0 astfel incat VA € D ([a,b] X [¢,d]) cu ||Al| < 051V (&, n) = ({i,nj)i:ﬁj:m €
P (A), s rezulte |S (f,A, (1) —If| <e. U

Se noteaza cu R (D) multimea tuturor functiilor integrabile Riemann pe domeniu D. Numarul
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7y daca existé este unic, gi se numeste integrala dubla pe domeniul D, a functiei f. Se noteaza
If—ffD x,y) dzdy.

Observatia 2.1.1. Folosind rezultate din teoria masurii, se poate arata céd definitia anterioars este
corectd, adica Zy nu depinde de alegerea dreptunghiului cu interior [a,b] x [c,d] care include D, si
nici de functia fconstruité.

Propozitia 2.1.1.(de liniaritate in raport cu integrantul a integralei duble)

Fie D C R? un domeniu de integrare plan. Fie f, g : D C R? — R mairginite pe D.si o € R. Daci
fyg € R(D) atunci functiile f + g € R (D) si af € R(D) si

(aditivitatea in raport cu functia integrant)| [, (f + g) (z,y) dedy = [[, f (z,y) dedy + [[5 g (x,y) dedy;

(omogeneitatea in raport cu functia integrant) [[;, (af) (z,y) dedy = o [[, f (2, y) dedy.

Propozitia 2.1.2.(de aditivitate a integralei duble in raport cu domeniul)
Fie D C R? un domeniu de integrare plan. Fie f: D C R? — R marginitd pe D. Se presupune ci
D = D1 U Dy prin juxtapunere Dacd f € R(D1) si f € R(D2) atunci f € R (D1 U Do) si

[p f(z,y)dedy = ffDl x y)dmdy—i—ffD2f(x,y)dwdy.
Teorema 2.1.1.(de reducere a unei integrale duble la integrale Riemann)
a) Fie D = [a,b] X [¢,d].

D, = {(:U,y) eER%a<z<bc<y< d} sau D, = {(a:,y) eER%c<y<da<z< b} un drep-
tunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele; este domeniu compact simplu in raport cu ambele
azxe;

Fie f : D C R? — R o functie continui.

Atunci f € R(D)si| [[p f(z,y) dedy = fb (fcdf (z,y) dy) g PR fcd (fff (z,y) dm) dy.

b) Fie D = D, = {(z,y) € R%a <z <b,g1 () <y <ga(z)}, unde g12 : [a,b] — R sunt functii
continue; este domeniu compact simplu in raport cu Oy;
Fie f : D C R? — R o functie continui.

Atunci f € R(D) si| [[p f(z,y) dedy = fa ( ggf((j)) f(z,y) dy) dx.
c) Fie D =D, = { 2,y) ER%e<y<d,h(y) <z < hy (y)}, unde A3 : [¢,d] — R sunt functii
continue; este domeniu compact simplu in raport cu Ox;
Fie f : D C R? — R o functie continus.
. d h
Atunci f € R(D) si| [[, f (z,y) dedy = [} ( h12((3%) f(z,y) dx) dy.

Exemplul 2.1.1. Se calculeaza

2
Yy
a)Z= ffD 1o a2 +x2da:dy,
unde D este dreptunghiul cu interior marginit de z = %, r=+3,y=0,y=1.

Rezolvare. -A se vedea Seminar, cu interpretare geometrica.
b) [/, (zy)dzdy, unde D = {(z,y) € R*y > a2,y < 2z + 3} .
Rezolvare. etapa 1. Se studiaza domeniul D.

eSe reprezintd grafic domeniul
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ey = 12 este parabola ce trece prin O (0,0), A (—1,1),D (1,1)

T Y2 2 = ..
/ 1 oy = 2x + 3 este dreapta ce trece prin C (0, 3) si (_73, 0)
Cy<2zx+3= ..
1 y=a® A i B
parabo aﬁdreapta{ Y= 2 +3 = A(-1,1) si B(3,9).

Deci D este domeniul marginit de segmentul [A—B>] si arcul de parabola {AOB] .

eSe studiaza dacd D este domeniu de integrare. Este, deoarece
-D este multime marginita, D C [—1, 3] x [0, 9]
{ -Fr D este curba simpla, inchisa, netedd pe portiuni.
etapa 2. Se studiaza integrantul f.
f:DCR?2 =R, f(z,y) = xy.
f este camp scalar bine definit si continuu pe D de la etapa 1. Graficul pe R? are ca reprezentare
un paraboloid hiperbolic.

etapa 3. Se calculeaza integrala 7, aplicand T1.
modul 1. Se observa ca D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2. Se studiazd daca D este domeniu compact simplu in raport cu Oy. Se expliciteaza curbele
care marginesc domeniul in raport cu y.

Fie (z,y) € D un punct oarecare din domeniu. Se considera paralele la Oy prin punctul (z,y)
gl se observi ci toate aceste paralele au ecuatiile T = z, cu —1 < z < 3 atunci cand (z,y) € D.
Mai mult, cand (z,y) variaza in D pe o astfel de paraleld, y-ul variazad intre y-ul de pe arcul de

m
parabola [AOB] si y-ul de pe segmentul [A—é} , adicd z? <y < 2z 4+ 3.

D =D, (z,y) e R% -1 <z <3, x <y< 2z + 3
y-ul de pe {ABB} y-ul de pe [ﬁ}

Conform Teoremei de reducere, b)=

2x+43
(zy) dy) dx.

T = [[, (zy)dady = [°, (/1,2
I(z)
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= (90 49)° = (a?)?

y==z?

T(x) =[5 (ay)dy = <w : y;)

2
T — f3 x- (233 + 3)2 B (332> z este var. 160
-1 2 de inggrare 3

modul 3. Se studiaza daca D este domeniu compact simplu in raport cu Ozx. Se expliciteaza curbele

care marginesc domeniul in raport cu z.

Fie (z,y) € D un punct oarecare din domeniu. Se considera paralele la Oz prin punctul (z,y)
gl se observd cd toate aceste paralele au ecuatiile ¥y = y, cu 0 < y < 9 atunci cand (z,y) € D.
Mai mult, cand (z,y) variaza in D pe o astfel de paraleld, z-ul variaza intre xz-ul de pe arcul de

(%
parabola |AO|, adica x = —,/y juxtapus cu z-ul de pe segmentul [A—B)] , adica ¢ = yT si x-ul

m
de pe arcul de parabola {OB] , adicd z = ,/y. S-a impartit domeniul D ca juxtapunere de doua

domenii simple in raport cu Oz, trasind o paraleld la Oz prin nodul A (in care Fr D isi schimba

netezimea).
D=DyuD;=q(zy) eRZ0<y<1, -y <z< Wy u
N~ ~~~
z-ul de pe |:GO} z-ul de pe [OC:|
2 y—3
Uy@y) eRE1<y<9, = <z< iy
S~ ~
z-ul de pe [,Té] z-ul de pe {C’B}

Conform Teoremei de aditivitate in raport cu domeniul gi Teoremei de reducere, c)=

1 VY 9 vy x este var.
1= ffD}c (xy) dxdy + fng% ($y) d:de = fO / i (:Cy) dz dy T fl L—.‘s ($y) dx dy de inigrare
-y y=3

=it () e ()

—0+ 160 160
3

Comentarlu La acest exercitiu nu se verificd f (x,y) > 0,V (z,y) € D, pentru a putea interpreta,
conform teroremei 2.1.2b), c& [[, f p [ (z,y)dxdy = volum () ,unde 2 este corpul cilindric avand
generatoarele paralele cu axa Oz, marginit de-a lungul cotei inferior de domeniul D (desenat in

planul zOy) si superior de suprafata de ecuatie explicitd z = f (z,y) (desenatd in spatiu).

Z1(y) Ta(y)
T=\/y

)dy:fl(y— 2 Y- (yT%y _
s 0 (¥5 yQ)derfl vy Y= dy

Teorema 2.1.2.a)(o interpretare geometrica a unei integrale duble) Fie D un domeniu de

integrare din R?. Atunci |aria (D) = [/}, 1dzdy.

Teorema 2.1.2.b)(o interpretare geometrica a integralei duble) Fie D un domeniu de inte-
grare din R2. Fie f: D C R? — R o functie continud a.i. f (z,y) >0,V (z,y) € D.

Atunci f € R(D) si| [[p f (z,y) dzdy = volum () , | unde Q este corpul cilindric cu generatoarele

paralele cu axa Oz, marginit de-a lungul cotei inferior de domeniul D (in planul 2Oy) si superior
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de suprafata de ecuatie explicitd z = f (z,y).
Teorema 2.1.3.(o interpretare statistica a integralei duble) Fie variabila aleatoare bidimen-
sionald X = (X1, X3), cu densitatea de probabilitate fx, si D un domeniu din R?. Atunci

P((X1,X2) € D) = [[, fx (z,y) dady.
Exemplul 2.1.2. Sa se studieze daca urméatorul domeniu are arie, si dacd da, s& se calculeze aria
pentru
a) D= {(z,y) e R%y>a? y<2z+3}.
Rezolvare. Se anticipeazi ci, dacd existd, aria (D) = [[,, 1dzdy.
etapa 1. Se studiaza domeniul D—la exercitiul anterior.
etapa 2. Se studiaza integrantul f.

f:DCR? =R, f(z,y) = 1.

f este camp scalar bine definit si continuu pe D de la etapa 1. Graficul pe R? are ca reprezentare
un plan paralel cu xOy.

etapa 3. Se calculeaza integrala 7, aplicand T1.
modul 2. Direct de la 1.a)=

. 2
D=D,=1 (z,y) e R -1 < <3, T <y< 2x+3
y-ul de pe {ABB:| y-ul de pe [A—BT

Conform Teoremei de reducere, b)=

2z+3
T = [[,1ldzdy = fi /2 1dy | dz = ff’l ((y)|z;i§+3> dx = ff’l (2z + 3 — 2?) do =
L2
I(z)
133 =3
= <x2 + 3z — 3> = 3—; > O!ll ca arie.
r=—1

Comentariu. f verifica f (z,y) > 0,V (z,y) € D si atunci

[/ ldzdy = volum (Q),
unde 2 este corpul cilindric cu generatoarele paralele cu axa Oz, marginit de-a lungul cotei inferior
de domeniul D (in planul 20y) si superior de planul de ecuatie explicitd z = 1. Pe baza interpretarii
volumului unui corp cilindric precum un produs dintre aria bazei gi lungimea inaltimii (egala cu 1),
se deduce c& valoarea numerica a rezultatului reprezinta chiar aria (D).
b) D = {(z,y) € R%2? +y? < 1,y? < z}.
Rezolvare. Se anticipeazi ci, dacd existd, aria (D) = [[, 1dzdy.
etapa 1. Se studiaza domeniul D.
eSe reprezinta grafic domeniul
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e22 +y? = 1 este cercul cu centrul O (0,0) si raza 1

2?2 +y?<1l=..

ey? = z este parabola ce trece prin O (0,0),(1,1) si (1,—1)
y2 <z=..

cerculﬁparabola{ ;iz 1 :>A< +\/57_ -i-\/g) §iB< +\/5’+ +\/5>

2 2 2 2

8% 5%
Deci D este domeniul marginit de arcul de parabola [BOA} si arcul de cerc [ACB] ,cuC (1,0).

oD este domeniu de integrare, deoarece
-D este multime mérginita, D C [0, 1] x [—1,1]
-Fr D este curba simpla, inchisd, netedd pe portiuni.
etapa 2. Se studiaza integrantul f.
f:DCR? =R, f(z,y) =1
f este camp scalar bine definit si continuu pe D de la etapa 1.
etapa 3. Se calculeaza integrala 7, aplicand T1.
modul 1. Se observd cid D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2. Se studiaza daca D este domeniu compact simplu in raport cu Oy. Se expliciteaza curbele
care marginesc domeniul in raport cu y.
Fie (z,y) € D un punct oarecare din domeniu. Se considera paralele la Oy prin punctul (z,y)
si se observa cd toate aceste paralele au ecuatiile = z, cu 0 < z < 1 atunci cand (z,y) € D. Mai
mult, cand (z,y) variaza in D pe o astfel de paraleld, y-ul variaza intre y-ul de pe arcul de parabold

N N m m
[OA] si arcul de parabola {BO], respectiv intre arcul de cerc [AC} si arcul de cerc {CB] . S-a

impartit domeniul D ca juxtapunere de dou&d domenii simple in raport cu Oy, trasdnd o paralelad
la Oy prin nodurile A, B (in care Fr D isi schimba netezimea).

_nl 2 __
D—DyUDy—
-1 5!
Aeperioce< Y s <yc i U
2 ~—— N
y-ul de pe |:OmA} y-ul de pe [BQO}

—1
Hepers Y0 o1 Vitd <y< Vi

y-ul de pe {XC} y-ul de pe {53}

Conform Teoremei de aditivitate in raport cu domeniul gi Teoremei de reducere, b)=

=14V Ve 1 1-a y este var.
7= ffD; 1d:cdy+ffD§ ldzdy = [, 2 / ldy | dz+ [Z11us / ldy | doe ~ ="
-z 2 —V1—z2 de integrare

—_——

T (x) Iy (x)
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:fo%ﬁ( WV ot s (T de = 5 2y o e (VT2 e

( —1+f =1

xT
(m\/ 1 — 22 + arcsin a;)

3
T2 _

—1+v5
2

2
2\[—O—I-O—i-au"csinl—%‘/g 1— (*1%\/5> —arcsinfl%‘/g,

modul 3. Se studiaza dacd D este domeniu compact simplu in raport cu Ox. Se expliciteaza curbele
care marginesc domeniul in raport cu z.
Fie (z,y) € D un punct oarecare din domeniu. Se considera paralele la Oz prin punctul (z,y)

~ [—1 5 [—1 5 )
si se observa ca toate aceste paralele au ecuatiile y = y, cu — —;\[ <y< —;\f atunci

cand (z,y) € D. Mai mult, cand (z,y) variazd in D pe o astfel de paraleld, z-ul variaza intre z-ul

8% 8%
de pe arcul de parabola [BOA} si z-ul de pe arcul de cerc [AC’B} , adicd y? < x < /1 — g2,

D=D, = meER%—V:LtXESySV:Lizi y? <z< 1—y?
2 2 ~~ —_——

BOA} 2-ul de pe {AE‘B]

w\rlk

xr=

wm

z-ul de pe

—

Conform Teoremei de reducere, ¢)=

_H' 1-y? x este var. —1-12—\/5 r=4/1—y2
T [f, ldedy = [ W / 1z | dy I <($)|x:y2 >dy _
Yy

de lntegrdre = EvE
—_————
I(y)

SR =
9 ycstc var. (1 7,1 . 1,3 Y 2 .
—y2 —y ) (2 V1—y*+ zarcsiny — 3y )’y: = =

1/ 1+\f < de integrare
= arcsm\/i 5— % +% V5 —2~1.0665 > 0!!! ca arie.

Teorema 2.1.4.(de schimbare de "variabile" de integrare in integrala dubla) Fie D un
domeniu de integrare din R?, fie D, C R2. Fie

F:D;CR?*>— D CR?

(u,v) € Dg ~ F (u,v) = (z (u,v),y (u,v))

o functie bijectiva. Daca F' este difeomorfism pe D, \ Fr D;, adica

-F este de clasa C! pe D, \ Fr Dy

-det Jp (u,v) # 0,V (u,v) € Ds \ Fr Dy
atunci ! duce bijectiv si bicontinuu domeniul de integrare D in Dy, care este tot domeniu de
integrare. Fie f: D CR? =R o funcgie. Dacd f € R (D) atunci f o F € R (D;) si are loc

Ifp [z y)dady = [[, f (2 (u,0),y(u,0))|det Jp (u,v)| dudv.

Exemplul 2. 1 3. Se calculeaza:
‘UDIG— — da:dy,undeD {a;y € R2%; 2% + 42 <40<x<y\f0<y<x\f}

Rezolvare. etapa 1 Se studiazd domeniul D.
eSe reprezintd grafic domeniul

x este var.

de integrare
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o222 + y? = 4 este cercul cu centrul O (0,0) si raza 2
2 +y?<d= ..
oz = 0 este axa Oy
z>0= ..
.. or = y/3 este dreapta ce trece prin 0(0,0), A (\/3, 1)
i< y\/g = ...
oy = 0 este axa Ox
y>0= ..
oy = 21/3 este dreapta ce trece prin O (0,0), B (1, \/3)
y < V3 = ...

SN N ~
Deci D este domeniul marginit de segmentele {OA} , [BO} si arcul de cerc [AB] .

oD este domeniu de integrare, deoarece
-D este multime mérginita, D C [0,2] x [0, 2]
{ -Fr D este curba simpla, inchisd, neteda pe 3 portiuni.
etapa 2. Se studiaza integrantul f.
1

. 2 _

f:DCR ﬁR,f(x,y)—m.

f este camp scalar bine definit si continuu pe D de la etapa 1.
etapa 3. Se calculeaza integrala Z, aplicand T1-NU.
modul 1. Se observa cad D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2. Se studiazd dacad D este domeniu compact simplu in raport cu Oy-este. Din cauza
integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU se apeleaza
la acest mod.
modul 3. Se studiazd dacd D este domeniu compact simplu in raport cu Oz-este. Din cauza
integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU se apeleaza
la acest mod.
etapa 4. Se calculeaza integrala Z, aplicAnd Teorema de schimbare de "variabile".

Studiind forma integrantului si forma domeniului (22 + 32 apare si in legea de asociere a f si in
ecuatiile curbelor ce marginesc D), se face o schimbare de variabile legatd de coordonate polare.

Fie (z,y) coordonatele carteziene a unui punct M din D. Fie coordonatele polare ale M :

p = dist (g%_)) o T = pCOSe
9—u<0x,OM> ’ 6 = psing

Se observd, avand in vedere interpretarea geometrica, ca
(z,y) parcurge D < (p,0) parcurge Dy,
unde Dy = {(p,0) e R%0<p <2, 2 <0< T} =[0,2] x [E,%].
Al&turi de reprezentarea domeniului D in Oy, se reprezinta Dy in pO6.
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Se alege F': Dy CR? — D CR% F(p,0) = | pcos®, psinf
SN~

z(p,0)  y(p,0)
Se observa ca cd F este difeomorfism pe D; \ Fr Dy, adica
-F este de clasa C! pe D \ Fr Dy
ox ox
i _| op o0 | cost —psinf |
det Jp (p,0) = @( N @( o) =1 cosd  peost |~ p#0,Y(p,0) € Ds\ Fr D;.
ap p’ 80 p?

Atunci F~! duce bijectiv si bicontinuu domeniul de integrare D in D, care este tot domeniu de
integrare. Mai mult

1 1 p
I= ————dxdy = dpdf = ———dpdd.
ffD 16 — 22 — g2 Y fst 16 — (pcos 0)2 — (psin 9)2 el dp fst 16 — p? P
Ds={(p,0) eRZ0<p<2,§5 <0< 5} =102 x [f, 5]
este un dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele de coordonate Ogp, Os0.
Folosind Teorema de reducere, a) =
I:ff 0 dd9:f2 /g p a0 | a 9est§var. f2 P y G:Ed _
Ds 16 — p2 P 0 % 16 — ,02 P de integrare 0 16 — p2 _z P
6
N—
Z(p)
2\’p
2 P 7T p este var. -1 r2 (16 —p ) T -1 2\ |P=2
= [l —— =d = 2. [f—F—dp=% -5 In (16 — =
fO 16 — p2 6 p de integrare 6 2 fo 16 — p2 p 6 2 1 ( p )‘p:O

=7 (In12-1n16) = 7FIn2.

Exemplul 2.1.4. Folosind coordonate polare generalizate in plan, sa se calculeze:

T = [fp\/2— % — frdedy, unde D = {@yer% %+ -1<0}

Rezolvare.

etapa 1. Se studiazd domeniul D.

eSe reprezintd grafic domeniul
¥i

_‘_._‘_ oa—i + E’)—j = 1 este elipsa cu centrul O (0,0) si semiaxele a,b
e + ‘Z < 1 este interiorul elipsei anterioare reunit cu elipsa

oD este domeniu de integrare, deoarece
-D este multime marginitd, D C [—a, a] X [—b, b]
-Fr D este curba simpla, inchisa, neteda pe portiuni.
etapa 2. Se studiaza integrantul f.

2

f:DCR?2 =R, f(z,y) =/ —%3—5—2.
f este cAmp scalar bine definit si continuu pe D.
etapa 3. Se calculeaza integrala Z, aplicand T1-NU.
modul 1. Se observa ca D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2. Se studiazd daca D este domeniu compact simplu in raport cu Oy— este. Din cauza
integrantului integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU se apeleaza
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la acest mod.
modul 3. Se studiaza daca D este domeniu compact simplu in raport cu Ox—este. Din cauza
integrantului integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat = NU se apeleaza
la acest mod.

etapa 4. Se calculeaza integrala 7, aplicind Teorema de schimbare de "variabile".

Studiind forma integrantului i forma domeniului (g—i + z—; apare gi in legea de asociere a f si
in ecuatia curbei ce marginegte D), se face o schimbare de variabile legata de coordonate polare
generalizate.

Fie (z,y) coordonatele carteziene a unui punct M din D = {(w,y) eR% L 4+ v < 1}. Fie
coordonatele polare generalizate ale M :

p = parametru
N
0=y (Ow,OM) ot {
Se observd, avand in vedere interpretarea geometrica, ca

(z,9) parcurge D < (p,0) parcurge Dy,
unde Dy = {(p,0) e R%0<p<1,0<6 <2} = x [0, 27] .

Aldturi de reprezentarea domeniului D in 2Oy, se reprezmta Dg in pO,0.

x = apcosb
y = bpsinf

Se alege F': Dy CR? — D CR2 F(p,0) = | apcos®, bpsinf
—— N —
z(p,0)  y(p,0)

Se observa ca F este difeomorfism pe Dy \ Fr Dy, chiar dacd nu se stie Dy, adica
-F este de clasi C! pe R? chiar, deci si pe D \ Fr Dy

ox Ox 0
p,0) acosf —apsind

i _| 9p 00 _
det Jp (p,0) = oy oy 0) ~ | bcosf  bpcosh

) 0 an )
o (p,0) 54 (0
Atunci F~! duce bijectiv si bicontinuu domeniul de integrare D in D,, care este tot domeniu de

integrare.
Mai mult

= [[p1/2- z2 — —dasdy = [[p. V2= p*labpldpdd = ab [[, p\/2 — p*dpdf

D, = {(,0, S RZ, 0<p<1,0<6< 27r} = [0,1] x [0, 2] este un dreptunghi cu interior, cu
laturile paralele cu axele de coordonate Ogu, Ogv.

Folosind Teorema de reducere, a)=

=abp # 0,V (p,0) € D5\ Fr D;.

0=2m
T =ab [[, p\/2— p2dpdd = ab [} / pV/2—p2dd | dp =T () (p 2—,)2.9)‘ Cdp=

de lntegmre

Z(p)

p este var.

_ 1 — 3. _ 1 2 % 9/ “—-Pr)
ab fO P 2 p (27T> dp mab fo (2 P ) (2 P ) dp de integrare 1 +1

Exemplul 2.1.5 Sa se calculeze
ffD (x—y)Qsin2 (z +y) dedy, unde D = {(J:,y) ERZr<az+y<3m-nr<z—9y< 7T}.
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Rezolvare.etapa 1. Se studiazi domeniul D.

eSe reprezintd grafic domeniul

ez + y = 7 este dreapta ce trece prin A (m,0), D (0,7)
THYy>mT= ..

oz + y = 37 este dreapta ce trece prin (37,0), (0, 37)
z4+y<3t= ..

ez — y = —m este dreapta ce trece prin (—m,0),D (0,7)
T—Y > —T = ..

ex — y = 7 este dreapta ce trece prin A (7,0), (0, —m)

r—y<TmT=..
{ TEYET A (r,0); { LHY=3T B (om, 7).
r—y=m r—y=m
{x+y:3ﬂ :>C(7T,27r);{x+y:7r = D (0,7).
rT—y=-—m T—Yy=-7

— — — —

Deci D este domeniul marginit de segmentele {AB] , {BC’} , [C } , {DA} .

oD este domeniu de integrare, deoarece:
-D este multime mérginita, D C [0, 27] x [0, 27]
-Fr D este curba simpla, inchisa, neteda pe 4 portiuni.

etapa 2. Se studiaza integrantul f.

[:DCR? =R, f(z,y) = (v —y)’sin® (z +y).

f este camp scalar bine definit si continuu pe D.
etapa 3. Se calculeaza integrala Z, aplicand T1-NU.
modul 1. Se observa ci D este dreptunghi cu interior, dar nu este cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2. Se studiaz& dacad D este domeniu compact simplu in raport cu Oy-este juxtapunerea a
doud domenii simple in raport cu Oy (obtinute ducand paralela la Oy prin nodurile A, C, unde
Fr D isi schimba netezimea) Din cauza integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere
sunt greu de calculat = NU se apeleaza la acest mod.
modul 3. Se studiaza dacd D este domeniu compact simplu in raport cu Oz-este juxtapunerea a
doud domenii simple in raport cu Oz (obtinute ducand paralela la Oz prin nodurile B, D, unde
Fr D igi schimba netezimea). Din cauza integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere
sunt greu de calculat = NU se apeleaza la acest mod.
etapa 4. Se calculeaza integrala Z, aplicAnd Teorema de schimbare de "variabile".

Studiind forma integrantului si forma domeniului (z — y, z 4+ y apare si in legea de asociere a f
si in ecuatiile curbelor ce marginesc D), se face o schimbare de variabile legata de x — y,z + y.

u—+v
= xr =
Senoteazé{z+zzz & _—1%—1—11
Y=

Nu existd interpretari geometrice pentru noile variabile (u,v) .

u+v —u-+v
2 2
—— ——
z(uw)  y(uw)
Se observa ca F este difeomorfism pe D; \ Fr Dy, fara si se stie Ds, adica

-F este de clasi C! pe R? chiar, deci si pe D \ Fr Dy

Se alege F': Ds CR? — D C R?, F (u,v) =
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Ox Ox
(ua U) a. (ua U) 1
-det Jp (u,v) = g}j gz = ﬁ
0 (u,v) ™ (u,v) ‘ 2

D[ =0 | =

‘ - % # 0,V (u,v) € R? chiar, deci si pentru

(u,v) € Dg \ Fr Ds.
Atunci F~! duce bijectiv si bicontinuu domeniul de integrare D in D,, care este tot domeniu de
integrare. Se inlocuiesc x,y cu u,v in ecuatiile lui D =
D, = {(u,v) ERLr<u<3m—nm<v< 7T} = [m,37] x [-7,7].
Aldturi de reprezentarea domeniului D in 2Oy, se reprezinta Dy in uO;v.

I=[[,(z—y)?sin®(z+y)dedy = [[p, u?sin®v - |§| dudv.

D, = {(u,v) ERLr<u<3m,—nm<v< 77} = [m, 37| x [—m, 7| este un dreptunghi cu interior,
cu laturile paralele cu axele de coordonate Ozu, O4v.

Folosind Teorema de reducere, a)=

v
= %fst u? sin? vdudv = %f:ﬂ /

T 5,1 —cos2v
u?sin®vdv | du = %fjﬂ / """ dv | du =

n . 2

Z(u) I(u)
v este var. 3 2, B o sin 2v e du = 1 3m 2, E _ sin 27 o ;7[' sin (_27T) du =
o icerare 297 (“ <2 1 >> L Tk M g T Ty > T v

3 u este var. U3

T 9 s

=5 [, udu d 2 g
e mtegrare

R NG A
2 3 3] 3

U=T

Teorema 2.1.5.(formula Riemann-Green de legatura intre integrala dubla si integrala
curbilinie de speta a 2-a) Fie D un domeniu de integrare din R? bordat si orientat. Fie
P,Q: D CR? — R functii de clasi C' pe D. Atunci

qunD (P (z,y)dr+ Q (z,y) dy) = ffD< - (Z)(:ﬂ,y)) dxdy.

Corolar. In ipotezele Teoremei 5 =
a) |aria (D) = [[, ldedy = % [, (—ydz + zdy)

b) |aria (D) = [[, ldedy = [, (0dz + zdy)
7,2

Exemplul 2.1.6. Fie D = {(x,y) € R?, % + % <1

a) Sa se determine aria domeniului D folosind integrala dubl, apoi sa se verifice rezultatul folosind
Corolarul de la Formula Riemann-Green.

b) Sa se calculeze urmatoarea integrala dubla direct, apoi s& se verifice rezultatul cu Formula
Riemann-Green:

2
r_ Y _ 23“; ¥ <
ffD<4+9>d:z:dy,undeD {(:By)E]R 1 9_1}.
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Rezolvare. a) Se anticipeazd ci, dacid existd, aria (D) =7 = [ [, 1dzdy.
Modul cu integrala dubla.

etapa 1. Se studiazi domeniul D.
eSe reprezinta grafic domeniul

N
Deci D este domeniul méarginit de elipsa [ABA’ B’ A] :

oD este domeniu de integrare, deoarece
-D este multime marginita, D C [-2,2] x [-3, 3]
-Fr D este curba simpla, inchisi, neteda.
etapa 2. Se studiaza integrantul f.
f:DCR? =R, f(x,y) =1
f este cAmp scalar bine definit si continuu pe D.
etapa 3. Se calculeaza integrala Z, aplicand T1.
modul 1. Se observa ca D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2. Se studiazd dacd D este domeniu compact simplu in raport cu Oy. Se expliciteazd curbele
care marginesc domeniul in raport cu y.
Fie (z,y) € D un punct oarecare din domeniu. Se considerd paralele la Oy prin punctul (z,y)
si se observa ci toate aceste paralele au ecuatiile T = z, cu —2 < z < 2 atunci cand (z,y) € D. Mai
mult, cand (z,y) variazd in D pe o astfel de paraleld, y-ul variaza intre y-ul de pe arcul de elipsd

8% &%
[A’ B’ A] si arcul de elipsa [A’ BA] .
(

2
D=D,={(z,y) eR}—2<z<2 -31/1-2 <y< +3‘/1_%

y-ul de pe |:A/B’A} y-ul de pe [APBA:|
Conform Teoremel de reducere, b)=
2
X
ste var 2 y=-3 I_Z
7= ldzdy = 1d yesg ver dz =
ffD ey = / 72 y dx de integrare f_2 (y)| 72 v
Uy L\
I1(:1:)
2 o ve =2
:fi (2.31/1_33) dx:3f_22w/4—x2dx o este var. 3 (:m/4—a:2+4arcsm ) =
4 de integrare T=—2

67.
modul 3. Se studiaza daca D este domeniu compact simplu in raport cu Oz. Se expliciteaza curbele
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care marginesc domeniul in raport cu z.

Fie (z,y) € D un punct oarecare din domeniu. Se considera paralele la Oz prin punctul (z,y)
g1 se observa cd toate aceste paralele au ecuatiile y = y, cu —3 < y < 3 atunci cand (z,y) € D. Mai
mult, cand (x,y) variaza in D pe o astfel de paraleld, z-ul variaza intre xz-ul de pe arcul de elipsa

m m
[B’A’B} si z-ul de pe arcul de elipsa [B’AB] .

y? y?
D=D,={ (z,y) eR},-3<y<3, -2 1—5 <z < 42 1—3
S—— ——

z-ul de pe {B’Z’B} z-ul de pe {B&B}

J
Conform Teoreme1 de reducere, c)

2
=2 l—%
T=[[,ldzdy = [° /J 1dz | dy ft P @) ;| dy=
y de integrare Y
—24[1-Z o=—24|1—
9 9
()
y=3

2 Ste var. . =
= ffg <4H> dy = %ffg <M> dy ¢ ‘fﬁt: % (yM%— 9 arcsin %)‘ =

de integrare y=-—3

6m.

etapa 4. Se calculeaza integrala Z, aplicind Teorema de schimbare de "

variabile".

.. : . A B . . . o .
Studiind forma integrantului si forma domeniului (3 + g—Q apare in ecuatia curbei ce margineste
D), se face o schimbare de variabile legatd de coordonate polare generalizate.

Fie (z,y) coordonatele carteziene a unui punct M din D = {(:L’ y) € R % y—g < } Fie
coordonatele polare generalizate ale M :
p = parametru
(&Y%
0= (Ox,OM) ot {
Se observd, avand in vedere interpretarea geometrica, ca
(z,y) parcurge D < (p,0) parcurge Dy,
unde D, = {(p,0) e R%0<p <1,0<60 <2r} =[0,1] x [0, 27] . Alsturi de reprezentarea
domeniului D in Oy, se reprezintd Dg in pO,0.

x = 2pcost
y = 3psinf

Se alege F': Dy CR? — D CR% F(p,0) = | 2pcosf,3psin b
S—— —
z(p,0)  y(p,0)
Se observa ca F este difeomorfism pe D; \ Fr Dy, chiar dacd nu se stie Dj, adica
-F este de clasi C! pe R? chiar, deci si pe Ds \ Fr Dy
oz ox

_ _| Op 00 _ | 2cosf —2psing | _
det e (0. 0) = W 0y ()| |3cost Bpcost =2:3p#0,¥(p,0) € Ds\Fr D
ap p7 69 p7

Atunci F~! duce bijectiv si bicontinuu domeniul de integrare D in D,, care este tot domeniu de
integrare.

I = [[pldedy = fst 1]2-3p|dpdf = 6fst pdpd0
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Dy={(p,0) eR%0<p<1,0<6<2r} =10,1] x [0, 2]
este un dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele de coordonate Ogu, Osv.
Folosind Teorema de reducere, a)=-

2m
T =6 f[p, pdpdd =6 5 </ pd@)d PEL G L (0 0)]5=y dp =
*,-/

de 1ntegrdre

Z(p)
—6 [ p-(2m)dp " TE 127 i 67
- 0” p de inggrare 2 p=0 - '

Modul cu Corolar a). aria (D) = [}, ldzdy = § [, [~yde + zdy] .
etapa 1. Se studiaza curba
eSe parametrizeazd un reprezentant al curbei, deoarece aceasta nu este datd parametric.

B o a| ] x(t) =2cost
Im~y = [ABABA] { y(t) = 3sint

t €[0,27], adica

. 2 — . .
v:10,27] = R,y (t) = [ 2cost,3sint

z(t)  y(t)
eSe studiaza dacd v este curbd netedd. Este, deoarece

/. 2 1 N
Iy [0,27] — R%,~'(t) = | —2sint, 3 cost
x' (t) y'(t)
~'- este continud pe [0,27] si («/ (¢))? + (¢ ()% #£ 0, V¢
etapa 2. Se studiaza forma diferentiald w

— x
w(z,y) = Tydm—&— 5 dy.
<~ <~

P(z.y) Qz.y)

17

Coeficientii formei diferentiale, P,Q : D C R? — R sunt campuri scalare continue cu D = R? si

Im~y C D.
etapa 3. Se determina 7 = 5 f —y) dx + xdy, aphcand Teorema de reducere, caz n = 2.
()—ZCost (—2sint)dt
{ y (t) = 3sint X d 3cost)dt ¢ €0, 27].
7= %f (—y)dx + zdy = 5 3smt) (—2sint) + (2cost) (3cost)) dt =
=3 f27r (6sm t+6€os t) dt = 6.
Modul cu Corolar b). aria (D) = [, ldedy = [ p (0dz + zdy) .

etapa 1. Se studiaza curba—ca la modul Corolar b)
etapa 2. Se studiaza forma diferentiala w
w(z,y)= _0 de+ _x dy.
P(z,y) Qz,y)

Coeficientii formei diferentiale, P, @ : D C R? — R sunt campuri scalare continue cu D = R? si

Im~ C D.
etapa 3. Se determina 7 = fv 0dx + xdy, aplicaind Teorema de reducere, caz n = 2.
x (t) = 2cost dz (t) = (—2sint) dt
{ y (t) = 3sint t€(0,21] = { dy (t) = (3cost)dt ¢ € [0,27]
I= f7 Odx + zdy = OZW (04 (2cost) (3cost))dt = 027r (6 cos?t) dt = 6.
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2 P
b) Fie Z = [/, (4+9> dxdy

Modul cu integrala dubla direct.

etapa 1. Se studiazd domeniul D-ca la a).

etapa 2. Se studiaza integrantul f.

2 2
f:DgRQHR,f(a:,y):quLy—.

f este camp scalar bine definit si continuu pe D.
etapa 3. Se calculeaza integrala 7, aplicand T1.
modul 1. Se observa ca D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2. D = D, ca la a), dar integralele ce apar de calculat din Teoremei de reducere, b) sunt
greu de calculat.
modul 3. D = D, ca la a), dar integralele ce apar de calculat din Teoremei de reducere, ¢) sunt
greu de calculat.
etapa 4. Se calculeazd integrala 7, aplicind Teorema de schimbare de "variabile".

2
Studiind forma integrantului si forma domeniului (;—; + %5 apare atéat in legea de asociere a lui
f, cat si in ecuatia curbei ce margineste D), se face o schimbare de variabile legatd de coordonate
polare generalizate. Se face schimbarea de coordonate de la a)=

2y (pcosf)?  (pcosh)? 3
I=Jlp\ 73+ )dedy= [, R 12 3p| dpdf = 6 [ [, pPdpdt =
2T
_ 6f01 (/ p3d9>d erte var. 6[0 ( 0) 0= 27rd . 6[0 27[_) dp pésgvar.
%0,_/

de 1ntegrare de integrare

I(pl)
41p=
=127 2| =31
41,20
Modul cu Formula Riemann-Green aplicatd in sens indirect.

I <gi2 (x,y) — E;]; (, y)) dedy = [n,.p (P (z,y)dz+ Q (z,y)dy) . Aici

7= ffy (5 + 5 oy = 11y (21— o ) ey

Y3 T

Se poate alege P (z,y) = -1y $iQ(z,y) = iy
o (=i P 23
(37 )) =S ((57) 22+ (32) )

NH@»\Q
w

9 3
Atunci

7= 1, (4 + 5 ) iy =11, (2 (%) -

etapa 1. Se studiaza curba-ca la a).
etapa 2. Se studiaza forma diferentiald w

3 3
_ Y T
ole) = Gries T i
~—~—

P(zy) Q(w,y)
Coeficientii formei diferentiale, P, @ : D C R? — R sunt campuri scalare continue cu D = R? si

Im~y C D.
Y3
etapa 3. Se determina 7 = f (< o

x(t) = 2cost dx (t) = (—2sint) dt
{ y (t) = 3sint ,t€10,2m] = { dy (1) = (3cost) dt ,t€10,27].

) dx + ( > dy) aplicand Teorema de reducere, caz n = 2.
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— (3sint)? cost)?
I= f7 (—y)dz + zdy = 0% <<(327t)> (—2sint) + <(212t)> (3cost)) dt =

= 027r (2 sin® ¢ + 2 cos? t) dt = 3.



