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CURS NR. 13
Analiz¼a matematic¼a, AIA

2: Integrale duble
2:0: Domenii de integrare în R2

De�ni̧tia 2:0:1: O muļtime E � R2 are m¼asura Lebesgue nul¼a (sau este neglijabil¼a în sens
Lebesgue), şi se noteaz¼a m (E) = 0; dac¼a

8" > 0; exist¼a o familie �nit¼a sau num¼arabil¼a de interioare de dreptunghiuri
f]ai; bi[� ]ci; di[ ; i 2 I-muļtime de indicig a.î
E �

S
i
]ai; bi[� ]ci; di[ şi

P
i

q
(bi � ai)2 + (ci � di)2 < ":

Exemplul 2:0:1: Muļtimi din R2 cu m¼asura Lebesgue nul¼a sunt
-muļtimile �nite, de exemplu f(2; 3) ; (1; 5)g

-muļtimile num¼arabile, de exemplu
��

1

n
;
n

n+ 1

�
;n 2 N�

�
Exist¼a şi muļtimi nenum¼arabile din R2 care au m¼asura Lebesgue nul¼a- a se vedea mai jos.
De�ni̧tia 2:0:2: O muļtime D � R2 se numeşte domeniu de integrare plan dac¼a

(i) D este muļtime m¼arginit¼a în R2;
(ii) m (FrD) = 0:

Observa̧tia 2:0:1: Se poate ar¼ata c¼a dac¼a D � R2 este muļtime m¼arginit¼a în R2 şi FrD este o
curb¼a simpl¼a (injectiv¼a) închis¼a neted¼a pe poŗtiuni, atunci m (FrD) = 0; adic¼a D este domeniu de
integrare.
Exemplul 2:0:2:D =

�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 � 2; x � y2; x � �y2; y � 0

	
�x2 + y2 = 2 este cercul cu centrul (0; 0) cu raza

p
2

x2 + y2 � 2) :::
�y2 = x este parabola ce trece prin O (0; 0) ; A1 (1; 1) şi B1 (1;�1)
x � y2 ) :::
�y2 = �x este parabola ce trece prin O (0; 0) ; A2 (�1; 1) şi B2 (�1;�1)
x � �y2 ) :::
�y = 0 este dreapta Ox
y � 0) :::�

x2 + y2 = 2
y2 = x

) A1 (1; 1) şi B1 (1;�1) ;
�
x2 + y2 = 2
y2 = �x ) A2 (�1; 1) şi B2 (�1;�1)

Deci D este domeniul m¼arginit de arcele de parabol¼a
�

y
OB2

�
;

�
y
OB1

�
şi arcul de cerc

�
y

B1B2

�
:

D este domeniu de integrare deoarece�
-D este muļtime m¼arginit¼a, D ( [�1; 1]�

�
�
p
2; 0
�

-FrD este curb¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a pe 3 poŗtiuni.
Exemplul 2:0:3: Sunt domenii de integrare muļtimile

-D = Dxy = [a; b]� [c; d] =
�
(x; y) 2 R2; a � x � b; c � y � d

	
un dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele; se numeşte şi domeniu compact simplu în
raport cu ambele axe.

-D = Dy =
�
(x; y) 2 R2; a � x � b; g1 (x) � y � g2 (x)

	
;

unde g1; g2 : [a; b] ! R sunt funçtii continue; se numeşte şi domeniu compact simplu în raport cu
Oy.
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-D = Dx =
�
(x; y) 2 R2; c � y � d; h1 (y) � x � h2 (y)

	
;

unde h1; h2 : [c; d] ! R sunt funçtii continue; se numeşte şi domeniu compact simplu în raport cu
Ox.

A se vedea explicit¼ari în raport cu y; respectiv cu x de reprezentanţi de curbe clasice în plan
la seminar la tabl¼a (segmente de drepte oblice, de parabole, de cercuri, de elipse, de hiperbole
ş.a.m.d.).
De�ni̧tia 2:0:3: Fie D1 şi D2 domenii de integrare din R2 cu proprietatea c¼a intD1 \ intD2 = ; şi
D1 [D2 este tot domeniu de integrare: Se numeşte juxtapunerea domeniului D1 cu domeniul D2
domeniul D1 [D2:
De�ni̧tia 2:0:4: Fie D o muļtime m¼arginit¼a din R2: Fie [a; b] � [c; d] dreptunghi cu interior a.î.
D � [a; b] � [c; d] : Fie �1 2 D ([a; b]) o diviziune oarecare a intervalului [a; b] şi �2 2 D ([c; d]) o
diviziune oarecare a intervalului [c; d] ;

�1 : a = x0 < x1 < ::: < xn = b;�2 : c = y0 < y1 < ::: < ym = d:
Atunci� = �1��2 este o diviziune a dreptunghiului cu interior [a; b]�[c; d] ;� 2 D ([a; b]� [c; d]) :

Dreptunghiul cu interior [a; b] � [c; d] se poate scrie ca o reuniune de dreptunghiuri cu interior
�ij = [xi�1; xi]� [yj�1; yj ] ; adic¼a

[a; b]� [c; d] =
nS
i=1

mS
j=1

�ij :

Norma diviziunii � este k�k = max fk�1k ; k�2kg iar aria unui dreptunghi cu interior din diviziune
este

aria (�ij) = (xi � xi�1) (yj � yj�1)
Fie (�; �) =

�
�i; �j

�
i=1;n;j=1;m

un sistem de puncte intermediare corespunz¼atoare diviziunii �; din
[a; b]� [c; d],

xi�1 � �i � xi; yj�1 � �j � yj :
Fie funçtia �D : D � R2 ! R funçtia m¼arginit¼a pe D:

�D : [a; b]� [c; d] � R2 ! R, �D (x; y) =
�
1; dac¼a (x; y) 2 D
0; dac¼a (x; y) 2 ([a; b]� [c; d]) nD

Se de�neşte num¼arul real

S (�D;�; (�; �)) =
nP
i=1

mP
j=1

�D
�
�i; �j

�
� (xi � xi�1) (yj � yj�1) :

Muļtimea m¼arginit¼a D are aria m (D) = aria (D) (este mulţime m¼asurabil¼a Jordan, chiar m¼a-
surabil¼a Lebesgue-m¼asura Lebesgue generalizeaz¼a m¼asura Jordan pentru o clas¼a mai ampl¼a de
muļtimi) dac¼a exist¼a un num¼arul real aria (D) cu proprietatea c¼a
8" > 0;9� = � (") > 0 astfel încât 8� 2 D ([a; b]� [c; d]) cu k�k < � şi 8 (�; �) =

�
�i; �j

�
i=1;n;j=1;m

2
P (�) ; s¼a rezulte jS (�D;�; (�; �))� aria (D)j < ":
Num¼arul real aria (D), dac¼a exist¼a, este şi unic şi se noteaz¼a (A se vedea seçtiunea 2:1)

aria (D) =
RR
D 1dxdy:

Observa̧tia 2:0:2: Fie D o muļtime m¼arginit¼a din R2:
a) Folosind rezultate din teoria m¼asurii, se poate ar¼ata c¼a de�ni̧tia anterioar¼a este corect¼a, adic¼a
aria (D) nu depinde de alegerea dreptunghiului cu interior [a; b] � [c; d] care include D, şi nici de
funçtia �D construit¼a.
b) Se poate ar¼ata c¼a o muļtime m¼arginit¼a D din R2 are arie dac¼a şi numai dac¼a este domeniu de
integrare.
Propozi̧tia 2:0:1: Dac¼a D = D1 [D2 este domeniu de integrare din R2 obţinut prin juxtapunerea
domeniilor de integrare D1 şi D2 atunci

aria (D1 [D2) = aria (D1) + aria (D2) :
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Observa̧tia 2:0:3: Teoreme de reprezentare integral¼a pentru domenii de integrare se pot enunţa
şi demonstra numai pentru domenii de tip dreptunghi sau de tip simplu în raport cu una din axe.

2:1: Integrale duble proprii

A se vedea Eugene Khutoryansky, "Double integrals and Polar integrals: Explained with 3D
visualizations",

https://www.youtube.com/watch?v=GHBMiscPE-g

De�ni̧tia 2:1:1: Fie D � R2 un domeniu de integrare plan şi �e [a; b] � [c; d] astfel încât D �
[a; b]� [c; d] : Fie �1 2 D ([a; b]) o diviziune oarecare a intervalului [a; b] şi �2 2 D ([c; d]) o diviziune
oarecare a intervalului [c; d]

�1 : a = x0 < x1 < ::: < xn = b;�2 : c = y0 < y1 < ::: < ym = d.
Atunci � = �1��2 este o diviziune a dreptunghiului cu interior [a; b]�[c; d] ;� 2 D ([a; b]� [c; d]) :
Dreptunghiul cu interior [a; b] � [c; d] se poate scrie ca o reuniune de dreptunghiuri cu interior
�ij = [xi�1; xi]� [yj�1; yj ] ; adic¼a

[a; b]� [c; d] =
nS
i=1

mS
j=1

�ij :

Norma diviziunii � este k�k = max fk�1k ; k�2kg :
Fie (�; �) =

�
�i; �j

�
i=1;n;j=1;m

un sistem de puncte intermediare corespunz¼atoare diviziunii �; din
[a; b]� [c; d],

xi�1 � �i � xi; yj�1 � �j � yj :
Fie funçtia f : D � R2 ! R m¼arginit¼a pe D. Se construieşte funçtiaef : [a; b]� [c; d] � R2 ! R, ef (x; y) = � f (x; y) ; dac¼a (x; y) 2 D

0; dac¼a (x; y) 2 ([a; b]� [c; d]) nD
a) Se numeşte suma Riemann asociat¼a funcţiei f , diviziunii � şi sistemului de puncte intermediare
(�; �) num¼arul real

S (f;�; (�; �)) =
nP
i=1

mP
j=1

ef ��i; �j� � (xi � xi�1) (yj � yj�1) :
b) Funçtia f se numeşte integrabil¼a Riemann pe domeniul D dac¼a exist¼a un num¼ar real If cu
proprietatea c¼a
8" > 0;9� = � (") > 0 astfel încât 8� 2 D ([a; b]� [c; d]) cu k�k < � şi 8 (�; �) =

�
�i; �j

�
i=1;n;j=1;m

2
P (�) ; s¼a rezulte jS (f;�; (�; �))� If j < ":
Se noteaz¼a cu R (D) muļtimea tuturor funçtiilor integrabile Riemann pe domeniu D. Num¼arul
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If dac¼a exist¼a, este unic, şi se numeşte integrala dubl¼a pe domeniul D; a funcţiei f: Se noteaz¼a
If =

RR
D f (x; y) dxdy:

Observa̧tia 2:1:1: Folosind rezultate din teoria m¼asurii, se poate ar¼ata c¼a de�ni̧tia anterioar¼a este
corect¼a, adic¼a If nu depinde de alegerea dreptunghiului cu interior [a; b]� [c; d] care include D, şi
nici de funçtia ef construit¼a.
Propozi̧tia 2:1:1:(de liniaritate în raport cu integrantul a integralei duble)
Fie D � R2 un domeniu de integrare plan. Fie f; g : D � R2 ! R m¼arginite pe D.̧si � 2 R: Dac¼a
f; g 2 R (D) atunci funçtiile f + g 2 R (D) şi �f 2 R (D) şi

(aditivitatea în raport cu funçtia integrant)
RR
D (f + g) (x; y) dxdy =

RR
D f (x; y) dxdy +

RR
D g (x; y) dxdy;

(omogeneitatea în raport cu funçtia integrant)
RR
D (�f) (x; y) dxdy = �

RR
D f (x; y) dxdy:

Propozi̧tia 2:1:2:(de aditivitate a integralei duble în raport cu domeniul)
Fie D � R2 un domeniu de integrare plan. Fie f : D � R2 ! R m¼arginit¼a pe D: Se presupune c¼a
D = D1 [D2 prin juxtapunere: Dac¼a f 2 R (D1) şi f 2 R (D2) atunci f 2 R (D1 [D2) şiRR

D f (x; y) dxdy =
RR
D1
f (x; y) dxdy +

RR
D2
f (x; y) dxdy:

Teorema 2:1:1:(de reducere a unei integrale duble la integrale Riemann)
a) Fie D = [a; b]� [c; d] :

Dy =
�
(x; y) 2 R2; a � x � b; c � y � d

	
sau Dx =

�
(x; y) 2 R2; c � y � d; a � x � b

	
un drep-

tunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele; este domeniu compact simplu în raport cu ambele
axe;

Fie f : D � R2 ! R o funçtie continu¼a.

Atunci f 2 R (D) şi
RR
D f (x; y) dxdy =

R b
a

�R d
c f (x; y) dy

�
dx

Fubini
=

R d
c

�R b
a f (x; y) dx

�
dy:

b) Fie D = Dy =
�
(x; y) 2 R2; a � x � b; g1 (x) � y � g2 (x)

	
; unde g1;2 : [a; b] ! R sunt funçtii

continue; este domeniu compact simplu în raport cu Oy;
Fie f : D � R2 ! R o funçtie continu¼a.

Atunci f 2 R (D) şi
RR
D f (x; y) dxdy =

R b
a

�R g2(x)
g1(x)

f (x; y) dy
�
dx:

c) Fie D = Dx =
�
(x; y) 2 R2; c � y � d; h1 (y) � x � h2 (y)

	
; unde h1;2 : [c; d] ! R sunt funçtii

continue; este domeniu compact simplu în raport cu Ox;
Fie f : D � R2 ! R o funçtie continu¼a.

Atunci f 2 R (D) şi
RR
D f (x; y) dxdy =

R d
c

�R h2(y)
h1(y)

f (x; y) dx
�
dy:

Exemplul 2:1:1: Se calculeaz¼a

a) I =
RR
D

y2

1 + x2
dxdy;

unde D este dreptunghiul cu interior m¼arginit de x = 1p
3
; x =

p
3; y = 0; y = 1:

Rezolvare. -A se vedea Seminar, cu interpretare geometric¼a.
b)
RR
D (xy) dxdy; unde D =

�
(x; y) 2 R2; y � x2; y � 2x+ 3

	
:

Rezolvare. etapa 1. Se studiaz¼a domeniul D:
�Se reprezint¼a gra�c domeniul
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�y = x2 este parabola ce trece prin O (0; 0) ; A (�1; 1) ; D (1; 1)
y � x2 ) :::
�y = 2x+ 3 este dreapta ce trece prin C (0; 3) şi

��3
2 ; 0

�
y � 2x+ 3) :::

parabola\dreapta
�
y = x2

y = 2x+ 3
) A (�1; 1) şi B (3; 9) :

Deci D este domeniul m¼arginit de segmentul
h��!
AB
i
şi arcul de parabol¼a

�
y

AOB

�
:

�Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu de integrare. Este, deoarece�
-D este muļtime m¼arginit¼a, D ( [�1; 3]� [0; 9]
-FrD este curb¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a pe poŗtiuni.

etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:
f : D � R2 ! R, f (x; y) = xy:
f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe D de la etapa 1: Gra�cul pe R2 are ca reprezentare

un paraboloid hiperbolic.

4
2

x
4 0

4
2

2
0
0
2

4y

2z
4

4 2

etapa 3. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând T1.
modul 1: Se observ¼a c¼a D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Oy: Se expliciteaz¼a curbele
care m¼arginesc domeniul în raport cu y:

Fie (x; y) 2 D un punct oarecare din domeniu. Se consider¼a paralele la Oy prin punctul (x; y)
şi se observ¼a c¼a toate aceste paralele au ecuaţiile ex = x, cu �1 � x � 3 atunci când (x; y) 2 D:
Mai mult, când (x; y) variaz¼a în D pe o astfel de paralel¼a, y-ul variaz¼a între y-ul de pe arcul de

parabol¼a
�

y
AOB

�
şi y-ul de pe segmentul

h��!
AB
i
; adic¼a x2 � y � 2x+ 3:

D = Dy =

8>>>><>>>>:(x; y) 2 R
2;�1 � x � 3; x2|{z}

y-ul de pe
�

y
AOB

� � y � 2x+ 3| {z }
y-ul de pe

h�!
AB

i

9>>>>=>>>>;
Conform Teoremei de reducere, b))

I =
RR
D (xy) dxdy =

R 3
�1

�Z 2x+3

x2
(xy) dy

�
| {z }

I(x)

dx:
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I (x) =
R 2x+3
x2 (xy) dy =

�
x � y

2

2

�����y=2x+3
y=x2

= x �
(2x+ 3)2 �

�
x2
�2

2
:

I =
R 3
�1 x �

(2x+ 3)2 �
�
x2
�2

2

x este var.
=

de integrare

160
3 :

modul 3: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Ox: Se expliciteaz¼a curbele
care m¼arginesc domeniul în raport cu x:

Fie (x; y) 2 D un punct oarecare din domeniu. Se consider¼a paralele la Ox prin punctul (x; y)
şi se observ¼a c¼a toate aceste paralele au ecua̧tiile ey = y, cu 0 � y � 9 atunci când (x; y) 2 D:
Mai mult, când (x; y) variaz¼a în D pe o astfel de paralel¼a, x-ul variaz¼a între x-ul de pe arcul de

parabol¼a
�
y
AO

�
; adic¼a x = �py juxtapus cu x-ul de pe segmentul

h��!
AB
i
; adic¼a x =

y � 3
2

şi x-ul

de pe arcul de parabol¼a
�
y
OB

�
; adic¼a x =

p
y: S-a împ¼aŗtit domeniul D ca juxtapunere de dou¼a

domenii simple în raport cu Ox; trasând o paralel¼a la Ox prin nodul A (în care FrD î̧si schimb¼a
netezimea):

D = D1x [D2x =

8>>>><>>>>:(x; y) 2 R
2; 0 � y � 1; �py| {z }

x-ul de pe
�
y
AO

� � x �
p
y|{z}

x-ul de pe
�
y
OC

�

9>>>>=>>>>;[

[

8>>>><>>>>:(x; y) 2 R
2; 1 � y � 9; y � 3

2| {z }
x-ul de pe

h�!
AB

i
� x � p

y|{z}
x-ul de pe

�
y
CB

�

9>>>>=>>>>; :
Conform Teoremei de aditivitate în raport cu domeniul şi Teoremei de reducere, c))

I =
RR
D1
x
(xy) dxdy+

RR
D2
x
(xy) dxdy =

R 1
0

 Z p
y

�py
(xy) dx

!
| {z }

I1(y)

dy+
R 9
1

 Z p
y

y�3
2

(xy) dx

!
| {z }

I2(y)

dy
x este var.
=

de integrare

=
R 1
0

�
y
x2

2

�����x=
p
y

x=�py
dy+

R 9
1

 �
y
x2

2

�����x=
p
y

x= y�3
2

!
dy =

R 1
0

�
y
y

2
� yy

2

�
dy+

R 9
1

0B@yy
2
� y

�
y�3
2

�2
2

1CA dy =
= 0 + 160

3 = 160
3 :

Comentariu. La acest exerci̧tiu nu se veri�c¼a f (x; y) � 0;8 (x; y) 2 D, pentru a putea interpreta,
conform teroremei 2:1:2b); c¼a

RR
D f (x; y) dxdy = volum (
) ;unde 
 este corpul cilindric având

generatoarele paralele cu axa Oz; m¼arginit de-a lungul cotei inferior de domeniul D (desenat în
planul xOy) şi superior de suprafaţa de ecuaţie explicit¼a z = f (x; y) (desenat¼a în spaţiu).

Teorema 2:1:2:a)(o interpretare geometric¼a a unei integrale duble) Fie D un domeniu de

integrare din R2. Atunci aria (D) =
RR
D 1dxdy:

Teorema 2:1:2:b)(o interpretare geometric¼a a integralei duble) Fie D un domeniu de inte-
grare din R2. Fie f : D � R2 ! R o funçtie continu¼a a.î. f (x; y) � 0;8 (x; y) 2 D:
Atunci f 2 R (D) şi

RR
D f (x; y) dxdy = volum (
) ; unde 
 este corpul cilindric cu generatoarele

paralele cu axa Oz; m¼arginit de-a lungul cotei inferior de domeniul D (în planul xOy) şi superior
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de suprafaţa de ecuaţie explicit¼a z = f (x; y) :
Teorema 2:1:3:(o interpretare statistic¼a a integralei duble) Fie variabila aleatoare bidimen-
sional¼a X = (X1; X2) ; cu densitatea de probabilitate fX ; şi D un domeniu din R2. Atunci

P ((X1; X2) 2 D) =
RR
D fX (x; y) dxdy:

Exemplul 2:1:2: S¼a se studieze dac¼a urm¼atorul domeniu are arie, şi dac¼a da, s¼a se calculeze aria
pentru
a) D =

�
(x; y) 2 R2; y � x2; y � 2x+ 3

	
:

Rezolvare. Se anticipeaz¼a c¼a, dac¼a exist¼a, aria (D) =
RR
D 1dxdy:

etapa 1. Se studiaz¼a domeniul D�la exerci̧tiul anterior.
etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:

f : D � R2 ! R, f (x; y) = 1:
f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe D de la etapa 1: Gra�cul pe R2 are ca reprezentare

un plan paralel cu xOy.

44
22

0 0
02

xy

z 2
4

2
4

4

2
4

etapa 3. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând T1.
modul 2: Direct de la 1.a))

D = Dy =

8>>>><>>>>:(x; y) 2 R
2;�1 � x � 3; x2|{z}

y-ul de pe
�

y
AOB

� � y � 2x+ 3| {z }
y-ul de pe

h�!
AB

i

9>>>>=>>>>;
Conform Teoremei de reducere, b))

I =
RR
D 1dxdy =

R 3
�1

0BBB@
Z 2x+3

x2
1dy| {z }

I(x)

1CCCA dx = R 3�1 �(y)jy=2x+3y=x2

�
dx =

R 3
�1
�
2x+ 3� x2

�
dx =

=

�
x2 + 3x� x

3

3

�����x=3
x=�1

= 32
3 > 0!!! ca arie.

Comentariu. f veri�c¼a f (x; y) � 0;8 (x; y) 2 D şi atunciRR
D 1dxdy = volum (
) ;

unde 
 este corpul cilindric cu generatoarele paralele cu axa Oz; m¼arginit de-a lungul cotei inferior
de domeniul D (în planul xOy) şi superior de planul de ecua̧tie explicit¼a z = 1: Pe baza interpret¼arii
volumului unui corp cilindric precum un produs dintre aria bazei şi lungimea în¼aļtimii (egal¼a cu 1),
se deduce c¼a valoarea numeric¼a a rezultatului reprezint¼a chiar aria (D) :
b) D =

�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 � 1; y2 � x

	
:

Rezolvare. Se anticipeaz¼a c¼a, dac¼a exist¼a, aria (D) =
RR
D 1dxdy:

etapa 1. Se studiaz¼a domeniul D:
�Se reprezint¼a gra�c domeniul
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�x2 + y2 = 1 este cercul cu centrul O (0; 0) şi raza 1
x2 + y2 � 1) :::
�y2 = x este parabola ce trece prin O (0; 0) ; (1; 1) şi (1;�1)
y2 � x) :::

cercul\parabola
�
x2 + y2 = 1
y2 = x

) A

 
�1 +

p
5

2
;�
r
�1 +

p
5

2

!
şiB

 
�1 +

p
5

2
;+

r
�1 +

p
5

2

!
DeciD este domeniul m¼arginit de arcul de parabol¼a

�
y

BOA

�
şi arcul de cerc

�
y

ACB

�
; cu C (1; 0) :

�D este domeniu de integrare, deoarece�
-D este muļtime m¼arginit¼a, D ( [0; 1]� [�1; 1]
-FrD este curb¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a pe poŗtiuni.

etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:
f : D � R2 ! R, f (x; y) = 1:
f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe D de la etapa 1:

etapa 3. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând T1.
modul 1: Se observ¼a c¼a D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Oy: Se expliciteaz¼a curbele
care m¼arginesc domeniul în raport cu y:

Fie (x; y) 2 D un punct oarecare din domeniu. Se consider¼a paralele la Oy prin punctul (x; y)
şi se observ¼a c¼a toate aceste paralele au ecuaţiile ex = x, cu 0 � x � 1 atunci când (x; y) 2 D: Mai
mult, când (x; y) variaz¼a în D pe o astfel de paralel¼a, y-ul variaz¼a între y-ul de pe arcul de parabol¼a�
y
OA

�
şi arcul de parabol¼a

�
y
BO

�
, respectiv între arcul de cerc

�
y
AC

�
şi arcul de cerc

�
y
CB

�
: S-a

împ¼aŗtit domeniul D ca juxtapunere de dou¼a domenii simple în raport cu Oy; trasând o paralel¼a
la Oy prin nodurile A; B (în care FrD î̧si schimb¼a netezimea):

D = D1y [D2y =

=

8>>>><>>>>:(x; y) 2 R
2; 0 � x � �1 +

p
5

2
; �

p
x| {z }

y-ul de pe
�
y
OA

� � y �
p
x|{z}

y-ul de pe
�
y
BO

�

9>>>>=>>>>;[

[

8>>>><>>>>:(x; y) 2 R
2;
�1 +

p
5

2
� x � 1; �

p
1� x2| {z }

y-ul de pe
�
y
AC

� � y �
p
1� x2| {z }

y-ul de pe
�
y
CB

�

9>>>>=>>>>;
Conform Teoremei de aditivitate în raport cu domeniul şi Teoremei de reducere, b))

I =
RR
D1
y
1dxdy+

RR
D2
y
1dxdy =

R �1+
p
5

2
0

0BBBB@
Z p

x

�
p
x
1dy| {z }

I1(x)

1CCCCA dx+R 1�1+p52

0BBB@
Z p

1�x2

�
p
1�x2

1dy| {z }
I1(x)

1CCCA dx y este var.
=

de integrare



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 9

=
R �1+

p
5

2
0 (y)jy=

p
x

y=�
p
x
dx+

R 1
�1+

p
5

2

�
(y)jy=

p
1�x2

y=�
p
1�x2

�
dx =

R �1+
p
5

2
0 (2

p
x) dx+

R 1
�1+

p
5

2

�
2
p
1� x2

�
dx

x este var.
=

de integrare

=
�
4
3x

3
2

����x=�1+
p
5

2

x=0
+
�
x
p
1� x2 + arcsinx

����x=1
x=�1+

p
5

2

=

= 4
3
�1+

p
5

2

q
�1+

p
5

2 � 0 + 0 + arcsin 1� �1+
p
5

2

r
1�

�
�1+

p
5

2

�2
� arcsin �1+

p
5

2 :

modul 3: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Ox: Se expliciteaz¼a curbele
care m¼arginesc domeniul în raport cu x:

Fie (x; y) 2 D un punct oarecare din domeniu. Se consider¼a paralele la Ox prin punctul (x; y)

şi se observ¼a c¼a toate aceste paralele au ecuaţiile ey = y, cu �r�1 +p5
2

� y �
r
�1 +

p
5

2
atunci

când (x; y) 2 D: Mai mult, când (x; y) variaz¼a în D pe o astfel de paralel¼a, x-ul variaz¼a între x-ul

de pe arcul de parabol¼a
�

y
BOA

�
şi x-ul de pe arcul de cerc

�
y

ACB

�
; adic¼a y2 � x �

p
1� y2:

D = Dx =

8>>>><>>>>:(x; y) 2 R
2;�

r
�1 +

p
5

2
� y �

r
�1 +

p
5

2
; y2|{z}
x-ul de pe

�
y

BOA

� � x �
p
1� y2| {z }

x-ul de pe
�

y
ACB

�

9>>>>=>>>>;
Conform Teoremei de reducere, c))

I =
RR
D 1dxdy =

Rq�1+
p
5

2

�
q

�1+
p
5

2

0BBBB@
Z p1�y2
y2

1dx| {z }
I(y)

1CCCCA dy x este var.
=

de integrare

Rq�1+
p
5

2

�
q

�1+
p
5

2

�
(x)jx=

p
1�y2

x=y2

�
dy =

=
Rq�1+

p
5

2

�
q

�1+
p
5

2

�p
1� y2 � y2

�
dy

y este var.
=

de integrare

�
1
2y
p
1� y2 + 1

2 arcsin y �
1
3y
3
����y=q�1+

p
5

2

y=�
q

�1+
p
5

2

=

= arcsin
q

1
2

p
5� 1

2 +
1
3

pp
5� 2 ' 1:066 5 > 0!!! ca arie.

Teorema 2:1:4:(de schimbare de "variabile" de integrare în integrala dubl¼a) Fie D un
domeniu de integrare din R2, �e Ds � R2. Fie

F : Ds � R2 ! D � R2
(u; v) 2 Ds  F (u; v) = (x (u; v) ; y (u; v))

o funçtie bijectiv¼a. Dac¼a F este difeomor�sm pe Ds n FrDs; adic¼a
-F este de clas¼a C1 pe Ds n FrDs
-det JF (u; v) 6= 0;8 (u; v) 2 Ds n FrDs

atunci F�1 duce bijectiv şi bicontinuu domeniul de integrare D în Ds; care este tot domeniu de
integrare. Fie f : D � R2 ! R o funçtie. Dac¼a f 2 R (D) atunci f � F 2 R (Ds) şi are locRR

D f (x; y) dxdy =
RR
Ds
f (x (u; v) ; y (u; v)) jdet JF (u; v)j dudv:

Exemplul 2:1:3: Se calculeaz¼a:RR
D

1

16� x2 � y2dxdy; unde D =
�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 � 4; 0 � x � y

p
3; 0 � y � x

p
3
	
:

Rezolvare. etapa 1. Se studiaz¼a domeniul D:
�Se reprezint¼a gra�c domeniul
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�x2 + y2 = 4 este cercul cu centrul O (0; 0) şi raza 2
x2 + y2 � 4) :::
�x = 0 este axa Oy
x � 0) :::

�x = y
p
3 este dreapta ce trece prin 0 (0; 0) ; A

�p
3; 1
�

x � y
p
3) :::

�y = 0 este axa Ox
y � 0) :::

�y = x
p
3 este dreapta ce trece prin O (0; 0) ; B

�
1;
p
3
�

y � x
p
3) :::

Deci D este domeniul m¼arginit de segmentele
h�!
OA
i
;
h��!
BO

i
şi arcul de cerc

�
y
AB

�
:

�D este domeniu de integrare, deoarece�
-D este muļtime m¼arginit¼a, D ( [0; 2]� [0; 2]
-FrD este curb¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a pe 3 poŗtiuni.

etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:

f : D � R2 ! R, f (x; y) =
1

16� x2 � y2 :
f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe D de la etapa 1:

etapa 3. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând T1-NU.
modul 1: Se observ¼a c¼a D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Oy-este. Din cauza
integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU se apeleaz¼a
la acest mod.
modul 3: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Ox-este. Din cauza
integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU se apeleaz¼a
la acest mod.
etapa 4. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând Teorema de schimbare de "variabile".

Studiind forma integrantului şi forma domeniului (x2+ y2 apare şi în legea de asociere a f şi în
ecuaţiile curbelor ce m¼arginesc D), se face o schimbare de variabile legat¼a de coordonate polare.

Fie (x; y) coordonatele carteziene a unui punct M din D: Fie coordonatele polare ale M :8<: � = dist (O;M)

� = �

�
\
Ox;

��!
OM

�
; cu

�
x = � cos �
� = � sin �

Se observ¼a, având în vedere interpretarea geometric¼a, c¼a
(x; y) parcurge D , (�; �) parcurge Ds;

unde Ds =
�
(�; �) 2 R2; 0 � � � 2; �6 � � �

�
3

	
= [0; 2]�

�
�
6 ;
�
3

�
:

Al¼aturi de reprezentarea domeniului D în xOy; se reprezint¼a Ds în �Os�.
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Se alege F : Ds � R2 ! D � R2; F (�; �) =

0B@� cos �| {z }
x(�;�)

; � sin �| {z }
y(�;�)

1CA :
Se observ¼a c¼a c¼a F este difeomor�sm pe Ds n FrDs; adic¼a

-F este de clas¼a C1 pe Ds n FrDs

-det JF (�; �) =

�������
@x

@�
(�; �)

@x

@�
(�; �)

@y

@�
(�; �)

@y

@�
(�; �)

������� =
���� cos � �� sin �
cos � � cos �

���� = � 6= 0;8 (�; �) 2 Ds n FrDs:
Atunci F�1 duce bijectiv şi bicontinuu domeniul de integrare D în Ds; care este tot domeniu de
integrare. Mai mult

I =
RR
D

1

16� x2 � y2dxdy =
RR
Ds

1

16� (� cos �)2 � (� sin �)2
j�j d�d� =

RR
Ds

�

16� �2d�d�:

Ds =
�
(�; �) 2 R2; 0 � � � 2; �6 � � �

�
3

	
= [0; 2]�

�
�
6 ;
�
3

�
este un dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele de coordonate Os�;Os�:

Folosind Teorema de reducere, a) )

I =
RR
Ds

�

16� �2d�d� =
R 2
0

0BBBB@
Z �

3

�
6

�

16� �2d�| {z }
I(�)

1CCCCA d� � este var.
=

de integrare

R 2
0

�
�

16� �2 � �
������=�

3

�=�
6

d� =

=
R 2
0

�

16� �2 �
�

6
d�

� este var.
=

de integrare

�
6 �

�1
2

R 2
0

�
16� �2

�0�
16� �2 d� = �

6 �
�1
2 ln

�
16� �2

����=2
�=0

=

= ��
12 (ln 12� ln 16) =

��
12 ln

3
4 :

Exemplul 2:1:4: Folosind coordonate polare generalizate în plan, s¼a se calculeze:

I =
RR
D

q
2� x2

a2
� y2

b2
dxdy; unde D =

n
(x; y) 2 R2; x2

a2
+ y2

b2
� 1 � 0

o
Rezolvare.
etapa 1. Se studiaz¼a domeniul D:
�Se reprezint¼a gra�c domeniul

�x2
a2
+ y2

b2
= 1 este elipsa cu centrul O (0; 0) şi semiaxele a; b

x2

a2
+ y2

b2
� 1 este interiorul elipsei anterioare reunit cu elipsa

�D este domeniu de integrare, deoarece�
-D este muļtime m¼arginit¼a, D ( [�a; a]� [�b; b]
-FrD este curb¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a pe poŗtiuni.

etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:

f : D � R2 ! R, f (x; y) =
q
2� x2

a2
� y2

b2
:

f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe D:
etapa 3. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând T1-NU.
modul 1: Se observ¼a c¼a D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Oy� este. Din cauza
integrantului integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU se apeleaz¼a
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la acest mod.
modul 3: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Ox�este. Din cauza
integrantului integralele ce apar din teorema de reducere sunt greu de calculat ) NU se apeleaz¼a
la acest mod.
etapa 4. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând Teorema de schimbare de "variabile".

Studiind forma integrantului şi forma domeniului (x
2

a2
+ y2

b2
apare şi în legea de asociere a f şi

în ecuaţia curbei ce m¼argineşte D), se face o schimbare de variabile legat¼a de coordonate polare
generalizate.

Fie (x; y) coordonatele carteziene a unui punct M din D =
n
(x; y) 2 R2; x2

a2
+ y2

b2
� 1
o
: Fie

coordonatele polare generalizate ale M :8<: � = parametru

� = �

�
y

Ox;OM

�
; cu

�
x = a� cos �
y = b� sin �

Se observ¼a, având în vedere interpretarea geometric¼a, c¼a
(x; y) parcurge D , (�; �) parcurge Ds;

unde Ds =
�
(�; �) 2 R2; 0 � � � 1; 0 � � � 2�

	
= [0; 1]� [0; 2�] :

Al¼aturi de reprezentarea domeniului D în xOy; se reprezint¼a Ds în �Os�.

Se alege F : Ds � R2 ! D � R2; F (�; �) =

0B@a� cos �| {z }
x(�;�)

; b� sin �| {z }
y(�;�)

1CA :
Se observ¼a c¼a F este difeomor�sm pe Ds n FrDs; chiar dac¼a nu se ştie Ds; adic¼a

-F este de clas¼a C1 pe R2 chiar, deci şi pe Ds n FrDs

-det JF (�; �) =

�������
@x

@�
(�; �)

@x

@�
(�; �)

@y

@�
(�; �)

@y

@�
(�; �)

������� =
���� a cos � �a� sin �
b cos � b� cos �

���� = ab� 6= 0;8 (�; �) 2 Ds n FrDs:
Atunci F�1 duce bijectiv şi bicontinuu domeniul de integrare D în Ds; care este tot domeniu de
integrare.

Mai mult
I =

RR
D

q
2� x2

a2
� y2

b2
dxdy =

RR
Ds

p
2� �2 jab�j d�d� = ab

RR
Ds
�
p
2� �2d�d�

Ds =
�
(�; �) 2 R2; 0 � � � 1; 0 � � � 2�

	
= [0; 1] � [0; 2�] este un dreptunghi cu interior, cu

laturile paralele cu axele de coordonate Osu;Osv:
Folosind Teorema de reducere, a))

I = ab
RR
Ds
�
p
2� �2d�d� = ab

R 1
0

0BBB@
Z 2�

0
�
p
2� �2d�| {z }

I(�)

1CCCA d� � este var.
=

de integrare

R 1
0

�
�
p
2� �2 � �

�����=2�
�=0

d� =

= ab
R 1
0 �
p
2� �2�(2�) d� = ��ab

R 1
0

�
2� �2

� 1
2
�
2� �2

�0
d�

� este var.
=

de integrare
��ab

�
2� �2

� 1
2
+1

1
2 + 1

������
�=1

�=0

=

= ��ab(2� 1)
1
2
+1

1
2 + 1

+ �ab
(2� 0)

1
2
+1

1
2 + 1

=
�
�3
2 +

3
2

p
23
�
�ab:

Exemplul 2:1:5 S¼a se calculezeRR
D (x� y)

2 sin2 (x+ y) dxdy; unde D =
�
(x; y) 2 R2;� � x+ y � 3�;�� � x� y � �

	
:
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Rezolvare.etapa 1. Se studiaz¼a domeniul D:
�Se reprezint¼a gra�c domeniul

�x+ y = � este dreapta ce trece prin A (�; 0) ; D (0; �)
x+ y � � ) :::
�x+ y = 3� este dreapta ce trece prin (3�; 0) ; (0; 3�)
x+ y � 3� ) :::
�x� y = �� este dreapta ce trece prin (��; 0) ; D (0; �)
x� y � �� ) :::
�x� y = � este dreapta ce trece prin A (�; 0) ; (0;��)
x� y � � ) :::�

x+ y = �
x� y = � ) A (�; 0);

�
x+ y = 3�
x� y = � ) B (2�; �).�

x+ y = 3�
x� y = �� ) C (�; 2�);

�
x+ y = �
x� y = �� ) D (0; �).

Deci D este domeniul m¼arginit de segmentele
h��!
AB
i
;
h��!
BC

i
;
h��!
CD

i
;
h��!
DA

i
:

�D este domeniu de integrare, deoarece:�
-D este muļtime m¼arginit¼a, D ( [0; 2�]� [0; 2�]
-FrD este curb¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a pe 4 poŗtiuni.

etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:
f : D � R2 ! R, f (x; y) = (x� y)2 sin2 (x+ y) :
f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe D:

etapa 3. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând T1-NU.
modul 1: Se observ¼a c¼a D este dreptunghi cu interior, dar nu este cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Oy-este juxtapunerea a
dou¼a domenii simple în raport cu Oy (obţinute ducând paralela la Oy prin nodurile A;C; unde
FrD î̧si schimb¼a netezimea) Din cauza integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere
sunt greu de calculat ) NU se apeleaz¼a la acest mod.
modul 3: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Ox-este juxtapunerea a
dou¼a domenii simple în raport cu Ox (obţinute ducând paralela la Ox prin nodurile B;D; unde
FrD î̧si schimb¼a netezimea). Din cauza integrantului, integralele ce apar din teorema de reducere
sunt greu de calculat ) NU se apeleaz¼a la acest mod.
etapa 4. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând Teorema de schimbare de "variabile".

Studiind forma integrantului şi forma domeniului (x� y; x+ y apare şi în legea de asociere a f
şi în ecuaţiile curbelor ce m¼arginesc D), se face o schimbare de variabile legat¼a de x� y; x+ y.

Se noteaz¼a
�
x� y = u
x+ y = v

,

8<: x =
u+ v

2

y =
�u+ v
2

Nu exist¼a interpret¼ari geometrice pentru noile variabile (u; v) :

Se alege F : Ds � R2 ! D � R2; F (u; v) =

0BB@u+ v2| {z }
x(u;v)

;
�u+ v
2| {z }

y(u;v)

1CCA :
Se observ¼a c¼a F este difeomor�sm pe Ds n FrDs; f¼ar¼a s¼a se ştie Ds; adic¼a

-F este de clas¼a C1 pe R2 chiar, deci şi pe Ds n FrDs
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-det JF (u; v) =

�������
@x

@u
(u; v)

@x

@v
(u; v)

@y

@u
(u; v)

@y

@v
(u; v)

������� =
���� 1

2
1
2�1

2
1
2

���� = 1
2 6= 0;8 (u; v) 2 R

2 chiar, deci şi pentru

(u; v) 2 Ds n FrDs:
Atunci F�1 duce bijectiv şi bicontinuu domeniul de integrare D în Ds; care este tot domeniu de
integrare. Se înlocuiesc x; y cu u; v în ecuaţiile lui D )

Ds =
�
(u; v) 2 R2;� � u � 3�;�� � v � �

	
= [�; 3�]� [��; �] :

Al¼aturi de reprezentarea domeniului D în xOy; se reprezint¼a Ds în uOsv.

I =
RR
D (x� y)

2 sin2 (x+ y) dxdy =
RR
Ds
u2 sin2 v �

��1
2

�� dudv:
Ds =

�
(u; v) 2 R2;� � u � 3�;�� � v � �

	
= [�; 3�]� [��; �] este un dreptunghi cu interior,

cu laturile paralele cu axele de coordonate Osu;Osv:
Folosind Teorema de reducere, a))

I = 1
2

RR
Ds
u2 sin2 vdudv = 1

2

R 3�
�

0BBB@
Z �

��
u2 sin2 vdv| {z }
I(u)

1CCCA du = 1
2

R 3�
�

0BBB@
Z �

��
u2
1� cos 2v

2
dv| {z }

I(u)

1CCCA du =
v este var.
=

de integrare

1
2

R 3�
�

�
u2 �

�
v

2
� sin 2v

4

������v=�
v=��

du = 1
2

R 3�
� u2�

�
�

2
� sin 2�

4
� ��

2
+
sin (�2�)

4

�
du =

= �
2

R 3�
� u2du

u este var.
=

de integrare

�
2 �
u3

3

����u=3�
u=�

= �
2 �
 
(3�)3

3
� �

3

3

!
=
4�4

3
:

Teorema 2:1:5:(formula Riemann-Green de leg¼atur¼a între integrala dubl¼a şi integrala
curbilinie de spȩta a 2-a) Fie D un domeniu de integrare din R2 bordat şi orientat. Fie
P;Q : D � R2 ! R funçtii de clas¼a C1 pe D: AtunciR

FrD (P (x; y) dx+Q (x; y) dy) =
RR
D

�
@Q

@x
(x; y)� @P

@y
(x; y)

�
dxdy:

Corolar: În ipotezele Teoremei 5)
a) aria (D) =

RR
D 1dxdy =

1
2

R
FrD (�ydx+ xdy)

b) aria (D) =
RR
D 1dxdy =

R
FrD (0dx+ xdy)

Exemplul 2:1:6: Fie D =

�
(x; y) 2 R2; x

2

4
+
y2

9
� 1
�
:

a) S¼a se determine aria domeniului D folosind integrala dubl¼a, apoi s¼a se veri�ce rezultatul folosind
Corolarul de la Formula Riemann-Green.
b) S¼a se calculeze urm¼atoarea integral¼a dubl¼a direct, apoi s¼a se veri�ce rezultatul cu Formula
Riemann-Green:RR

D

�
x2

4
+
y2

9

�
dxdy; unde D =

�
(x; y) 2 R2; x

2

4
+
y2

9
� 1
�
:
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Rezolvare. a) Se anticipeaz¼a c¼a, dac¼a exist¼a, aria (D) = I =
RR
D 1dxdy:

Modul cu integrala dubl¼a.
etapa 1. Se studiaz¼a domeniul D:
�Se reprezint¼a gra�c domeniul

�x
2

4
+
y2

9
= 1 este elipsa cu centrul de simetrie

O (0; 0) şi semiaxele a = 2; b = 3:
x2

4
+
y2

9
� 1) :::

Deci D este domeniul m¼arginit de elipsa
� y
ABA0B0A

�
:

�D este domeniu de integrare, deoarece�
-D este muļtime m¼arginit¼a, D ( [�2; 2]� [�3; 3]
-FrD este curb¼a simpl¼a, închis¼a, neted¼a.

etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:
f : D � R2 ! R; f (x; y) = 1:
f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe D:

etapa 3. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând T1.
modul 1: Se observ¼a c¼a D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Oy: Se expliciteaz¼a curbele
care m¼arginesc domeniul în raport cu y:

Fie (x; y) 2 D un punct oarecare din domeniu. Se consider¼a paralele la Oy prin punctul (x; y)
şi se observ¼a c¼a toate aceste paralele au ecua̧tiile ex = x, cu �2 � x � 2 atunci când (x; y) 2 D: Mai
mult, când (x; y) variaz¼a în D pe o astfel de paralel¼a, y-ul variaz¼a între y-ul de pe arcul de elips¼a� y
A0B0A

�
şi arcul de elips¼a

� y
A0BA

�
:

D = Dy =

8>>>>>><>>>>>>:
(x; y) 2 R2;�2 � x � 2; �3

r
1� x

2

4| {z }
y-ul de pe

�
y

A0B0A

�
� y � +3

r
1� x

2

4| {z }
y-ul de pe

�
y

A0BA

�

9>>>>>>=>>>>>>;
:

Conform Teoremei de reducere, b))

I =
RR
Dy
1dxdy =

R 2
�2

0BBB@
Z 3

vuut
1�
x2

4

�3

vuut
1�
x2

4

1dy

1CCCA
| {z }

I1(x)

dx
y este var.
=

de integrare

R 2
�2

0BBB@(y)j
y=�3

vuut
1�
x2

4

y=�3

vuut
1�
x2

4

1CCCA dx =

=
R 2
�2

 
2 � 3

r
1� x

2

4

!
dx = 3

R 2
�2
p
4� x2dx x este var.

=
de integrare

3
2

�
x
p
4� x2 + 4arcsin x2

����x=2
x=�2

=

6�:
modul 3: Se studiaz¼a dac¼a D este domeniu compact simplu în raport cu Ox: Se expliciteaz¼a curbele
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care m¼arginesc domeniul în raport cu x:
Fie (x; y) 2 D un punct oarecare din domeniu. Se consider¼a paralele la Ox prin punctul (x; y)

şi se observ¼a c¼a toate aceste paralele au ecuaţiile ey = y, cu �3 � y � 3 atunci când (x; y) 2 D: Mai
mult, când (x; y) variaz¼a în D pe o astfel de paralel¼a, x-ul variaz¼a între x-ul de pe arcul de elips¼a� y
B0A0B

�
şi x-ul de pe arcul de elips¼a

� y
B0AB

�
:

D = Dx =

8>>>>>><>>>>>>:
(x; y) 2 R2;�3 � y � 3; �2

r
1� y

2

9| {z }
x-ul de pe

�
y

B0A0B

�
� x � +2

r
1� y

2

9| {z }
x-ul de pe

�
y

B0AB

�

9>>>>>>=>>>>>>;
Conform Teoremei de reducere, c))

I =
RR
D 1dxdy =

R 3
�3

0BBB@
Z 2

vuut
1�
y2

9

�2

vuut
1�
y2

9

1dx

1CCCA
| {z }

I(y)

dy
x este var.
=

de integrare

R 3
�3

0BBB@(x)j
x=2

vuut
1�
y2

9

x=�2

vuut
1�
y2

9

1CCCA dy =

=
R 3
�3

 
4

r
1� y

2

9

!
dy = 4

3

R 3
�3

�p
9� y2

�
dy

y este var.
=

de integrare

4
3

�
y
p
9� y2 + 9arcsin y3

����y=3
y=�3

=

6�:
etapa 4. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând Teorema de schimbare de "variabile".

Studiind forma integrantului şi forma domeniului (x
2

22
+ y2

32
apare în ecuaţia curbei ce m¼argineşte

D), se face o schimbare de variabile legat¼a de coordonate polare generalizate.

Fie (x; y) coordonatele carteziene a unui punct M din D =
n
(x; y) 2 R2; x2

22
+ y2

32
� 1
o
: Fie

coordonatele polare generalizate ale M :8<: � = parametru

� = �

�
y

Ox;OM

�
; cu

�
x = 2� cos �
y = 3� sin �

Se observ¼a, având în vedere interpretarea geometric¼a, c¼a
(x; y) parcurge D , (�; �) parcurge Ds;

unde Ds =
�
(�; �) 2 R2; 0 � � � 1; 0 � � � 2�

	
= [0; 1]� [0; 2�] : Al¼aturi de reprezentarea

domeniului D în xOy; se reprezint¼a Ds în �Os�.

Se alege F : Ds � R2 ! D � R2; F (�; �) =

0B@2� cos �| {z }
x(�;�)

; 3� sin �| {z }
y(�;�)

1CA :
Se observ¼a c¼a F este difeomor�sm pe Ds n FrDs; chiar dac¼a nu se ştie Ds; adic¼a

-F este de clas¼a C1 pe R2 chiar, deci şi pe Ds n FrDs

-det JF (�; �) =

�������
@x

@�
(�; �)

@x

@�
(�; �)

@y

@�
(�; �)

@y

@�
(�; �)

������� =
���� 2 cos � �2� sin �
3 cos � 3� cos �

���� = 2�3� 6= 0;8 (�; �) 2 DsnFrDs:
Atunci F�1 duce bijectiv şi bicontinuu domeniul de integrare D în Ds; care este tot domeniu de
integrare.

I =
RR
D 1dxdy =

RR
Ds
1 j2 � 3�j d�d� = 6

RR
Ds
�d�d�
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Ds =
�
(�; �) 2 R2; 0 � � � 1; 0 � � � 2�

	
= [0; 1]� [0; 2�]

este un dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele de coordonate Osu;Osv:
Folosind Teorema de reducere, a))

I = 6
RR
Ds
�d�d� = 6

R 1
0

�Z 2�

0
�d�

�
| {z }

I(�)

d�
� este var.
=

de integrare
6
R 1
0 (� � �)j

�=2�
�=0 d� =

= 6
R 1
0 � � (2�) d�

� este var.
=

de integrare
12� � �

2

2

�����=1
�=0

= 6�:

Modul cu Corolar a). aria (D) =
RR
D 1dxdy =

1
2

R
FrD [�ydx+ xdy] :

etapa 1. Se studiaz¼a curba
�Se parametrizeaz¼a un reprezentant al curbei, deoarece aceasta nu este dat¼a parametric.

Im  =

� y
ABA0B0A

�
:

�
x (t) = 2 cos t
y (t) = 3 sin t

; t 2 [0; 2�] ; adic¼a

 : [0; 2�]! R2;  (t) =

0@2 cos t| {z }
x(t)

; 3 sin t| {z }
y(t)

1A :
�Se studiaz¼a dac¼a  este curb¼a neted¼a. Este, deoarece8>>><>>>:

90 : [0; 2�]! R2; 0 (t) =

0B@�2 sin t| {z }
x0(t)

; 3 cos t| {z }
y0(t)

1CA :
0- este continu¼a pe [0; 2�] şi (x0 (t))2 + (y0 (t))2 6= 0;8t

etapa 2. Se studiaz¼a forma diferenţial¼a !

! (x; y) =
�y
2|{z}

P (x;y)

dx+
x

2|{z}
Q(x;y)

dy:

Coe�cienţii formei diferenţiale, P;Q : D � R2 ! R sunt câmpuri scalare continue cu D = R2 şi
Im  � D:
etapa 3. Se determin¼a I = 1

2

R
 (�y) dx+ xdy, aplicând Teorema de reducere, caz n = 2:�

x (t) = 2 cos t
y (t) = 3 sin t

; t 2 [0; 2�] )
�
dx (t) = (�2 sin t) dt
dy (t) = (3 cos t) dt

; t 2 [0; 2�] :

I = 1
2

R
 (�y) dx+ xdy =

1
2

R 2�
0 ((�3 sin t) (�2 sin t) + (2 cos t) (3 cos t)) dt =

= 1
2

R 2�
0

�
6 sin2 t+ 6 cos2 t

�
dt = 6�:

Modul cu Corolar b). aria (D) =
RR
D 1dxdy =

R
FrD (0dx+ xdy) :

etapa 1. Se studiaz¼a curba-ca la modul Corolar b)
etapa 2. Se studiaz¼a forma diferenţial¼a !

! (x; y) = 0|{z}
P (x;y)

dx+ x|{z}
Q(x;y)

dy:

Coe�cienţii formei diferenţiale, P;Q : D � R2 ! R sunt câmpuri scalare continue cu D = R2 şi
Im  � D:
etapa 3. Se determin¼a I =

R
 0dx+ xdy, aplicând Teorema de reducere, caz n = 2:�

x (t) = 2 cos t
y (t) = 3 sin t

; t 2 [0; 2�] )
�
dx (t) = (�2 sin t) dt
dy (t) = (3 cos t) dt

; t 2 [0; 2�]

I =
R
 0dx+ xdy =

R 2�
0 (0 + (2 cos t) (3 cos t)) dt =

R 2�
0

�
6 cos2 t

�
dt = 6�:
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b) Fie I =
RR
D

�
x2

4
+
y2

9

�
dxdy

Modul cu integrala dubl¼a direct.

etapa 1. Se studiaz¼a domeniul D-ca la a).
etapa 2. Se studiaz¼a integrantul f:

f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2

4
+
y2

9
:

f este câmp scalar bine de�nit şi continuu pe D:
etapa 3. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând T1.
modul 1: Se observ¼a c¼a D nu este dreptunghi cu interior, cu laturile paralele cu axele.-NU
modul 2: D = Dy ca la a), dar integralele ce apar de calculat din Teoremei de reducere, b) sunt
greu de calculat.
modul 3: D = Dx ca la a), dar integralele ce apar de calculat din Teoremei de reducere, c) sunt
greu de calculat.
etapa 4. Se calculeaz¼a integrala I, aplicând Teorema de schimbare de "variabile".

Studiind forma integrantului şi forma domeniului (x
2

22
+ y2

32
apare atât în legea de asociere a lui

f; cât şi în ecuaţia curbei ce m¼argineşte D), se face o schimbare de variabile legat¼a de coordonate
polare generalizate. Se face schimbarea de coordonate de la a))

I =
RR
D

�
x2

4
+
y2

9

�
dxdy =

RR
Ds

 
(� cos �)2

4
+
(� cos �)2

9

!
j2 � 3�j d�d� = 6

RR
Ds
�3d�d� =

= 6
R 1
0

�Z 2�

0
�3d�

�
| {z }

I(�)

d�
� este var.
=

de integrare
6
R 1
0

�
�3 � �

����=2�
�=0

d� = 6
R 1
0 �

3 � (2�) d� � este var.
=

de integrare

= 12� � �
4

4

�����=1
�=0

= 3�:

Modul cu Formula Riemann-Green aplicat¼a în sens indirect.RR
D

�
@Q

@x
(x; y)� @P

@y
(x; y)

�
dxdy =

R
FrD (P (x; y) dx+Q (x; y) dy) : Aici

I =
RR
D

�
x2

4
+
y2

9

�
dxdy =

RR
D

�
@

@x
(?)� @

@y
(?)

�
dxdy:

Se poate alege P (x; y) =
�1
9
� y

3

3
şi Q (x; y) =

1

4
� x

3

3
:

Atunci

I =
RR
D

�
x2

4
+
y2

9

�
dxdy =

RR
D

�
@

@x

�
x3

12

�
� @

@y

�
�y3
27

��
dxdy =

R
FrD

��
�y3
27

�
dx+

�
x3

12

�
dy

�
etapa 1. Se studiaz¼a curba-ca la a).
etapa 2. Se studiaz¼a forma diferenţial¼a !

! (x; y) =
�y3
27|{z}

P (x;y)

dx+
x3

12|{z}
Q(x;y)

dy:

Coe�cienţii formei diferenţiale, P;Q : D � R2 ! R sunt câmpuri scalare continue cu D = R2 şi
Im  � D:

etapa 3. Se determin¼a I =
R


��
�y3
27

�
dx+

�
x3

12

�
dy

�
, aplicând Teorema de reducere, caz n = 2:�

x (t) = 2 cos t
y (t) = 3 sin t

; t 2 [0; 2�] )
�
dx (t) = (�2 sin t) dt
dy (t) = (3 cos t) dt

; t 2 [0; 2�] :
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I =
R
 (�y) dx+ xdy =

R 2�
0

  
� (3 sin t)3

27

!
(�2 sin t) +

 
(2 cos t)3

12

!
(3 cos t)

!
dt =

=
R 2�
0

�
2 sin4 t+ 2 cos4 t

�
dt = 3�:


