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CURS NR. 2
Analiza matematica, ATA

1.3. Qiruri de numere reale

Un sir este utilizat in reprezentarea digitald a unui semnal dupa conversia analogic=- digital sau
in metodele de rezolvare a unei probleme numerice dand un sir de raspunsuri dintre care se alege
cel mai "apropiat" de solutia exactd. Este de mentionat avantajul net superior al comunicatiilor
digitale (CD-player/ discuri de vinil): se pot utiliza filtre i alte procese tehnice utilizand computere,
microprocesoare.

Peste tot in aceastd sectiune fie m € N un numaér natural fixat si

N,, = {m,m +1,..,n, } (Ng =Ngi Ny = N*)
Definitia 1.3.1. Se numeste sir de numere reale o functie

f:Np =R, f(n) =z,
Numadrul x, se numeste termenul de rang n al sirului. Se noteaza sirul prin (sz:n)neNm . Se descrie

(Tn)pen,, * Tms Tmt1s s Tny o
Se numeste subsir al sirului (zy,),cy —~Testrictia functiei f la o submultime numarabila a Ny,.
Exemplul 1.3.1. Un gir se poate da prin termenul sdu general, prin descriere (eventual a unei
proprietdti specifice termenilor girului) sau prin un numér de termeni si o relatie de recurenta.
Relatiile de recurentd (ecuatii cu diferente finite) sunt intalnite in rezolvarea unor probleme de
analizd numerica sau pot deriva din modelarea proceselor fizice prin sisteme digitale.
a) Se da prin descriere girul patratelor numerelor naturale nenule 1,4,9,16,25,... S& se deduca
termenul sdu general si o relatie de recurentd pe care sa o verifice.

Se observi cd x,, = n?,V¥n € N* este formula termenului general.

Mai mult, folosind figura, se deduce:
Tp = Tp—1+n+ (n—1),VYn € Na-o relatie de recurenta de ordin 1.
b) Sirul lui Fibonacci (Leonardo Fibonacci, 1170-1250, Pissa, Italia, a introdus sistemul de
numeratie arab, cu cifra 0). Un exemplu de sir dat prin primii termeni si o relatie de recurenta este
sirul lui Fibonacci:
{ xg = 0,21 = 1,-primii doi termeni
[ ]

’:L’n =Zp_1+ Tn_2,Vn € Ny ‘—0 relatie de recurentd liniara de ordin 2.

(provine din problema iepurilor, dar cu z; = 1,z = 1 initiali).
oPrin descriere:
(Tn)pen : 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55, ...
eSe poate determina termenul sdu general (la EDCO, semestrul al II-lea). Recurenta este una
liniara, de ordin 2, ce se poate rescrie:
Ty — Tp1 — Tp_o = 0.

1++V5
Se atageazi ecuatia caracteristicd A2 — X\ —1=0= A\ = 2\[ cum (A 2) = 1. Atunci
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1+v5) 1-v5)
:cnzcl( 5 )—i—cz( 5 )

1
c1+ca=0 c1 = _\/_
Impunénd conditiile initiale zo = 0,21 =1 = 1++5 1—+5 = _?
ATy tey o = IV

Deci termenul general este:

1 (145 1 [1-vB)"
xn_ﬁ<T> —E<T> ,Vn € N.

eDe la rangul 7 incolo se observa o proprietate interesanta: raportul dintre un termen si urmatorul
consecutiv tinde spre 0, 618. Acest numar a fost numit ¢ (phi), fiilnd considerat incd din antichitate
raportul de aur sau numadrul de aur, datorita intalnirii frecvente a acestui raport in lumea care ne
inconjoard (corpul uman, muzica, plante). Se afld in raportul de aur oricare doud numere a si b cu

proprietatea
a+b a

a
Alte proprietiti se observa pe
https://proofwiki.org/wiki/Properties_of _Fibonacci_ Numbers#google _vignette

1

56 70 56 28 8 1
36 84 126 126 84 36 9 1
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
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8
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In filmul Nature by Numbers - Cristébal Vila (2010) https://www.youtube.com /watch?v=tnkL.DFpgix4
se observa multiple asocieri intre sirul lui Fibonacci si elemente din natura:

-dispunerea semintelor in floarea soarelui; dispunerea formelor la ananas, la conurile de brad;

-dispunerea cochiliei unui melc, a formelor-solzi pe aripile unui fluture.
c¢) (reprezentarea digitala a semnalelor-la disciplinele de specialitate). Pentru a obtine reprezentarea
digitala a undei sin de frecventa unghiulara 3, f(¢) = sin (3t) , unde ¢ reprezint4, in general, variabila
timp, se alege

f(n) =z, =sin(3n),n € N,
pentru a da un sir de valori. Se determina:

o =sin0=0

r1 =sin3 =0,14

To = sin6 = —0.27

r3 =sin9 = 041

T4 =sin12 = —0.53

x5 = sin 15 = 0.65

rg = sin 18 = —0.75

Reprezentarea graficid a functiei-sir in raport cu n nu seaméand cu cea a functiei sin. Aceasta
din cauza unei egantionari cu o rata 1, necorespunzatoare.

® -
=Y

Semnalele digitale se reprezinta alegand

xp =sin (3Tn) ,n € N, unde ¢t = T'n, cu o rata de esantionare micd, de exemplu 7' = 0.1.
Atunci, pentru z,, = sin (0.3n) ,n € N, se determina:

o =sin0=0,t=0

r1 =sin0.3 =0.29,t =0.1

z9 =sin0.6 = 0.56,t = 0.2
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xr3 =sin0.9 =0.78,t = 0.3
r4=5sin1.2=0.93,t=0.4
x5 =sin1.5=0.99,t =0.5
xeg =sin1.8 =0.97,£ = 0.6

Reprezentarea grafica a functiei-gir in raport cu ¢ = T'n seamand cu cea a functiei sin.

x"l
14 FEL ]
i. T
e '.
T T T T T T L e
of 1 2 37,4 5 8 9
=] = "-,0'

Atunci reprezentarea digitald a functiei f(¢) = sin (3t) este

f(nT) =sin(3nT),n € N

Daca are loc o supraesantionare are loc efectul numit "aliasing", adicd in loc si se observe
semnalul potrivit, apare unul de frecventd mai joasi (fenomen aparut in studiul miscarii rotilor de
maging, in imaginile TV, in grafica pe computer- aspectul zimtat sau dintat, de ferastrau, al liniilor
curbate sau diagonale pe un monitor cu rezolutie joasa).
d) Progresii aritmetice -vezi liceu si Complemente de Matematicg;
e) Progresii geometrice - vezi liceu si Complemente de Matematica.
Definitia 1.3.2. Sirurile (z5),,cy,, 1 (Yn)pen,, sSunt egale daca

Ty = Yn, VN € Ny,
Observatia 1.3.1. Se face distinctie intre un sir si multimea termenilor sai. De exemplu, fie

n = (=1)",VYn € N*,

Yn = (_1)n+1 ,Vn € N,
Sirurile se pot descrie:

(Tn) e+ —1, 1, =1, 1 . (=1)" ..
D e VR N ,
1 x2 xs3 x4 Tn
Yn)pene 2L, =1, 1, =1 .. (=) .
T -~ \ ,
Yyi Y2 Y3 s Yn

Sirul (z),cn- are multimea termenilor A = {—1,1}, iar sirul (yn), ey~ are multimea termenilor
B ={-1,1}. Se observa cd A = B, dar sirurile nu sunt egale, ca functii.

Siruri monotone
Definitia 1.3.3. Un sir de numere reale (z,),cy, ~se numeste
a) sir monoton crescator (monoton strict crescator) daca
Ty < Tpt1, V0 € Ny (2, < g1, V0 € Ny )5
b) gir monoton descrescator (monoton strict descrescator) daca
Ty > Tpt1, V0 € Ny (2, > g1,V € Ny, ) .
c) sir monoton (monoton strict) daca este monoton crescitor sau monoton descrescator (monoton
strict crescator sau monoton strict descrescator).
Observatia 1.3.2.
a) Daca (:cn)neN* este sir strict crescator atunci 7 < x2 < ... < x, < ....
b) Dacd (,,),cn- este sir strict descrescitor atunci x1 > x9 > ... >z, > ...
Observatia 1.3.3. Orice subsir al unui gir monoton este un sgir monoton. Reciproc nu.
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Observatia 1.3.4. Monotonia unui gir se poate studia cu definitia; comparand diferenta dintre doi
termeni succesivi cu 0; doar pentru sirurile cu termeni strict pozitivi, comparand raportul dintre
doi termeni succesivi cu 1; folosind inductia matematica.

inf z,, sup z,, min z,, max x,, Siruri marginite
nEN,, neN, nEN, nENy,

Observatia 1.3.5. Fie (2,),cy . un sir de numere reale §i A = {z,;n € Ny, } multimea termenilor
girului. Notiunile de minorant, majorant pentru sir sunt cele de minorant, majorant pentru A.
Atunci

. t . . . 6.
inf A" inf t'lanQER@ﬂmmAmg min z,, &
nGNm TLENm

(i) YneNp,z S zp
(ii) Ve >0,3n. e Np,rz S o <z +¢.
{ (i) Vn € Ny, z <z,

fAn%tf _ R siJ .An%t. .
n mr rp, =2 € X g1 Jmin min r, < (ii) Ve > 0,3n. € Ny 12 < 2, < 2+ &.

neENy, nENy,
inf A "2 inf 2, = —00 & {(D)-(ii) Ya < 0,30 € Noy, 2, < .
nelNm
(i) VneNp,z, ST
(ii) Ve >0,3n. e Np,: T —e <z, S 7.
{ (i) Vn € Ny, 2, <7

not. _ . not.
supA =" sup =, =7 € Rgi Amax A "= maxz, <
neN,, n€Np,

t. _ . t.
supA"=" sup z, =% € Rsi Imax A = maxz, <

neN,, neNy, (i) Ve > 0,In. €N, : T —e <z,  <7T.
sup A "2 8111\!p Ty = +00 & {(i)-(ii) Vo > 0,3In, € Ny, 0 < .
neNm

Definitia 1.3.4. Un gir de numere reale () nen,, Se numeste sir marginit daca multimea termenilor
sirului este marginita, adicd dacd existd o € R gi 5 € R astfel incat
a <z, < B,Yn €N,

Observatia 1.3.6. In Definitia 1.3.4, daca illl\lf Tn € R, se poate alege a = irll\lf Ty, iar daca
nENm, neNm

sup x, € R, se poate alege 5 = sup xz,. Inegalitatea din definitia girului méarginit se poate rescrie

’HGNm TLENm

in functie de urmatoarele situatii.

inf z, € R, Amin z,; sup z, € R, Amaxz, ~ a < z, < 3;

n€ENp, nENy, neN, n€ENy,

inf x, € R,3Imin z,; sup z, € R, Amaxz, ~ a < z, < f;
nEN, nEN, neN,, nEN,

inf z, € R,Amin x,; sup x, € R,Imaxz, ~ a <z, < f;
nENy, nENy, neEN,, nENy,

inf x, € R,dmin x,; sup x, € R,dmaxz, ~ a < x, < .
n€ENy, n€Np, nEN, neENpy,

Exemplul 1.3.2. a) Fie sirul constant
T, = 2,Vn € N*,
Sirul se poate descrie:

(Tr)pen+ 1 2 2 2 5 2 5 2 s 2 e
x1 x2 x3 T4 Tn

Are multimea termenilor A = {2}, care este multime finita si marginita, deci (z,,), oy este sir
marginit.
b) Fie sgirul neconstant
xn, = (—1)",Yn € N*.
Sirul se poate descrie:

(@) pens + —1, 1, =1, 1 ,..,(=1)" ...
1 T2 xs3 T4 Tn

Are multimea termenilor A = {—1,1}, care este multime finita i marginita. Sirul (z,), .y este



Gabriela Grosu / Analizd matematica 6

sir marginit.

c) Fie sirul neconstant
Tp =mn,Vn € N*.

Sirul se poate descrie:

(Tn)pen+ L 2, 3 4 s My

x1 €2 x3 T4 Tn
Are multimea termenilor A = {1,2,3,...,n,...}, care este multime infinitd si nemarginita (este
marginita inferior de 1, dar este nemarginita superior). Sirul (z), oy« este sir nemarginit.

Exemplul 1.3.3.
1

a) Fie z,, = —,Vn € N*. Sirul se poate descrie:
n

1 1 1 1

(ﬁn)nEN*: 1 s 5 s g s Z g eney E g oo
P N S ~—

To T3 T4 Tn
Se vor studia minorantii, majorantii, inf A, sup A, min A, max A, mérginirea pentru A C R data

1
prin A = {;n € N*} .
n
o : . . : 1 . . o o
eSe ordoneazd multimea termenilor girului, A = < —;n € N* ;. apoi se reprezintd pe axa
n

(se reprezintd proiectia functiei f : N* — R, f (n) = — pe axa Oy si se rotesgte axa).
n

eSe studiaza monotonia sirului (), cy-
1 1
€T -y =———=———<0,Yne N =
T T T n nn+1) 7
(Tn),en+ este sir monoton strict descrescator=-
r=1>zp=3>a3=2>...>z,=1>..>0.

v

_.[

e A< = |—00,0] este multimea tuturor minorantilor multimii A.

e A> = [1,+00] este multimea tuturor majorantilor multimii A.
oinf A e ngteezd ¢ z, = 0 deoarece:
neN*

(i) ¥n € N*,0 £ z,, (0 este un minorant pentru A);

(ii) Ve > 0,3n. € N*: 0 5 2. < 0+¢ (0 este cel mai mare minorant pentru A). Ultima afirmatie
are loc

esau "prin densitate": Ve > 0. Se cauta un n. € N* astfel incat

0<;-<0+een > 1
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Pentru % numar real dat, conform Proprietétii lui Arhimede, existd méacar un numéar natural
ne € N* a.i. % < ne. Se poate alege chiar n. = [%] + 1.

esau "prin atingere": NU; din reprezentarea pe axa se observa ca 0 nu este termen de gir.

. . . Se noteaza .

Cum 0 ¢ A (0 nu este termen al sirului) = Amin A4 °° "= min Ty
neN*

Se noteazi

= sup z,, = 1 deoarece

neN*

sup A

(i) Yn € N*,z,, <1 (1 este un majorant pentru A);

(ii) Ve > 0,3In, e N*: 1 —e < x,,. <1 (1 este cel mai mic majorant pentru A). Ultima afirmatie
are loc

esau "prin densitate": NU; din reprezentarea pe axa se observa ca nu este posibild apropierea
de 1 "prin densitate" cu termeni de gir

esau "prin atingere": FieVe > 0,dn. =1 N*:1—e <2y = 1.

Se noteaza
= max x, = 1.

Cum 1 € A (1 este termen al girului, z; = 1) = max A 2
neN*

oSirul (z,), cn- este sir marginit, deoarece
0SSz, <1,¥n e N*.
De mentionat cd A este multime infinitd (numéarabild) si marginita.

(="

b) Fie z,, = ~——,¥n € N*. Sirul se poate descrie:
n
1 -1 1 (-1)"

(xn)neN* =1, 5 N ?, Z s ey o yaen
M 2 S
T2 T3 T4 Tn
Se vor studia minorantii, majorantii, inf A, sup A, min A, max A, marginirea pentru A C R data
1"
prin A = (=1) in e N* & .
n
eDeoarece N* = {2k; k € N*} U {2k + 1; k € N}, se expliciteaza
1
—, dacd n =2k keN*
Tn = _nl

—, dacdin=2k+1;keN
n

1"
eSe ordoneazd multimea termenilor girului, A = { (=1) ;n € N*}, apoi se reprezinta pe axa.
n

eSe studiaza monotonia sirului (), cy-

2
(T2k)hens © P2ke2 = T2k = Gpmg = op = opmE Ty
(T2k) pen- este subgir monoton strict descrescator=-
To=1>m4=7>..>2 =5 >..>0
-1 -1 2

< 0,Vk € N* =

T 1 x —x = — = >0,Vk e N=
(Tokt1)pen * T2k+3 = T2kt1 2%k+3 2k+1 (2k+1)(2k+3)
(T2k+1) ey ©Ste subsir monoton strict crescator=-
1}1:—1<I3:%1<....<l‘2k+1:ﬁ<...<0.
Decizy = —1<a3 =3 <. <Topy1 = 5747 < - <0< . <Tpp =9 < .. <@g =7 <23 =3.

Sirul (), cn+ DU este monoton pe ansamblu, este monoton doar pe subsiruri.



Gabriela Grosu / Analizd matematica 8

e A = |—00, —1] este multimea tuturor minorantilor multimii A.
As = [%, +oo[ este multimea tuturor majorantilor multimii A.
einf A = inf z,, = —1 deoarece:©

neN*

(i) Yn € N*, -1 < z,, (—1 este un minorant pentru A);

(ii) Ye > 0,3n. € N*: =1 < z,,. < —1+ ¢ (—1 este cel mai mare minorant pentru A). Ultima
afirmatie are loc

esau "prin densitate": NU; din reprezentarea pe axé se observa cé nu este posibild apropierea
de —1 "prin densitate" cu termeni de sir

esau "prin atingere": Fie Ve > 0,In. =1eN*: -1 =21 < -1 +¢.

Cum —1 € A (—1 este termen al girului, z; = —1) = min A = miNnxn =-1
neN*

sup A = sup z, = % deoarece O
neN*

(i) Vn € N*,2,, < I (3 este un majorant pentru A);
(i) Ve > 0,3n. e N* : —e < 2, < % (% este cel mai mic majorant pentru A). Ultima afirmatie
are loc

esau "prin densitate": NU; din reprezentarea pe axa se observa cd nu este posibila apropierea
de % "prin densitate" cu termeni de sir

esau "prin atingere": Fie Ve > 0,3dn. =2 € N*: % —e<xy = %

Cum % €A (% este termen al girului, zo = %) = max A = m%x Ty =
neN*

N[ =

Sirul (z,,),cn+ este sir marginit, deoarece
1<z, < %,Vn € N*.
De mentionat cid A este multime infinitd (numéarabild) gi marginita.

Observatia 1.3.7. Un sir de numere reale (z,,)
M >0 ad. |z,| < M,Vn € Np,.

(toti termenii sirului sunt intr-o sferd deschisa de centru 0 si raza M).

Observatia 1.3.8. Un sir de numere reale (z,,),,cy, este sir nemarginit<
VM > 0,3ny € Ny, ad. |z, | > M.

nen,, este sir marginit<

Exemplul 1.3.4. Si se studieze marginirea sirului

1 . nlr
Tp = — sin —,Vn € N*.
n

Rezolvare. Deoarece IM = 2 > 0 astfel incat
n| = | Hsin | = |-4| - [sin | < 5 1<1-1<2,VneN* =
sirul (z,),cn- este marginit.
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Exemplul 1.3.5. Sirul x,, = 2",V¥n € N* este nemarginit.
Rezolvare. eFie VM > 0. Se cauta njy; € N* astfel incat
| Ty, | = 27| = 27M > M, adica a.i.
2" > M & npyln2 > I M < ny > 24
Conform Proprietétii lui Arhimede, se gdseste nyr = [lf‘n]g‘[ ] + 1.
Deci sgirul (), ¢y« este nemarginit.
eSe putea ardta si ca girul este monoton strict crescitor, cu
inf z, =1, minz, =1

neN* nEN*
sup x, = +o0o deoarece {(i)-(ii) Yo > 0, Ing € Ny, < 2™ cu ny = [Iﬁ%] ey
neN*

Adica girul este marginit inferior gi nemarginit superior
1<z, < 400,Vn € N*.

Limita unui sir. Siruri convergente. Puncte limita.

Definitia 1.3.5. Fie (2,),cy, un sir de numere reale. Sirul (z,,),cy =~ are limita x € R si se
noteaza lim z, =z sau x,, — z, daca [VV € V (z),3Iny € N, ad. Vn € Nyp,n > ny =z, € V].

n—o0

Teorema 1.3.1. (de unicitate a limitei unui gir) Daca un gir de numere reale (z,),cy, are
limit# in R, atunci aceasta este unici.

Teorema 1.3.2. (de caracterizare a limitei unui sir) Fie (z,,),cy un sir de numere reale.
a) limz,=2€R& [Ve>0,3In. €N, al. Yn € Np,n>n. = |z, —z| < el

n—oo

b) lim z, = 00 & [Va > 0,3n, € Ny, a.i. Vn € Nyy,n > ng =z, > al.
n—oo

¢) lim z, = —oc0 < [Va<0,3In, €N, ad. Vn € Npyyn > ng = x, < .
n—oo

Definitia 1.3.6. Fie (7;,),cy,, un sir de numere reale. Sirul (z,,) este convergent dacd are
limita in R. Sirul (z,)

sau +00.

neN,

nen,, este divergent dacd sau nu are limita sau are limita si aceasta este —oo

Exemplul 1.3.6. a) Fie sirul constant x,, = 2,Vn € N*. Se aratd cu teorema de caracterizare cd
lim 2, =2€R & [Ve >0,In. € N* ai. Vn e N, n>n. = |z, — 2| <¢].
n—oo
Fie Ve > 0, mic spre 0. Se cautd n. € N* a.i. Vn € N*, n > n. sa se obtina
|z, —2|=12-2|=0<e.
Deci n. = 1, adica s-a ales n. € N* cel mai mic a.i. 0 < €.
b) Fie z,, = —,Vn € N*. Se arata cu teorema de caracterizare cd
n
lim 2, =0€R & [Ve > 0,3In. € N* al. Vn € N* n > n. = |z, — 0] <¢l.
n—oo
Fie Ve > 0, mic spre 0. Se cauta n. € N* a.i. Vn € N*,n > n. si se obtina
[z — 0= -0=L<een> -

9
~—~—

real, mare spre +o0o
Conform proprietatii lui Arhimede, se alege drept n. cel mai mic numar din N* cu proprietatea
anterioara, adica n. = [%] + 1.

Exemplul 1.3.7. Fie z, = —2",Vn € N*. Se arata cu teorema de caracterizare ca
lim z, = —00 & [Va < 0,3n, € N* ai. Yn € N*,n > n, = x, < al.
n—oo

Fie YVa < 0, mic spre —oo. Se cautd n, € N* a.l. Vn € N*,n > n, si se obtina



Gabriela Grosu / Analizd matematica 10

Tp=-2"<as2"> —a|ln=>nln2>In(-a)n> lnl(—Qa)
— n

>0
Conform proprietatii lui Arhimede, se alege drept n, cel mai mic numar din N* cu proprietatea

VR In(—
anterioara, adica n, = [ nl(n;)] + 1.

Propozitia 1.3.1. Daca un sir de numere reale (xn)neNm are limita = € R, atunci orice subsir al
sau are limita x.
Observatia 1.3.9. Dacd un sir de numere reale (x,), oy are un subsir divergent sau doud subsiruri
convergente citre limite diferite, atunci acel sir este divergent.
Definitia 1.3.7. Fie (5),,cy,, un sir de numere reale. Punctul [ € R este un punct limita al sirului
(Tn)pen,, dacd

vV € V(l) = x, € V pentru o infinitate de valori ale n (sau multimea {n € N,,,;z, € V'} este
infinita).
Se noteaza cu L ((xn)neNm) multimea tuturor punctelor limita ale sirului (2,),cy, -
Teorema 1.3.3. Fie (), un sir de numere reale. Atunci £ ((zn),cy, ) # 0, adicd sirul are
cel puntin un punct limita in R.
Definitia 1.3.8. Fie (z5),,cy, un sir de numere reale.

Marginea superioara a multimii £ ((mn)neNm) se numeste limita superioara a sirului (zy,),,cy,

si se noteaza lim x, sau limsupz,,.
n—oo n—00

Marginea inferioard a multimii £ ((a:n)neNm) se numeste limita inferioara a sirului (v,),cy = i

se noteaza lim x, sau liminf x,,.
n—o00 n—oo

Propozitia 1.3.2. Daci un sir de numere reale (2,), oy~ are limitaz € R, atunciz € £ ((2n) ey, ) -
Propozitia 1.3.3. Fie (z,),,cy, un sir de numere reale. Atunci

L€ L ((zn)pen,, ) € lexistd un subsir al girului (2,),,cy =~ convergent la I].
Teorema 1.3.4.. Fie (zy,),cy,, un sir de numere reale. Atunci

dr = lim z,, & lim z,, = lim z,, = x.
n—00 n—00 n—00

Propozitia 1.3.4. Fie (z;,),cy, un sir de numere reale. Atunci

—oc0o < inf z, < lim z, < lim z, < sup z, < +0o
neNy, n—00 n—00 neENy,

Propozitia 1.3.5 Fie (z),cn,, §1 (Yn)pen,, doud siruri de numere reale.

m y,);

a) Daci [z, < ypn,Vn € N, atunci [ lim 2, < lim y, si lim 2, < 1i
n—oo n—oo

- - n—oo n—oo
b) lim (—z,) = — lim z, si lim (—z,) = — lim x,;
Nn—oo n—00 n—o00 n—00
c) lim z, + lim y, < lim (2, +y,) < lim 2, + lim y, < lim (2, +y,) < lim 2, + lim yy;
n—o00 n—o00 n—00 n—00 n—0oo n—0oo n—0oo n—0oo
d) lim z, - lim y, < lim (2, - y,) < lm (2 - yn) < lim @, - lim yp;
n—o00 n—o00 n—00 n—oo n—0oo n—oo
e) Dacd z,, 2 0,Vn € N,,, atunci

. Tn+1 . T -— Tnp+1
0 < lim < lim #/z, < lim ¥z, < lim < 400.
B — 2222 n = N 00 n = — —"_

n—oo Ln n—00 n—00 In

—1)"
Exemplul 1.3.8.a) Fie x,, = Q,Vn e N*.
n
eDeoarece N* = {2k; k € N*} U {2k + 1; k € N}, se expliciteaza
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1
—, dacan=2k;keN*
Tp = _nl
—, dacan=2k+1;k e N.
n
eSe aratd ca
infA= inf x, = —1;dmin A = minx, = —1 = x1;
neN* neN*
sup A = sup z, = % dmax A = maxx,, = % = 9.
neN* neN*

Sirul (z,,),cn+ este sir marginit, deoarece
1<z, < %,Vn e N*.
eSe trece la limitd pe subsiruri
. _ . 1 _ .
klin;o T2k = hm N ook = 0; N ={2kikeN JU{2k+ 1heN}
khj& Tokt1 = hm 2k+1 =0
=multimea punctelor limita ale sirului (z,),,cn- este £ ((xn),en+) = {0} =
lim x,, = liminf x,, = 0 (cel mai mic punct limita)

n—00 n—00
lim x,, = limsup x,, = 0 (cel mai mare punct limita)
n—oo n—00

eSe verifica
inf z, < lim z, < lim 2, < sup z, (—-1<0<0<1).

neN* n—00 n—00 neN*
eDeoarece
lim z, =0=0= lim z, = 3 lim x,, = 0.
n—00 n— o0 n—o00
2n+1

b) Fie z, = (—-1)" " ,Vn € N*.
eDeoarece N = {2k; k € N*} U {2k + 1; k € N}, se expliciteaza

2 1
"t dacin =2k ke N
Tn = %Jrl
— , dacin=2k+1;keN
3n
eSe arata ca
inf = —1;dmi =—1=ux;
sup T = ,HmaX$ =2 = g,.
nEI\IT)* " 6 nenN* " 6 ?

Sirul (2,,), ey~ este sir marginit, deoarece
1<z, < %,Vn € N*.
eSe trece la limitd pe subgiruri

lim 2o = lim 2L — 2.

oo 2k T e, 6k 3 N:{Qk;keN*§{2k+l;keN}
lim x = lim ( 4k+3) —2

o kAL = 6k+4 3

=multimea punctelor limit4 ale sirului (z,,),cy- este £ ((zn),en+) = {—3, 2
lim z, = hm 1nf Ty = —% (cel mai mic punct limitd)
n—oo
lim z,, = hm sup z, = 2 (cel mai mare punct limité)
n—00 n—00
eSe verifica
inf x, < lim z, < lim z, < sup =, (-1 S—% < % < %)
neN* n—o0 n—00 neN*
eDeoarece
lim z, = -1 # 1= lim 2, = # lim z,.
n—oo n—oo

n—oo

11
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1
c) Fiex, = (14 (-1)")n+ —,Vn € N*.
n
eDeoarece N = {2k; k € N*} U {2k + 1; k € N}, se expliciteaza
1
2n + —, dacd n = 2k; k € N*
Tp = n
n 1
04+—, dacin=2k+1;k€eN
n
oSe aréti la ca
inf =
o
sup &, = +00.

neN*
eSe trece la limitd pe subsiruri

. . 1
hm Lok = hm (2 2k + 2k> = 1005 N={2kskeN"JU{2h-+ LheN}

hm Q}'2k+1 = hm (%1_’_1) =0
mulglmea punctelor limita ale sirului (zy,),, o« este £ ((@n),en+) = {+00,0} =
lim x,, = liminf x,, = 0 (cel mai mic punct limita)

n—00 n—oo
lim z, = limsup z,, = +00 (cel mai mare punct limita)
n—oo n—00

eSe verifica
inf z, < lim z, < lim 2, < sup z, (0 <0 < +oo < +00).

neN* n—oo n—oo neN*
eDecoarece

lim z, =0# +00 = hmmn:>$9hma:n

n—oo

d) Fie x,, = cos 5", Vn € N.
eSe observa ca

xo—COSOS’T—l 3:1—00313”:% gzcos%r:—%;xg:cos?’%:—l;
T4 = COS 43” = %,1'5 = cos 53“ = %1’6 = cos 63 =1,..

Din periodicitatea cu care x, ia valori in functie de n =-multimea punctelor limita ale sirului
(@n)yen este £ ((zn)pen) = {1,3,—5,~1} =

lim z,, = hm mf xy, = —1 (cel mai mic punct limita)
n—oo
lim z, = hm sup z, = 1 (cel mai mare punct limita)
n—00 n—00
eDeoarece
limaz,=-1=1= hm xn = A lim z,,.
n—oo n—00

Siruri convergente. Operatii algebrice cu siruri convergente. Criterii de convergenta
Teorema 1.3.5. (operatii algebrice cu siruri convergente) Fie (z),cy  §1 (n),ey, doud
siruri de numere reale si a € R.

a) Daca sirurile (2,),cn . 81 (Un),en,, Sunt convergente, atunci sirurile

(Tn + Yn)pen,, » (@Tn)pen,, s (Tn - Yn)nen,, » ()" )pen,, sunt convergente. In acest caz

lim (z, +y,) = lim z, + lim y,; lim (az,) =a( lim azn) :
n—oo n—oo n— oo n—oo n—oo

lim yn
lim (2, yn) = (lim l‘n> . (lim yn) i im ((z,)%") = <lim xn)”ﬂ"’
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo N
b) Daca sirul (z,,),cy,, este convergent, atunci sirul (|x,|), oy  este convergent. In acest caz
lim |z,| = ‘ lim :cn‘
n—oo n—oo
Observatia 1.3.10. Concluziile din Teorema 1.3.5 au loc si daca sirurile (zn),,c,, 81 (Un),en,, a0
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limita —oo/ + 0o, atunci cand operatiile intre —oco/ + 00/0/1 se pot defini, au sens.
Teorema 1.3.6. Daca un sir de numere reale este convergent, atunci este marginit.
Reciproc nu. (de exemplu z,, = (—1)" 2t ¥n € N* este mérginit si nu este convergent).
Teorema 1.3.7. (Weierstrass) Daca un sir de numere reale este monoton gi marginit, atunci este
sir convergent.
a) Dacd un gir de numere reale este monoton crescétor si marginit superior, atunci este convergent
si

lim z, = sup z,.

n—00 nEN,
b) Daca un gir de numere reale este monoton descrescator si marginit inferior, atunci este convergent
si

lim z, = inf z,.
n—00 nEN,,

Observatia 1.3.11.

a) Daca un sir de numere reale este monoton crescéator si nemarginit superior, atunci lim z, = +oo.
n—oo

b) Daca un sir de numere reale este monoton descrescitor i nemarginit inferior, atunci lim z, =
0. n—oo
Teorema 1.3.8. a) Daca un sir de numere reale este marginit, atunci are cel putin un punct limita
in R.

b)(lema lui Cesard) Dacd un sir de numere reale este marginit, atunci are cel putin un subsir
convergent.

Exemplul 1.3.9. Se studiazad convergenta sirului
n
Tp = ). ﬁ»w e N*.
k=1

Sirul se poate descrie:

() 1 N 1 1 N 1 - 1
T .l , s e 5 een
MmENT ol L 179l 41 T 92 41 2l4+1 2241 o 41
N—— ~
1 xr2 Tn

Termenul general nu se poate exprima fard simbolul .

eSe studiaza monotonia sirului (), cy-

_ 1 1 1 1 _(_1 1 1 _
Intl = Tn = <21+1 toegt-tmagt 2n+1+1> (21+1 Tttt 2n+1) =
— 1 %
= gntigl >0,Vn € N* =
(xn)neN* este sir monoton strict crescator=

n
1 1
k=1

oSe studiaza marginirea sirului (z,),,cy- - Deoarece
0< i < & Vke{l,..,n},¥n e N* =

2k41 > 2R
S Lo a1(g)t 1\ .
0<$n222k1<227k:§21 :1—(5) <1,\V/n€N
=12t k=1 31

Deci 0 < z, < 1,Vn € N*, chiar % < xy < 1,Vn € N*, adicd sirul este méarginit (de mentionat
cd 0 nu este neaparat inf iar 1 nu este neaparat sup din acest tip de studiu).
eSir monoton gi marginit = este gir convergent, fird a sti limita (cu metode numerice sau alte

metode).
30 n 3000 )
2 gegp = 0-T6450; 30 gy = 076450,

2k
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Teorema 1.3.9. (criteriul majorarii de convergentd, CS) Fie (z,),cy, un sir de numere
reale. Daca exista un sir (yn)neNm de numere reale pozitive si un numéar x € R astfel incat

|zn, — x| < yp,Vn € Ny, n > no,
3 lim y, =0

n—oo

atunci 3 lim z, = z.
n—oo

sin? n"
Exemplul 1.3.10. a) Fie z,, = ,Vn € N*. Se observa ca

sin?
2

_ n" 1 * . .
|.%'n‘— 0‘1 = n 0 < n,Vn € N, Crlt.:>ma3‘ 3 lim Sin nn 0.
3 lim == 0 nooo M

1
b) Fie k € N* fixat si x,, = —,Vn € N*. Se observi ca
n

1 1 *
{ Jlim £ =0 = ETA}EI;OW:O'DE’CI
n—oo M

Vk € N* fixat= 3 lim i =0.

n— oo nk

1
c) Fie z, = 27,Vn € N*. Se observa ca

|z, — 0] = 2%—0} <1vneN, it maj _ . 1 .
{ Hnlingo% =0 = Hnlggo 5w = 0. Mai mult

Va > 1 real fixat= 3 lim i =0.

n—oo qm
Mai mult,
0, dacdqe]-1,1]
. 1 dacaqg=1
n
nh—>Holoq ] +oo daci g €1, 400
3 daci g €]—o0,—1]

Exemplul 1.3.11. Fie k € N fixat si ag, ...,ar € R, ap # 0. Fie p € N fixat si bg, ...,b, € R, b, # 0.
Atunci

Z—Z’j, daca k =p
0, daca k <p
(%) - (+00) daca k>p

. ag+an—+ ...+ ak_lnk_l + aknk
lim

n—oo by + bin + ... + by_1mP—L + bynP

In particular:
nlirgo (ag +ain + ... + ap_1nF 7t + aknk) = (ax) - (+00)

Teorema 1.3.10. (trecerea la limita in inegalitati) Fie (z),cn, $ (Yn),ey,, doud siruri de
numere reale astfel incat

T < yruvn € Nman > ng.
Daca 3 lim z, =x € Rsi 3 lim y, =y € R atunci

n—oo n—oo
r <y, adicd lim z, < lim y,.
n—oo n—oo

Observatia 1.3.12. Fie (7,),cy i (Un),ey,, doud siruri de numere reale astfel incat

Tn S Yn, VN € Npp,n > ng.

Daci 3 lim z, =2 € Rsi 3 lim y, = y € R atunci
n—oo n—oo
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r <y, adicd lim =z, < lim y,.
n—oo n—oo

15

Teorema 1.3.11. (criteriul clegtelui de existentd a limitei, CS) Fie (an),cy . ;(bn),en,, Si

(Tn)pen,, siruri de numere reale astfel incét
anp <y < bTuvn € Nman > no.
Daca 3 lim a, = z,3 lim b, = z,x € R atunci 3 lim =z, = x.

n—oo n—oo n—oo

|
Exemplul 1.3.12. Fie z,, = %,Vn € N*. Se observi ca
n

| L9 .
oM L2 L o
Se alege a,, = 0,Yn € N* cu lim a, =0;b, = %,Vne N* cu lim b, = 0.

n—00 n—0o0

Atunci 3 lim =z, = 0.
n—oo

Observatia 1.3.13. Fie (7y,), oy un sir de numere reale astfel incat
Ty = Up - Up, VN € Ny,
Daca (i) (un),cy  este sir marginit; (ii) (vn),cyn  are lim v, =0,
m m n— o0

atunci 3 lim x, = 0.
n—oo

1
Exemplul 1.3.13. Fie z,, = —sinn!,Vn € N*. Se observi ci
n

(i) up, = sinn!,Vn € N* este gir marginit, deoarece |u,| < 1,Vn € N*;

(ii) v, = —,Vn € N* are lim v, = 0.
n—oo
Atunci, conform observatiei anterioare, 3 lim z,, = 0.

n—oo

Teorema 1.3.12.

a) Fie e, = (1 + )" ,¥n € N*. Atunci

este gir monoton strict crescator;
este sir marginit: 2 <e, < 3,Vn € N*;

are lim e, = e
n—oo

verifica e, < e,Vn € N*.

b) Fie e}, = (1 + %)nﬂ ,Vn € N*. Atunci

este sir monoton strict descrescator si marginit;

are lim el
n—oo

verific e, < e < el,Vn € N*.

=€

(En)pen- ©ste sir monoton crescator si marginit;

) noo ) are lim F, =e
c) Fie E, = > 4, Vn € N*. Atunci n—o0 )
=0 = en < B, <e<e,,Vn e N

E, —e, > ﬁ,Vn € No.

Toate formulele anterioare se pastreaza pentru
e inlocuit cu u, ce are proprietatea lim u, = +oc;
n—oo

oL inlocuit cu u, ce are proprietatea lim u, = 0.
n n—00

1
u

lim (1 + %)n = e inlocuit cu| lim (14 u,)“» = e, numai dacd lim u, =0

n—oo n—oo n—oo

. wfy, GOy
Exemplul 1.3.14. Fiez, = (-1)" 14+ ~———] ,Vn € N*.

n
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Se studiaza daca sirul este divergent sau convergent.
eDeoarece N = {2k; k € N*} U {2k + 1; k € N}, se expliciteaza
_{ (1-3)",  dacin=2kkeN
Il (143", dacin=2k+1L;keN

eSe trece la limitd pe subgiruri:
26\ (1)

=
I = lim (1—24)" =i T =1
Lok = A k) T M 2k, T Ne{2kikeNJU{2k+1ikeN)
uk
) ) L\ 2k
i e = fim —( (1)) =
multimea punctelor limitd ale sirului (zy,),,cn+ este £ ((zn),ens) = {—€, 2} =
lim z,, = hm 1nf xn, = —e (cel mai mic punct limitd)
n—oo
lim x, = 11m sup &, = 1 (cel mai mare punct limité)
n—oo n—00
eDeoarece lim z, = —e # < 1 hm 0 2y, = 3 lim z,,.
n—o0 n—0oo
Deci sirul este divergent.
lim yn,
Exemplul 1.3.15. Se foloseste lim (z,)%" = <lim xn>7H°° , dacd se poate defini operatia, si
n—oo n—oo
se calculeaza
m? —1 y 2n? — 1
n?—n+1 3\nt  3n
li - = 0;
a) ningo< Bn? — 2 ) 5)
li —n 0
2 _ nteo p2 _ 1 5
b) Ii T = " -] =5
MLH;Oan nt 1) ( ) (4) ’
i n?—1
©) nlin;o <4n2 n+ 1> - e

n2—1

n . . . . A . .
= 17°°— nu se atribuie niciun sens, procedand ca anterior; Atunci

n?—1 n?—1

. 4n? —5 n . 4n? -5 n
i\ T2 = 1 —nlL“;o(”(zmz_nH‘l)) B
n?—1 n—=06
an? —n+1 n 4n?2 —n-+1 ; n2—-1 n-—=6
— fim | (140 n—06 —e o An2 —n 1
n—o00 4 —n+1

Teorema 1.3.13. (Cesaro-Stolz) Fie (un),cy . $1 (Vn),cy,, doud siruri de numere reale. Daca
(i) (vn),en,, este monoton strict crescitor si nemajorat,

.s PV Up+1 — U ™
(ii) existd lim ———" =] e R,
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Un,
atunci existd lim — = 1.
n—00 Uy,
Observatie a) Daca un sir are termenul general definit printr-o suma cu un numéar de termeni
depinzand de indexul de gir n, atunci nu se poate trece la limita in suma termen cu termen. De

exemplu:

1 1 1
lim [ —+—-—+—-|=04+0+0=0, dar
n—oo s n n

~—_——

3 termeni

1 1 1
lim | —+—4+ ...+ — zlim"Tﬂzl.
n—oo | N n n n—00

n—+1 termeni
b) Daca un sir are termenul general definit printr-un produs cu un numar de factori depinzand de

indexul de gir n, atunci nu se poate trece la limitd in produs factor cu factor. De exemplu:

1 1 1
lim (l—i-)(l—i-)(l—i-) =1-1-1=1,dar
n—oo n n n
3fz:crtori
1 1 1
lim <1+) <1+> <1+> = lim (14 1) =
n—0o00 n n n n—00
n~+1 factori
1 41 1
1+ g5+ g+t =

Exemplul 1.3.16. Si se determine, daca existd, lim
n— 00 \/ﬁ
Rezolvare. Se consideré
Up = \f Vn € N*
(i) (vn),en+ este monoton strict crescitor deoarece
Unt1 —Up =vVn+1—+/n>0neN*
si este nemajorat deoarece

sup v, = lim v, = +oc.
'I’LGN* n—oo

—=,Vn € N* si

1

(ii)un+1—un: Vntl _ 1 -\/n+1+‘/ﬁ=1+ n
Untl—Un  Vn+l—yn Vn+1 n+1l—mn n+1

. Upt+l — U
= 3 lim L 9
n—=00 Up41 — Un
Atunci, conform Teoremei Cesaro-Stolz= 3 lim — = 2.
n—oo ’Un

Consecinta 1.3.1. Fie (uy), cy- un sir de numere reale.

Daca 3 hm U, = u € R, atunci 3 lim w =
n—oo

Demonstragle Se aplicd Teorema Cesaro- Stolz sirurilor
Sp =Ul + ... +uUp,Vn € N* gi y,, = n,Vn € N*,

T+V2+ 3+ .o+ %
Exemplul 1.3.17. lim TV2EVE Y

n—oo n

=1,
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deoarece | lim {/n = 1|si se aplicd Consecinta 1.3.1.
n—oo

Consecinta 1.3.2. Fie (Un),en+ un sir de numere reale strict pozitive.
Daca 4 lim u, = u € R, atunci 3 lim Yuq-...-u, = u.

n—oo n—oo
Demonstratie. Se considera girul

In ¢ = Inuy + ... + lnun'
Se aplicd Teorema Cesaro—Stcﬁz sirurilor
Sp=Inu; + ... + Inuy,, Vn € N* gi
vy = n,Vn € N*
si se obtine ca nlergo In {/uq - ...- u, = Ina, de unde rezulta concluzia.

Exemplul 1.3.18. lim {/In2-In3-...-In(n+ 1) = +o0,
—00

n
deoarece lim (In(n+ 1)) = +oo si se aplicd Consecinta 1.3.2.
n—oo

Consecinta 1.3.3. Fie (up), oy, un sir de numere reale strict pozitive.
U —
Daci 3 lim — = ¢ R, atunci 4 lim /u, =I.

n—0oo0 Uy n—oo
. . Uy U u
Demonstratie. Se scrie {/u, = p/—  — - ... - ——.
1w Up—1
.o . . . u . .
Se aplici Consecinta 1.3.2 sirului z, = ——, Vn € Ny si se obtine rezultatul.
n—1
2
. (nh) 1

Exemplul 1.3.19. T}Ln;o @n) 4

m+1)!=1-2-3-...-n-(n+1)=n! (n+1)
2n)!=1-2-3-...-n-(n+1)-...-(n+n)
Cn+1)!=1-2-3-..-n-(n+1)-...-(n+n)(n+n+1)
2n+2)!=02n)!(2n+1)(2n + 2)
"2
Se aplica Consecinta 1.3.3 pentru u, = E;'))',Vn eN* =
n)!
1?2 !
Untl _ (n+1)H” (2n)! _ (n+1)(n+1) L3 = i Yl 1
Up (2n+2)! (n)?* (2n+1)(2n+2) n—oo Uy, 4
? 1
Se deduce ca: 3 lim § (vt =l=-.
n—oo |\ (2n)! 4

18
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LIMITE STANDARD
1°. Fie k € N fixat gi ag, ...,a; € R, ap # 0. Atunci:

nh_)I{.lo (a0 + a1n + ... + ap_1n™ 1 + qxnf) = (sgnay) - (+00).
2°. Fie k € N fixat si ag, ...,ar, € R, a;, # 0. Fie p € N fixat si by, ...,b, € R, b, # 0. Atunci:
S daca k =p

k-1 k bp?
lim ag+an—+ ...+ ap_1n + apn _ 0, daci k < p

oo by + b o bpnPTL 4 bynp
n—oo by + bin + ... + bp_1nP~" + bpn (sgnZ—’;)-(-l-OO)a daca k > p

3°. | lim ¢/n=1

n—oo
Fie a € R,a > 0 fixat. Atunci: | lim {/a =1
n—oo
0, dacdqe]-1,1]
o) lm =y 1 dacia=l :
n=o0 +oo dacd g € |1, 400[
3 dacd g €]-o00,—1]
n 0, dacdqel|-1,1]
lim L — +oo, dacd g € ]1,+o00[
rmee 3 dacd g € ]—o00,—1]
qn
lim — =0, dacd g € R
n—oo n!

n

5°.Fie k € Ny fixat. Atunci: | lim a4 _ +o00, dacd g € ]1,+o0[

n—oo nk o
Fie k € N fixat. Atunci: | lim ¢"-n* = 0, daci ¢ €]0,1]
n—oo
1
Fie k € N fixat. Atunci| lim an_ 0

n—oo nk
Observatie: Toate formulele anterioare se pastreaza pentru
en inlocuit cu u, ce are proprietatea lim u, = 400;
n—oo

oL inlocuit cu u, ce are proprietatea lim w, = 0.
n n—00

Observatie: Toate formulele din Teorema 5.1.12. (limitele unor functii elementare) se pastreaza
pentru
ez inlocuit cu u, ce are proprietatea lim wu, = +o0;
n—oo
ez inlocuit cu u, ce are proprietatea lim wu, = 0;
n—oo

ez inlocuit cu u, ce are proprietatea lim u, = a;
n—oo
Observatie: Toate formulele din Teorema 5.1.13. (limitele remarcabile) se pastreaza pentru
ez inlocuit cu u,, ce are proprietatea lim u, = +oc;
n—oo

ez inlocuit cu u, ce are proprietatea lim wu, = 0.
n—oo

EXEMPLE:
1°.a) lim (2n® —2n% 4+ 1) = 4o00;b) lim (—2n° 4+ 2n® + 1) = —oo;
n—00 n—00
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2n+1 2 . 1—n? 3n3

2°. lim — = - S lim — 2" (-
a)n1—>oo?m—1 3 )n—>oo5n3+2n2+1 )n—>o<é5n7+2n2—|—1 ’
. n ™™
3°. a) hm \[—1 b) hm {ﬁzl.
n—
° . (=)"2m . —o\" . . 3\ . . .
08 Jim (2" =00) Jim U= iy ()" = 00) Jim (2)" = 4005 ) fi (1)
: —4\" 4. o (DT . L (DT g —2\" 1 _ (.
e) lim ()" 4f) lim 20 =05 g) lim 0= = lim (2)" 5 =0;
n
. 3 n 1 _ L . — TL 2 n 1 _ . _
b) Jim (&) = oo i) lim (52)"3.) 1;H;o cr = Jim (2)" -5 =0 k) lim — =0
5°. a) lin;oij = +00; b) nli_)rgojw = nh—>nolo (H)" % = +oo.

. 5 . Inn
c) hngo Znd = nhngo (2)" - n3 =0;d) nlergo & = 0se) Jgrolo 5= 0.

OSiruri Cauchy. Criteriul Cauchy de convergents.

Definitia 1.3.9. Sirul de numere reale (), oy, este sir Cauchy (sir fundamental) daca
Ve > 0,3n. € N,,, al. Vp € N*,Vn € Ny, n > n, sd rezulte |2,y — zp| < €.
Teorema 1.3.14. (Criteriul Cauchy de convergenta a sirurilor de nr. reale, CNS) Sirul
de numere reale (xn)neNm este gir convergent < este gir Cauchy.
Observatia 1.3.14. Sirul de numere reale (xy),cy,  NU este sir Cauchy (sir fundamental) daca
[Feo > 0 a.i. Yn € N,,, Ip, € N* ¢i In,, € Nm,nn > n sa rezulte ‘xn Tpn .T,'ﬁn‘ > go).

n
Exemplul 1.3.21. Se d& sirul definit prin =, = > %,Vn € N*. Sa se traga concluziile asupra
k=1
naturii sirului (z,,), ¢y, utilizand Criteriul lui Cauchy si monotonia.
Rezolvare. Sirul cu termenul general
tn=1+..+1vneN
se poate descrie

RIS NS B S 1
Tn)pen+ - ,—|—2, —|—2+3,..., —|-2—|—...—|-n,....
1 S~
o xs3 Tn

oSe verifica dacd (), - este sir Cauchy, adicd daca
Ve > 0,3n. € Ny, ad. Vp € N*,Vn € N*,n > n. = |zp4p — zn| <el.
Fie Ve > 0. Se cauta n. € N* ai. Vp € N*,Vn € N* n > n, si se obtina

sy =l = | (14t 24 b ) = (14 )| =

1 n+k>n+1,Vk=2p

1 1
et e
'n,+k:<n+1’

Vk=2p
— _D iy D p—€
<7+ +n+1 =0 <& adlcam<5©n>?.
S-a gasit ny . = [ E ] +1. S-a gasit n depinzand nu numai de ¢, ci si de p. Nu s-a reusit majorarea

n%;l nil 3 (deoarece multimea numerelor narurale nu este marginita, incat
p < ¢, Vp € N*), si astfel nu s-a reusit gisirea n depinzand doar de e.
Se intuieste ca:
-sau ca s-a majorat in pagii intermediari prea tare,
-sau chiar ca girul nu este gir Cauchy.
oSe verifica daca (z,),cn+ NU este sir Cauchy, adica daca
[Fep > 0 a.i. Vn € N*,3p,, € N* ¢i In,, € N* ), >n = ‘xﬁnﬂ,n — .'L'ﬁn‘ > go).
Se cauta ep = ...astfel incat Vn € N* si existe p, € N* (se incearcd p, = n) si sa existe
n, € N*,n,, > n (se incearca n, = n) astfel incat
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|xn+n—xn|=‘(1+...+%+#1...+L)—(1+...+%)‘:

n+n
n+k<n+n,Vk=1,n

_ 1 n_ 1
_n+1+ +n+n 1 12 n+n+ +n+n_n+n_2'
—> Vk=1,n
n+k n+n’ ’

Incercarile sunt bune, se giseste si g9 = %
= (2n),en+ NU este sir Cauchy

Criteriul Cauch; . .
= Y (%n),en+ NU este sir convergent, este divergent.

eDar (z,,),cy- este sir de numere pozitive, monoton crescator
Tpt1 — Tn = (1+-~-+%+#1) —(1+..43) =77 >0,VneN.

® (Tn), . fiind sir monoton strict crescator si divergent= lim z, = +o0.
neN * n—o0

Exemplul 1.3.22. S3i se utilizeze Criteriul lui Cauchy de convergentd a sirurilor reale pentru
n
Vn € N*.

studiul convergentei sirului z, = > 2
k=1

k27
n

Rezolvare.z, = k%,Vn € N*. Sirul cu termenul general
k= 1

T, = 12 +...+ 7, Vn € N*
se poate da si prin enumerare

11 1 1 1 1 1 1 1
(IEn)neN* . ﬁ ,ﬁ+22, 12 + + 32,,?+?++E,
~ —— ~
1 T2 3 Tn

oSe verifica daca (), este sir Cauchy, adicd daca
Ve > 0,3n. € N* a.i. Vp € N*,Vn € N*,n > n. si rezulte |x,p — 2| < €].
Fie Ve > 0. Cautam n. € N* a.i. Vp € N*,Vn € N*, n > n. si rezulte

1 1 1 1 1 1 1 1

T —Zpl =+ ...+ =2 —(m+...+=) =
[#ntp = @l ‘(12 toetwet gyt (n+p>2) (32 4t 52) | = et G
Dacase majoreaza in sensul

n+k>n+1,Vk=2p 1 1

< 5 + ... 5 = 5 < &;
1 n+1 n+1 n+1
e < T (n+1) (n+1)? ~ (nt1)
atunci, din o +1)2 < € se va gasi n. p i nu n.. Se intuieste cd sau ca s-a majorat in pasii intermediari

prea tare, sau chiar ca girul nu este sir Cauchy.
Se incearcd sd se majoreze in sensul urmator (incat sa se obtind suma telescopici)
n+k>n+k—1,Vk=1p p

1 e+ 1 . 1 o+ 71 — Z 71 —
(n+1) (n+p) ni <n+k - Vk=Tp n(n+1) (n+p—1)(n+p) =, (n+k—1)(n+k)
. P 1 1 operatii algebrice p 1 p 1
- k{:l (n+k—1 - m) cu sume finite kgl n+tk—1 kzl nt+k

1 1 1 _
Tttt n+p—1) - (Tﬂ+"'+ mp—1 T n+p) -

scapam de p, rdméne n

‘H

1 v 1 1
P »<egadicd ; <esen> .

Se gaseste ne = [%] + 1= (Tn),en~ este sir Cauchy
Criteriul Cauchy
= (

Il
Sl=
3=

Tp),cn- €ste sir convergent.

n
Observatia 1.3.16. Sirul z,, = > k—la,Vn € N* are proprietatea ca
k=1
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daca a > 1, atunci este gir Cauchy = este gir convergent
dacd o < 1, atunci nu este gir Cauchy =

= este gir divergent } .
= lim z, = +o0.

este monoton crescator n—o0

Exemplul 1. 3 23 Pentru girul definit prin

n
k=0
sa se studieze convergen‘ga cu Criteriul lui Cauchy.

Rezolvare. Sirul cu termenul general

2
Ty = 515101 + sm 2 4o+ sin (n+1) VT’L e N

se poate da si prln enumerare
sin?1 sin?1  sin?2

(xn)neN : 30 0 30 5T
—_— —— —
1 o

® (Zn),en- este sir de numere pozitive, monoton crescator
2 2 i 2
Tt — Tn = <51go 1 + sm 2 4o+ sin (n+1) + 31n37g7r1|—2)> .
) a2
— S‘g—ol + Sm 24 4 n (nH)) = Smg,(ﬁﬁ) > (0,Vn € N.

eMarginirea sau chlar limita acestui sir sunt greoi de studiat, deoarece termenul sau general al
acestuli sir se exprima greoi fard simbolul )
eSe verifica daca (x,,),cy este sir Cauchy, adica daca

Ve > 0,3n. € N ad. Vp € N*,Vn € N,n > n, sa rezulte |2,4p — x| < €.

Fie Ve > 0. Cautdm n. € N a.i. Vp € N*,Vn € N, n > n, si rezulte

|Zntp — Tn| =
1 2 sin n+1 sin?(n+2 sin?(n+p+1 in2 1 2 sin“(n+1
— ‘ sm + sm 4o+ ( ) + 37(1_"_1 ) + én+p A su?:0 sm 4o+ ( ) <
sinz(n+2) sin? (n+p+1) 1 1 (%)p*1
S W oo + 3ntp S 3n+1 + e + 3ntp = 3n+1 . %_1

B 1\P scapam de p, raméane n 1 1
—23n(1_(§)) < ggn 1 <gw <&

1

ln3

adicd 5 <e < n>
In .
Se gasegte ne = [ﬁ} + 1. = (2),cn este sir Cauchy

Criteriul Cauchy .
= (Tn),en eSte sir convergent.



