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CURS NR. 3
Analiz¼a matematic¼a, AIA

1:4: Serii de numere reale

Peste tot în aceast¼a seçtiune �e m 2 N un num¼ar natural �xat şi
Nm = fm;m+ 1; :::; n; :::g (N0 = N şi N1 = N�):

De�ni̧tia 1:4:1. Fie
(xn)n2Nm : xm; xm+1; :::; xn; :::

un şir de numere reale. Acestui şir i se ataşeaz¼a şirul sumelor parţiale
(sn)n2Nm : xm|{z}

sm

; xm + xm+1| {z }
sm+1

; :::; xm + xm+1 + :::+ xn| {z }
sn

; :::

cu termenul general

sn =

nX
k=m

xk;8n 2 Nm:

a) Se numeşte serie de numere reale, cu termenul general xn, perechea de şiruri
�
(xn)n2Nm ; (sn)n2Nm

�
:

b) Seria de numere reale cu termenul general xn se numeşte convergent¼a dac¼a şirul sumelor paŗtiale
(sn)n2Nm este convergent şi divergent¼a dac¼a şirul sumelor paŗtiale (sn)n2Nm este divergent.
c) Seria de numere reale cu termenul general xn are suma s dac¼a 9 lim

n!1
sn = s 2 R. În acest caz

se scrie

xm + xm+1 + :::+ xn + ::: = s sau
1X
n=m

xn = s:

Convenţie. Se noteaz¼a seria de numere reale cu termenul general xn cu
1X
n=m

xn:

Exemplul 1:4:1. S¼a se studieze, utilizând de�ni̧tia, natura şi suma urm¼atoarelor serii de numere
reale:

a)
1X
n=1

1

2n
;

Termenul general al seriei este:
xn =

1
2n ;8n 2 N

�, adic¼a

(xn)n2N� :
1
2 ;
1
4 ;
1
8 ; :::;

1

2n|{z}
xn

; :::.

Şirul sumelor paŗtiale are termenul general:

sn =
nP
k=1

1
2k
;8n 2 N�, adic¼a

(sn)n2N� :
1
2 ;
1
2 +

1
4 ;
1
2 +

1
4 +

1
8 ; :::;

1

2
+
1

4
+
1

8
+ :::+

1

2n| {z }
sn

; :::.

Se determin¼a limita şirului (sn)n2N� ; dac¼a exist¼a:

sn =
nP
k=1

1
2k
=

nP
k=1

�
1
2

�k
= 1

2
( 12)

n�1
1
2
�1 = 1�

�
1
2

�n )
lim
n!1

sn = 1 2 R:
Atunci seria este convergent¼a şi are suma s = 1. Se scrie
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1X
n=1

1

2n
= 1 , adic¼a 1

2 +
1
4 +

1
8 + :::+

1
2n + ::: = 1:

A se urm¼ari documentarul în patru p¼aŗti "Istoria Matematicii", produs de BBC, comentat de
Marcus du Sautoy, profesor de matematic¼a la Universitatea Oxford din Marea Britanie. Acolo
distanţa unitate este parcurs¼a de un matematician indian din Kerala cu barca, întâi jum¼atate, apoi
jum¼atate din jum¼atate ş.a.m.d. Pe unele platforme de matematic¼a distractiv¼a apar şi interpret¼ari
ale sumelor de serii legate de arii.

Ini̧tiator în teoria seriilor ar � fost matematicianul grec Arhimede, care a calculat aria sub-
gra�cului unui arc de parabol¼a prin însumarea unei serii in�nite (ast¼azi integrala) şi care a dat o
aproximare remarcabil¼a pentru �: Matematicienii indieni din Kerala au studiat seriile in�nite, în
jurul anului 1350. Începând din secolul al XV II-lea, James Gregory, Brook Taylor şi Leonhard
Euler au dezvoltat teoria.

b)
1X
n=0

1

(n+ 1) (n+ 2)
;

Termenul general al seriei este
xn =

1
(n+1)(n+2) ;8n 2 N, adic¼a

(xn)n2N :
1
1�2 ;

1
2�3 ;

1
3�4 ; :::;

1

(n+ 1) (n+ 2)| {z }
xn

; :::.

Şirul sumelor paŗtiale are termenul general:

sn =
nP
k=0

1
(k+1)(k+2) ;8n 2 N, adic¼a

(sn)n2N :
1
1�2 ;

1
1�2 +

1
2�3 ;

1
1�2 +

1
2�3 +

1
3�4 ; :::;

1

1 � 2 +
1

2 � 3 +
1

3 � 4 + :::+
1

(n+ 1) (n+ 2)| {z }
sn

; :::.

Se determin¼a limita şirului (sn)n2N, dac¼a exist¼a:
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sn =
nP
k=0

1
(k+1)(k+2) =

nP
k=0

�
1
k+1 �

1
k+2

�
operaţii algebrice

=
cu sume �nite

nP
k=0

1
k+1 �

nP
k=0

1
k+2 =

=
�
1
1 +

1
2 + :::+

1
n+1

�
�
�
1
2 + :::+

1
n+1 +

1
n+2

�
= 1� 1

n+2 )
lim
n!1

sn = 1 2 R:
Atunci seria este convergent¼a şi are suma s = 1. Se scrie

1X
n=0

1

(n+ 1) (n+ 2)
= 1 , adic¼a 1

1�2 +
1
2�3 +

1
3�4 + :::+

1
(n+1)(n+2) + ::: = 1:

Comentariu. Conform c), se observ¼a c¼a:
1X
n=0

1

(n+ 1) (n+ 2)| {z }
(C);=1

6=
1X
n=0

1

n+ 1| {z }
(D);=1

�
1X
n=0

1

n+ 2| {z }
(D);=1

Operaţiile algebrice cu serii sunt precizate în Teorema 1:4:1 şi posibil de efectuat între serii
convergente sau care au sume pentru care, în urma adun¼arii, conduc la determinare.

c)
1X
n=1

1

n
;

Termenul general al seriei este:
xn =

1
n ;8n 2 N

�, adic¼a

(xn)n2N� :
1
1 ;
1
2 ;
1
3 ; :::;

1

n|{z}
xn

; :::.

Şirul sumelor paŗtiale are termenul general:

sn =
nP
k=1

1
k ;8n 2 N

�, adic¼a

(sn)n2N� :
1
1 ;
1
1 +

1
2 ;
1
1 +

1
2 +

1
3 ; :::;

1

1
+
1

2
+
1

3
+ :::+

1

n| {z }
sn

; :::.

Se determin¼a limita şirului (sn)n2N� : La "Şiruri Cauhy" s-a demonstrat c¼a şirul (sn)n2N� nu este
şir Cauhy, deci este divergent. Deoarece este strict cresc¼ator)

lim
n!1

sn =1)
seria este divergent¼a şi are suma s =1. Se scrie

1X
n=1

1

n
=1 , adic¼a 1

1 +
1
2 +

1
3 + :::+

1
n + ::: =1:

Seria se numeşte serie armonic¼a, deoarece �ecare termen, începând cu al doilea, este media
armonic¼a a termenilor vecini.

Curiozitate amuzant¼a: "Un matematician organizeaz¼a o loterie în care câştigul este o sum¼a
in�nit¼a de bani. Precizeaz¼a c¼a metoda de ridicare a câştigului de c¼atre "fericit" este: 1e în prima
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s¼apt¼amân¼a de la câştig, 12e în a doua s¼apt¼amân¼a,
1
3e în a treia s¼apt¼amân¼a ş.a.m.d. Câştig¼atorul

nu va tr¼ai mai mult de înc¼a 100 de ani, adic¼a 5200 de s¼apt¼amâni, adic¼a va ridica doar s5200e,
5200X
n=1

1
n = 9:1337e şi nu un câştig in�nit! Matematicianul este cel care câştig¼a în urma organiz¼arii

loteriei!"
5200X
n=1

1
n = 9: 133 7 şi

1X
n=1

1
n =1 cu Scienti�c WorkPlace

S-ar putea raţiona c¼a suma seriei armonice ar � un num¼ar �nit, deoarece, pe m¼asur¼a ce se
adaug¼a din ce în ce mai muļti termeni, se adug¼a din ce în ce mai puţin la total. Şi printr-un
program implementat pe un anumit calculator s-ar putea obţine o sum¼a �nit¼a. Calculatoarele mai
vechi gestionau numere pân¼a la o anumit¼a dimensiune, 10100; şi considerau 1

10100+1
' 0: Un asfel

de calculator spunea c¼a suma seriei armonice ar �
10100X
n=1

1
n = 230:84; dac¼a programul era l¼asat s¼a

ruleze su�cient de mult. Cu toate acestea, seria armonic¼a diverge- suma creşte f¼ar¼a a �m¼arginit¼a,
rezultat demonstrat în urm¼a cu 600 de ani de un matematician francez medieval, Nichole Oresme.
Din acest motiv, în aproximarea sumelor de serii numerice folosind programe pe calculator, se
studiaz¼a întâi convergenţa seriei (folosind criterii, de exemplu), apoi se ruleaz¼a programul. Ast¼azi,

programe-interfȩte precum Scienti�c WorkPlace a�̧seaz¼a
1X
n=1

1
n =1 instantaneu.

Numele provine de la greci. Pitagora a studiat notele emise de corzi ciupite (analog clape) la
diferite lungimi. A constatat armonie în leg¼atur¼a cu notele emise la lungimile 1; 12 ;

1
3 care sunt în

medie armonic¼a 2
1
1
+ 1

1
3

= 1
2 : Aceste note sunt fundamentale pentru teoria pitagoreic¼a a armoniei,

legat¼a de lungimile de coard¼a, de cvinta perfect¼a şi de octave. Tot Pitagora a denumit cubul cu 6
vârfuri, 8 fȩte şi 12 muchii, precum şi octaedrul cu 6 fȩte, 8 vârfuri şi 12 muchii "corpuri armonice",
deoarece 2

1
6
+ 1
12

= 8:

Seria armonic¼a este cea care este utilizat¼a şi pentru a r¼aspunde câte c¼aderi record de ploaie au
avut loc în ultimii 100 de ani, de când sunt înregistr¼ari meteorologice; şi în studiul blocajelor în
tra�c; şi în testarea rezistenţei la ruperea grinzilor de lemn; şi în amestecarea aleatoare a c¼aŗtilor
de joc într-un cazino sau într-un joc pe calculator; şi în transferul de combustibil de la un jeep la
altul pentru a traversa deşertul. A se vedea "In perfect harmony", de John H. Webb, pe

https://plus.maths.org/content/perfect-harmony
Unele serii armonice generalizate sau alternante generalizate au sume �nite. Gregory şi Taylor

au ar¼atat c¼a

4

1X
n=1

(�1)n�1

2n� 1 = �: (utilizat¼a pentru scrierea num¼arului � cu un num¼ar mare de zecimale

exacte înainte de era calculatorului; a se vedea şi https://ro.wikipedia.org/wiki/Pi)
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Sunt şi alte serii armonice cu sume �nite
1X
n=1

1

n2
=
�2

6
; şi

1X
n=1

(�1)n+1

n
= ln 2;

ale c¼aror sume se vor descoperi folosind serii Fourier, respectiv serii Taylor.

d)
1X
n=1

ln
n+ 1

n
;

Termenul general al seriei este:
xn = ln

n+1
n ;8n 2 N�.

Şirul sumelor paŗtiale are termenul general:

sn =
nP
k=1

ln k+1k ;8n 2 N
�.

Se determin¼a limita şirului (sn)n2N� ; dac¼a exist¼a:

sn =
nP
k=1

ln k+1k =
nP
k=1

(ln (k + 1)� ln (k)) operaţii algebrice=
cu sume �nite

nP
k=1

ln (k + 1)�
nP
k=1

ln (k) =

= (ln 2 + :::+ lnn+ ln (n+ 1))� (ln 1 + ln 2 + :::+ lnn) = ln (n+ 1)� ln 1)
lim
n!1

sn = +1:
Atunci seria este divergent¼a şi are suma s = +1. Se scrie

1P
n=1

ln n+1n = +1.

e)
1X
n=1

(�1)n ;

Termenul general al seriei este:
xn = (�1)n ;8n 2 N�.

Şirul sumelor paŗtiale are termenul general:

sn =
nP
k=1

(�1)k ;8n 2 N�.

Se determin¼a limita şirului (sn)n2N� , dac¼a exist¼a:

sn =
nP
k=1

(�1)k =
(

0; dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
�1; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N )

@ lim
n!1

sn:

Atunci seria este divergent¼a şi nu are sum¼a.
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Seria geometric¼a. Fie q 2 R. Seria geometric¼a
1X
n=m

qn este8<:
convergent¼a, cu suma s = qm 1

1�q , dac¼a q 2 ]�1; 1[
divergent¼a, cu suma s = +1, dac¼a q 2 [1;+1[
divergent¼a şi nu are sum¼a, dac¼a q 2 ]�1;�1] :

Pentru m = 0, convenţia este s¼a se noteze 1 +
1X
n=1

qn; adic¼a

1 +
1X
n=1

qn =
1

1� q ; dac¼a q 2 ]�1; 1[ sau 1 + q + q
2 + :::+ qn + ::: =

1

1� q ; dac¼a q 2 ]�1; 1[

Demonstra̧tie. Fie q 2 R.
Termenul general al seriei este

xn = q
n;8n 2 Nm, adic¼a

(xn)n2Nm : q
m; qm+1; :::; qn|{z}

xn

; :::.

Şirul sumelor paŗtiale are termenul general

sn =
nX

k=m

qk;8n 2 Nm, adic¼a

(sn)n2Nm : q
m; qm + qm+1; qm + qm+1; :::; qm + qm+1 + :::+ qn| {z }

sn

; :::.

Se determin¼a limita şirului (sn)n2Nm ; dac¼a exist¼a

sn =

nX
k=m

qk =

(
qm qn�m+1�1

q�1 , dac¼a q 2 Rn f1g
n�m+ 1, dac¼a q = 1:

Deoarece

lim
n!1

qn =

8>><>>:
0; dac¼a q 2 ]�1; 1[
1 dac¼a q = 1
+1 dac¼a q 2 ]1;+1[
@ dac¼a q 2 ]�1;�1]

)

8>>>><>>>>:
dac¼a q 2 ]�1; 1[ ; atunci 9 lim

n!1
sn = q

m 1
1�q

dac¼a q = 1; atunci 9 lim
n!1

sn = +1
dac¼a q 2 ]1;+1[ ; atunci 9 lim

n!1
sn = +1

dac¼a q 2 ]�1;�1] ; atunci @ lim
n!1

sn:

Exemple. q = �1
2 ;m = 0. Seria geometric¼a 1 +

1X
n=1

�
�1
2

�n
este (C) şi

1 +
�1
2
+
1

4
+ :::+

(�1)n

2n
+ ::: =

1

1� �1
2

:

q = �
2 ;m = 0. Seria geometric¼a 1 +

1X
n=1

�
�
2

�n este (D) şi
1 +

�

2
+
�2

4
+ :::+

�n

2n
+ ::: = +1:

q = �
p
2;m = 0. Seria geometric¼a 1 +

1X
n=1

�
�
p
2
�n
este (D) şi nu are sum¼a.

Exemple. Folosind seria geometric¼a, s¼a se scrie 0; 0 (2) ca fraçtie.
Se observ¼a c¼a
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0; 0 (2) = 0; 02 + 0; 002 + 0; 0002 + :::0; 00:::0| {z }
n zerouri

2 + :::;

adic¼a se poate scrie ca suma unei serii geometrice cu ra̧tia q = 0; 1 şi primul termen x1 = 0; 02:
Atunci

0; 0 (2) = 0; 02 � 1

1� 0; 1 =
2

90
:

Teorema 1:4:1:(opera̧tii algebrice cu serii convergente) Fie
1X
n=m

xn şi
1X
n=m

yn dou¼a serii de

numere reale şi � 2 R. Dac¼a seriile
1X
n=m

xn şi
1X
n=m

yn sunt convergente atunci seriile
1X
n=m

(xn + yn)

şi
1X
n=m

� (xn) sunt convergente. În acest caz

1X
n=m

(xn + yn) =

1X
n=m

xn +

1X
n=m

yn şi
1X
n=m

� (xn) = �

1X
n=m

xn:

Propozi̧tia 1:4:1. Dac¼a se schimb¼a ordinea unui num¼ar �nit de termeni ai unei serii de numere
reale, atunci se obţine o nou¼a serie de numere reale, care are aceeaşi natur¼a (convergent¼a sau
divergent¼a) cu seria ini̧tial¼a. În caz de convergenţ¼a, suma noii serii este egal¼a cu suma seriei
ini̧tiale.

Dac¼a se schimb¼a ordinea unui num¼ar in�nit de termeni, rezultatul anterior nu se mai p¼astreaz¼a.
Propozi̧tia 1:4:2. Dac¼a se ad¼aug¼a = se suprim¼a un num¼ar �nit de termeni ai unei serii de numere
reale, atunci se obţine o nou¼a serie de numere reale, care are aceeaşi natur¼a (convergent¼a sau
divergent¼a) cu seria ini̧tial¼a. În caz de convergenţ¼a, suma noii serii este egal¼a cu suma seriei ini̧tiale
la care se adun¼a = se scade suma termenilor ad¼augaţi = suprima̧ti.
Observa̧tia 1:4:1. Exist¼a serii pentru care şirul sumelor paŗtiale nu poate �exprimat far¼a simbolulP
sau pentru care lim

n!1
sn nu poate � determinat¼a prin metode elementare. Se va studia natura

acestor serii utilizând criterii (criteriile ofer¼a natura, dar nu şi suma seriei):
Teorema 1:4:2: (Criteriul general CNS al lui Cauchy pentru serii). Seria de numere reale
1X
n=m

xn este convergent¼a dac¼a şi numai dac¼a

8" > 0;9n" 2 Nm astfel încât 8p 2 N�;8n 2 Nm; n � n" ) jxn+1 + :::+ xn+pj < ":
Teorema 1:4:3.

a) CN de convergenţ¼a. Dac¼a seria de numere reale
1X
n=m

xn este convergent¼a, atunci 9 lim
n!1

xn = 0:

Reciproc nu.

b) CS de divergenţ¼a. Dac¼a @ lim
n!1

xn sau 9 lim
n!1

xn 6= 0, atunci seria de numere reale
1X
n=m

xn

este divergent¼a. Reciproc nu.

Oberva̧tia 1:4:2. La Exemplul 1:4:1; punctul c) cu
1P
n=1

ln n+1n se observ¼a c¼a lim
n!1

xn = 0, dar seria

este divegent¼a. Condi̧tia lim
n!1

xn = 0 este numai condi̧tie necesar¼a de convergenţ¼a, nu şi su�cient¼a.

Exemplul 1:4:2. S¼a se studieze natura seriei

a)
1X
n=0

1 + (�1)n

2
;
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Termenul general al seriei este:
xn =

1+(�1)n
2 ;8n 2 N.

xn =

(
1; dac¼a n = 2ek;ek 2 N
0; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N

Cum @ lim
n!1

xn(6= 0)
CS de divergenţ¼a) seria

1P
n=0

1+(�1)n
2 este divergent¼a.

b)
1X
n=1

�n � 1

en + 1
;

Termenul general al seriei este:
xn = �

n � 1
en+1 ;8n 2 N

�.
Şirul sumelor paŗtiale este:

sn =
nP
k=1

�k � 1
ek+1

;8n 2 N�.

Nu se poate exprima sn f¼ar¼a simbolul
P
)nu se va aplica de�ni̧tia în studiul convergenţei seriei.

Cum lim
n!1

xn = lim
n!1

�n � 1
en+1 = lim

n!1

�
�
e

�n � 1

1 + 1
en
= +1 6= 0 CS de divergenţ¼a)

seria
1P
n=1

�n � 1
en+1 este divergent¼a.

De�ni̧tia 1:4:2. Seria de numere reale
1X
n=m

xn se numeşte serie cu termeni pozitivi (cu termeni

strict pozitivi) dac¼a
xn � 0;8n 2 Nm(xn 	 0;8n 2 Nm):

De�ni̧tia 1:4:3. Seria de numere reale
1X
n=m

xn se numeşte absolut convergent¼a dac¼a seria
1X
n=m

jxnj

este convergent¼a.

Teorema 1:4:4. Dac¼a seria de numere reale
1X
n=m

xn este absolut convergent¼a atunci este conver-

gent¼a.

De�ni̧tia 1:4:4. Seria de numere reale
1X
n=m

xn se numeşte semiconvergent¼a dac¼a este convergent¼a

şi nu este absolut convergent¼a.
Oberva̧tia 1:4:3. Se vor enunţa criterii pentru serii cu termeni pozitivi (chiar strict pozitivi):

Dac¼a o serie de numere reale
1X
n=m

xn este cu termeni oarecare, atunci se ataşeaz¼a seria modulelor

1X
n=m

jxnj ; care este o serie cu termeni pozitivi. Se aplic¼a criteriile seriei
1X
n=m

jxnj ; şi, în caz c¼a se

obţine convergenţ¼a, se deduce c¼a seria cu termeni oarecare
1X
n=m

xn este absolut convergent¼a.

Teorema 1:4:4. (Criteriul monotoniei, CNS). Fie seria de numere reale
1X
n=m

xn cu ter-

meni pozitivi, xn � 0;8n 2 Nm. Seria este convergent¼a dac¼a şi numai dac¼a şirul sumelor paŗtiale
(sn)n2Nm este m¼arginit superior
(de menţionat c¼a dac¼a seria este cu termeni pozitivi, atunci şirul sumelor paŗtiale este un şir cu
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termeni pozitivi şi monoton cresc¼ator):
Teorema 1:4:5: (Criteriul compara̧tiei cu inegalit¼a̧ti, CS). Fie seriile de numere reale
1X
n=m

xn şi
1X
n=m

yn; cu termeni pozitivi.

a) Dac¼a
0 �|{z}
în plus

xn � yn;8n 2 Nm;

şi dac¼a seria
1X
n=m

yn este convergent¼a, atunci seria
1X
n=m

xn este convergent¼a.

b) Dac¼a
0 � yn � xn;8n 2 Nm

şi dac¼a seria
1X
n=m

yn este divergent¼a, atunci seria
1X
n=m

xn este divergent¼a.

Teorema 1:4:50: (Criteriul compara̧tiei cu raport, CS). Fie seriile de numere reale
1X
n=m

xn şi

1X
n=m

yn; cu termeni strict pozitivi.

a) Dac¼a
xn+1
xn

� yn+1
yn

;8n 2 Nm;

şi dac¼a seria
1X
n=m

yn este convergent¼a atunci seria
1X
n=m

xn este convergent¼a.

b) Dac¼a
yn+1
yn

� xn+1
xn

;8n 2 Nm

şi dac¼a seria
1X
n=m

yn este divergent¼a atunci seria
1X
n=m

xn este divergent¼a.

Seria armonic¼a generalizat¼a. Fie � 2 R: Seria
1X
n=1

1

n�
este divergent¼a dac¼a � � 1 şi convergent¼a

(chiar absolut convergent¼a) dac¼a � > 1.
Demonstra̧tie. Fie � 2 R: Termenul general al seriei este

xn =
1

n�
;8n 2 N�.

Şirul sumelor paŗtiale are termenul general

sn =
nP
k=1

1

k�
;8n 2 N�.

Nu se poate exprima sn f¼ar¼a simbolul
P
)nu se va aplica de�ni̧tia în studiul convergenţei seriei.

�Cum lim
n!1

xn = lim
n!1

1

n�
=

8<:
+1; dac¼a � < 0;
0; dac¼a � > 0;
1; dac¼a � = 0:

CS de divergenţ¼a) Seria
1X
n=1

1

n�
este divergent¼a pentru � � 0:

�R¼amâne s¼a se studieze natura seriei pentru � > 0.
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�Pentru � = 1 seria armonic¼a
1X
n=1

1

n
este divergent¼a deoarece şirul sumelor paŗtiale este divergent

(a se vedea Exemplul 1:4:1; c)) sau direct, cu Criteriul Cauchy de la serii.
�Pentru 0 < � < 1) n� < n;8n 2 N� ) 1

n� >
1
n ;8n 2 N

�: Se aplic¼a criteriul compara̧tiei cu seria
1X
n=1

1
n şi rezult¼a c¼a seria

1X
n=1

1

n�
este divergent¼a.

�Pentru � > 1; se utilizeaz¼a c¼a
�Şirul (sn)n2N� este şir monoton cresc¼ator, deoarece

sn+1 � sn = 1
(n+1)�

> 0;8n 2 N�:Atunci sn � s2n ;8n 2 N�:
�Se arat¼a c¼a şirul (sn)n2N� este şir m¼arginit. Într-adev¼ar

0 < sn =

nX
k=1

1

k�
� s2n = 1 + 1

2� +

�
1

3�
+
1

4�

�
| {z }
2 termeni

+

+

�
1

5�
+
1

6�
+
1

7�
+
1

8�

�
| {z }

22 termeni

+ :::+

�
1

(2n�1 + 1)�
+ :::+

1

(2n�1 + 2n�1)�

�
| {z }

2n�1 termeni

<

< 1 + 1
2� + 2 �

1
2� + 4 �

1
4� + :::+ 2

n�1 � 1
(2n�1)� = 1 +

1
2� +

1
2��1 +

1
(22)��1

+ :::+ 1
(2n�1)��1

=

= 1 + 1
2� +

�
1

2��1 +
1

(2��1)2
+ :::+ 1

(2��1)n�1

�
= 1 + 1

2� +
1

2��1 �
1� 1

(2��1)n�1

1� 1
2��1

<

< 1 + 1
2� +

1
2��1 �

1
1� 1

2��1
;8n 2 N�

) şirul (sn)n2N� este m¼arginit.
�Deoarece şirul (sn)n2N� este monoton cresc¼ator şi m¼arginit, rezult¼a c¼a este convergent)pentru

� > 1, seria
1X
n=1

1

n�
este convergent¼a.

Exemple. Fie � = 1: Seria armonic¼a
1X
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+
1

3
+ :::+

1

n
+ :::este (D) :

Fie � = �3
2 : Seria armonic¼a generalizat¼a1X

n=1

n
p
n = 1 + 2

p
2 + 3

p
3 + :::+ n

p
n+ :::este (D) :

Fie � = 1
2 : Seria armonic¼a generalizat¼a1X

n=1

1p
n
= 1 +

1p
2
+

1p
3
+ :::+

1p
n
+ :::este (D) :

Fie � = 3
2 : Seria armonic¼a generalizat¼a1X

n=1

1

n
p
n
= 1 +

1

2
p
2
+

1

3
p
3
+ :::+

1

n
p
n
+ :::este (AC) :

Fie � = 2: Seria armonic¼a generalizat¼a
1X
n=1

1

n2
= 1 +

1

22
+
1

32
+ :::+

1

n2
+ :::este (AC) :

Exemplul 1:4:3. S¼a se studieze natura urm¼atoarelor serii de numere reale
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a)
1P
n=1

1
n3+n2+n+1

;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este
xn =

1
n3+n2+n+1

;8n 2 N�
) lim

n!1
xn = 0)seria poate � convergent¼a.

Etapa 2. Se studiaz¼a natura şi suma seriei cu de�ni̧tia.
Şirul sumelor paŗtiale este

sn =
nP
k=1

1
k3+k2+k+1

;8n 2 N� )

Nu se va aplica de�ni̧tia în studiul convergenţei seriei.
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.
�Criteriul comparaţiei cu inegalit¼aţi. Deoarece şirul (xn)n2N� are termeni pozitivi şi

0 � 1
n3+n2+n+1

� 1
n3
;8n 2 N�:

1X
n=1

1
n3
este serie convergent¼a

ca şi serie armonic¼a cu � = 7 > 1

9>>>=>>>;
C. comparaţiei)

1X
n=1

1
n3+n2+n+1

este serie convergent¼a.

b)
1X
n=1

1
2n
p
n+1

;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este
xn =

1
2n
p
n+1

;8n 2 N�
) lim

n!1
xn = 0)seria poate � convergent¼a.

Etapa 2. Se studiaz¼a natura seriei şi suma ei cu de�ni̧tia. Şirul sumelor paŗtiale este

sn =
nP
k=1

1
2k
p
k+1

;8n 2 N�.

Nu se va aplica de�ni̧tia în studiul convergenţei seriei.
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.
modul 1. Criteriul Cauchy pentru serii. Se veri�c¼a dac¼a

8" > 0;9n" 2 N� astfel încât 8p 2 N�;8n 2 N�; n � n" ) jxn+1 + :::+ xn+pj < ":
Fie 8" > 0: Se caut¼a n" 2 N� astfel încât 8p 2 N�;8n 2 N�; n � n" )
jxn+1 + :::+ xn+pj =

��� 1
2n+1

p
n+2

+ :::+ 1
2n+p

p
n+p+1

��� = 1
2n+1

� 1p
n+2

+ :::+ 1
2n+p

� 1p
n+p+1

�

� 1
2n+1

� 1 + :::+ 1
2n+p

� 1 = 1
2n+1

+ :::+ 1
2n+p

= 1
2n+1

� (
1
2)

p�1
1
2
�1 = 1

2n

�
1�

�
1
2

�p�
<

sc¼ap¼am de p, r¼amâne n
< 1

2n � 1 < ";
adic¼a 1

2n < ", n >
ln 1

"
ln 2 : Se g¼aseşte n" =

h
ln 1

"
ln 2

i
+ 1:

)este veri�cat Criteriul Cauchy)seria
1X
n=1

1
2n
p
n+1

este convergent¼a.

modul 2. Criteriul comparaţiei cu inegalit¼aţi. Deoarece şirul (xn)n2N� are termeni pozitivi,
Se încearc¼a:
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0 � 1
2n
p
n+1

� 1p
n+1

< 1p
n
;8n 2 N�:

1P
n=1

1p
n
este serie divergent¼a

ca şi serie armonic¼a cu � = 1
2 :

9>>=>>;
C. comparaţiei) nu se poate a�rma dac¼a seria este conver-

gent¼a sau divergent¼a.
Se încearc¼a:
0 � 1

2n
p
n+1

� 1
2n ;8n 2 N

�:
1P
n=1

�
1
2

�n
este serie convergent¼a

ca şi serie geometric¼a cu q = 1
2 2 ]�1; 1[

9>>=>>;
C. comparaţiei)

1X
n=1

1
2n
p
n+1

este serie convergent¼a.

c)
1X
n=1

1
5n cosn

n;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este

xn =
1

5n|{z}
!0

cosnn| {z }
m¼arginit

;8n 2 N�

) lim
n!1

xn = 0)seria poate � convergent¼a.
Etapa 2. Se studiaz¼a natura seriei şi suma ei cu cu de�ni̧tia. Şirul sumelor paŗtiale este

sn =
nP
k=1

1
5k
cos kk;8n 2 N�.

Nu se va aplica de�ni̧tia în studiul convergenţei seriei.
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.
modul 1. Criteriul Cauchy pentru serii. Se veri�c¼a dac¼a

8" > 0;9n" 2 N� astfel încât 8p 2 N�;8n 2 N�; n � n" ) jxn+1 + :::+ xn+pj < ":
Fie 8" > 0: Se caut¼a n" 2 N� astfel încât 8p 2 N�;8n 2 N�; n � n" )
jxn+1 + :::+ xn+pj =

��� 1
5n+1

cos (n+ 1)n+1 + :::+ 1
5n+p

cos (n+ p)n+p
��� �

�
��� 1
5n+1

cos (n+ 1)n+1
���+ :::+ �� 1

5n+p
cos (n+ p)n+p

�� =
� 1

5n+1

���cos (n+ 1)n+1���+ :::+ 1
5n+p

��cos (n+ p)n+p�� �
� 1

5n+1
+ :::+ 1

5n+p
= 1

5n+1
� (

1
5)

p�1
1
5
�1 = 1

4�5n
�
1�

�
1
5

�p�
<

sc¼ap¼am de p, r¼amâne n
< 1

4�5n � 1 <
1
5n < ";

adic¼a 1
5n < ", n >

ln 1
"

ln 5 : Se g¼aseşte n" =
h
ln 1

"
ln 5

i
+ 1:

)este veri�cat Criteriul Cauchy)seria
1X
n=1

1
5n cosn

n este converegent¼a.

modul 2. Criteriul comparaţiei cu inegalit¼aţi. Deoarece şirul (xn)n2N� are şi termeni pozitivi şi
termeni negativi) nu se poate aplica direct Criteriul compara̧tiei. Se va studia absoluta conver-

genţ¼a a seriei cu termeni oarecare
1X
n=1

1
5n cosn

n, adic¼a se va studia dac¼a seria
1X
n=1

�� 1
5n cosn

n
�� este

convergent¼a.
0 �

�� 1
5n cosn

n
�� � 1

5n ;8n 2 N
�:

1P
n=1

�
1
5

�n
este serie convergent¼a

ca şi serie geometric¼a cu q = 1
5 2 ]�1; 1[

9>>=>>;
C. comparaţiei)

1X
n=1

�� 1
5n cosn

n
�� este serie convergent¼a)
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1X
n=1

1
5n cosn

n este serie absolut convergent¼a.

Teorema 1:4:6: (Criteriul compara̧tiei cu limit¼a, forma tare, CS). Fie seriile de numere

reale
1X
n=m

xn şi
1X
n=m

yn cu termeni strict pozitivi astfel încât

9 lim
n!1

xn
yn
= l 2 [0;+1]

a) Dac¼a 0 < l < +1 atunci cele dou¼a serii au aceeaşi natur¼a;

b) Dac¼a l = 0 şi seria
1X
n=m

yn este convergent¼a atunci seria
1X
n=m

xn este convergent¼a;

c) Dac¼a l = +1 şi seria
1X
n=m

yn este divergent¼a atunci seria
1X
n=m

xn este divergent¼a.

Teorema 1:4:60: (Criteriul compara̧tiei cu limit¼a, forma slab¼a, CS). Fie seriile de numere

reale
1X
n=m

xn şi
1X
n=m

yn cu termeni strict pozitivi astfel încât

9 lim
n!1

xn
yn
= l 2 [0;+1]

a) Dac¼a 9 lim
n!1

xn
yn
= l� 2 [0;+1[ atunci

�dac¼a
1X
n=m

yn este convergent¼a atunci seria
1X
n=m

xn este convergent¼a;

�dac¼a
1X
n=m

xn este divergent¼a atunci seria
1X
n=m

yn este divergent¼a;

b) Dac¼a 9 lim
n!1

xn
yn
= l� 2 ]0;+1] atunci

�dac¼a
1X
n=m

xn este convergent¼a atunci seria
1X
n=m

yn este convergent¼a;

�dac¼a
1X
n=m

yn este divergent¼a atunci seria
1X
n=m

xn este divergent¼a;

c) Dac¼a 0 < lim
n!1

xn
yn
� lim
n!1

xn
yn
< +1 atunci

1X
n=m

xn
au aceeaşi natur¼a�

1X
n=m

yn:

Exemplul 1:4:3. S¼a se studieze natura urm¼atoarelor serii de numere reale

a)
1X
n=1

sin 1
n2
;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este
xn = sin

1
n2
;8n 2 N�

) lim
n!1

xn = 0)seria poate � convergent¼a.
Etapa 2. Cu de�ni̧tia-NU
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.

Criteriul comparaţiei cu limit¼a. Deoarece şirul (xn)n2N� este cu termeni strict pozitivi şi
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9 lim
n!1

sin 1
n2
1
n2

= 1 2 ]0;+1[
1X
n=1

1
n2
este serie convergent¼a

ca şi serie armonic¼a cu � = 2

9>>>>=>>>>;
C. comparaţiei)
cu limit¼a

1X
n=1

sin 1
n2
este serie convergent¼a.

b)
1X
n=1

1
n3�n2+11 ;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este
xn =

1
n3�n2+11 ;8n 2 N

�

) lim
n!1

xn = 0)seria poate � convergent¼a.
Etapa 2. Cu de�ni̧tia-NU
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.

Criteriul comparaţiei cu limit¼a. Deoarece şirul (xn)n2N� este cu termeni strict pozitivi şi

9 lim
n!1

1
n3�n2+11

1
n2

= 0

1X
n=1

1
n2
este serie convergent¼a

ca şi serie armonic¼a cu � = 2

9>>>>=>>>>;
C. comparaţiei)
cu limit¼a

1X
n=1

1
n3�n2+11 este serie convergent¼a.

c)
1X
n=1

1p
n+1

;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este
xn =

1p
n+1

;8n 2 N�
) lim

n!1
xn = 0)seria poate � convergent¼a.

Etapa 2. Cu de�ni̧tia-NU
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.

Criteriul comparaţiei cu limit¼a. Deoarece şirul (xn)n2N� este cu termeni strict pozitivi şi

9 lim
n!1

1p
n+1
1
n

= +1
1X
n=1

1
n este serie divergent¼a

ca şi serie armonic¼a cu � = 1

9>>>>=>>>>;
C. comparaţiei)
cu limit¼a

1X
n=1

1p
n+1

este serie divergent¼a.

Teorema 1:4:7: (Criteriul în �, CS). Fie seria de numere reale
1X
n=m

xn cu termeni pozitivi.

a) Dac¼a 9� > 1 a.î. 0 � lim
n!1

(n� � xn) < +1 atunci
1X
n=m

xn este convergent¼a;

b) Dac¼a 9� � 1 a.î. 0 < lim
n!1

(n� � xn) � +1 atunci
1X
n=m

xn este divergent¼a.

Teorema 1:4:8: (Criteriul de condensare Cauchy). Fie seria de numere reale
1X
n=m

xn, cu

termeni pozitivi xn > 0;8n 2 Nm. Dac¼a şirul (xn)n2Nm este monoton descresc¼ator, atunci
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1X
n=m

xn
are aceeaşi natur¼a�

1X
n=m

2nx2n :

Teorema 1:4:9: (Criteriul raportului-D�Alembert, forma slab¼a, CS). Fie seria de numere

reale
1X
n=m

xn, cu termeni strict pozitivi xn 	 0;8n 2 Nm.

a) Dac¼a lim
n!1

xn+1
xn

< 1; atunci seria
1X
n=m

xn este convergent¼a.

b) Dac¼a lim
n!1

xn+1
xn

> 1; atunci seria
1X
n=m

xn este divergent¼a.

c) Dac¼a lim
n!1

xn+1
xn

� 1; sau lim
n!1

xn+1
xn

� 1 atunci nu se poate preciza natura seriei.

Dac¼a 9 lim
n!1

xn+1
xn
; atunci criteriul anterior se numeşte forma tare.

Exemplul 1:4:4. S¼a se studieze natura urm¼atoarelor serii de numere reale

a)
1X
n=1

3n

n! ;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este
xn =

3n

n! ;8n 2 N
�

) lim
n!1

xn = 0)seria poate � convergent¼a.
Etapa 2. Cu de�ni̧tia-NU
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.

Criteriul raportului, forma tare. Deoarece şirul (xn)n2N� este cu termeni strict pozitivi şi

9 lim
n!1

xn+1
xn

= lim
n!1

3n+1

(n+1)! �
n!
3n = lim

n!1
3
n+1 = 0 < 1

o
C. raportului)
forma tare

1X
n=1

3n

n! este serie convergent¼a.

b)
1X
n=1

n!
�
2
n

�n
;

Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.
Criteriul raportului, forma tare. Deoarece şirul (xn)n2N� este cu termeni strict pozitivi şi

9 lim
n!1

xn+1
xn

= lim
n!1

(n+ 1)!
�

2
n+1

�n+1
� 1n! �

�
n
2

�n
= lim
n!1

2 nn

(n+1)n
= 2

e < 1

�
C. raportului)
forma tare

1X
n=1

n!
�
2
n

�n
este serie convergent¼a.

Teorema 1:4:10 (Criteriul r¼ad¼acinii-Cauchy-Hadamard, forma slab¼a, CS). Fie seria de

numere reale
1X
n=m

xn, cu termeni strict pozitivi xn 	 0;8n 2 Nm.

a) Dac¼a lim
n!1

n
p
xn < 1 atunci seria

1X
n=m

xn este convergent¼a.

b) Dac¼a lim
n!1

n
p
xn > 1 atunci seria

1X
n=m

xn este divergent¼a.

c) Dac¼a lim
n!1

n
p
xn = 1 atunci nu se poate preciza natura seriei.

Dac¼a 9 lim
n!1

n
p
xn atunci criteriul anterior se numeşte forma tare.
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Observa̧tia 1:4:2. Dac¼a
1X
n=m

xn este o serie cu termeni oarecare şi
1X
n=m

jxnj este divergent¼a pe

baza criteriului raportului sau criteriului r¼ad¼acinii atunci
1X
n=m

xn este divergent¼a.

Exemplul 1:4:5. S¼a se studieze natura urm¼atoarelor serii de numere reale

a)
1X
n=2

n2

(3+ 1
n)

n ;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este
xn =

n2

(3+ 1
n)

n ;8n 2 N2
) lim

n!1
xn = 0)seria poate � convergent¼a.

Etapa 2. Cu de�ni̧tia-NU
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.

Criteriul r¼ad¼acinii, forma tare. Deoarece şirul (xn)n2N� este cu termeni strict pozitivi şi

9 lim
n!1

n
p
xn = lim

n!1
n

r
n2

(3+ 1
n)

n = lim
n!1

( n
p
n)

2

3+ 1
n

= 1
3 < 1

)
C. r¼ad¼acinii)
forma tare

1X
n=2

n2

(3+ 1
n)

n este serie convergent¼a.

b)
1X
n=2

1

(3 + (�1)n)n ;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este
xn =

1
(3+(�1)n)n ;8n 2 N2.

Deoarece N =
n
2ek;ek 2 N�o [ n2ek + 1;ek 2 N�o, se expliciteaz¼a:

xn =

(
1
4n , dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
1
2n , dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N�

Se determin¼a:8<:
limek!1x2ek = limek!1 1

42ek = 0;
limek!1x2ek+1 = limek!1 1

22ek+1 = 0:
) L

�
(xn)n2N2

�
= f0g )8<: lim

n!1
xn = 0

lim
n!1

xn = 0
) 9 lim

n!1
xn = 0)seria poate � convergent¼a.

Etapa 2. Cu De�ni̧tia-NU.
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.
Criteriul raportului.

xn � 0;8n 2 N2:

xn+1
xn| {z }
un

=

1

(3+(�1)n+1)
n+1

1
(3+(�1)n)n

= (3+(�1)n)n

(3+(�1)n+1)
n+1 =

(
4n

2n+1
= 2n�1; dac¼a n = 2ek;ek 2 N�

2n

4n+1
= 1

2n+2
; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N�:

Se determin¼a8<:
limek!1u2ek = +1;
limek!1u2ek+1 = 0:

) L
 �

xn+1
xn

�
n2N2

!
= f+1; 0g )
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8<: lim
n!1

xn+1
xn

= 0

lim
n!1

xn+1
xn

= +1
) @ lim

n!1
xn+1
xn

:

Cum lim
n!1

xn+1
xn

= +1 > 1 şi lim
n!1

xn+1
xn

= 0 < 1 ) seria
1X
n=2

1
(3+(�1)n)n nu se poate studia cu

criteriul raportului.
Criteriul r¼ad¼acinii.

xn � 0;8n 2 N:

n
p
xn|{z}
vn

= n

q
1

(3+(�1)n)n =
1

(3+(�1)n) =

(
1
4 ; dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
1
2 ; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N�

Se determin¼a8<:
limek!1 v2ek = 1

4 ;

limek!1 v2ek+1 = 1
2 :

) L
��

n
p
xn
�
n2N2

�
=
�
1
4 ;
1
2

	
)8<: lim

n!1
n
p
xn =

1
4

lim
n!1

n
p
xn =

1
2

) @ lim
n!1

n
p
xn:

Cum lim
n!1

n
p
xn =

1
2 < 1) seria

1P
n=2

1
(3+(�1)n)n este convergent¼a.

Teorema 1:4:11 (Criteriul Raabe-Duhamel, forma slab¼a, CS). Fie seria de numere reale
1X
n=m

xn, cu termeni strict pozitivi xn � 0;8n 2 Nm.

a) Dac¼a lim
n!1

n

�
xn
xn+1

� 1
�
> 1; atunci seria

1X
n=m

xn este convergent¼a.

b) Dac¼a lim
n!1

n

�
xn
xn+1

� 1
�
< 1; atunci seria

1X
n=m

xn este divergent¼a.

c) Dac¼a lim
n!1

n

�
xn
xn+1

� 1
�
� 1 sau lim

n!1
n

�
xn
xn+1

� 1
�
� 1 atunci nuv se poate preciza natura

seriei.

Dac¼a 9 lim
n!1

n

�
xn
xn+1

� 1
�
atunci criteriul anterior se numeşte forma tare.

Exemplul 1:4:6. S¼a se studieze natura urm¼atoarelor serii de numere reale

a)
1P
n=1

a
p
n; a > 0;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este
xn = a

p
n;8n 2 N�.

) lim
n!1

xn =

8<:
0; dac¼a 0 < a < 1
1; dac¼a a = 1
+1; dac¼a a > 1:

)
�
dac¼a a � 1, atunci seria este divergent¼a
dac¼a a 2 ]0; 1[ , atunci seria poate � convergent¼a

Etapa 2. Cu De�ni̧tia-NU.
Etapa 3. Se aplic¼a criterii atunci când a 2 ]0; 1[ :
Criteriul raportului. Deoarece şirul (xn)n2N� este cu termeni strict pozitivi şi

xn+1
xn

= a
p
n+1�

p
n = a

1p
n+1+

p
n ;8n 2 N�:
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9 lim
n!1

xn+1
xn

a2]0;1[
= 1)Nu se poate preciza natura seriei.

Criteriul r¼ad¼acinii. Deoarece şirul (xn)n2N� este cu termeni strict pozitivi şi
n
p
jxnj = a

p
n
n ;8n 2 N�:

9 lim
n!1

n
p
jxnj

a2]0;1[
= 1)Nu se poate preciza natura seriei.

Criteriul lui Raabe-Duhamel. Deoarece şirul (xn)n2N� este cu termeni strict pozitivi şi

n

�
xn
xn+1

� 1
�
= n

�
a�

p
n+1+

p
n � 1

�
= n

�
a

�1p
n+1+

p
n � 1

�
;8n 2 N� )

9 lim
n!1

n

�
xn
xn+1

� 1
�
= lim
n!1

n
�
a

�1p
n+1+

p
n � 1

�
= lim
n!1

a
�1p

n+1+
p
n � 1

�1p
n+1+

p
n

� �np
n+1+

p
n
= (ln a) (�1) a2]0;1[

=
)ln a<0

+1 > 1

)seria este convergent¼a.
Concluzii:

-dac¼a a 2 ]0; 1[) seria
1P
n=1

a
p
n este convergent¼a.

-dac¼a a � 1) seria
1P
n=1

a
p
n este divergent¼a.

Teorema 1:4:12 (Criteriul Bertrand, forma slab¼a, CS). Fie seria de numere reale
1X
n=m

xn,

cu termeni strict pozitivi xn � 0;8n 2 Nm.

a) Dac¼a lim
n!1

�
n

�
xn
xn+1

� 1
�
� 1
�
lnn > 1 atunci

1X
n=m

xn este convergent¼a;

b) Dac¼a lim
n!1

�
n

�
xn
xn+1

� 1
�
� 1
�
lnn < 1 atunci seria

1X
n=m

xn este divergent¼a;

c) Dac¼a lim
n!1

�
n

�
xn
xn+1

� 1
�
� 1
�
lnn � 1 sau lim

n!1

�
n

�
xn
xn+1

� 1
�
� 1
�
lnn � 1 atunci nu se

poate preciza natura seriei.

Dac¼a 9 lim
n!1

�
n

�
xn
xn+1

� 1
�
� 1
�
lnn atunci criteriul anterior se numeşte forma tare.

Teorema 1:4:13 (Criteriul logaritmic, CS). Fie seria de numere reale
1X
n=m

xn, cu termeni

strict pozitivi xn � 0;8n 2 Nm a.î.

9 lim
n!1

ln 1
xn

lnn
= l:

a) Dac¼a l > 1 atunci
1X
n=m

xn este convergent¼a;

b) Dac¼a l < 1 atunci seria
1X
n=m

xn este divergent¼a;

c) Dac¼a l = 1 atunci nu se poate preciza natura seriei.

Teorema 1:4:14 (Criteriul Abel, CS): Fie seria de numere reale
1X
n=m

�nun: Dac¼a

(i) şirul (�n)n2Nm este monoton (descresc¼ator) şi m¼arginit;
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(ii) seria
1X
n=m

un este convergent¼a,

atunci seria
1X
n=m

�nun este convergent¼a.

Teorema 1:4:15: (Criteriul Dirichlet, CS): Fie seria de numere reale
1X
n=m

�nun: Dac¼a

(i) şirul (�n)n2Nm este monoton descresc¼ator cu lim
n!1

�n = 0;

(ii) seria
1X
n=m

un are şirul sumelor paŗtiale sun =
nX

k=m

uk;8n 2 Nm şir m¼arginit,

atunci seria
1X
n=m

�nun este convergent¼a.

Exemplul 1:4:7. S¼a se studieze natura urm¼atoarelor serii de numere reale

a)
1X
n=1

sin an

n�
; a 2 R� este �xat şi � > 0 este �xat;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este

xn =
1

n�|{z}
!0

sin an| {z }
m¼arginit

;8n 2 N�

) lim
n!1

xn = 0)seria poate � convergent¼a.
Etapa 2. Se studiaz¼a natura seriei şi suma ei cu cu de�ni̧tia. Şirul sumelor paŗtiale este

sn =
nP
k=1

1
k� sin ak;8n 2 N

�.

Nu se va aplica de�ni̧tia în studiul convergenţei seriei.
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii. Seria este cu termeni oarecare.
Criteriul Dirichlet. Se aleg:
(i) �n = 1

n� ;8n 2 N
�. Se observ¼a c¼a şirul (�n)n2N� este monoton descresc¼ator cu lim

n!1
�n = 0:

(ii) un = sin an;8n 2 N�. Se studiaz¼a dac¼a şirul sumelor paŗtiale

sun =
nX
k=1

sin ak;8n 2 N�

este şir m¼arginit. Se determin¼a sun.

Fie n 2 N�: Se noteaz¼a An =
nX
k=1

cos ak şi Bn =
nX
k=1

sin ak. Atunci

An + iBn =

nX
k=1

cos ak + i

nX
k=1

sin ak =

nX
k=1

(cos ak + i sin ak) =

=

nX
k=1

(cos a+ i sin a)k = (cos a+ i sin a) (cos a+i sin a)
n�1

(cos a+i sin a)�1 =

= (cos a+ i sin a) (cos an+i sin an)�1(cos a+i sin a)�1 = (cos a+ i sin a)
i)2 sin2 an

2
�i2 sin an

2
cos an

2

2 sin2 a
2
�i2 sin a

2
cos a

2

=

= (cos a+ i sin a)
sin an

2 (cos
an
2
+i sin an

2 )
sin a

2 (cos
a
2
+i sin a

2 )
=

sin an
2

sin a
2

�
cos
�
a+ an

2 �
a
2

�
+ i sin

�
a+ an

2 �
a
2

��
:

Deci An =
sin an

2
sin a

2
cos
�
an+a
2

�
şi Bn =

sin an
2

sin a
2
sin
�
an+a
2

�
:
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Atunci 9M = 1

jsin a
2 j
> 0 astfel încât

jsunj =
��� sin an

2
sin a

2
sin
�
an+a
2

���� � 1

jsin a
2 j
;8n 2 N�

) (sun)n2N� este şir m¼arginit.

Conform Criteriului Dirichlet, seria
1P
n=1

sin an
n� este convergent¼a.

b)
1X
n=1

ln
�
1 + 1

n2

�
sinn;

Indica̧tie. �n = ln
�
1 + 1

n2

�
;8n 2 N�;un = sinn;8n 2 N�:

c)
1X
n=1

cosn

3n
;

Indica̧tie. �n = 1
3n ;8n 2 N

�;un = cosn;8n 2 N�:

În acest caz se poate aplica criteriul compara̧tiei cu inegalit¼aţi pentru
1X
n=1

���cosn
3n

��� :
Teorema 1:4:16 (Criteriul Leibniz, CS): Fie şirul de numere reale (an)n2Nm cu

an � 0;8n 2 Nm.

Dac¼a şirul (an)n2Nm este monoton descresc¼ator cu limn!1
an = 0; atunci seria alternant¼a

1X
n=m

(�1)n aneste

convergent¼a. Rezultatul este valabil şi pentru seria alternant¼a
1X
n=m

(�1)n+1 an:

Seria armonic¼a alternant¼a generalizat¼a. Fie � 2 R: Seria
1X
n=1

(�1)n

n�
este divergent¼a dac¼a

� � 0 şi convergent¼a dac¼a � > 0. Mai mult, pentru � 2 ]0; 1] seria este semiconvergent¼a, iar pentru
� > 1 seria este absolut convergent¼a.

Exemple. Fie � = �3
2 : Seria armonic¼a alternant¼a generalizat¼a1X

n=1

(�1)n n
p
n = �1 + 2

p
2� 3

p
3 + :::+ (�1)n n

p
n+ :::este (D) :

Fie � = 1: Seria armonic¼a alternant¼a1X
n=1

(�1)n

n
= �1 + 1

2
+
�1
3
+ :::+

(�1)n

n
+ :::este (SC) :

Fie � = 1
2 : Seria armonic¼a alternant¼a generalizat¼a1X

n=1

(�1)np
n

= �1 + 1p
2
� 1p

3
+ :::+

(�1)np
n

+ :::este (SC) :

Fie � = 3
2 : Seria armonic¼a alternant¼a generalizat¼a1X

n=1

(�1)n

n
p
n
= �1 + 1

2
p
2
� 1

3
p
3
+ :::+

(�1)n

n
p
n
+ :::este (AC) :

Fie � = 2: Seria armonic¼a generalizat¼a
1X
n=1

(�1)n

n2
= �1 + 1

22
� 1

32
+ :::+

(�1)n

n2
+ :::este (AC) :
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Exemplul 1:4:8. S¼a se studieze natura urm¼atoarelor serii de numere reale

a)
1X
n=1

(�1)n n
2n
;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este
xn = (�1)n| {z }

m¼arginit

� n
2n|{z}
!0

;8n 2 N�

) lim
n!1

xn = 0)seria poate � convergent¼a.
Etapa 2. Cu de�ni̧tia-NU.
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.
Criteriul Leibniz. Şirul (xn)n2N este şir alternant, adic¼a

xn = (�1)n
n

2n|{z}
an>0;8n2N�

;8n 2 N�.

şi, mai mult, xn = (�1)n � an;8n 2 N�, unde8><>:
an > 0;8n 2 N�
(an)n2N� este şir monoton descresc¼ator
lim
n!1

an = 0

C. Leibniz) seria
1P
n=1

(�1)n n
2n este convergent¼a.

Criteriul raportului pentru seria modulelor. Deoarece şirul (xn)n2N este şir alternant, se poate stu-
dia seria modulelor, care este s.t.s.p., cu criteriul raportului:

jxnj > 0;8n 2 N�

lim
n!1

jxn+1j
jxnj

= lim
n!1

����(�1)n+1 n+ 12n+1

�������(�1)n n
2n

��� = lim
n!1

n+ 1

2n
= 1

2 < 1
Crit. rap., forma tare, a))

)seria
1P
n=1

jxnj este convergent¼a)seria
1P
n=1

xn este absolut convergent¼a.

b)
1X
n=1

(�1)n+1 1

n2 + 4n+ 5
;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este

xn = (�1)n+1| {z }
m¼arginit

� 1

n2 + 4n+ 5| {z }
!0

;8n 2 N�

) lim
n!1

xn = 0)seria poate � convergent¼a.
Etapa 2. Cu de�ni̧tia-NU.
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.
Criteriul Leibniz. Şirul (xn)n2N este şir alternant, adic¼a

xn = (�1)n+1
1

n2 + 4n+ 5| {z }
an>0;8n2N�

;8n 2 N�.

şi, mai mult, xn = (�1)n � an;8n 2 N�, unde8><>:
an > 0;8n 2 N�
(an)n2N� este şir monoton descresc¼ator
lim
n!1

an = 0

C. Leibniz) seria
1P
n=1

(�1)n+1 1
n2+4n+5

este convergent¼a.
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Este chiar absolut convergent¼a (seria modulelor se studiaz¼a cu criteriul comparaţiei):

c)
1X
n=1

(�1)n
arctg 1n
cos 1n

;

Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a lim
n!1

xn = 0.

Termenul general al seriei este

xn = (�1)n| {z }
m¼arginit

�
arctg 1n
cos 1n| {z }
!0

;8n 2 N�

) lim
n!1

xn = 0)seria poate � convergent¼a.
Etapa 2. Cu de�ni̧tia-NU.
Etapa 3. Se studiaz¼a natura seriei aplicând criterii.
Criteriul Leibniz. Şirul (xn)n2N este şir alternant, adic¼a

xn = (�1)n
arctg 1n
cos 1n| {z }

an>0;8n2N�

;8n 2 N�.

Se observ¼a c¼a
0 < 1

n � 1;8n 2 N
� arctg e cresc¼atoare pe ]0;1]) 0 < arctg 1n <

�
4 ;8n 2 N

� şi

0 < 1
n � 1;8n 2 N

� cos e descresc¼atoare pe ]0;1]) cos 0 > cos 1n > cos 1 > 0;8n 2 N
�

Mai mult
1
n+1 <

1
n

arctg e cresc¼atoare pe ]0;1]) arctg 1
n+1 < arctg

1
n şi

1
n+1 <

1
n

cos e descresc¼atoare pe ]0;1]) cos 1
n+1 > cos

1
n )

1
cos 1

n+1

< 1
cos 1

n

şi deci
an > an+1;8n 2 N�:

Deci xn = (�1)n � an;8n 2 N�, unde8><>:
an > 0;8n 2 N�
(an)n2N� este şir monoton descresc¼ator
lim
n!1

an = 0

C. Leibniz) seria
1P
n=1

(�1)n arctg
1
n

cos 1
n

este convergent¼a.


