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CURS NR. 3
Analiza matematica, ATA

1.4. Serii de numere reale

Peste tot in aceastd sectiune fie m € N un numar natural fixat si
N,, = {m,m +1,....n, } (NO =Ngsi Ny = N*)

Definitia 1.4.1. Fie
(Tn)pen,, * Tms Tmt1s s Tny -

un sir de numere reale. Acestui gir i se atageaza sirul sumelor partiale
(8n)neN,, * Tm > Tm + Tml, o Tm + Tmgl + oo+ Ty o

~~

Sm Sm+1 Sn
cu termenul general

n
Sp = Z T, Vn € Npy,.

k=m
a) Se numeste serie de numere reale, cu termenul general x,,, perechea de giruri ((‘T")nENm , (Sn)neNm) .
b) Seria de numere reale cu termenul general z;,, se numeste convergenta daca sirul sumelor partiale
(8n)nen,, este convergent si divergentd daca sirul sumelor partiale (s ), ey, este dliergent.
c¢) Seria de numere reale cu termenul general z,, are suma s dacd 3 lim s, = s € R. In acest caz

n—00
Se ScCrie

oo
Tm + Tm+1 + ...+ Ty + ... = s sau E T, = S.
n=m

o0

Conventie. Se noteaza seria de numere reale cu termenul general x,, cu g T

n=m
Exemplul 1.4.1. S& se studieze, utilizdnd definitia, natura si suma urméatoarelor serii de numere
reale:

=1
a) Z on’
n=1

Termenul general al seriei este:

Ty = %,Vn € N*, adica

( ) .11 1 i

Tn)peN* © 5> 4> 8o o
~~
Tn

Sirul sumelor partiale are termenul general:
n
Sp= >, %,Vn € N*, adicid

k=1
1 1 1 1
.11 11 1 1
@m%w.@5+@§+Z+EWW§+Z+§+M+§PM.
Sn,

dacs exista:

m=y k= @) =@ o)

n 2k T 2) — 2 17 — 2
k=1 k=1 2

lim s, =1€R.

n—od

Atunci seria este convergentd gi are suma s = 1. Se scrie
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1 .
Z—=1,ad1(:a %—i—%—i—%—i—...—i—%ﬂ—i—...:l.

A se urmari documentarul in patru parti "Istoria Matematicii", produs de BBC, comentat de
Marcus du Sautoy, profesor de matematica la Universitatea Oxford din Marea Britanie. Acolo
distanta unitate este parcursa de un matematician indian din Kerala cu barca, intai jumatate, apoi
jumatate din jumaitate s.a.m.d. Pe unele platforme de matematica distractiva apar si interpretari
ale sumelor de serii legate de arii.

£ 1/64
1/16 \
1/4
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1.1 1.1.1 1
] =tk == ==t e e =
2 2 R P 4 4 8 8 3 A2 AT r T3

Initiator in teoria seriilor ar fi fost matematicianul grec Arhimede, care a calculat aria sub-
graficului unui arc de parabold prin insumarea unei serii infinite (astdzi integrala) si care a dat o
aproximare remarcabild pentru . Matematicienii indieni din Kerala au studiat seriile infinite, in
jurul anului 1350. Incepand din secolul al XV II-lea, James Gregory, Brook Taylor si Leonhard
Euler au dezvoltat teoria.

)Z (n+1 n+2)

Termenul general al seriei este
Tp = W Vn € N adica
I T S
2330 L r D (g 2)
—————

Tn

Sirul sumelor partiale are termenul general:
n

1 o
n = kZ_ZO m,Vn e N, adica

('rn)nEN : L2

111 1
RSEU ST T NS T .
Gahen 1212 Pomre tos P T Py T g T T iy

[y

Se determina limita sirului (s,),, oy, dacd exista:
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N 1 . 1 1 operatii algebrice 1 1
Sn = kZ—:O GrD(E+2) — 2. <k+1 - k+2> = YT T X e T

k—0 cu sume finite g k—0
_ (1,1 1 1 1 1) _ 1
= (T+§+"‘+n_+1> — <§+"'+n_+1+n_+2) = _n_—|—2:>
lim s, =1€R.
n—oo
Atunci seria este convergentd gi are suma s = 1. Se scrie
o
1 _ s |1 1 1 1 _
n=0
Comentariu. Conform c), se observa ca:
- 1 = 1 = 1
Z(n+1)(n+2) 7ézn+1 _Zn—|—2
n=0 n=0 n=0
~ ~~ —_—
(0)7:1 (D),ZOO (D),:OO

Operatiile algebrice cu serii sunt precizate in Teorema 1.4.1 gi posibil de efectuat intre serii
convergente sau care au sume pentru care, in urma adunérii, conduc la determinare.

1
c) Zﬁ’
n=1

Termenul general al seriei este:

Sirul sumelor partiale are termenul general:

n
sn= Y. +,Vn € N*, adicd
k=1

1 1 1 1
.11 11 1 1
(Sn)neN*‘TuT+§uT+§+§,---,I+§+§+...+ﬁ,....
Sn

Se determina limita sirului (s;),cy- - La "Siruri Cauhy" s-a demonstrat ca sirul (s,), oy« DU este
sir Cauhy, deci este divergent. Deoarece este strict crescitor=-
lim s, = o0 =
.n_)oo . o . .
seria este divergenta si are suma s = 0o. Se scrie

o

1 .
Zﬁzoo,adlca %—l—%—l—%jt...—i—%—i—...:oo.
n=1

Seria se numeste serie armonicd, deoarece fiecare termen, incepand cu al doilea, este media
armonica a termenil(')r vecini.

4

Curiozitate amuzanta: "Un matematician organizeazd o loterie in care cagtigul este o suma
infinita de bani. Precizeaza cd metoda de ridicare a castigului de catre "fericit" este: 1€ in prima
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saptamana de la céastig, %€ in a doua saptamana, %€ in a treia saptamana s.a.m.d. Cagtigatorul

nu va trai mai mult de incd 100 de ani, adicd 5200 de saptamaéni, adicd va ridica doar sso00<,
5200

Z % = 9.1337€ si nu un castig infinit! Matematicianul este cel care castigd in urma organizarii

n=1

loteriei!"
5200 00
Z % =9.1337 si Z % = 00 cu Scientific WorkPlace
n=1 n=1

S-ar putea rationa ca suma seriei armonice ar fi un numadr finit, deoarece, pe masura ce se
adauga din ce in ce mai multi termeni, se adugd din ce in ce mai putin la total. Si printr-un
program implementat pe un anumit calculator s-ar putea obtine o suma finitd. Calculatoarele mai
vechi gestionau numere pans la o anumitd dimensiune, 10'%°, si considerau Wloﬂ ~ (. Un asfel

10100
de calculator spunea c& suma seriei armonice ar fi Z % = 230.84, daca programul era lasat sa

n=1
ruleze suficient de mult. Cu toate acestea, seria armonica diverge- suma creste fara a fi marginita,

rezultat demonstrat in urma cu 600 de ani de un matematician francez medieval, Nichole Oresme.

Din acest motiv, in aproximarea sumelor de serii numerice folosind programe pe calculator, se

studiazad intai convergenta seriei (folosind criterii, de exemplu), apoi se ruleaza programul. Astazi,
(0. 0]

programe-interfete precum Scientific WorkPlace afigeaza Z % = oo instantaneu.
n=1
Numele provine de la greci. Pitagora a studiat notele emise de corzi ciupite (analog clape) la

diferite lungimi. A constatat armonie in legdturd cu notele emise la lungimile 1, %,% care sunt in
medie armonica f - = % Aceste note sunt fundamentale pentru teoria pitagoreica a armoniei,

1Tl
legata de lungimile (ie coardd, de cvinta perfectd si de octave. Tot Pitagora a denumit cubul cu 6
varfuri, 8 fete si 12 muchii, precum si octaedrul cu 6 fete, 8 varfuri gi 12 muchii "corpuri armonice",
deoarece ﬁ = 8.

Seria zirnfonicé este cea care este utilizatd si pentru a raspunde céate cidderi record de ploaie au
avut loc in ultimii 100 de ani, de cdnd sunt inregistrari meteorologice; si in studiul blocajelor in
trafic; si in testarea rezistentei la ruperea grinzilor de lemn; si in amestecarea aleatoare a cartilor
de joc intr-un cazino sau intr-un joc pe calculator; si in transferul de combustibil de la un jeep la
altul pentru a traversa degertul. A se vedea "In perfect harmony", de John H. Webb, pe

https://plus.maths.org/content /perfect-harmony

Unele serii armonice generalizate sau alternante generalizate au sume finite. Gregory si Taylor
au aratat ca

> n—1
—1) iy : : :
4 E (21 = m.| (utilizatd pentru scrierea numarului 7 cu un numéir mare de zecimale
n—
=1

exacte Inainte de era calculatorului; a se vedea si https://ro.wikipedia.org/wiki/Pi)
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Lad
(W5

Sunt si alte serii armonice cu sume finite

oo oo 1
1 w2 (—1)""

g — = —,|sl E ——— =1In2,
2

n=1 n 6 n=1 n

ale caror sume se vor descoperi folosind serii Fourier, respectiv serii Taylor.

d)Zl n+1

Termenul general al seriei este:
T, = In ”+1 ,Vn € N*,
Sirul sumelor parplale are termenul general:

n
sp= > In*H2 vn e N*.
k=1

Se determiné limita girului (s,),,cy- » dacd exista:

sn= > Inktl = i (In (k + 1) — In (k)) “Persiielecbrice i In(k+1) - Z In (k) =

E—1 1 cu sume finite
=(In2+.. +lnn+ln(n+ 1)) = (In1+1n2+ .. +1nn) In(n+ 1) Inl=
lim s, = +oo0.
n—oo
Atunci seria este divergenté si are suma s = +00. Se scrie

o0
> In 2 = 400

n=1

o
e) > (-
Termenul general al seriei este:
, = (—1)",Vn € N*.
Sirul sumelor partiale are termenul general:

sn=3 (=1)F,vn e N*.

k=1
Se determind limita sirului (s,),cy-, daca exista:
n 0, dacénz?%;%EN*
sn= > (-1)F = ) A =
=1 —1, dacan=2k+1;keN
A lim s,.

n—oo
Atunci seria este divergentd si nu are suma.
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o0

Seria geometrica. Fie ¢ € R. Seria geometrica Z q" este

n=m

convergenta, cu suma s = qmllfq, dacd q € |-1,1]
divergenta, cu suma s = +00, dacd ¢ € [1, 400
divergenta si nu are suma, dacd q € |—o0, —1].

oo
Pentru m = 0, conventia este sa se noteze 1 + g q", adica

n=1

o

1 1

l—i—Zq":i, daci g € ]-1,1]|sau 1+ q+¢®>+ ... +¢"+...= ——, daci g € |-1,1]
n=1 l_q 1_(]

Demonstratie. Fie ¢ € R.
Termenul general al seriei este
Tn = q",Vn € N, adica

m ,m+1

(Tn)pen,, @7 a4
" ~—
Tn

Sirul sumelor partiale are termenul general

n
Sp = Z ¢*,vn € N,,, adici
k=m

(Snpen,, = @™ @™ + @™ g™+ ™ L+ T L+

Ve
Sn

Se determina limita sirului (sy,) , daca existd

nGNm

. - Zn: g = qm%, dacd ¢ € R\ {1}

" = n—m-+1, dacdq=1.

Deoarece .

. _ Do Com 1

0, dacdq€]-1,1] dacd ¢ € |-1,1[, atunci Elnlljgosnfq i
1 dacig=1 dacad ¢ =1, atunci 3 lim s, = +00

lim ¢" = o = 9 oo

n—00 +oo dacd ¢ € |1, +o0] dacd ¢ € |1, +o0o[, atunci 3 lim s, = +00

o n—00

3 dacig€]-o0,~1] dacd ¢ € |—o0, —1], atunci 3 lim s,.

n—oo

o0
Exemple. ¢ = —%, m = 0. Seria geometricad 1 + Z (—%)n este (C) si

n=1
PR S ) L
5 Tt 5 ...—1_;1.
2
o0
q = %5, m = 0. Seria geometrica 1 + Z (Z)" este (D) si
n=1
R
—+—4 ..+ —=+..=+00.
2 4 2n -
q=—+/2,m = 0. Seria geometrici 1 + Z (—\/i)n este (D) si nu are suma.
n=1

Exemple. Folosind seria geometricd, sa se scrie 0,0 (2) ca fractie.
Se observa ca
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0,0(2) = 0,02+ 0,002 + 0,0002 + ...0, 00...0 2+ ...,

n zerouri
adica se poate scrie ca suma unei serii geometrice cu ratia ¢ = 0,1 sgi primul termen z; = 0,02.

Atunci

1 2
0,0(2)=0,02 —— = —.
2) 1-0,1 90
[e.e] o0
Teorema 1.4.1.(operatii algebrice cu serii convergente) Fie Z T, Sl Z Yn, doud serii de
n=m n=m
[e.e] o0 o0
numere reale si @ € R. Daca seriile Z Ty 8l Z Yn sunt convergente atunci seriile Z (T + Yn)
n=m n=m n=m

o

si Z () sunt convergente. In acest caz
n=m

o0 o0 o0 o0 oo

D (@nty) =D wnt Y wsi ) alwm)=a) .

n=m n=m n=m n=m n=m

Propozitia 1.4.1. Daca se schimba ordinea unui numadr finit de termeni ai unei serii de numere
reale, atunci se obtine o noud serie de numere reale, care are aceeasi naturda (convergenta sau
divergentd) cu seria initiald. In caz de convergentsi, suma noii serii este egald cu suma seriei
initiale.

Daca se schimb4a ordinea unui numar infinit de termeni, rezultatul anterior nu se mai pastreaza.
Propozitia 1.4.2. Daci se addugd / se suprimd un numadr finit de termeni ai unei serii de numere
reale, atunci se obtine o noud serie de numere reale, care are aceeasgi naturd (convergentd sau
divergenta) cu seria initiala. In caz de convergents, suma noii serii este egald cu suma seriei initiale
la care se adund / se scade suma termenilor addugati / suprimati.

Observatia 1.4.1. Exista serii pentru care sirul sumelor partiale nu poate fi exprimat fara simbolul
> sau pentru care nh_)nolo sp nu poate fi determinata prin metode elementare. Se va studia natura

acestor serii utilizand criterii (criteriile oferd natura, dar nu gi suma seriei).
OTeorema 1.4.2. (Criteriul general CNS al lui Cauchy pentru serii). Seria de numere reale

o0
Z T, este convergenta daca si numai daca
n=m
Ve > 0,3n. € Ny, astfel incat Vp € N*,Vn € N,,,,n > ne = |21 + ... + Zngp| < €.
Teorema 1.4.3.
oo
a) CN de convergenta. Daci seria de numere reale Z xy este convergenta, atunci 3 lim z,, = 0.

n—oo
n=m

Reciproc nu.

o
b) CS de divergentd. Daci 3 lim z, sau 3 lim x,, # 0, atunci seria de numere reale Z Tn
n—oo n—oo
n=m

este divergenta. Reciproc nu.

o0
Obervatia 1.4.2. La Exemplul 1.4.1, punctul ¢) cu > In ”TH se observd ca lim z,, = 0, dar seria

n=1 n—oo

este divegentda. Conditia lim x, = 0 este numai conditie necesara de convergenta, nu gi suficienta.
n—oo

Exemplul 1.4.2. Si se studieze natura seriei

a)21+(2_1) ;
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Termenul general al seriei este:
Ty = H( D" ,¥n € N.
1, dacanz?%;EGN
0, dacin=2k+1;keN

Ty —

CSded E n . v
Cum 7 hm xn(aé 0) © LB oria Z & este divergenta.

n=0
b
) Z en + e+ 1
Termenul general al seriei este:
o +1 ,Vn € N*.
Sirul sumelor partiale este:

n
Sp= > 7k kH,VnEN*
k=1

Ty =m"-

Nu se poate exprima s, fara simbolul Y =nu se va aplica definitia in studiul convergentei seriei.

1 9 T\ . CS de divergenta
Cum hm:cn—hnolow enﬂ—hm (E) -171—4-007&0 =

n—oo n— n—00 —+ o
. 1
seria ) " - 57 este divergenta.
n=1
o0
Definitia 1.4.2. Seria de numere reale g Z, se numeste serie cu termeni pozitivi (cu termeni
n=m
strict pozitivi) daca
xn > 0,Yn € Ny (2, 2 0,Vn € Nyy,).
oo o0

Definitia 1.4.3. Seria de numere reale g T, se numeste absolut convergenta daca seria g |z
n=m n=m
este convergenta.

Teorema 1.4.4. Daca seria de numere reale E xy este absolut convergenta atunci este conver-
n=m
genta.

Definitia 1.4.4. Seria de numere reale E Ty Se numeste semiconvergentd daca este convergenta
n=m
si nu este absolut convergenta.

Obervatia 1.4.3. Se vor enunta criterii pentru serii cu termeni pozitivi (chiar strict pozitivi).
o0

Daca o serie de numere reale E T, este cu termeni oarecare, atunci se ataseaza seria modulelor

n=m

E |z, |, care este o serie cu termeni pozitivi. Se aplica criteriile seriei E |zpn|, si, in caz c& se

n=m n=m
o
obtine convergentd, se deduce ca seria cu termeni oarecare g Ty este absolut convergenta.
n=m

OTeorema 1.4.4. (Criteriul monotoniei, CNS). Fie seria de numere reale Z ZTp CU ter-
n=m
meni pozitivi, x, > 0,Vn € N,,. Seria este convergenta dacd si numai daca sirul sumelor partiale

(8n)nen,, este marginit superior
(de mentionat ci dacd seria este cu termeni pozitivi, atunci sirul sumelor partiale este un sir cu



Gabriela Grosu / Analizd matematica 9

termeni pozitivi si monoton crescator).
Teorema 1.4.5. (Criteriul comparatiei cu inegalitati, CS). Fie seriile de numere reale

[ee] o0
g Ty Si g Yn, CU termeni pozitivi.

n=m n=m
a) Daca

0 < 2y < yn,Vn € Ny,
—~

in plus

o o
si daca seria E Yn este convergentd, atunci seria g Ty este convergenta.

n=m n=m

b) Daca
0<yy <zp,VneN,
%)

[e.@]
si daca seria g yn este divergenta, atunci seria E Ty este divergenta.

n=m n=m
o0

OTeorema 1.4.5'. (Criteriul comparatiei cu raport, CS). Fie seriile de numere reale Z Ty S

n=m
o0
g Yn, CU termeni strict pozitivi.
n=m
a) Daca
Ln+1 Yn+1
< ,Vn € Ny,
Tn Yn
o0 o0
si daca seria g Yn este convergenta atunci seria g T, este convergenta.
n=m n=m
b) Daca
Yn+1 Ln+1
Jntl o ot ,Vn € N,
Yn In
o o
si daca seria E Yn, este divergenta atunci seria E Ty este divergenta.
n=m n=m
o0
Seria armonica generalizata. Fie a € R. Seria E — este divergenta daca o < 1 si convergenta
n
n=1

(chiar absolut convergentd) dacd a > 1.
ODemonstratie. Fie o € R. Termenul general al seriei este

1
Ty = —,Vn € N
(e
n

Sirul sumelor partiale are termenul general
n

Nu se poate exprima s, fara simbolul > =nu se va aplica definitia in studiul convergentei seriei.
1 400, daca a <0,
eCum lim z, = lim — = 0, daca a>0,
n—oo n—oo N o
1, daca a=0.

oo
CS de divergenta . 1 . o
LG oig E — este divergentd pentru a < 0.
n
n.:1 . .
eRamane sa se studieze natura seriei pentru o > 0.
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o
—Pentrula =Tl seria armonica Z — este divergenta deoarece sirul sumelor partiale este divergent
n
n=1
(a se vedea Exemplul 1.4.1,¢)) sau direct, cu Criteriul Cauchy de la serii.
—Pentru 0 <o <I= n® < n,Vn € N* = n% > %,Vn € N*. Se aplica criteriul comparatiei cu seria

(o)
1 . NV 1 . o
E - gl rezulta ca seria E — este divergenta.
n
n=1 n=1
—Pentru se utilizeaza ca
eSirul (sy,),cn- este sir monoton crescitor, deoarece

Sptl — Sp = (nJrll)a > 0,Vn € N*. Atunci s, < s9n,Vn € N*,

eSe arata ca sirul (s;), -« este sir marginit. Intr-adevir
n

1 1 1

0<sn—zk—a<52n —1+20+<3a 4a>+
N——
2 termeni
+ = + = + = ! + ...+ ! + ...+ ! <
5a 6o 7o 80‘ (2n—1 + 1)‘1 <2n—1 +2n—1)a

22 termeni n—1 termenl

<1+2%+2-2%+4-4%+...+2”—1-(2 )a_1+2a+20 r +

Lttt L=

(22) @21

(20 1)7L71

1
1- oa—1

<

:1+2%+(2a 1+(2a DRI +W>:1+2%+2a1—1'
<1+2%+2a,1-ﬁ,Vn€N*
20—

= sirul (s,),cn+ €Ste marginit.
eDeoarece sirul (s,),,cy+ este monoton crescator i marginit, rezulta ca este convergent=-pentru

) 1
a > 1, seria g — este convergenta.
n

n=1

Exemple. Fie a = 1. Seria armonica

[e.e]
1 1 1 1
— /14 =4+ =-+..+—+..este (D).
;n/ +2+3+ +n este (D)
Fie a = —%. Seria armonica generalizata

in\/ﬁ/ 1+2vV2+3V3+ ... +nyn+ ..este (D).
n=1

Fie a = l Seria armonica generahzata

+ ...+ —+ ..este (D).

1
/ 1+
Z \F f \f NG
Fle a= % Seria armonica generalizata
o

+...+ 1 + ...este (AC).

ny/n

Z 1 J14 1 n 1

Zoan ! T2 5

Fie a = 2 Seria armonicéd generalizata
o

11 1
Z [ 1+ 55+ 55+ — +este (AC).

n:l

Exemplul 1.4.3. Si se studieze natura urmaétoarelor serii de numere reale
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1 .
a) Z n3+n24+n+1’
n=1

Etap_a 1. Se studiaza daca lim z, = 0.

L. n—oo
Termenul general al seriei este
-1 *
Ty = n3+n2+n+1,Vn eN

= lim =z, = 0 =-seria poate fi convergenta.

n—oo
Etapa 2. Se studiazid natura si suma seriei cu definitia.
Sirul sumelor partiale este

*
Z k3+k2+k+1’vn €N

Nu se va aphca definitia in studiul convergentei seriei.
Etapa 3. Se studiaza natura seriei aplicAnd criterii.
eCriteriul comparajgiei cu inegalitati. Deoarece sirul (), cy- are termeni pozitivi si

< 1 *
0 ¢ n3+n2+n+1 = n3’vn € N*.
o0
1 o C. comparatiei 1 . o
E -5 este serie convergenta £ E P e e 3 este serie convergenta.
n=1 n=1

ca si serie armonica cu a =7 > 1

b) Z 2n n+1’

Etapa 1. Se studiaza daca lim z, = 0.
—_— n—oo

Termenul general al seriei este

Ty = 2nm,Vn e N*

= lim =, = 0 =seria poate fi convergenta.
n—oo

Etapa 2. Se studiazad natura seriei si suma ei cu definitia. Sirul sumelor partiale este
n
Sp = Z oF \/m,Vn e N*.
Nu se va aphca definitia in studiul convergentei seriei.
FEtapa 3. Se studiaza natura seriei aplicAnd criterii.
Omodul 1. Criteriul Cauchy pentru serii. Se verifici daci
Ve > 0,3n. € N* astfel incat Vp € N*,Vn € N*,n > n. = |21 + ... + Tngp| < €.

Fie Ve > 0. Se cauta n. € N* astfel incat Vp € N*,Vn € N*, n > n. =

_ 1 1 _ 1 1 1 1
|Znt1 + o+ Tl = | Gor g T T 2”+P\/n+p+l‘ =wi e Tt o T S

p
—1
S NN VA R S A NS R e I Y e

N[

NI

scapam de p, rAméane n 1
5 - 1 <,

1

v 1 lng 5 In é
adicd 5 <& < n > 5. Se gdseste ne = [ln2:| +1

=-este verificat Criteriul Cauchy=-seria Z ﬁm este convergenta.

n=1
modul 2. Criteriul comparatiei cu inegalitati. Deoarece sirul (z,), oy« are termeni pozitivi,

Se incearcé:

11



Gabriela Grosu / Analizd matematica 12

Vn € N*.

o
HA

TR S VATt < U
1
vn
ca gi serie armonica cu o = %
gentd sau divergenta.

Se incearca:

C. comparatiei o .
& nu se poate afirma dacd seria este conver-

18

este serie divergenta

n=1

1
0% i < o, Vn € N*.
& C. comparatiei
1\ . v 1 : 5
E . (5) este serie convergenta =X E SOV este serle convergenta.
n=

ca gi serie geometrica cu q = % el-1,1]

o0
c) E 2 cosn™;

n=
Etapa 1. Se studiaza dacd lim z, = 0.

n—oo
Termenul general al seriei este
1
Tp = — cosn”,Vn € N*
5 R/_/
S~~mirginit
—0

= lim z, = 0 =-seria poate fi convergenta.
n—oo

FEtapa 2. Se studiazad natura seriei si suma ei cu cu definitia. Sirul sumelor partiale este
Sp = Z 23 cos k¥, ¥n € N*.

Nu se va aphca definitia in studiul convergentei seriei.

Etapa 3. Se studiaza natura seriei aplicAnd criterii.

Omodul 1. Criteriul Cauchy pentru serii. Se verifici daci
Ve > 0,3n. € N* astfel incat Vp € N*,Vn € N*,n > n. = |zp11 + ... + Tpip| <e.
Fie Ve > 0. Se cauta n. € N* astfel incat Vp € N*,¥n € N*, n > n. =

s cos(n+1)" 4+ L+ Sl cos(n +p)n+p‘ <

|Zpt1 + oo + Tpgp| =

IN

ﬁCOS(”‘Fl)nH‘*‘m-ﬂﬁCOS " =

n+p)

(
(

IN

n+p)

5n%‘cos(n—kl)nﬂ‘—i—...—i—5n#+p‘cos "<

IN

1\ _q
# + ...+ 5n1+p = 5n1+1 ’ (5%)_1 = 4-}5" (1 B (%)p) <
scdpdm de p, ramane n 1

< I 1< w < &,

1
o1 In
adica g e Se gase§te Ne = |:1n5:| + 1.
o0
=-este verificat Criteriul Cauchy=-seria Z 5% cosn™ este converegenta.
n=1
modul 2. Criteriul comparatiei cu inegalitati. Deoarece girul (z,),cn- are si termeni pozitivi si

termeni negativi=- nu se poate aplica direct Criteriul comparatiei. Se va studia absoluta conver-
o0 oo

gentd a seriei cu termeni oarecare E 5% cosn”, adica se va studia daca seria E ’5% cosn”"| este

n=1 n=1
convergenta.
0< ‘571 cosn”‘ < 5n,Vn € N*.
o0 . v
n . y C. comparatiei . o
> ( % ) este serie convergenta £4 E !5% cosn"| este serie convergenta=-

n=1 1 n=1

ca si serie geometrica cu ¢ = ¢ € |—1,1]
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o0

E % cosn” este serie absolut convergenta.

n=1
OTeorema 1.4.6. (Criteriul comparatiei cu limita, forma tare, CS). Fie seriile de numere
[e.e] [e.e]

reale Z Ty Sl Z Yn cu termeni strict pozitivi astfel incat

n=m n=m

Jlim 2= = € [0, +o0]

n—oo Yn

a) Dacd 0 < [ < +oo atunci cele doud serii au aceeasi naturs;
o

o0
b) Daca [ = 0 si seria E Yn este convergenta atunci seria E T, este convergenta;

n=m n=m
o o

c) Daca | = 400 i seria Z Yn este divergenta atunci seria Z T, este divergenta.
n=m n=m
OTeorema 1.4.6'. (Criteriul comparatiei cu limitd, forma slabs, CS). Fie seriile de numere

[e.e] o0
reale Z Ty Sl Z Yn CU termeni strict pozitivi astfel incat

n=m n=m

Jlim 22 =] € [0, +o0]
n—ooln
a) Daca 3 lim %2 = [* € [0, +00] atunci
n—oo Yn
o0 o0
edaca Z Yn este convergenta atunci seria Z T, este convergentd,;
n=m n=m

o0 o0
edaca g x, este divergenta atunci seria E yn, este divergenta;
n=m n=m

b) Dacd 3 lim 7 = [, € ]0, +0o0] atunci

n—oo

oo o
edaca E T, este convergenta atunci seria E UYn este convergenta;

n=m n=m
o o

edaca E Yn este divergenta atunci seria E Ty este divergents;

n=m n=m
o0 . oo
o . - . au aceeagi naturad
c) Dacd 0 < lim 2 < lim %2 < 400 atunci E Tn ~ E Yn-
n—oo In n—oo Yn
n=m n=m

OExemplul 1.4.3. Si se studieze natura urméitoarelor serii de numere reale

e}

. 1 .

a) g sin 53
n=1

Etapa 1. Se studiazd daca lim z, = 0.
I n—oo

Termenul general al seriei este
Ty = sin %,Vn e N*

= lim z, = 0 =-seria poate fi convergenta.
n—oo

Etapa 2. Cu definitia-NU
Etapa 3. Se studiazd natura seriei aplicAnd criterii.
Criteriul comparatiei cu limita. Deoarece sirul (2,), cy- este cu termeni strict pozitivi si
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in -
Jlim 2 =1 €0, +o0]

n—oo o

n

C. comparatiei 1
g n

o0

g sin =5 este serie convergenta.
cu limita 1
n=

o0

g L este serie convergents
n

n=1

ca si serie armonica cu o = 2

e o]
§ : 1 .
b) n3—nm2+11°
n=1

Etapa 1. Se studiazd daca lim z, = 0.
I n—oo

Termenul general al seriei este
-1 *
Tp = 3V €N

= lim z, = 0 =-seria poate fi convergenta.
n—oo

Etapa 2. Cu definitia-NU
Etapa 3. Se studiaza natura seriei aplicAnd criterii.

Criteriul comparatiei cu limita. Deoarece sirul (2,), cy- este cu termeni strict pozitivi si
1

. n3_n2111
Hllm%zo

n—oo nig 00
00 C. congarapici Z 1 t . t5
. y —S— 5 Tl nvergenta.
g n% este serie convergenta cu limits ‘ n3p2yil ©8te Serie convergenta
n=
n=1

ca gi serie armonica cu o = 2

o
1.
c) Z WoESE
n=1

Etap7a 1. Se studiazd daca lim z, = 0.
I n—oo

Termenul general al seriei este
Ty = \/FLIH,Vn € N*

= lim z, = 0 =-seria poate fi convergenta.
n—oo

Etapa 2. Cu definitia-NU
FEtapa 3. Se studiaza natura seriei aplicAnd criterii.

Criteriul comparatiei cu limita. Deoarece sirul (), cn- este cu termeni strict pozitivi si
1

J lim * = 400

n—oo 0o
oo . C. comparatiei Z 1 t ie di t5
o i 5 este serie divergenta.
g - este serie divergenta cu Limits v+l &
n=1
n=1
ca si serie armonica cu a = 1
[e.9]
OTeorema 1.4.7. (Criteriul in «, CS). Fie seria de numere reale E Zpn CU termeni pozitivi.
n=m

o
a) Dacd Ja > 1 ad. 0 < lim (n®-z,) < 400 atunci Z X, este convergentd;

n—oo
n=m
(o, ]
b) Dacd da <1 a.i. 0< lim (n®-x,) < 400 atunci Z x, este divergenta.
n—oo
n=m

o0
OTeorema 1.4.8. (Criteriul de condensare Cauchy). Fie seria de numere reale Z Tp, CU
n=m
termeni pozitivi x,, > 0,Vn € N,,,. Daca girul (xn)neNm este monoton descrescator, atunci
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o0 . oo
turd
Z xn are aceefxsl natura Z 2nx2n'
n=m n=m
Teorema 1.4.9. (Criteriul raportului-D’Alembert, forma slaba, CS). Fie seria de numere
(0. 0]
reale Z Ty, cu termeni strict pozitivi ,, = 0,Vn € N,,
n=m

a) Daca hm bl < 1, atunci seria E Z, este convergenta.
n

n=m
o0
b) Dacd lim 4+ > 1, atunci seria g x,, este divergenta.
n—oo "
n=m
Tn+1 Tn+1

c) Dacd lim > 1, sau lim < 1 atunci nu se poate preciza natura seriei.

n
n—0o0 n—o0

v . xT . . . .
Dacd J lim =2*L, atunci criteriul anterior se numeste forma tare.
n—oo wn

Exemplul 1.4.4. S& se studieze natura urmatoarelor serii de numere reale

a)znn

Etapa 1. Se studiaza dacd lim z, = 0.
—_— n—oo

Termenul general al seriei este
n
Ty = %, Vn € N*

= lim z, = 0 =-seria poate fi convergenta.
n—oo

Etapa 2. Cu definitia-NU
FEtapa 3. Se studiaza natura seriei aplicAnd criterii.
Criteriul raportului, forma tare. Deoarece sirul (xn)neN* este cu termeni strict pozitivi gi

. n+1 | C. raportului n . o
3 lim & lim % cm = hm ni—i-l =0< 1} = g % este serie convergenta.
n—oo n n—oo \"T L) forma tare :

oo
2\",
n=
Etapa 3. Se studiaza natura seriei aplicAnd criterii.
Criteriul raportului, forma tare. Deoarece sirul (), -+ este cu termeni strict pozitivi si

. T . n+l1 1 2 C. raportului > 2\
3 Jim = = lim_(n+1)! <n+1) s (3)" = im 2t = £ <1 e 22 ()
n=1

n!
n—o0 n n—o0 forma tare

este serie convergenta.

Teorema 1.4.10 (Criteriul radacinii-Cauchy-Hadamard, forma slaba, CS). Fie seria de
o

numere reale E Tp, cu termeni strict pozitivi x,, 2 0,¥n € Ny,

n=m

a) Daca lim /7, <1 atunci seria E Ty, este convergentd.
n—oo

n=m

b) Daca nlirgo /x, > 1 atunci seria Z Ty este divergenta.
n=m

c) Daci lim Yz, = 1 atunci nu se poate preciza natura seriei.

Daca EI hm /x, atunci criteriul anterior se numeste forma tare.

n—oo
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oo o0
Observatia 1.4.2. Daca E Zp, este o serie cu termeni oarecare si g |z, | este divergenta pe
n=m n=m
(o)

baza criteriului raportului sau criteriului radécinii atunci E x, este divergenta.

n=m

Exemplul 1.4.5. Sa se studieze natura urmatoarelor serii de numere reale
o
2
a) E s
(3+3)"
n=2

Etapa 1. Se studiazd daca lim z, = 0.
- n—oo

Termenul general al seriei este
Ty = 1 € Nso
n = \®
(3+3)"

= lim =z, = 0 =seria poate fi convergenta.
n—oo

Etapa 2. Cu definitia-NU
Etapa 3. Se studiazd natura seriei aplicAnd criterii.

Criteriul radécinii, forma tare. Deoarece sirul (z;,) este cu termeni strict pozitivi si

neN*

o0

2
. . 2 . (%) 1 C. riddcinii 2 : y
Jlim ¢z, = lim »/ -2 = lim =:z<1 = —1— este serie convergenta.
nso Vs \[ (B0)T T nmee B 0 2 G ®

forma tare
n=2
> 1
b .
) 72 (3 + (_1)n)na

Etapa 1. Se studiaza daca lim z, = 0.
- n—oo

Termenul general al seriei este

_ 1
Tpn = m,yn S Nz. N N
Deoarece N = {2k; ke N*} U {Qk + 1;k € N*}, se expliciteaza:
L dacin= 2%;%6 N*

Ty = 41"7 y v o .
o, dacan=2k+1;keN
Se determina: )
%hm Lok = Eh o =0 .
lim $27€' = lim % =0. (( ")nGNQ) { }
>~ +1 ~ 22k+1
k—o0 k—oo
n—00 = 3 lim z,, = 0 =-seria poate fi convergenta.
hm Ty = 0 n—o0
n—oo

Etapa 2. Cu Definitia-NU.
Etapa 3. Se studiaza natura seriei aplicand criterii.
Criteriul raportului.

xn 2 0,Vn € Ngl.

Tnp1 (3D )" __ B+E=D™m” 23% =2""1 dacdn= 2%;% S\l
42% = 2"%’ daca n =2k + 1;k € N*.

: (=

Tn EE=ESy

Un,
Se determing

lim uyp = +o0; "
b0 =L ( ”“) = {+00,0} =
=0. n€Ny

dim gy Tn
k—oo
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lim ¥4l =

n . Tn+1
n—oo
llm $7L+1 — +oo = ﬂnll—{rgo :L'n .
n—oo Tn
Cum lim & = 400 > 1si lim ¥ = 0 < 1 = seria Z W nu se poate studia cu
n—oo T n—oo "
n=2
criteriul raportului.
Criteriul rad&cinii.
xn 2 0,Vn € N.
\/— 1 _ 1 _ %, da = 2/]\{5/, k € N*
/ BFCDT — BRI %, da =2k+1;k € N*

'Un
Se determing )
Tim v, = &

= 3 lim /z,.

n—oo

[N

Cum lim {/z, = 2 < 1= seria Z W este convergenta.

n—00 n—=9

Teorema 1.4.11 (Criteriul Raabe-Duhamel, forma slaba, CS). Fie seria de numere reale

Z Tp, cu termeni strict pozitivi z,, 3 0,Vn € Ny,

n=m

o0
) T Lo <
a) Daca lim n ( t— 1) > 1, atunci seria E Ty este convergentd.

n—00 Tn+41 — m

b) Daca hmn( n

— 1> < 1, atunci seria Z Ty este divergenta.

n=m

c) Dacd lim n < L 1) < 1lsau limn < o 1) > 1 atunci nuv se poate preciza natura
n—00 Tn+1

n—00 Tn+1
seriei.
o . T, . .
Daca 4 lim n — 1) atunci criteriul anterior se numeste forma tare.

Exemplul 1.4.6. Si se studieze natura urmétoarelor serii de numere reale
o
a) 3 aV",a>0;

n—=
FEtapa 1. Se studiazd daca lim z, = 0.
I n—oo

Termenul general al seriei este
Ty = a\/ﬁ,Vn e N*.
0, dacal<a<l1 {

daca a > 1, atunci seria este divergenta

= li = 1 daca a =1 .. 9
e ’ acaa dacd a € ]0, 1], atunci seria poate fi convergenta

n—oo v
400, dacd a > 1.
Etapa 2. Cu Definitia-NU.

Etapa 3. Se aplica criterii atunci cand a € ]0,1[.

Criteriul raportului. Deoarece sirul (), - este cu termeni strict pozitivi si

T I S
ot V=V = o VervE Wn € NE
Tn
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. xn-l—l CLE]O,I[ . L
J lim —— =" 1 =Nu se poate preciza natura seriei.
n—oo xTL

Criteriul rddacinii. Deoarece sirul (), cy- este cu termeni strict pozitivi si

NG
Vl]zn| =a™n ,¥n € N*.

. a€]0,1] : ..
3 lim {/|z,|] = 1 =Nu se poate preciza natura seriei.
n—oo

Criteriul lui Raabe-Duhamel. Deoarece sirul (), oy« este cu termeni strict pozitivi si

n< n —1) :n(a_”‘“‘h/ﬁ—l) :n(aﬁ%—l),VnEN*i
Tn41

-1

n—oo xTL—‘—l n—oo
-1
aVrtityvn — 1] a€lo,1]

= lim c—— = (lna)(-o0) = oo >1

n— —1 \/m—l—\/ﬁ ( ) ( ) =lna<0 +

) Vn+l+y/n
=-seria este convergenta.
Concluzii:

o0
-daci @ €]0,1] = seria > aV™ este convergenta.
n=1

o0
-daci a > 1 = seria 3. aV™ este divergents.

n=1
(e o]
OTeorema 1.4.12 (Criteriul Bertrand, forma slaba, CS). Fie seria de numere reale Z T,
n=m
cu termeni strict pozitivi ,, 2 0,¥n € Ny,.
o0
x

a) Dacd lim (n < LCE— 1> — 1) Inn > 1 atunci Z T, este convergenta;

n— oo Tn+1 nem

oo
o T In . . . o

b) Dacd lim <n ( — 1> — 1) Inn < 1 atunci seria Z Ty, este divergenta;

e Tnt1 n=m

x — x

c) Dacd lim <n< n —1) —1>1nn§ 1 sau lim (n( n —1) —1>lnn > 1 atunci nu se

n—oo Tn+1 n—00 Tn41
poate preciza natura seriei.

x
Daca 3 lim (n ( L 1) — 1> Inn atunci criteriul anterior se numeste forma tare.
n—00 Tyl

oo
OTeorema 1.4.13 (Criteriul logaritmic, CS). Fie seria de numere reale Z Zp, CU termeni

n=m
strict pozitivi z,, £ 0,Vn € N, a.i.
~In xi
3 lim ro—=
n—oo Inn

a) Dacd | > 1 atunci Z Tp, este convergenta;

n=m

oo
b) Daca [ < 1 atunci seria E Tp, este divergenta;
n=m
c) Daca [ = 1 atunci nu se poate preciza natura seriei.

o0
Teorema 1.4.14 (Criteriul Abel, CS). Fie seria de numere reale Z opty. Daca
n=m
(i) sirul (o), cn,, este monoton (descrescator) si marginit;
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o0
(ii) seria E uy, este convergenta,

n=m
o

atunci seria E apUy, este convergenta.

n=m
e¢]

Teorema 1.4.15. (Criteriul Dirichlet, CS). Fie seria de numere reale Z QnUy. Daca

n=m
(i) sirul (o), . este monoton descrescitor cu lim a,, = 0;
m n— oo
o0 n
(ii) seria E u, are sirul sumelor partiale s¥ = E ug, Vn € N, gir marginit,
n=m k=m

0.)
atunci seria E anUn, este convergenta.

n=m
Exemplul 1.4.7. Si se studieze natura urmatoarelor serii de numere reale

o0 o
sin an
a) g ———,a € R* este fixat si a > 0 este fixat;
nDl
n=1

Etapa 1. Se studiaza daca lim z, = 0.
- n—oo

Termenul general al seriei este

[
T, = — ginan,Vn € N*
na \,—/
~~mirginit
—0
= lim z, = 0 =-seria poate fi convergenta.
n—oo
FEtapa 2. Se studiazad natura seriei si suma ei cu cu definitia. Sirul sumelor partiale este

n
$n= Y. 7= sinak,Vn € N*,
k=1

Nu se va aplica definitia in studiul convergentei seriei.
Etapa 3. Se studiaza natura seriei aplicAnd criterii. Seria este cu termeni oarecare.

Criteriul Dirichlet. Se aleg:

(i) an = -&,Vn € N*. Se observa ca sirul (ay),,cn+ este monoton descrescitor cu lim ay, = 0.

n—oo

(ii) uy, = sinan, Vn € N*. Se studiaza daca sirul sumelor partiale

n
sy = Zsinak,Vn e N*
. k:1 . . .
este gir marginit. Se determing s¥.

n n
Fie n € N*. Se noteaza A,, = Z cosak si B, = Z sin ak. Atunci

k=1 k=1
n n n
A, +iB, = Zcosakz +iZsinak‘ = Z (cosak +isinak) =
k=1 k=1 k=1

n
- E 3 i sina)® = (cos sin ) (Cosatisina)”—1 _
= (cosa+isina)” = (cosa +isina) (cosatisma) T —
k=1

P i 2 an i,oan an
(cosan+isinan)—1 .. D2 sin G —i2sin %t cos G
(cosa+tisina)—1 (COS @+ isin CL) 2sin? £—i2sin $cos £
an an . an : an
7(COST—‘,—zsmT) _ sin= . an __ a S an _ a
snZ(costtisind)  sng (cos (a+ % —§) +isin(a+ G —5)).
an 2 2 a 2

an—l—a)

gcos (ente) si B, = >

= (cosa +isina)

sin

(cosa+isina)

s sin

in an
2
sm§

1 .
sin Sin (

Deci A,, =

19
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Atunci IM = |Sm | > ( astfel incat

< |Sin2|,Vn€ N*
2

= (Sp)pen+ ©ste sir marginit.

S sin (252)

|snl =

o0 .

Conform Criteriului Dirichlet, seria ) ®13% este convergenta.

~ n=1
b) Zln (1+ 7712) sinn;
Indicatie. o, =In (1 + #) ,Vn € N*;u, = sinn,Vn € N*.

o0

cosn

) D_ g

n=1

Indicatie. o, = 3n,Vn € N*; u,, = cosn,Vn € N*,

cosn
In acest caz se poate aplica criteriul comparatiei cu inegalititi pentru Z ‘ ‘

n=1

Teorema 1.4.16 (Criteriul Leibniz, CS). Fie girul de numere reale (ay,)
an 2 0,Vn € Ny,

neN, cu

Dacé sirul (an),,cy,, este monoton descrescator cu lim aj,, = 0, atunci seria alternanta Z " apeste
n—oo n—mn
[e.e]
convergentd. Rezultatul este valabil si pentru seria alternanta Z "H
. . < U : (—-1)" : .
Seria armonica alternanta generalizatid. Fie a € R. Seria Z —— este divergenta daca
n

n=1
a < 0 si convergenta daca o > 0. Mai mult, pentru « € 0, 1] seria este semiconvergentd, iar pentru

a > 1 seria este absolut convergenta.

Exemple. Fie a = —%. Seria armonica alternantad generalizata
o

Z (—D)"nyn [ =1+2v2 =33+ ... + (=1)"ny/n + ...este (D).
n=1
Fie o = 1. Seria armonica alternanta

o n n
(-1) 1 -1 (—1)
— /=14 -4+ —+ ...+ —"—+ ...este (5C).
nln/ +2+3++n+ese()
Fie a = 5. Seria armonica alternanta generalizata
oo

Cy IR S ED" L este
_\/ﬁ/ +\f \f+ +\/ﬁ+ te (SC).

Fie a = 3 Seria armonica alternanta generalizata

s 1 1 (="
4.+ + ...este (AC).
231_ 2v2  3V3 nv/n )

. Sena armonica generalizata

s —1)” 11 (— 1)”
Z 5 5 32 5 ...este (AC).

M

Fie o

3
—
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Exemplul 1.4.8. S& se studieze natura urmétoarelor serii de numere reale

a) Z 2n’

Etapa 1. Se studiazad daca lim z, = 0.

n—oo
Termenul general al seriei este

Tn = (—1)"- E,VnGN*
——— 2"

marginit _)'0
= lim =z, = 0 =-seria poate fi convergenta.

n—oo

Etapa 2. Cu definitia-NU.
Etapa 3. Se studiaza natura seriei aplicAnd criterii.

Criteriul Leibniz. Sirul (z,),cy este sir alternant, adica

n
n
xn = (—1) on ,Vn € N*.
(g
>0,YneN*
si, mai mult, £L‘n =(-1)"-ap,¥n € N* unde
an > 0,Vn € N*
(@n)pen- este sir monoton descrescator C. Lejbniz o Z (—=1)" & este convergenti.

lim a, =0
n—oo

Criteriul raportului pentru seria modulelor. Deoarece sirul (), .y este sir alternant, se poate stu-
dia seria modulelor, care este s.t.s.p., cu criteriul raportului:

|zn| > 0,¥n € N*

(-
‘ n—l—l’ on+l n+1 1 Crit. rap., forma tare, a)
lim = lim = =35<1 =
n—00 ’,’L’n| n—00 (_1>n E n—oo 21
2n
o0 o0
=seria ) |zp| este convergentd=sseria Y x, este absolut convergenta.
n=1 n=1
1
b n+1 :
) Z n?+4n+5
Etapa 1. Se studiaza daca lim z, = 0.
- n—oo
Termenul general al seriei este
1
Tp=(—1)"T ———  ¥neN*
" L),_/ n2+4n+5’
marginit T
= lim z, = 0 =-seria poate fi convergenta.

n—oo

Etapa 2. Cu definitia-NU.
Etapa 3. Se studiaza natura seriei aplicAnd criterii.

Criteriul Leibniz. Sirul (z,),cy este sir alternant, adica
1
zy = (—1)""' ——— vp e N~
n=(=1) n2+4n+5’
—_———
an>0,YneN*
si, mai mult, z,, = (—1)" - a,,, ¥n € N*, unde
an > 0,Yn € N* -
(@n),en+ este sir monoton descrescator C. Lejbniz oo S (_1)”+1

lim a, =0
n—oo

1 X
S P este convergenta.
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Este chiar absolut convergenté (seria modulelor se studiazd cu criteriul comparatiei).

o) Z fsurctgl :

n

Etapa 1. Se studiaza dacd lim z, = 0.
—_— n—oo

Termenul general al seriei este
arctg 1
T = (-1)"- —%,Vn e N*
coSs =

LY. n
MATGINIT  —

—0

= lim z, = 0 =seria poate fi convergenta.
n—oo

FEtapa 2. Cu definitia-NU.
Etapa 3. Se studiazd natura seriei aplicand criterii.

Criteriul Leibniz. Sirul (), cy este sir alternant, adica

arctg 1
rn = (-1 TEn

,Vn € N*.

COS =

\W_/
an>0,YneN*

Se observa cd
0<i<ivneNr

0<i<i,vneNr

arctg e crcsc:é;oarc pe ]0,1]

0< eurctgl < 7, Vn € N* si

cos e descrescdtoare pe ]0,1]
=

cosO>cos >cosl > 0,Vn € N*

Mai mult
1 1 arctg e crescitoare pe ]0,1] 1 1.
at <a = arctg =7 < arctg ;- sl
1 1 cos e descrescitoare pe ]0,1] 1 1 1
TH<E = COSTH>COS*:>COS71<E
i . n+1 n
si deci

Qn > Gpt1, V0 € N¥,
Deci z,, = (—1)" - ap,, ¥n € N*| unde
an, > 0,Vn € N* -
(@n)pen- este sir monoton descrescator C. Lejbniz oo Z (—

lim a, =0
n—oo

arctg
1)" —=* este convergenta.

n



