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CURS NR. 4
Analiza matematica, ATA

A se studia Trigonometrie-din Anexa 2 si de la Complemente de Matematici

A se studia Funci;ii f:ACR — R elementare: functia polinomials, functia ration-
ala, functia putere, functia radical, functia logaritm, functia exponentiala, functii
trigonometrice, functii hiperbolice. Definitii, grafice si lecturi grafice (intersectia cu
axele, monotonie, semn). Ecuatii si inecuatii atasate, sisteme de ecuatii si inecuatii-din
Anexa 4 si de la Complemente de Matematica

5.1. Limite de functii f: ACR - Rinac A

De recapitulat din manualele de liceu.
Se reamintesc unele notiuni gi enunturi (schitd, fard demonstratii).
De mentionat ci A’ este multimea punctelor de acumulare a multimii A, in R.
Definitia 5.1.1. Fie f : ACR — R, a € A’ C R. Functia f are limita | € R in punctul a si se

noteazd lim f(x) =1 daca
r—a,x€A

WV ev((),3U=Uy €V(a)ai Vze ANU,z#a= f(z) € V]
Daca exista, | € R se numeste limita (globald a) functiei f in a. Se noteaza gi l =1(a).
Teorema 5.1.1.(criteriul-CNS in limbaj ¢ — § de existenta a limitei)
Fie f: A CR — R. Atunci
a)3 lim Af(x):—oo,—ooeA’<:>

T——00,rE

Va<0,36=0(a)<0ai Ve Acuz <= f(z)<al
b) 3 limAf(:n):—oo,aEA’,aeR<:>

r—a,rec

Va<0,30=0(a) >0ad Vee Aculz—al <d,z#a= f(z) <al
c)d lim f(z)=—-oc0,+0€ A &

r——+00,x€A

Va<0,36=0(a) >0ai Ve Acuf<z= f(z)<al
d)3 lim @) =l-cceAlER s

T——00,rE

Ve >0,36=0(e)<0ail Vee Acux < f=|f(z)—1I <eg]
e) 3 limAf(m):l,aeA’,aeR,leR@

T—a,re

Ve >0,30=0(e) >0al. Vz e Acu |z —a|<d,x#a=|f(z)—1] <e].
£)3 lim f(z)=l+occ A leR&

r——+00,LEA

Ve >0,30=0(c)>0al Vee Acuf<z=|f(x) -1 <eg]

g)d lim f(z)=+40c0,—-0€d &
T——00,TrE

Va>0,3=0(a)<0ai Vee Acuz < f=a<f(z)

h) 3 limAf(m):+oo,aEA’,a€R<:>
Tr—a,re

Va>0,30=d0(a) >0ai Ve e Aculz—al <z #a=a< f(z).
i)3 lim f(z)=+o00,+0c A &

r—+00,2EA

Va>0,36=0(a)>0ai Vze Acuff<z=a<f(z)

1—2?

Exemplul 5.1.1. Se aratd cd 3 lim =0.

z—1 T+ 2
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. 1— 22
Fie f:DCR =R, f(z) = x+2,D:R\{—2}.

Se alege AC D, A=]-2,400[al. a=1€ A"
y | y |

1— 2
Se studiaza daca [x — 1 = f(x) — 0], adica 3 lim1 +x2 =0«
x—1 X
Ve >0,30=0(¢) >0 al Ve Acu e —1] <o = |f(z) — 0] <e .
— —
x este in o vecinatate a lui 1 f(z) este in ovecindtate a lui 0
Fie Ve > 0. Se cautd 6 =6 (¢) > 0 a.d. Vz € A cu |z — 1| <(5sarezulte
1-— 2 1 pentlu r>—2 1" d
@ =0 = |20 -0 = | T e -1 ST e T e
T+ 2 rdmane &

Deci se cautd § = d(¢) >0 ad. 0 < 5 < e. Din Teorema de densitate a R in R, intre numerele
reale 0 si € existd un astfel de §. Se poate alege, de exemplu, § = %5.
Teorema 5.1.2. (criteriul-CNS de existenta a limitei cu siruri)
Fief:ACR—R, ac A/ CRsi [€R. Atunci 3 lim f(2)=1%

r—a,x€A
[V (Zn)pen,. un sir de numere reale din A\ {a}, cu lim z, =a = lim f(z,)=1[].
m n—oo n—oo
Definitia 5.1.2. Fie f: ACR — R.
a) Functia f are limita la stanga ls € R in punctul a € AL si se noteazi

lim f(z) =15 daca

r—a,x<a,r€A
VWV eV(),3U=Uy€eV(a)al Vee ANU,x #a,x<a= f(x)€V].
b) Functia f are limita la dreapta ls € R in punctul a € Al si se noteazd
lim f(z) =14 daca

r—a,x>a,r€A
WV eV(y),3U=Uy €V(a) al Ve e ANU,z #a,x>a= f(x)eV]
Se noteaza si

L (a) = Jim, £ (a) = Iim f (@) = f (@ = 0):La(a) = Jim / (2) = im f (a) = F (a+0).

x<a r>a
Propozitia 5.1.1. (de caracterizare a existentei limitelor laterale cu siruri)

Fie f: ACR —R.
a) Fie a € A’ si I (a) € R. Atunci 3 lim f(z)=Ils(a) &

z—a,x<a,tEA
[V (zn),en,, un gir de numere reale din A\ {a}, cu z, < a,Vn € Ny, si lim z, = a =

i f (24) = L (a)] o

b) Fie a € A}, 5i l4(a) € R. Atunci 3 lim f(z)=14(a) &

r—a,x>a,x€A
[V (zn),en,, un gir de numere reale din A \ {a}, cu x, > a,Vn € Ny, si lim z, = a =

Tim £ (20) = la (@) o

Teorema 5.1.3. (criteriul-CNS de existentd a limitei cu limite laterale)
Fie f:ACR—R, ac A,acRsil(a) € R Atunci 3 lim Af(x):l(a)<:>
r—a,re
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3 lim f(z)=1s(a), 3 lim f(x)=1l4(a)sils(a)=14(a)=1(a)].

r—a,x<a,r€A r—a,x>a,c€EA

Exemplul 5.1.2. a) Fie functia Dirichlet:
) B 1, dacazeQ
JiR—=R, f(x)—{ -1, dacix ¢ Q

In nici un punct a € R, functia nu are nici limit4 la stanga, nici limit# la dreapta.
b) Fie functia Heaviside (treapta unitate):

0, dacax <0
f'RHR’f@)_{ 1, dacaz >0

In punctele a € ]—o0, 0[ functia are limitd I (a) = lil)n f(z)=0.

In punctele a € |0, +-o00[ functia are limits [ (a) = aflgff (z) =1.

In punctul @ = 0 functia are limita la stanga Z (%) = l%r’rwl . f(x) = 0 gi limita la dreapta
lq(0) = :c—%r,?w f(x)=1. Cum I5 (0) # 14 (0), atunci f nu are limita in a = 0.

y |

Exemplul 5.1.3. Fie functia parte intreaga:
f:R—=R, f(x)=z], unde [x] =n € Z, dacdi n < z < n+ 1, adicd

-1, dacda —1<z<0

fz) = 0, daca0<z<1
1, dacal<z<?2
2, daca2<z<3

\
In punctele a € R \ Z functia are limit [ (a) = lim f (z) = n, dacd n < a <n + 1.
r—a

In punctele a = n € Z functia are limita la stanga I (a) = lim< f(z) =n—1silimita la dreapta
r—n,x<n
lg(a) = lim> f(z) =n. Cum ls (a) # lg(a), atunci f nu are limitd in punctele a € R \ Z.
T—n,x>n
y | —_
— X

Exemplul 5.1.4. Fie functia:
1 o
] _ [ sing dacax#0
f.R—MR,f(a:)—{ 0, daciz=0
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In punctele a € ]—00,0[ U]0, +oo] functia are limitd { (a) = lim f (z) =sin L.
r—a

In punctul @ = 0 functia nu are limit& nici la stanga si nici la dreapta.

Teorema 5.1.4. (proprietatea de unicitate a limitei)
Fie f:ACR—R,ac A/ CR. Dacd 3 lim Af () atunci aceasta este unica.

T—a,re
Corolar 5.1.1. (criteriul de inexistenta a limitei cu siruri)
Fie f: ACR—R,ac A CR. Daci
3 (%), ey, un sir de numere reale din A\ {a}, cu lim z, = q,
m n—0o0
3(Zn) ey, un sir de numere reale din A\ {a}, cu lim z, =a
m n—00
astfel incat
esau unul din sirurile (f (7)), » (f (Zn))pen,, DU are limita
esau ambele siruri (f (75)),en,, s (f (Tn))pen,, au limitd, cu
lim f (:L‘n) = ll, lim f (fn) = lg §i ll 75 lz,
n—oo n—oo
atunci 4 lim  f(x).

r—a,x€A

Exemplul 5.1.5. Se aratd cd 3 lim cosz. Intr-adevar, fie

T—+00
f:R—=R, f(x)=cosx.
Se alege A =R a.i. a = +00 € A’. Se observi ca
dz, = 04 2nm,¥n € N un sir de numere reale din A\ {a}, cu nILIEO Ty = +00,

3z, = § + 2n7,Vn € N un sir de numere reale din A\ {a}, cu lim z, = +oo0.
n—oo

Mai mult,
f(xn) =cos (04 2nm) = cos0 = 1,Vn € N este un sir de numere reale cu lim f(z,) =1,
n—oo

f(Zn) = cos (5 + 2nm) = cos § = 0,Vn € N este un gir de numere reale cu nh_)rglo f(zn) =0.
Cum 1#0= 7 lim cosz.

r—+00
y |

NN N

Interpretarea geometrica a limitei-asimptote: I. Fie f: ACR—R,ac A NR.
a) Dreapta = = a se numeste asimptota verticala la stanga pentru f daci
lim,  (2) = +00 / Jimy f () = —ox.

x<a r<a
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b) Dreapta x = a se numeste asimptota verticala la dreapta pentru f daca
lim f (z) = +o00 / lim f (2) = —ox.

xr>a r>a
II. a) Fie f : ACR — R, —oo € A'. Dreapta y = mx + n se numeste asimptota oblica spre —oo a
functiei f daca exista si sunt finite limitele
T
m = lim /(@)
r——00 I

b) Fie f : ACR — R, 400 € A'. Dreapta y = mz + n se numeste asimptotda oblici spre +00 a
functiei f daca exista si sunt finite limitele

m= m) sin= lim (f(z)-me)(adica lm (f(z)—mz—n)=0).

ITII. a) Fie f: ACR — R, —oco € A". Dreapta y = n se numeste asimptotd orizontald spre —oco a
functiei f daca exista si este finita limita
n= lim (f(z)) (adicd lim (f(z)—n)=0).
T——00 Tr——00

b) Fie f : ACR — R, 400 € A'. Dreapta y = n se numeste asimptotd orizontald spre +00 a
functiei f daca exista si este finita limita
n= lim (f(x)) (adicd lim (f(z)—n)=0).
T—+00 T——+00

P
Observatie: a) Fie f: ACR - R, f(z) = 0 Emi o functie rationald. Atunci:
x

-f admite asimptote verticale dacd polinomul () are radacini reale; asimptotele verticale sunt
dreptele © = ay, k € {1,2,...,q}, unde a; sunt cele g rddacini reale distincte;

-f admite asimptota oblicd daca grad P = 1 + grad @); asimptota oblica este y = mx + n, unde
mx + n este catul impartirii lui P la Q;

-f admite asimptotad orizontald daca grad P < grad (); asimptota verticala este y = n, unde

sin= xli}r_noo (f (x) —mz) (adica J:EIPOO (f () —mz —n) =0).

s

b) O functie f nu poate admite simultan asimptota oblica si asimptota orizontald spre —oo/ 4 oo.
Exemple: Conform cu Teorema 5.1.12 ulterioara, se studiaza asimptotele pentru:

3z +4

A=]-00,—-3[U]-3 +oo[ in R; A’ = [~00, +o0] = R.
°— % € A’ =are sens studiul limitei

hy T4 35445
m_,—T32x+37 09 70?
T —00 —% +00
y1=22+3 -——— 10 | +++
_ 3+ 4 =1
() - R

:>[x—>_73,:c<_73:>f(x2—>+oo]:>

= dreapta de ecuatie x = 73 este asimptotd verticald la stanga (spre +00).
. 3r+4 =1
ld(%g): lim =2 - o=

= [gg—>*73,x>’73:>f(a:)—>—oo]:>
= dreapta de ecuatie x = _73 este asimptotd verticald la dreapta (spre —oo).

1 (F) £ (F) =3 m, [ @),
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e — 0 € A’ =are sens studiul hm41tei
3 4 T(3+=

lim Tt = lim (7‘;”)

t——c0 2 +3 w—-00 g (2 + 5)

_3
2

:>[:c—>—oo:>f(a:)—>g]:>

= dreapta de ecuatie y = % este asimptota orizontala spre —oo.

e + 0o € A’ =are sens studiul limitei
3xr+4
im = -
z—+oo 2 +3 2
:>[x—>+oo:f($)—>%]:>
= dreapta de ecuatie y = % este asimptota orizontala spre 4o0.

L

2 +2z+3
b)fiAQRHR,f@):W-

A=]-00,-3[U]-3, 40| in R; A’ = [—00,+00] = R.

°— % € A’ =are sens studiul limitei
2 =3)2 . =3 9
?+22+3  (P)+2-F+3 7

li =
xi% 2x + 3 02 09
T —00 —% +0o0
y1 =2z +3 ———10 +++
2 9
—3\ . ZT +2.%'+3_ i
ls (7) = lim %0 13 0—__—00:>

.y
=z—Far<PE=>flz) > -] =

= dreapta de ecuatie x = _73 este asimptotd verticald la stanga (spre —oo).
9

2
ld(;3)_ lim wziz_,_ooj
3a>32 2x+3 0+
=[r— F2>F = f(r) > 4o =
= dreapta de ecuatie x = %3 este asimptotd verticald la dreapta (spre +o0).

L (F) #la(F) = Im S @),

r—

e — 0o € A’ =are sens studiul limitei
2?4243 ?(1+24 %)
lim —— = lim
z——oc0 2x+ 3 T——00 T (2 + %)
=[r— —c0o=f(z) > —o0| =
= nu exista asimptotd orizontald spre —oo.
2 +22+3 1 _ 2 +2x+3 1
= lim | ————%——37 | = 1 =

e e w22 +3) 2" T T\ 2243

(—00)2_1 = —00 =

N =
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. 1 1 . R
= dreapta de ecuatie y = ix + 1 este asimptota oblica spre —oo.

o + 00 € A’ =are sens studiul limitei
22+ 2x+3
im —
z—+oo  2x+ 3
= [z — +oo= f(z) > +o0] =
= nu exista asimptota orizontald spre +oo.
24243 1 5 22+ 22 +3 1 1:>
im ——————=-n=Ilm |(—mm — 32| =~
sotoo 1 (20 43) 2 asieo\ 2243 2 4

1
= dreapta de ecuatie y = 5% + 1 este asimptota oblica spre +oo.

= +00 =

m =

A se vedea Seminar i Complemente de Matematicd pentru alte exemple.
Teorema 5.1.5. (trecerea la limitd sub modul)
Fief:ACR—R,ac A/ CR. Daci 3 lim Af(m):latunciEI lim |f|(x) si

r—a,re r—a,r€A

lim_ (If[(@)) =il adica lim_ (|f](z)) = :

li lim f(x)
r—a,x€A T—a z—a,x€A
Teorema 5.1.6. (trecerea la limita in inegalitati) Fie f,g: ACR —» R, a € A’ CR. Daci
(i) 3U €V (a) astfel incat f (z) < g(z),YVx € UN A,z # a,
(i) 3 lim f(x),3 lim g¢g(z),
r—a,r€A A

T—a,re
t i 1 < 1 .
a unmx_)g?eAf () < x—ulzgleAg (x)

Teorema 5.1.7. (trecerea la limitd in compunerea de functii) Fie f : ACR — B C Rsi
g:BCR —R. Fiea € A’ CR. Daci
(i) 3 lim f(z)=0b,be B CRyi f(x)# b pentru x # a,
r—a,x€A
d) 3 _
(i) 3 lm g(y)=c

atunci 3 lim (go f)(x) =ec.
r—a,x€A

Exemplul 5.1.6. Iin% (In(1+sinz)) =1In (hH(l) (14 sinx)) =Inl=0.
Reprezentarea graficului pentru f : ACR =R, f(z) =In(1+sinz) :
y |
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OTeorema 5.1.8. (criteriul-CNS Cauchy-Bolzano de existenti a limitei) Fie
f:ACR—R,ac A CR. Atunci functia f are limit# finit, 3 lim ) f(z)) eR&
r—a,re

Ve >0,3U =U. €V (a) ai. Vo' e ANU, 2’ #a,V2" e ANU, 2" #a=|f(2)— f(2")] <e].
Teorema 5.1.9. (criteriul-CS Weierstrass de existenta a limitei) Fie f,g : A C R — R,
a € A’ CR. Daci

(i) N e Rsi U €V (a) astfel incat |f(z) =1 < g(z),Vx e UNA,z # a,

(i) 3 lim 9 (x) =0,

r—a,r

atunci 3 lim  f(z) =1

r—a,r€A
Teorema 5.1.10. (criteriul-CS clestelui de existenta a limitei) Fie f,g,h : A C R — R,
a € A" CR. Dacg
(i) 3U € V (a) astfel incat g (z) < f(z) < h(z),Ve e UNA,x # a,
(i) Elx—}irgeAg (x)=1,3 lim h(x)=1

s z—a,x€A

atunci ijéfgeAf (x) =1.

Propozitia 5.1.2. (criteriu-CS de existentsd a limitei) Fie f,g: ACR — R, a € A CR.
Daca

(1) 3U €V (a) astfel incat g (z) < f(z),Vx €e UN A,z # a,

(ii) Ela;—}h;leAg (x) = +o00

atunci 3 lim  f (z) = +o0.

r—a,x€EA
Exemplul 5.1.7. Fie ’Va eR, a> 0‘ dat. Atunci
2
o 3 7 _3

a) | lim L —0.|Ex: lim (\/5) = 0,0 = %

z—0 e” z—0 VT li_)m0 u(z)=0

2
Reprezentarea graficului pentru f: R — R, f (z) = x—x :
e
b)| lim & = oo |Ex i :
im — =+oco.|Ex: lim = 00, = 3.
r—+oo T T—+00 /2 ll}ll u(z)=4o0 2

T

e
Reprezentarea graficului pentru f: R — R, f (z) = — :
x
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Y

c¢)| lim 2%mz=0.Ex: lim %lnm:O,a:%.
r—0,2>0 x—0,2>0

Reprezentarea graficului pentru f : )0, +oo[ — R, f (z) = 2% Inz :

y ]

x
Demonstratie. b) Intr-adevir, fie f :]0, +o0o[ — R, f (z) = e—a.

x
Cum €® > z,Vz € R, atunci

@\ 2a T 2a 2a
e’ €2a 5 1 o
= — = = = = — ,V 0, .
f(z) o <x2a> > <x§> (2a> x®, Yz € ]0, +o0]

1\ 5.1.
Dar lim ( > 2 = +oo R lim f(z) = +o0.

z——+o0o \ 200 Tz——+00
Propozitia 5.1.3. (criteriu-CS de existents a limitei) Fie f,g: ACR — R, a € A CR.
Daca
(1) U € V (a) astfel incat f (z) < g(z),Yx e UN A,z # a,
(i) 3 lim g(z)=-o0
z—a,x€A

atunci 3 lim T) = —00.
r—a,x€A f ( )

Teorema 5.1.11. (operatii cu limite de functii) Fie f,g : A C R — R, a € A’ C R. Se

presupune ca 3 lim f(z),3 lim g¢(z). Atunci
r—a,r€EA r—a,x€EA

1°. Functia suma f + g, daca are sens, are limita in a si

lim (f(x)4+g(x))= lim f(z)+ lim g¢(x).Nu se atribuie sens daca:
r—a,x€A r—a,r€A a,t€EA
li = i i = —o00.b) i =— i i = .
T e+ TUL el . Ll s
2°. Functia diferenta f — g, daca are sens, are limita in a si
lim (f(z)—g(z))= lim f(z)— lim g(x).Nu se atribuie sens daca:
r—a,x€A r—a,r€A a,tEA
li = i i = b)) I =— i i = —00.
a) lim  f(z)=+oosi lim g(x)=+oob) lim f(z)=-cosi lim g(z)=-o0

3°. Functia produs f - g, daca are sens, are limita in a si

lim (f(x)-g(z)) = < limeAf (95)) . < lim 49 (93)) . Nu se atribuie sens daca:

r—a,x€A r—a,re
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li =0si i =4o00.b) 1l =4 i i =0.
a) ,im f (z) =0si ,im_ g (z) = £o0.b) ,im_ f (z) = +oo si ,Jim_ g ()
4°. Functia cat i, dacé are sens, are limita in a si
I
. f (517) a:—>(11{£:lEA f (JI) . o
lim = - . Nu se atribuie sens daca:
z—ax€A \ g (T) lim g (z)
r—a,x€A
li =0si U =0b) U =4 il = +o00.
a) ,Jm (z) =0si , i g () ) , i (@) = oo ,im g (z) = £o0

5°. Functia putere f9, dacd are sens, are limitd in a si
(@) limeAg(x)
1. gz — 1. Tr—a,r
i (@) = (i @)

. Nu se atribuie sens daca:

a) lim f(z)=0si lim g¢g(x)=0b) lim f(zr)=1si lim g(z)= +oo.
z—a,x€A rz—a,x€A r—a,x€A r—a,x€A
li =doosi I =0.
¢) Jim f(z)=zoosi lim g(z)=0

Teorema 5.1.12. (limitele unor functii elementare-cu interpretiri pe reprezentérile grafice din

Anexa 4)

1°. Functii polinomiale. Fie ag,...,a, € R, a, #0 si
P:R—R,P(z)=ag+a1x+ ..+ an_12" ' + a,2™. Atunci

lim P (x) = P(a), dacd a € R;

lim P (z) = ay,-(+00)";

T——+00

lim P (z) = ap - (-00)"

2°. Functii rationale. Fie ag,...,a, € R, a, # 0 si by, ..., b € R, b, 0

P P ag + a1z + ... + ap_12" + apa” .
—ACR—-R, — = . At
Q =07 Q (z) bo + b1z + ... + bp_12" L + b x™ e
P P
‘%13}1@2:;; = QEZ;, dacd a € R a.i. Q (a) #0.
al}_rg 0 Egse calculeazd cu 5 (a),l4(a), dacd a € R a.i. Q(a) =0si P(a) #0.
%, daci m =n %, daci m =n

lim P (z) — 0, dacan <m lim P (z) — 0, dacan <m

r——400 Q (Jj) an Tr——00 (x) an

(

bm

) (+00)"™™ dacd n >m

bm

(

) (—o0)"™™ dacdn>m

3°. Functia radical.

lim {/z = {/a,
r—a

lim ¢z = +oo,
T—+00

lim Yz = {a,
r—a

lim ¢z = +oo,
r—=+00

4°. Functia putere

lim z" = a",
r—a

pentru n = 2k, k € N*,

pentru n =2k + 1,k € N*.

pentru 7 € R, dacd a € ]0, +o0].

lim z" = +o0
r—-+00

>0

; lim 2" = 0,
z—0

pentru n = 2k, k € N*, dacd a € [0, +00].

pentru n = 2k + 1,k € N*, dacd a € R.

pentrur € R, r > 0;
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r——+00 x—0
>0

lim z" =0, limz" = 0,|pentru r € R,r < 0.

Comentariu: Folosind functia In de mai jos=

5°. Functia exponentiala

r—a

lim ¢* = ¢%, | pentru ¢ € R, q > 0,q # 1, daci a € R.

lim ¢*=0; lim ¢ =+o0; lim

n

T _onez

g’;_

,|pentru g € R, g > 1.

6°. Functia logaritmica

T——00 T——+00 r—+00 (
lim ¢ = 4o00; lim ¢* =0, |pentrug € R,0 < q < 1.
T——00 T——+00

lim log, = = log, a, | pentru ¢ € R,q > 0,q # 1, dacd a € ]0, +ool.
r—a

pentru ¢ € R, g > 1.

>0

zEI}rloo log, z = +oo;i1i% log, z = —o0,
>0
log, x
lim 20" 0> 0; lim a” (log, ) = 0,7 > 0,
z——+o0o0 g’ z—0 q
>0
xEToo log, =z = —Oo;ilil’[l) log, z = +o0,

pentru g € R, g > 1,

pentru g € R,0 < g < 1.

7°. Functii trigonometrice si functii hiperbolice

lim (sinz) = sina,| daci a € R{$ lim (sinz),? lim (sinz).
r—a Tr——+00 T——00

lim (cosx) = cosa, |dacd a € R|# lim (cosz),?
T—a T——+00 z

lim (cosz).

r—a

Tr—a

lim tgz = tga,|dacd a € R, a # (2k + 1) g,keZ.

lim tgx = 400, lim tgx = —oc.
z—Z z—Z

Z 2
CC<§ $>§

lim (ctgx) = ctga,|dacd a € R, a # km, k € Z. lin%

<0

(ctgz) = —00, lin% (ctgx) = +oo.
250

T——+400

lim (arcctgz) =0, lim (arcctgz) = .
r——00

lim (arctgz) =75, lim (arctgz) = —
T—-+00 T

——00

vl

Observatie: ’Toate formulele au loc cu z inlocuit cu u (x) cu limita corespunzitoare. ‘

Exemple cu interpretari grafice:

1°. a) lim (22— 22+3) =12~ 2-1+3=2b) lim (222 —2+2) =2 (+00)* = +oo;
z—1

T—+00

11

lim 2" = lim e"'®% = ¢"(+%9) | pentru r € R lim 2" = lim e"12% = ¢"(=%) | pentru r € R.
r——+00 r——+00 z—0 z—0
>0 >0
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‘ L, - o > . B 9 B u(a:)_:lnx
¢) Jim (=2 + 22— 3) = (=1)-(+00)’ = —o0;d) mggloo( (Inz)” +2(Inw) 3) lm_u(o)=co
y Y -
—— e
X ; X

2 3
e) lim (222 -2z+3)= lim :c2(2—+952>:(—oo)2‘(2—0+0)=+oo;

r——00 T——00

T——00 Tr——00

1 2
f) lim (22° —2? —22+3) = lim x5<2——+3> = (—00)° - (2—0—-0+0) =

—0OQ;

2 3
g) lim (—22? —2z+3) = lim 2? (—2——1—>:(—oo)2-(—2—0—|—0):—oo;

T——00 T——00 x x2

12
h) lim (—22° —2?—-22+3) = lim :c5<—2——+3>=(—oo)5-(—2—0—0+0):

T——00 T——00 X $4 .%'5
+00;
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2:+3 2-3+3 9

lim —- =
2 a) I T 53y 10

20+3 2 . 2+3 . z(2+3) 2
im im lim —— = —;
z—+oo b +4 5 a5—c0 b +4  a—toogy (5 + E) 5

20+3 2-=+3 2r+3 2-=+3
lim Tt = 5 = —0o0; lim T = 5 = 4o00;

r—h ot BT + 4 0— B 4 0+

Yy

1

—2z+3 2:12-2-1+3 1 - 20> —2x+3 2 . 20 —2x+3 2
z—>131’2—|—21’+1 T3 1212141 2etw302 12241 3 o322 122+1 3
2043 . 2z 43
c) lim ———=0; lim ———— =0;
z—+o00 312 + 22 + 1 z——o00 312 + 2z + 1
y
X
223 — 22 +3 223 — 22 +3 B2-%+3)
d) lm ———— lim ————M— li z 22/ ()2 =
)xﬂ+oo3$2+2x+1 +ooxﬂo<>3x2+2m+1 xirflooxz(3+%+?12) (—00) 3 05
2= 5+ )

lim 2 — ¥ lim 2 TS z
) m—1>r—ir-1<>o B2+ 20+ 1  woieo 32242+ 1  aoieo 22(342+ 4

f——l-oo

o

°. a) hm\f—f hm Vv = +00;

—223 — 21+ 3 . =203 -2z +3 (=
2
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y
Il Il Il Il 4
T
X
4°a) limz™ = 77; lim 2™ = lim ™% = ") = 4oo; lim 2™ = lim e
r—T r——+00 T—-+00 z—0,2>0 z—0,2>0

7

5°. a) lim72x =27 lim 2% =0, lirf 2% = 400, lirjl 32% =0,n=7€Z
rT— r——00 T—T00 T—1T00
. 1\T . 1\T
b) lim_(5)" = +oer_lim_ (5" o
y
X T X
. g x _ . 7 x _
c) Jm (s000) = "‘Oovwll,rfoo (s000) =0
6°. a) lim (logy z) =log, 7, lim (logyz) = 400, lim (logyz) = —o0,
r—T7 T—+00 z—0,2>0
b) lim (log; x) = —00, lim <log; :U) = +00.
r——+00 2 r—0,2>0 2

mlnz _
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. loggx ) 3
c) xgrfm 3 —0,r—3>0,w_1%)1;1>0x (logyx) = 0,7 =3 >0,
y + y +
f f f—r— —t——t——
X +
lim (sinz) = sinm = 0; lim (cosz) = cosm = —1;
7°.a) g LT . . . b) ¢ %7 .
3 lim (sinz),? lim (sinz). 3 lim (cosz),# lim (cosz).
T—+00 T——00 T—-+00 T——00
y y
X X
giH}Ttgﬂv:th:O; lim (ctgz) =ctg § = 1;
= _ . _ T—7
©) xh_r}ng tgr = —i—oo,xhin% tgz = —co. d) lin}) (ctgz) = —00, lir% (ctgz) = +00.
<5 >3 ?520 ?c;)()
- y
( X

lim (arctgz) =73, lim (arcctgz) =0,
e) { T—+00 2 f) { T—+00

lim (arctgz) = —3.

lim (arcctgz) = 7.
T——00

r——00
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<

f)|[chz : R — R,chz =

%;shx:R—ﬂR,Shm: ¢

—x T —x
— €

2

lim (chx)= 400,

r——+00

{ lim (chz) =ch0 =1,
z—0

lim (chx) = 4o0.
T——00

lim (shz)= +oo,

x——+00

{ lim (shz) =sh0 = 0;
z—0

Teorema 5.1.13. (limite remarcabile)

1o, tim S Z 1 him S s tim w (z) = 0.
z—0 T z—a  u(x) z—a
t t
tim 22— 1 tim 8@ 1 dack Tim w(z) = 0.
e—0 z—a u(x) z—a
i EMT 1; lim arcsinu (z) =1, dacd lim u (z) = 0.
=0 T z—a  u(x) z—a
t t
lim BT _ i 2B @) ok tim u(z) = 0.
x—0 X T—a u (x) r—a
i t
JiA-Rf@) =200 fiASR f(x) = o
y 1
#N +
1 X )
i t
f:A—>R,f(a:):arCSln$: f:AHR,f(x):angx'

lim (shz)= —o0c.
T——00
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2°.

3°.

4°.

=e, dacd lim u (z) = +00.

r—a

X
In(1 In(1
lim n(1+2) =1; lim In(1 +u (@) =1, dacd lim u () = 0.
x—0 xX r—a U (.’L‘) T—a
In(1
f AHR,f(x):M:
T
E— ¥!‘
r X
a® — au(x) _
lim =Ina,a > 0; lim =Ina,a > 0, daca lim u (z) = 0.
x—0 xX T—a U (x) T—a
2T —1

fiA—Rf(2) =
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L

y
ix
1

1+a) — 1 T
5°. lim%:r,re}l&;lim( +u@) =rreR, dacd lim u(x) = 0.

x—0 r—a U (a:) r—a

1+2)V2-1
—

f:A—>R,f(:L‘):

Exemple: 1°. a) lim

arcsin (x — 1) . arcsin (z — 1) x—1 1
1 —_— = . = 1 - —_— =
VM g2 M o1 @oDe-y T
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ey | 1

2
2°.a) lim (1—|—$) 2z =e¢; b) liné(l—i-(a:—?)))ﬂc_?):e.
>3

3°.a) lim ———=——=1. b) lim =1
= 228
y |
1 1 ’\.ﬁ 1 1 1 1
X
1 — In(1 —4
z—4 x—4 r—4 x—4
x>4 >4
273 _ 1 T _1
4°. a) lim ———— =1n2; b) lim & =lne=1
z—3 1 —3 x—0 T
>3
y |
1 X 1 X
ea:—:vz -1 1 i
c) lim ———— =lne=1d) lim z <25 - 1) = lim — =1In2;
z—1 T —x r——400 T——+00
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1+a2)3 -1 1+2)V2 -1
5°. a) lim A+a) -1 =3; b) lim A+z)7 -1 =2
z—0 X z—0 x
x>0
y y +
S
T T T T X T T M | T T X
7 1\3
1 -1 1++—)2 -1
c) lim U+va) =1 =7 d) lim —( ha lnf) =3,

3;;8 \/E r——400 T

6.1. Funcgii f:ACR — R continue ina € A

De recapitulat din manualul de liceu.

Se reamintesc unele notiuni gi enunturi (schitd, fara demonstratii).
Definitia 6.1.1. Fie f: ACR—> R, a € A.
a) Functia f este continud in punctul a daci

YV eV(f(a),3U=Uy €V(a) al Ve e ANU = f(x)e V]
b) Functia f este continud pe multimea A daca este continua in fiecare punct a al multimii A.
Observatia 6.1.1. De mentionat citeva deosebiri intre definitia limitei unei functii intr-un punct
si definitia continuititii functiei intr-un punct:
a) In definitia limitei unei functii intr-un punct a se impune z # a, in definitia continuititii nu.
b) In definitia limitei unei functii intr-un punct a, a € A’ (este punct de acumulare pentru A),
dar a nu apartine in mod necesar multimii A. De exemplu, dacd A = |a,b[,a si b finite, se poate
pune problema existentei limitei in a gi in b, dar nu se poate pune problema continuitatii in aceste
puncte. lar dacd A = |—o0, +00[, se poate pune problema existentei limitei in —oo si in 0o, dar nu
se poate pune problema continuitatii in aceste puncte.
c) Daca a este punct izolat in A, problema limitei nu se poate pune, dar problema continuitatii se
poate pune.
Teorema 6.1.1. (legatura dintre continuitate si existenta limitei)
Fie f: ACR — Rsiae A Atunci f este continud in a <

-dacia € ANA,3 lim f(z)=f(a)€R;

r—a,x€A

-dacd a € A\ A, adicd este punct izolat, f este continui (deoarece se verificd Definitia).
Teorema 6.1.2.(criteriul-CNS in limbaj ¢ — § de continuitate)
Fie f: ACR —Rgia€ A. Atunci f este continug in a <

Ve >0,30 =0(c) >0al. VzeAculr—a|<d=|f(z)— f(a)] <e]
Teorema 6.1.3. (criteriul-CNS de continuitate cu siruri)
Fie f: ACR —Rgiac A. Atunci f este continud in a <

[V (2n) e, un sir de numere reale din A, cu lim z,, = a = lim f(z,) = f (a)].

n—oo n—oo

Definitia 6.1.2. Fie f: ACR—> R, a € A.
a) Punctul a este punct de continuitate a functiei f, daca f este continud in punctul a.
b) Punctul a este punct de discontinuitate a functiei f, dacd f nu este continud in punctul a
c) Punctul a este punct de discontinuitate de speta intdi a functieir f, daca f este are limite laterale
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finite in a si diferite sau are limite laterale finite si egale dar diferite de f(a).
d) Punctul a este punct de discontinuitate de speta a doua a functiei f, dacd a este punct de
discontinuitate pentru f care nu este de speta intai (in acest caz cel putin una din limitele laterale
nu exista sau este infinita).
Exemplul 6.1.1. a) Fie functia Dirichlet:
1, dacazeQ
FiR=R, f(a:)—{ —1, daciz ¢Q
In niciun punct a € R, functia f nu este continui, toate punctele fiind de discontinuitate de speta
a doua.
b) Fie functia Heaviside:
0, dacdax <0
f’R_)R’f(x)_{ 1, dacaz >0
In punctele a € ]—o0, 0[, respectiv a € ]0, +oo[ functia este continua.
In punctul @ = 0 functia este discontinui, deoarece are limita la stanga m_}%rgw f () = 0 gi limita

la dreapta l%m o f(x) =1, cu0# 1. Acest punct de discontinuitate este de speta intai.
r—0,x>

y |

Exemplul 6.1.2. Fie functia parte intreaga:

fiR—R, f(z)=[a].

In punctele a € R \ Z functia este continug lim f (z) =n = f(a), dacd n < a < n+ 1.
r—a

In punctele @ = n € Z functia nu este continug deoarece are are limita lastanga lim  f (z) = n—1

r—n,r<n
si limita la dreapta lim> f (z) = n. Aceste puncte de discontinuitate sunt de speta intai.
r—n,r>n
y L —
— X

Exemplul 6.1.3. Fie functia:
1 o
) _ [ sing dacax#0
f'R_)R’f(x)_{ 0, daciz=0

In punctele a € ]—00,0[ U]0, +oo| functia este continud deoarece lim f (z) =sin 2 = f(a).
Tr—a

In punctul @ = 0 functia nu are limit# la stanga si nici la dreapta, a = 0 este punct de discontinuitate
de speta a doua.
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Definitia 6.1.3. Fie f : A C R — R. Fie a € A’ un punct de acumulare astfel incat a ¢ A si
3 lim Af (x) =1(a) € R. Functia

r—a,rc

~ - = f(z) dacaxe A

: - = ~ ~
f:AU{a} CR—R, f(z) { l(a) daciz=a
se numegte prelungirea functiei f prin continuitate in punctul a.

Exemplul 6.1.4. Fie functia:

tgx
£ 1-550\(0) ~ B @)= B,
t ~
Cum 0 € (] —5, 5 [ \ {0})/ ,3 lir% BT 1o f se poate prelungi prin continuitate in a = 0.
Tr— i
Prelungirea functiei f,
tgx

Fil-53[CR-R, m):{ oo dacie €] =5, 5[\ {0}
1, dacax=0

Teorema 6.1.4. (operatii cu functii continue in punct) Fie f,g : A C R — R, a € A. Se
presupune cd functiile f si g sunt continue in a. Atunci

1°. Functia sumi f + g este continu# in a. Mai mult, V (o, 3) € R?, functia af + B¢ este continu#
in a.

2°. Functia modul |f| este continud in a.

3°. Functia produs f - g, daca este definita, este continud in a.

4°. Functia cat =, daca este definita, este continud in a.

5°. Functia putere f9, daca este definita, este continua in a.

6°. Functiile max (f, ¢),min (f, g) sunt continue in a.

Teorema 6.1.5. (operatii cu functii continue pe o multime) Fie f,g : A C R — R. Se
presupune cd functiile f si g sunt continue pe A. Atunci

1°. Functia sum& f + g este continud pe A. Mai mult, V (o, ) € R?, functia af + B¢ este continu
pe A.

2°. Functia modul |f]| este continud pe A.
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3°. Functia produs f - g, daca este definita, este continua pe A.
4°. Functia cat =, daca este definita, este continud pe A.

5°. Functia putere f9, daca este definita, este continua pe A.
6°. Functiile max (f, ¢),min (f, g) sunt continue pe A.

Functiile continue pe un interval au proprietatea importantd ca nu pot trece de la o valoare
la alta fara a trece prin toate valorile intermediare, adica daca iau doua valori diferite atunci iau
toate valorile cuprinse intre ele. Aceastd proprietate a functiilor continue se numeste proprietatea
lui Darboux.

ODefinitia 6.1.3. Fie f : I C R — R, unde I este un interval. Functia f are proprietatea lui
Darboux pe I daca, oricare ar fi punctele a,b € I, a < b, si oricare ar fi numéarul A cuprins intre
f(a) si f(b), existd un punct ¢y cuprins intre a gi b astfel incat f (cy) = .

Teorema 6.1.6. (Cauchy-Weierstrass-Bolzano) Fie f : I C R — R, unde I este un interval.
Daca f este continud pe I, atunci f are proprietatea lui Darboux pe I.
OObservatia 6.1.3. Conditia ca functia s fie definitd pe un interval este esentiald. Daci functia
este definitd pe o multime care este o reuniune de intervale disjuncte, este posibil ca functia sa ia
valori diferite, dar sd nu aiba nici o valoare intermediarda. De exemplu, functia

Filmo0[Ul0,4ocl ~ B ) = { P =)
este continud pe domeniul ei de definitie, ia numai valorile —1 si 1 si nu mai ia nici-o valoare
intermediara.

OObservatia 6.1.4. Proprietatea lui Darboux nu este o caracteristicii numai a functiilor continue.
Darboux a dat un exemplu de functie care are aceasta proprietate si care nu este continua in nici un
punct. Fie un exemplu de functie discontinud intr-un punct si care are proprietatea lui Darboux:

sini, daci z #0
f'R_)R’f(:E)_{ 0, dacaz=0

Teorema 6.1.7. Fie f: ACR — Rgia€ A. Daca f(a) # 0 si f este continud in a, atunci exista
U €V (a) astfel incat

f@)-f(a)>0,Vze ANU.
Teorema 6.1.8. Fie f : ACR — R gi a € A. Dacd [ este continud in a, atunci existd U € V (a)
astfel incat f sd fie marginita pe U.
Teorema 6.1.9. Fie f : [a,b] C R — R. Daca f este continua pe [a, b] si ia valori de semne contrare
in capetele, atunci exista cel putin un ¢,a < ¢ < b astfel incat f (c¢) = 0.
Demonstratie. Afirmatia teoremei rezultd folosind Teorema Cauchy-Weierstass-Bolzano.
Teorema 6.1.10. Fie f : [a,b] C R — R. Daci f este continui pe [a,b], atunci f este marginita
pe [a, b].
Teorema 6.1.11. (Teorema lui Weierstrass) Fie f : [a,0] C R — R. Dacd f este continud pe

[a, b], atunci f isi atinge marginile pe [a, b], adicd 3 m[iri] f(z)si3 m[a)z] f(z).
xe|a, xE|a,
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Fie f: ACR — Rgia € A. De precizat ca f este continud pe multimea A dacd f este continua
in fiecare punct a € A, adica

Va € A,Ve > 0,30 =d(g,a) >0ai Ve e Acu [z —a|<d=|f(x)— f(a)] <e]
Definitia 6.1.4. Fie f : A CR — R. Functia f este uniform continua pe multimea A daca

Ve >0,30 =0(c) >0al Va',a" € Acu |2/ —2"| <o =|f(2)) — f(a")| <e]

Din punct de vedere geometric, a spune cd f este uniform continud pe A inseamn& ca, daca
Se alege pe axa Oz un interval I de lungime < § oarecare in A, imaginea sa f (I) are lungimea < ¢.
Exemplul 6.1.5. Fie functia

f:[1,3] =R, f(x) =22
Functia f este uniform continuf pe [1,3]. Intr-adevir:

Fie £ > 0. Se cautd 36 = § (¢) > 0 a.i. Va',2” € [1,3] cu |2/ — 2| < § s rezulte

@) = F @) = @) = @] = 1o’ + "] - o’ = 2| <

, " , " a'\x" €[1,3] , 171 SCap de 2’2",
< (|| + ") |=" = 2"| < (343) 2" — 2| < 60 < e
rdmane 0

Deci se cautéa § astfel incat

0 <6 < 6e.
Din Teorema de densitate a R in R, intre numerele reale 0 i 6¢ existd un astfel de J. Se poate
alege, de exemplu, § = %65 = 3e.
Observatia 6.1.5. Fie f : A C R — R. Functia f nu este uniform continua pe A daca

[F(Zn)nen,, » 3 (T1)pen,, siruri de numere reale din A, cu nh—{]go |z, — x| = 0, dar nh_)ngo |f () — f (2]
sau nu exista sau este # 0].
De exemplu functia

f:10,1] = R, f(l“):sin%

nu este uniform continud pe ]0, 1] . Intr-adevir, se alege

z, =—————,neNsgia! =——— neN,
To2n+ ) 3t (2n+3)m

giruri din (0, 1] cu
lim |z}, — 2| = lim ! - ! =0, dar
n—oo " " n—oo (2n—|—%)7r (2n+ %)w ’

lim |f(z),) — f(z)| = lim [sin (2n+ )7 —sin (2n+ 3) 7| = lim 2 =2.

n—oo n—oo n—oo
Teorema 6.1.12. Fie f: A CR — R. Daca f este uniform continua pe A, atunci f este continu&
pe A.
Teorema 6.1.13. (Teorema lui Cantor) Fie f : A C R — R. Dacd A este multime compactd in
R (marginita si inchisd) f este functie continua pe A, atunci f este uniform continui pe A.



