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CURS NR. 4
Analiz¼a matematic¼a, AIA

A se studia Trigonometrie-din Anexa 2 şi de la Complemente de Matematic¼a
A se studia Funçtii f : A � R! R elementare: funçtia polinomial¼a, funçtia ra̧tion-

al¼a, funçtia putere, funçtia radical, funçtia logaritm, funçtia exponenţial¼a, funçtii
trigonometrice, funçtii hiperbolice. De�ni̧tii, gra�ce şi lecturi gra�ce (interseçtia cu
axele, monotonie, semn). Ecua̧tii şi inecua̧tii ataşate, sisteme de ecua̧tii şi inecua̧tii-din
Anexa 4 şi de la Complemente de Matematic¼a

5:1: Limite de funçtii f : A � R! R în a 2 A0

De recapitulat din manualele de liceu.
Se reamintesc unele noţiuni şi enunţuri (schi̧t¼a, f¼ar¼a demonstraţii).
De menţionat c¼a A0 este muļtimea punctelor de acumulare a muļtimii A; în R.

De�ni̧tia 5:1:1: Fie f : A � R ! R, a 2 A0 � R: Funçtia f are limita l 2 R în punctul a şi se
noteaz¼a lim

x!a;x2A
f (x) = l dac¼a

[8V 2 V (l) ;9U = UV 2 V (a) a.î. 8x 2 A \ U; x 6= a) f (x) 2 V ]:
Dac¼a exist¼a, l 2 R se numeşte limita (global¼a a) funcţiei f în a. Se noteaz¼a şi l = l (a) :
Teorema 5:1:1:(criteriul-CNS în limbaj "� � de existenţ¼a a limitei)
Fie f : A � R! R. Atunci
a) 9 lim

x!�1;x2A
f (x) = �1;�1 2 A0 ,

[8� < 0;9� = � (�) < 0 a.î. 8x 2 A cu x < � ) f (x) < �]:
b) 9 lim

x!a;x2A
f (x) = �1; a 2 A0; a 2 R,

[8� < 0;9� = � (�) > 0 a.î. 8x 2 A cu jx� aj < �; x 6= a) f (x) < �]:
c) 9 lim

x!+1;x2A
f (x) = �1;+1 2 A0 ,

[8� < 0;9� = � (�) > 0 a.î. 8x 2 A cu � < x) f (x) < �]:
d) 9 lim

x!�1;x2A
f (x) = l;�1 2 A0; l 2 R,

[8" > 0;9� = � (") < 0 a.î. 8x 2 A cu x < � ) jf (x)� lj < "]:
e) 9 lim

x!a;x2A
f (x) = l; a 2 A0; a 2 R; l 2 R,

[8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8x 2 A cu jx� aj < �; x 6= a) jf (x)� lj < "]:
f) 9 lim

x!+1;x2A
f (x) = l;+1 2 A0; l 2 R,

[8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8x 2 A cu � < x) jf (x)� lj < "]:
g) 9 lim

x!�1;x2A
f (x) = +1;�1 2 A0 ,

[8� > 0;9� = � (�) < 0 a.î. 8x 2 A cu x < � ) � < f (x)]:
h) 9 lim

x!a;x2A
f (x) = +1; a 2 A0; a 2 R,

[8� > 0;9� = � (�) > 0 a.î. 8x 2 A cu jx� aj < �; x 6= a) � < f (x)]:
i) 9 lim

x!+1;x2A
f (x) = +1;+1 2 A0 ,

[8� > 0;9� = � (�) > 0 a.î. 8x 2 A cu � < x) � < f (x)]:

Exemplul 5:1:1: Se arat¼a c¼a 9 lim
x!1

1� x2
x+ 2

= 0.
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Fie f : D � R! R; f (x) =
1� x2
x+ 2

; D = R n f�2g :
Se alege A � D; A = ]�2;+1[ a.î. a = 1 2 A0:

x

y

Se studiaz¼a dac¼a [x! 1) f (x)! 0]; adic¼a 9 lim
x!1

1� x2
x+ 2

= 0,
[8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8x 2 A cu jx� 1j < �| {z }

x este în o vecinatate a lui 1

) jf (x)� 0j < "| {z }
f(x) este în ovecin¼atate a lui 0

]:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8x 2 A cu jx� 1j < � s¼a rezulte

jf (x)� 0j =
����1� x2x+ 2

� 0
���� = ����x+ 1x+ 2

���� jx� 1j pentru x>�2� 1 � jx� 1j
"se scap¼a" de x

<
r¼amâne �

� < ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 0 < � < ": Din Teorema de densitate a R în R, între numerele
reale 0 şi " exist¼a un astfel de �. Se poate alege, de exemplu, � = 1

2":
Teorema 5:1:2: (criteriul-CNS de existenţ¼a a limitei cu şiruri)
Fie f : A � R! R, a 2 A0 � R şi l 2 R. Atunci 9 lim

x!a;x2A
f (x) = l,

[8 (xn)n2Nm un şir de numere reale din A n fag, cu lim
n!1

xn = a) lim
n!1

f (xn) = l]:

De�ni̧tia 5:1:2: Fie f : A � R! R:
a) Funçtia f are limita la stânga ls 2 R în punctul a 2 A0s şi se noteaz¼a

lim
x!a;x<a;x2A

f (x) = ls dac¼a

[8V 2 V (ls) ;9U = UV 2 V (a) a.î. 8x 2 A \ U; x 6= a; x < a) f (x) 2 V ]:
b) Funçtia f are limita la dreapta ls 2 R în punctul a 2 A0d şi se noteaz¼a

lim
x!a;x>a;x2A

f (x) = ld dac¼a

[8V 2 V (ld) ;9U = UV 2 V (a) a.î. 8x 2 A \ U; x 6= a; x > a) f (x) 2 V ]:
Se noteaz¼a şi
ls (a) = lim

x!a
x<a

f (x) = lim
x%a

f (x) = f (a� 0) ; ld (a) = lim
x!a
x>a

f (x) = lim
x&a

f (x) = f (a+ 0) :

Propozi̧tia 5:1:1: (de caracterizare a existenţei limitelor laterale cu şiruri)
Fie f : A � R! R.
a) Fie a 2 A0s şi ls (a) 2 R: Atunci 9 lim

x!a;x<a;x2A
f (x) = ls (a),

[8 (xn)n2Nm un şir de numere reale din A n fag, cu xn < a;8n 2 Nm şi lim
n!1

xn = a )
lim
n!1

f (xn) = ls (a)]:

b) Fie a 2 A0d şi ld (a) 2 R: Atunci 9 lim
x!a;x>a;x2A

f (x) = ld (a),
[8 (xn)n2Nm un şir de numere reale din A n fag, cu xn > a;8n 2 Nm şi lim

n!1
xn = a )

lim
n!1

f (xn) = ld (a)]:

Teorema 5:1:3: (criteriul-CNS de existenţ¼a a limitei cu limite laterale)
Fie f : A � R! R, a 2 A0; a 2 R şi l (a) 2 R. Atunci 9 lim

x!a;x2A
f (x) = l (a),
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[9 lim
x!a;x<a;x2A

f (x) = ls (a), 9 lim
x!a;x>a;x2A

f (x) = ld (a) şi ls (a) = ld (a) = l (a)]:

Exemplul 5:1:2: a) Fie funcţia Dirichlet :

f : R! R, f (x) =
�

1; dac¼a x 2 Q
�1; dac¼a x =2 Q

În nici un punct a 2 R, funçtia nu are nici limit¼a la stânga, nici limit¼a la dreapta.
b) Fie funcţia Heaviside (treapta unitate):

f : R! R, f (x) =
�
0; dac¼a x < 0
1; dac¼a x � 0

În punctele a 2 ]�1; 0[ funçtia are limit¼a l (a) = lim
x!a

f (x) = 0:

În punctele a 2 ]0;+1[ funçtia are limit¼a l (a) = lim
x!a

f (x) = 1:

În punctul a = 0 funçtia are limita la stânga ls (0) = lim
x!0;x<0

f (x) = 0 şi limita la dreapta

ld (0) = lim
x!0;x>0

f (x) = 1: Cum ls (0) 6= ld (0) ; atunci f nu are limit¼a în a = 0:

x

y

Exemplul 5:1:3: Fie funcţia parte întreag¼a:
f : R! R, f (x) = [x] ; unde [x] = n 2 Z; dac¼a n � x < n+ 1; adic¼a

f (x) =

8>>>>>><>>>>>>:

:::
�1; dac¼a � 1 � x < 0
0; dac¼a 0 � x < 1
1; dac¼a 1 � x < 2
2; dac¼a 2 � x < 3
:::

În punctele a 2 Rr Z funçtia are limit¼a l (a) = lim
x!a

f (x) = n; dac¼a n < a < n+ 1:

În punctele a = n 2 Z funçtia are limita la stânga ls (a) = lim
x!n;x<n

f (x) = n�1 şi limita la dreapta
ld (a) = lim

x!n;x>n
f (x) = n: Cum ls (a) 6= ld (a) ; atunci f nu are limit¼a în punctele a 2 Rr Z:

x

y

Exemplul 5:1:4: Fie funçtia:

f : R! R, f (x) =
�
sin 1x dac¼a x 6= 0
0; dac¼a x = 0
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În punctele a 2 ]�1; 0[ [ ]0;+1[ funçtia are limit¼a l (a) = lim
x!a

f (x) = sin 1a :

În punctul a = 0 funçtia nu are limit¼a nici la stânga şi nici la dreapta.

x

y

Teorema 5:1:4: (proprietatea de unicitate a limitei)
Fie f : A � R! R, a 2 A0 � R. Dac¼a 9 lim

x!a;x2A
f (x) atunci aceasta este unic¼a.

Corolar 5:1:1: (criteriul de inexistenţ¼a a limitei cu şiruri)
Fie f : A � R! R, a 2 A0 � R. Dac¼a

9 (xn)n2Nm un şir de numere reale din A n fag, cu lim
n!1

xn = a;

9 (exn)n2Nm un şir de numere reale din A n fag, cu lim
n!1

exn = a
astfel încât

�sau unul din şirurile (f (xn))n2Nm ; (f (exn))n2Nm nu are limit¼a
�sau ambele şiruri (f (xn))n2Nm ; (f (exn))n2Nm au limit¼a, cu

lim
n!1

f (xn) = l1, lim
n!1

f (exn) = l2 şi l1 6= l2;
atunci /9 lim

x!a;x2A
f (x) :

Exemplul 5:1:5: Se arat¼a c¼a @ lim
x!+1

cosx: Într-adev¼ar, �e

f : R! R; f (x) = cosx:
Se alege A = R a.î. a = +1 2 A0: Se observ¼a c¼a

9xn = 0 + 2n�;8n 2 N un şir de numere reale din A n fag, cu lim
n!1

xn = +1;
9exn = �

2 + 2n�;8n 2 N un şir de numere reale din A n fag, cu lim
n!1

exn = +1:
Mai mult,

f (xn) = cos (0 + 2n�) = cos 0 = 1;8n 2 N este un şir de numere reale cu lim
n!1

f (xn) = 1;

f (exn) = cos ��2 + 2n�� = cos �2 = 0;8n 2 N este un şir de numere reale cu lim
n!1

f (exn) = 0:
Cum 1 6= 0) @ lim

x!+1
cosx:

x

y

Interpretarea geometric¼a a limitei-asimptote: I. Fie f : A � R! R, a 2 A0 \ R:
a) Dreapta x = a se numeşte asimptot¼a vertical¼a la stânga pentru f dac¼a

lim
x!a
x<a

f (x) = +1 / lim
x!a
x<a

f (x) = �1:
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b) Dreapta x = a se numeşte asimptot¼a vertical¼a la dreapta pentru f dac¼a
lim
x!a
x>a

f (x) = +1 / lim
x!a
x>a

f (x) = �1:

II. a) Fie f : A � R! R, �1 2 A0: Dreapta y = mx+ n se numeşte asimptot¼a oblic¼a spre �1 a
funcţiei f dac¼a exist¼a şi sunt �nite limitele

m = lim
x!�1

f (x)

x
şi n = lim

x!�1
(f (x)�mx) (adic¼a lim

x!�1
(f (x)�mx� n) = 0):

b) Fie f : A � R ! R, +1 2 A0: Dreapta y = mx + n se numeşte asimptot¼a oblic¼a spre +1 a
funcţiei f dac¼a exist¼a şi sunt �nite limitele

m = lim
x!+1

f (x)

x
şi n = lim

x!+1
(f (x)�mx) (adic¼a lim

x!+1
(f (x)�mx� n) = 0):

III. a) Fie f : A � R! R, �1 2 A0: Dreapta y = n se numeşte asimptot¼a orizontal¼a spre �1 a
funcţiei f dac¼a exist¼a şi este �nit¼a limita

n = lim
x!�1

(f (x)) (adic¼a lim
x!�1

(f (x)� n) = 0):
b) Fie f : A � R ! R, +1 2 A0: Dreapta y = n se numeşte asimptot¼a orizontal¼a spre +1 a
funcţiei f dac¼a exist¼a şi este �nit¼a limita

n = lim
x!+1

(f (x)) (adic¼a lim
x!+1

(f (x)� n) = 0):

Observa̧tie: a) Fie f : A � R! R; f (x) =
P (x)

Q (x)
o funçtie raţional¼a. Atunci:

-f admite asimptote verticale dac¼a polinomul Q are r¼ad¼acini reale; asimptotele verticale sunt
dreptele x = ak; k 2 f1; 2; :::; qg ; unde ak sunt cele q r¼ad¼acini reale distincte;

-f admite asimptot¼a oblic¼a dac¼a gradP = 1 + gradQ; asimptota oblic¼a este y = mx+ n; unde
mx+ n este câtul împ¼aŗtirii lui P la Q;

-f admite asimptot¼a orizontal¼a dac¼a gradP � gradQ; asimptota vertical¼a este y = n; unde

n = lim
x!�1

P (x)

Q (x)
:

b) O funçtie f nu poate admite simultan asimptot¼a oblic¼a şi asimptot¼a orizontal¼a spre �1=+1:
Exemple: Conform cu Teorema 5:1:12 ulterioar¼a, se studiaz¼a asimptotele pentru:

a) f : A � R! R, f (x) =
3x+ 4

2x+ 3
:

A =
�
�1;�3

2

�
[
�
�3
2 ;+1

�
în R; A0 = [�1;+1] = R:

� � 3
2 2 A

0 )are sens studiul limitei

lim
x!�3

2

3x+ 4

2x+ 3
=
3 � �32 + 4

0?
=

�1
2

0?

x �1 �3
2 +1

y1 = 2x+ 3 ��� 0 + ++

ls
��3
2

�
= lim
x!�3

2
;x<�3

2

3x+ 4

2x+ 3
=

�1
2

0�
= +1)

) [x! �3
2 ; x <

�3
2 ) f (x)! +1])

) dreapta de ecuaţie x = �3
2 este asimptot¼a vertical¼a la stânga (spre +1):

ld
��3
2

�
= lim
x! 3

2
;x>�3

2

3x+ 4

2x+ 3
=

�1
2

0+
= �1)

) [x! �3
2 ; x >

�3
2 ) f (x)! �1])

) dreapta de ecuaţie x = �3
2 este asimptot¼a vertical¼a la dreapta (spre �1):

ls
��3
2

�
6= ld

��3
2

�
) @ lim

x!�3
2

f (x) :
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� �1 2 A0 )are sens studiul limitei

lim
x!�1

3x+ 4

2x+ 3
= lim
x!�1

x
�
3 + 4

x

�
x
�
2 + 3

x

� = 3

2
)

) [x! �1) f (x)! 3

2
])

) dreapta de ecuaţie y = 3
2 este asimptot¼a orizontal¼a spre �1:

�+1 2 A0 )are sens studiul limitei
lim

x!+1
3x+ 4

2x+ 3
=
3

2
)

) [x! +1) f (x)! 3
2 ])

) dreapta de ecuaţie y = 3
2 este asimptot¼a orizontal¼a spre +1:

x

y

b) f : A � R! R, f (x) =
x2 + 2x+ 3

2x+ 3
:

A =
�
�1;�3

2

�
[
�
�3
2 ;+1

�
în R; A0 = [�1;+1] = R:

� � 3
2 2 A

0 )are sens studiul limitei

lim
x!�3

2

x2 + 2x+ 3

2x+ 3
=

��3
2

�2
+ 2 � �32 + 3
0?

=
9
4

0?

x �1 �3
2 +1

y1 = 2x+ 3 ��� 0 + ++

ls
��3
2

�
= lim
x!�3

2
;x<�3

2

x2 + 2x+ 3

2x+ 3
=

9
4

0�
= �1)

) [x! �3
2 ; x <

�3
2 ) f (x)! �1])

) dreapta de ecuaţie x = �3
2 este asimptot¼a vertical¼a la stânga (spre �1):

ld
��3
2

�
= lim
x! 3

2
;x>�3

2

x2 + 2x+ 3

2x+ 3
=

9
4

0+
= +1)

) [x! �3
2 ; x >

�3
2 ) f (x)! +1])

) dreapta de ecuaţie x = �3
2 este asimptot¼a vertical¼a la dreapta (spre +1):

ls
��3
2

�
6= ld

��3
2

�
) @ lim

x!�3
2

f (x) :

� �1 2 A0 )are sens studiul limitei

lim
x!�1

x2 + 2x+ 3

2x+ 3
= lim
x!�1

x2
�
1 + 2

x +
3
x2

�
x
�
2 + 3

x

� =
1

2
(�1)2�1 = �1 )

) [x! �1) f (x)! �1])
) nu exist¼a asimptot¼a orizontal¼a spre �1:

m = lim
x!�1

x2 + 2x+ 3

x (2x+ 3)
=
1

2
;n = lim

x!�1

�
x2 + 2x+ 3

2x+ 3
� 1

2x

�
=
1

4
)
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) dreapta de ecuaţie y =
1

2
x+

1

4
este asimptot¼a oblic¼a spre �1:

�+1 2 A0 )are sens studiul limitei
lim

x!+1
x2 + 2x+ 3

2x+ 3
= +1)

) [x! +1) f (x)! +1])
) nu exist¼a asimptot¼a orizontal¼a spre +1:

m = lim
x!+1

x2 + 2x+ 3

x (2x+ 3)
=
1

2
;n = lim

x!+1

�
x2 + 2x+ 3

2x+ 3
� 1

2x

�
=
1

4
)

) dreapta de ecuaţie y =
1

2
x+

1

4
este asimptot¼a oblic¼a spre +1:

x

y

A se vedea Seminar şi Complemente de Matematic¼a pentru alte exemple.
Teorema 5:1:5: (trecerea la limit¼a sub modul)
Fie f : A � R! R, a 2 A0 � R. Dac¼a 9 lim

x!a;x2A
f (x) = l atunci 9 lim

x!a;x2A
jf j (x) şi

lim
x!a;x2A

(jf j (x)) = jlj ; adic¼a lim
x!a;x2A

(jf j (x)) =
���� lim
x!a;x2A

f (x)

���� :
Teorema 5:1:6: (trecerea la limit¼a în inegalit¼a̧ti) Fie f; g : A � R! R, a 2 A0 � R. Dac¼a

(i) 9U 2 V (a) astfel încât f (x) � g (x) ;8x 2 U \A; x 6= a;
(ii) 9 lim

x!a;x2A
f (x) ;9 lim

x!a;x2A
g (x),

atunci lim
x!a;x2A

f (x) � lim
x!a;x2A

g (x).

Teorema 5:1:7: (trecerea la limit¼a în compunerea de funçtii) Fie f : A � R ! B � R şi
g : B � R! R. Fie a 2 A0 � R: Dac¼a

(i) 9 lim
x!a;x2A

f (x) = b, b 2 B0 � R şi f(x) 6= b pentru x 6= a;
(ii) 9 lim

y!b;y2B
g (y) = c

atunci 9 lim
x!a;x2A

(g � f) (x) = c:

Exemplul 5:1:6: lim
x!0

(ln (1 + sinx)) = ln
�
lim
x!0

(1 + sinx)
�
= ln 1 = 0:

Reprezentarea gra�cului pentru f : A � R! R; f (x) = ln (1 + sinx) :

x

y
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Teorema 5:1:8: (criteriul-CNS Cauchy-Bolzano de existenţ¼a a limitei) Fie

f : A � R! R, a 2 A0 � R. Atunci funçtia f are limit¼a �nit¼a, 9
�

lim
x!a;x2A

f (x)

�
2 R,

[8" > 0;9U = U" 2 V (a) a.î. 8x0 2 A \ U; x0 6= a;8x00 2 A \ U; x00 6= a) jf (x0)� f (x00)j < "]:
Teorema 5:1:9: (criteriul-CS Weierstrass de existenţ¼a a limitei) Fie f; g : A � R ! R,
a 2 A0 � R. Dac¼a

(i) 9l 2 R şi 9U 2 V (a) astfel încât jf (x)� lj � g (x) ;8x 2 U \A; x 6= a;
(ii) 9 lim

x!a;x2A
g (x) = 0,

atunci 9 lim
x!a;x2A

f (x) = l.

Teorema 5:1:10: (criteriul-CS cleştelui de existenţ¼a a limitei) Fie f; g; h : A � R ! R,
a 2 A0 � R. Dac¼a

(i) 9U 2 V (a) astfel încât g (x) � f (x) � h (x) ;8x 2 U \A; x 6= a;
(ii) 9 lim

x!a;x2A
g (x) = l, 9 lim

x!a;x2A
h (x) = l

atunci 9 lim
x!a;x2A

f (x) = l.

Propozi̧tia 5:1:2: (criteriu-CS de existenţ¼a a limitei) Fie f; g : A � R ! R, a 2 A0 � R.
Dac¼a

(i) 9U 2 V (a) astfel încât g (x) � f (x) ;8x 2 U \A; x 6= a;
(ii) 9 lim

x!a;x2A
g (x) = +1

atunci 9 lim
x!a;x2A

f (x) = +1.

Exemplul 5:1:7: Fie 8� 2 R; � > 0 dat. Atunci

a) lim
x!0

x�

ex
= 0: Ex: lim

x!0

( 3
p
x)

2
7

e
3px

u(x)= 3px
=

lim
x!0

u(x)=0
0; � = 2

7 :

Reprezentarea gra�cului pentru f : R! R; f (x) =
x2

ex
:

x

y

b) lim
x!+1

ex

x�
= +1: Ex: lim

x!+1
e2xp
2x

u(x)=2x
=

lim
x!+1

u(x)=+1
+1; � = 1

2 :

Reprezentarea gra�cului pentru f : R! R; f (x) =
ex

x2
:
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x

y

c) lim
x!0;x>0

x� lnx = 0: Ex: lim
x!0;x>0

3
p
x lnx = 0; � = 1

3 :

Reprezentarea gra�cului pentru f : ]0;+1[! R; f (x) = x2 lnx :

x

y

Demonstra̧tie. b) Într-adev¼ar, �e f : ]0;+1[! R, f (x) =
ex

x�
:

Cum ez > z;8z 2 R; atunci

f (x) =
ex

x�
=

 
e
x
2�

x
�
2�

!2�
>

� x
2�

x
1
2

�2�
=

�
1

2�

�2�
x�;8x 2 ]0;+1[ :

Dar lim
x!+1

�
1

2�

�2�
x� = +1 Prop. 5.1.2) lim

x!+1
f (x) = +1:

Propozi̧tia 5:1:3: (criteriu-CS de existenţ¼a a limitei) Fie f; g : A � R ! R, a 2 A0 � R.
Dac¼a
(i) 9U 2 V (a) astfel încât f (x) � g (x) ;8x 2 U \A; x 6= a;
(ii) 9 lim

x!a;x2A
g (x) = �1

atunci 9 lim
x!a;x2A

f (x) = �1.

Teorema 5:1:11: (opera̧tii cu limite de funçtii) Fie f; g : A � R ! R, a 2 A0 � R. Se
presupune c¼a 9 lim

x!a;x2A
f (x) ;9 lim

x!a;x2A
g (x) : Atunci

1�: Funçtia sum¼a f + g, dac¼a are sens, are limit¼a în a şi
lim

x!a;x2A
(f (x) + g (x)) = lim

x!a;x2A
f (x) + lim

x!a;x2A
g (x) : Nu se atribuie sens dac¼a:

a) lim
x!a;x2A

f (x) = +1 şi lim
x!a;x2A

g (x) = �1:b) lim
x!a;x2A

f (x) = �1 şi lim
x!a;x2A

g (x) = +1:
2�: Funçtia diferenţ¼a f � g, dac¼a are sens, are limit¼a în a şi

lim
x!a;x2A

(f (x)� g (x)) = lim
x!a;x2A

f (x)� lim
x!a;x2A

g (x) : Nu se atribuie sens dac¼a:

a) lim
x!a;x2A

f (x) = +1 şi lim
x!a;x2A

g (x) = +1:b) lim
x!a;x2A

f (x) = �1 şi lim
x!a;x2A

g (x) = �1:
3�: Funçtia produs f � g, dac¼a are sens, are limit¼a în a şi

lim
x!a;x2A

(f (x) � g (x)) =
�

lim
x!a;x2A

f (x)

�
�
�

lim
x!a;x2A

g (x)

�
: Nu se atribuie sens dac¼a:
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a) lim
x!a;x2A

f (x) = 0 şi lim
x!a;x2A

g (x) = �1:b) lim
x!a;x2A

f (x) = �1 şi lim
x!a;x2A

g (x) = 0:

4�: Funçtia cât
f

g
, dac¼a are sens, are limit¼a în a şi

lim
x!a;x2A

�
f (x)

g (x)

�
=

lim
x!a;x2A

f (x)

lim
x!a;x2A

g (x)
: Nu se atribuie sens dac¼a:

a) lim
x!a;x2A

f (x) = 0 şi lim
x!a;x2A

g (x) = 0:b) lim
x!a;x2A

f (x) = �1 şi lim
x!a;x2A

g (x) = �1:
5�: Funçtia putere fg, dac¼a are sens, are limit¼a în a şi

lim
x!a;x2A

(f (x))g(x) =

�
lim

x!a;x2A
f (x)

� lim
x!a;x2A

g(x)

: Nu se atribuie sens dac¼a:

a) lim
x!a;x2A

f (x) = 0 şi lim
x!a;x2A

g (x) = 0:b) lim
x!a;x2A

f (x) = 1 şi lim
x!a;x2A

g (x) = �1:
c) lim

x!a;x2A
f (x) = �1 şi lim

x!a;x2A
g (x) = 0:

Teorema 5:1:12: (limitele unor funçtii elementare-cu interpret¼ari pe reprezent¼arile gra�ce din
Anexa 4)
1�: Funçtii polinomiale. Fie a0; :::; an 2 R, an 6= 0 şi

P : R! R, P (x) = a0 + a1x+ :::+ an�1xn�1 + anxn. Atunci
lim
x!a

P (x) = P (a) ; dac¼a a 2 R; lim
x!+1

P (x) = an � (+1)n ; lim
x!�1

P (x) = an � (�1)n

2�: Funçtii ra̧tionale. Fie a0; :::; an 2 R, an 6= 0 şi b0; :::; bm 2 R, bm 6= 0
P

Q
: A � R! R,

P

Q
(x) =

a0 + a1x+ :::+ an�1xn�1 + anxn

b0 + b1x+ :::+ bm�1xn�1 + bmxm
. Atunci

lim
x!a

P (x)

Q (x)
=
P (a)

Q (a)
; dac¼a a 2 R a.î. Q (a) 6= 0:

lim
x!a

P (x)

Q (x)
se calculeaz¼a cu ls (a) ; ld (a) ; dac¼a a 2 R a.î. Q (a) = 0 şi P (a) 6= 0:

lim
x!+1

P (x)

Q (x)
=

8><>:
an
bm
; dac¼a m = n

0; dac¼a n < m�
an
bm

�
(+1)n�m dac¼a n > m

; lim
x!�1

P (x)

Q (x)
=

8><>:
an
bm
; dac¼a m = n

0; dac¼a n < m�
an
bm

�
(�1)n�m dac¼a n > m

3�: Funçtia radical.

lim
x!a

n
p
x = n

p
a; pentru n = 2k; k 2 N�, dac¼a a 2 [0;+1[.

lim
x!+1

n
p
x = +1; pentru n = 2k; k 2 N�.

lim
x!a

n
p
x = n

p
a; pentru n = 2k + 1; k 2 N�, dac¼a a 2 R.

lim
x!�1

n
p
x = �1; pentru n = 2k + 1; k 2 N�.

4�: Funçtia putere
lim
x!a

xr = ar; pentru r 2 R, dac¼a a 2 ]0;+1[.

lim
x!+1

xr = +1; lim
x!0
x>0

xr = 0; pentru r 2 R; r > 0;
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lim
x!+1

xr = 0; lim
x!0
x>0

xr = 0; pentru r 2 R; r < 0.

Comentariu: Folosind funçtia ln de mai jos)
lim

x!+1
xr = lim

x!+1
er lnx = er(+1); pentru r 2 R; lim

x!0
x>0

xr = lim
x!0
x>0

er lnx = er(�1); pentru r 2 R:

5�: Funçtia exponenţial¼a
lim
x!a

qx = qa; pentru q 2 R; q > 0; q 6= 1, dac¼a a 2 R.

lim
x!�1

qx = 0; lim
x!+1

qx = +1; lim
x!+1

xn

qx
= 0; n 2 Z�; pentru q 2 R; q > 1.

lim
x!�1

qx = +1; lim
x!+1

qx = 0; pentru q 2 R; 0 < q < 1.

6�: Funçtia logaritmic¼a
lim
x!a

logq x = logq a; pentru q 2 R; q > 0; q 6= 1, dac¼a a 2 ]0;+1[.

lim
x!+1

logq x = +1; lim
x!0
x>0

logq x = �1; pentru q 2 R; q > 1.

lim
x!+1

logq x

xr
= 0; r > 0; lim

x!0
x>0

xr
�
logq x

�
= 0; r > 0; pentru q 2 R; q > 1;

lim
x!+1

logq x = �1; lim
x!0
x>0

logq x = +1; pentru q 2 R; 0 < q < 1.

7�: Funçtii trigonometrice şi funçtii hiperbolice

lim
x!a

(sinx) = sin a; dac¼a a 2 R. @ lim
x!+1

(sinx) ;@ lim
x!�1

(sinx) :

lim
x!a

(cosx) = cos a; dac¼a a 2 R. @ lim
x!+1

(cosx) ;@ lim
x!�1

(cosx) :

lim
x!a

tg x = tg a; dac¼a a 2 R, a 6= (2k + 1) �
2
; k 2 Z. lim

x!�
2

x<�
2

tg x = +1; lim
x!�

2
x>�

2

tg x = �1:

lim
x!a

(ctg x) = ctg a; dac¼a a 2 R, a 6= k�; k 2 Z. lim
x!0
x<0

(ctg x) = �1; lim
x!0
x>0

(ctg x) = +1:

lim
x!+1

(arcctg x) = 0; lim
x!�1

(arcctg x) = �: lim
x!+1

(arctg x) = �
2 ; limx!�1

(arctg x) = ��
2 :

Observa̧tie: Toate formulele au loc cu x înlocuit cu u (x) cu limita corespunz¼atoare.

Exemple cu interpret¼ari gra�ce:
1�: a) lim

x!1

�
x2 � 2x+ 3

�
= 12 � 2 � 1 + 3 = 2;b) lim

x!+1

�
2x2 � x+ 2

�
= 2 � (+1)2 = +1;
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x

y

x

y

c) lim
x!+1

�
�x2 + 2x� 3

�
= (�1)�(+1)2 = �1;d) lim

x!+1

�
� (lnx)2 + 2 (lnx)� 3

�
u(x)=lnx
=

lim
x!+1

u(x)=1

�1;

x

y

x

y

e) lim
x!�1

�
2x2 � 2x+ 3

�
= lim
x!�1

x2
�
2� 2

x
+
3

x2

�
= (�1)2 � (2� 0 + 0) = +1;

f) lim
x!�1

�
2x5 � x2 � 2x+ 3

�
= lim

x!�1
x5
�
2� 1

x3
� 2

x4
+
3

x5

�
= (�1)5 � (2� 0� 0 + 0) =

�1;

x

y

x

y

g) lim
x!�1

�
�2x2 � 2x+ 3

�
= lim
x!�1

x2
�
�2� 2

x
+
3

x2

�
= (�1)2 � (�2� 0 + 0) = �1;

h) lim
x!�1

�
�2x5 � x2 � 2x+ 3

�
= lim
x!�1

x5
�
�2� 1

x3
� 2

x4
+
3

x5

�
= (�1)5�(�2� 0� 0 + 0) =

+1;

x

y

x

y
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2�: a) lim
x!3

2x+ 3

5x+ 4
=
2 � 3 + 3
5 � 3 + 4 =

9

19
;

lim
x!+1

2x+ 3

5x+ 4
=
2

5
; lim
x!�1

2x+ 3

5x+ 4
= lim
x!�1

x
�
2 + 3

x

�
x
�
5 + 4

x

� = 2

5
;

lim
x!�4

5
;x<�4

5

2x+ 3

5x+ 4
=
2 � �45 + 3

0�
= �1; lim

x!�4
5
;x>�4

5

2x+ 3

5x+ 4
=
2 � �45 + 3

0+
= +1;

x

y

b) lim
x!1

2x2 � 2x+ 3
3x2 + 2x+ 1

=
2 � 12 � 2 � 1 + 3
3 � 12 + 2 � 1 + 1 =

1

2
; lim
x!+1

2x2 � 2x+ 3
3x2 + 2x+ 1

=
2

3
; lim
x!�1

2x2 � 2x+ 3
3x2 + 2x+ 1

=
2

3

c) lim
x!+1

2x+ 3

3x2 + 2x+ 1
= 0; lim

x!�1
2x+ 3

3x2 + 2x+ 1
= 0;

x

y

x

y

d) lim
x!+1

2x3 � 2x+ 3
3x2 + 2x+ 1

= +1; lim
x!�1

2x3 � 2x+ 3
3x2 + 2x+ 1

= lim
x!�1

x3
�
2� 2

x2
+ 3

x3

�
x2
�
3 + 2

x +
1
x2

� = (�1) � 23 = �1;
e) lim

x!+1
�2x3 � 2x+ 3
3x2 + 2x+ 1

= �1; lim
x!�1

�2x3 � 2x+ 3
3x2 + 2x+ 1

= lim
x!�1

x3
�
�2� 2

x2
+ 3

x3

�
x2
�
3 + 2

x +
1
x2

� =

= (�1) � �23 = +1;

x

y

x

y

3�: a) lim
x!2

4
p
x = 4

p
2; lim
x!+1

4
p
x = +1;
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x

y

b) lim
x!�2

5
p
x = 5

p
�2; lim

x!+1
5
p
x = +1; lim

x!�1
5
p
x = �1;

x

y

4�:a) lim
x!7

x� = 7�; lim
x!+1

x� = lim
x!+1

e� lnx = e�(+1) = +1; lim
x!0;x>0

x� = lim
x!0;x>0

e� lnx =

e�(�1) = 0:

x

y

5�: a) lim
x!7

2x = 27; lim
x!�1

2x = 0; lim
x!+1

2x = +1; lim
x!+1

x7

2x
= 0; n = 7 2 Z

b) lim
x!�1

�
1
2

�x
= +1; lim

x!+1

�
1
2

�x
= 0:

x

y

x

y

c) lim
x!�1

�
7�
2000

�x
= +1; lim

x!+1

�
7�
2000

�x
= 0:

6�: a) lim
x!7

(log2 x) = log2 7; lim
x!+1

(log2 x) = +1; lim
x!0;x>0

(log2 x) = �1;

b) lim
x!+1

�
log 1

2
x
�
= �1; lim

x!0;x>0

�
log 1

2
x
�
= +1:
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x

y

x

y

c) lim
x!+1

log2 x

x3
= 0; r = 3 > 0; lim

x!0;x>0
x3 (log2 x) = 0; r = 3 > 0;

x

y

x

y

7�: a)

(
lim
x!�

(sinx) = sin� = 0;

@ lim
x!+1

(sinx) ;@ lim
x!�1

(sinx) :
b)

(
lim
x!�

(cosx) = cos� = �1;
@ lim
x!+1

(cosx) ;@ lim
x!�1

(cosx) :

x

y

x

y

c)

8><>:
lim
x!�

tg x = tg � = 0;

lim
x!�

2
x<�

2

tg x = +1; lim
x!�

2
x>�

2

tg x = �1: d)

8><>:
lim
x!�

4

(ctg x) = ctg �4 = 1;

lim
x!0
x<0

(ctg x) = �1; lim
x!0
x>0

(ctg x) = +1:

x

y

x

y

e)

(
lim

x!+1
(arctg x) = �

2 ;

lim
x!�1

(arctg x) = ��
2 :
f)

(
lim

x!+1
(arcctg x) = 0;

lim
x!�1

(arcctg x) = �:
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x

y

x

y

f) chx : R! R; chx =
ex + e�x

2
; shx : R! R; shx =

ex � e�x
2(

lim
x!0

(chx) = ch 0 = 1;

lim
x!+1

(chx) = +1; lim
x!�1

(chx) = +1:

(
lim
x!0

(shx) = sh 0 = 0;

lim
x!+1

(shx) = +1; lim
x!�1

(shx) = �1:

x

y

x

y

Teorema 5:1:13: (limite remarcabile)

1�: lim
x!0

sinx

x
= 1; lim

x!a
sinu (x)

u (x)
= 1; dac¼a lim

x!a
u (x) = 0:

lim
x!0

tg x

x
= 1; lim

x!a
tg u (x)

u (x)
= 1; dac¼a lim

x!a
u (x) = 0:

lim
x!0

arcsinx

x
= 1; lim

x!a
arcsinu (x)

u (x)
= 1; dac¼a lim

x!a
u (x) = 0:

lim
x!0

arctg x

x
= 1; lim

x!a
arctg u (x)

u (x)
= 1; dac¼a lim

x!a
u (x) = 0:

f : A! R; f (x) =
sinx

x
: f : A! R; f (x) =

tg x

x
:

x

y

x

y

f : A! R; f (x) =
arcsinx

x
: f : A! R; f (x) =

arctg x

x
:
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x

y

x

y

2�: lim
x!+1

�
1 +

1

x

�x
= e; lim

x!a

�
1 +

1

u (x)

�u(x)
= e; dac¼a lim

x!a
u (x) = +1:

f : A! R; f (x) =
�
1 +

1

x

�x
:

x

y

3�: lim
x!0

ln(1 + x)

x
= 1; lim

x!a
ln(1 + u (x))

u (x)
= 1; dac¼a lim

x!a
u (x) = 0:

f : A! R; f (x) =
ln(1 + x)

x
:

x

y

4�: lim
x!0

ax � 1
x

= ln a; a > 0; lim
x!a

au(x) � 1
u (x)

= ln a; a > 0; dac¼a lim
x!a

u (x) = 0:

f : A! R; f (x) =
2x � 1
x

:
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x

y

5�: lim
x!0

(1 + x)r � 1
x

= r; r 2 R; lim
x!a

(1 + u (x))r � 1
u (x)

= r; r 2 R; dac¼a lim
x!a

u (x) = 0:

f : A! R; f (x) =
(1 + x)

p
2 � 1

x
:

x

y

Exemple: 1�: a) lim
x!+1

sin 2x
x2+x+1
2x

x2+x+1

= 1; b) lim
x!2

tg (x� 2)
x� 2 = 1;

x

y

x

y

c) lim
x!1

arcsin (x� 1)
x2 � 3x+ 2 = lim

x!1

arcsin (x� 1)
x� 1 � x� 1

(x� 1) (x� 2) = 1 �
1
1�2 = �1;

x

y

d) lim
x!�1

arctg 1x
1
x

= 1:
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x

y

2�: a) lim
x!+1

�
1 +

2x

x2 + x+ 1

�x2 + x+ 1
2x = e; b) lim

x!3
x>3

(1 + (x� 3))
1

x� 3 = e:

x

y

x

y

3�: a) lim
x!0
x>0

ln(1 +
p
x)p

x
= 1: b) lim

x!0
x>0

ln(1 + sinx)

sinx
= 1

x

y

x

y

c) lim
x!4
x>4

ln(x� 3)
x� 4 = lim

x!4
x>4

ln(1 + (x� 4))
x� 4 = 1:

4�: a) lim
x!3
x>3

2x�3 � 1
x� 3 = ln 2; b) lim

x!0

ex � 1
x

= ln e = 1

x

y

x

y

c) lim
x!1

ex�x
2 � 1

x� x2 = ln e = 1;d) lim
x!+1

x
�
2
1
x � 1

�
= lim
x!+1

2
1
x � 1
1
x

= ln 2;
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5�: a) lim
x!0

(1 + x)3 � 1
x

= 3; b) lim
x!0
x>0

(1 + x)
p
2 � 1

x
=
p
2;

x

y

x

y

c) lim
x!0
x>0

(1 +
p
x)
7 � 1p
x

= 7; d) lim
x!+1

�
1 + 1

lnx

� 3
2 � 1

1
lnx

= 3
2 :

6:1: Funçtii f : A � R! R continue în a 2 A

De recapitulat din manualul de liceu.
Se reamintesc unele noţiuni şi enunţuri (schi̧t¼a, f¼ar¼a demonstraţii).

De�ni̧tia 6:1:1: Fie f : A � R! R, a 2 A.
a) Funçtia f este continu¼a în punctul a dac¼a

[8V 2 V (f (a)) ;9U = UV 2 V (a) a.î. 8x 2 A \ U ) f (x) 2 V ]:
b) Funçtia f este continu¼a pe mulţimea A dac¼a este continu¼a în �ecare punct a al muļtimii A:
Observa̧tia 6:1:1: De menţionat câteva deosebiri între de�ni̧tia limitei unei funçtii într-un punct
şi de�ni̧tia continuit¼aţii funçtiei într-un punct:
a) În de�ni̧tia limitei unei funçtii într-un punct a se impune x 6= a, în de�ni̧tia continuit¼aţii nu.
b) În de�ni̧tia limitei unei funçtii într-un punct a; a 2 A0 (este punct de acumulare pentru A),
dar a nu apaŗtine în mod necesar muļtimii A: De exemplu, dac¼a A = ]a; b[ ; a şi b �nite, se poate
pune problema existenţei limitei în a şi în b; dar nu se poate pune problema continuit¼aţii în aceste
puncte. Iar dac¼a A = ]�1;+1[ ; se poate pune problema existenţei limitei în �1 şi în 1; dar nu
se poate pune problema continuit¼aţii în aceste puncte.
c) Dac¼a a este punct izolat în A, problema limitei nu se poate pune, dar problema continuit¼aţii se
poate pune.
Teorema 6:1:1: (leg¼atura dintre continuitate şi existenţa limitei)
Fie f : A � R! R şi a 2 A: Atunci f este continu¼a în a,

-dac¼a a 2 A \A0;9 lim
x!a;x2A

f (x) = f (a) 2 R;

-dac¼a a 2 A nA0, adic¼a este punct izolat, f este continu¼a (deoarece se veri�c¼a De�ni̧tia):
Teorema 6:1:2:(criteriul-CNS în limbaj "� � de continuitate)
Fie f : A � R! R şi a 2 A. Atunci f este continu¼a în a,

[8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8x 2 A cu jx� aj < � ) jf (x)� f (a)j < "]:
Teorema 6:1:3: (criteriul-CNS de continuitate cu şiruri)
Fie f : A � R! R şi a 2 A. Atunci f este continu¼a în a,

[8 (xn)n2Nm un şir de numere reale din A, cu lim
n!1

xn = a) lim
n!1

f (xn) = f (a)]:

De�ni̧tia 6:1:2: Fie f : A � R! R, a 2 A.
a) Punctul a este punct de continuitate a funcţiei f; dac¼a f este continu¼a în punctul a:
b) Punctul a este punct de discontinuitate a funcţiei f; dac¼a f nu este continu¼a în punctul a
c) Punctul a este punct de discontinuitate de speţa întâi a funcţiei f; dac¼a f este are limite laterale
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�nite în a şi diferite sau are limite laterale �nite şi egale dar diferite de f(a):
d) Punctul a este punct de discontinuitate de speţa a doua a funcţiei f; dac¼a a este punct de
discontinuitate pentru f care nu este de spȩta întâi (în acest caz cel puţin una din limitele laterale
nu exist¼a sau este in�nit¼a):
Exemplul 6:1:1: a) Fie funcţia Dirichlet :

f : R! R, f (x) =
�

1; dac¼a x 2 Q
�1; dac¼a x =2 Q

În niciun punct a 2 R, funçtia f nu este continu¼a, toate punctele �ind de discontinuitate de spȩta
a doua.
b) Fie funcţia Heaviside:

f : R! R, f (x) =
�
0; dac¼a x < 0
1; dac¼a x � 0

În punctele a 2 ]�1; 0[ ; respectiv a 2 ]0;+1[ funçtia este continu¼a.
În punctul a = 0 funçtia este discontinu¼a, deoarece are limita la stânga lim

x!0;x<0
f (x) = 0 şi limita

la dreapta lim
x!0;x>0

f (x) = 1; cu 0 6= 1: Acest punct de discontinuitate este de spȩta întâi.

x

y

Exemplul 6:1:2: Fie funcţia parte întreag¼a:
f : R! R, f (x) = [x] :

În punctele a 2 Rr Z funçtia este continu¼a lim
x!a

f (x) = n = f (a) ; dac¼a n < a < n+ 1:

În punctele a = n 2 Z funçtia nu este continu¼a deoarece are are limita la stânga lim
x!n;x<n

f (x) = n�1
şi limita la dreapta lim

x!n;x>n
f (x) = n: Aceste puncte de discontinuitate sunt de spȩta întâi.

x

y

Exemplul 6:1:3: Fie funçtia:

f : R! R, f (x) =
�
sin 1x dac¼a x 6= 0
0; dac¼a x = 0

În punctele a 2 ]�1; 0[ [ ]0;+1[ funçtia este continu¼a deoarece lim
x!a

f (x) = sin 1a = f (a) :

În punctul a = 0 funçtia nu are limit¼a la stânga şi nici la dreapta, a = 0 este punct de discontinuitate
de spȩta a doua.
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x

y

De�ni̧tia 6:1:3: Fie f : A � R ! R. Fie ea 2 A0 un punct de acumulare astfel încât ea =2 A şi
9 lim
x!ea;x2A f (x) = l (ea) 2 R. Funçtiaef : A [ feag � R! R, ef (x) = � f (x) dac¼a x 2 A

l (ea) dac¼a x = ea
se numeşte prelungirea funcţiei f prin continuitate în punctul ea:
Exemplul 6:1:4: Fie funçtia:

f :
�
��
2 ;
�
2

�
n f0g ! R, f (x) =

tg x

x
:

Cum 0 2
��
��
2 ;
�
2

�
n f0g

�0
;9 lim

x!0

tg x

x
= 1) f se poate prelungi prin continuitate în ea = 0:

Prelungirea funçtiei f;

ef : ���
2 ;
�
2

�
� R! R, ef (x) = ( tg x

x
; dac¼a x 2

�
��
2 ;
�
2

�
n f0g

1; dac¼a x = 0
este continu¼a pe

�
��
2 ;
�
2

�
:

x

y

Teorema 6:1:4: (opera̧tii cu funçtii continue în punct) Fie f; g : A � R ! R, a 2 A: Se
presupune c¼a funçtiile f şi g sunt continue în a: Atunci
1�: Funçtia sum¼a f + g este continu¼a în a. Mai mult, 8 (�; �) 2 R2; funçtia �f + �g este continu¼a
în a:
2�: Funçtia modul jf j este continu¼a în a.
3�: Funçtia produs f � g, dac¼a este de�nit¼a, este continu¼a în a.
4�: Funçtia cât

f

g
, dac¼a este de�nit¼a, este continu¼a în a.

5�: Funçtia putere fg, dac¼a este de�nit¼a, este continu¼a în a.
6�: Funçtiile max (f; g) ;min (f; g) sunt continue în a.
Teorema 6:1:5: (opera̧tii cu funçtii continue pe o muļtime) Fie f; g : A � R ! R: Se
presupune c¼a funçtiile f şi g sunt continue pe A: Atunci
1�: Funçtia sum¼a f + g este continu¼a pe A. Mai mult, 8 (�; �) 2 R2; funçtia �f + �g este continu¼a
pe A:
2�: Funçtia modul jf j este continu¼a pe A.
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3�: Funçtia produs f � g, dac¼a este de�nit¼a, este continu¼a pe A.
4�: Funçtia cât

f

g
, dac¼a este de�nit¼a, este continu¼a pe A.

5�: Funçtia putere fg, dac¼a este de�nit¼a, este continu¼a pe A.
6�: Funçtiile max (f; g) ;min (f; g) sunt continue pe A.

Funçtiile continue pe un interval au proprietatea important¼a c¼a nu pot trece de la o valoare
la alta f¼ar¼a a trece prin toate valorile intermediare, adic¼a dac¼a iau dou¼a valori diferite atunci iau
toate valorile cuprinse între ele. Aceast¼a proprietate a funçtiilor continue se numeşte proprietatea
lui Darboux.

De�ni̧tia 6:1:3: Fie f : I � R ! R, unde I este un interval. Funçtia f are proprietatea lui
Darboux pe I dac¼a, oricare ar � punctele a; b 2 I; a < b; şi oricare ar � num¼arul � cuprins între
f (a) şi f (b) ; exist¼a un punct c� cuprins între a şi b astfel încât f (c�) = �:

Teorema 6:1:6: (Cauchy-Weierstrass-Bolzano) Fie f : I � R ! R, unde I este un interval.
Dac¼a f este continu¼a pe I, atunci f are proprietatea lui Darboux pe I:

Observa̧tia 6:1:3: Condi̧tia ca funçtia s¼a �e de�nit¼a pe un interval este esenţial¼a. Dac¼a funçtia
este de�nit¼a pe o muļtime care este o reuniune de intervale disjuncte, este posibil ca funçtia s¼a ia
valori diferite, dar s¼a nu aib¼a nici o valoare intermediar¼a. De exemplu, funçtia

f : ]�1; 0[ [ ]0;+1[! R; f (x) =
�
�1; dac¼a x < 0
1; dac¼a x > 0

este continu¼a pe domeniul ei de de�ni̧tie, ia numai valorile �1 şi 1 şi nu mai ia nici-o valoare
intermediar¼a.

x

y


Observa̧tia 6:1:4: Proprietatea lui Darboux nu este o caracteristic¼a numai a funçtiilor continue.
Darboux a dat un exemplu de funçtie care are aceast¼a proprietate şi care nu este continu¼a în nici un
punct. Fie un exemplu de funçtie discontinu¼a într-un punct şi care are proprietatea lui Darboux:

f : R! R, f (x) =
�
sin 1x ; dac¼a x 6= 0
0; dac¼a x = 0

:

Teorema 6:1:7: Fie f : A � R! R şi a 2 A: Dac¼a f (a) 6= 0 şi f este continu¼a în a, atunci exist¼a
U 2 V (a) astfel încât

f (x) � f (a) > 0;8x 2 A \ U:
Teorema 6:1:8: Fie f : A � R ! R şi a 2 A: Dac¼a f este continu¼a în a, atunci exist¼a U 2 V (a)
astfel încât f s¼a �e m¼arginit¼a pe U:
Teorema 6:1:9: Fie f : [a; b] � R! R. Dac¼a f este continu¼a pe [a; b] şi ia valori de semne contrare
în capetele, atunci exist¼a cel puţin un c; a < c < b astfel încât f (c) = 0:
Demonstra̧tie. A�rmaţia teoremei rezult¼a folosind Teorema Cauchy-Weierstass-Bolzano.
Teorema 6:1:10: Fie f : [a; b] � R ! R. Dac¼a f este continu¼a pe [a; b], atunci f este m¼arginit¼a
pe [a; b].
Teorema 6:1:11: (Teorema lui Weierstrass) Fie f : [a; b] � R ! R. Dac¼a f este continu¼a pe
[a; b], atunci f î̧si atinge marginile pe [a; b], adic¼a 9 min

x2[a;b]
f (x) şi 9 max

x2[a;b]
f (x) :
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Fie f : A � R! R şi a 2 A. De precizat c¼a f este continu¼a pe muļtimea A dac¼a f este continu¼a
în �ecare punct a 2 A; adic¼a

[8a 2 A;8" > 0;9� = � ("; a) > 0 a.î. 8x 2 A cu jx� aj < � ) jf (x)� f (a)j < "]:
De�ni̧tia 6:1:4: Fie f : A � R! R. Funçtia f este uniform continu¼a pe mulţimea A dac¼a

[8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. :8x0; x00 2 A cu jx0 � x00j < � ) jf (x0)� f (x00)j < "]:
Din punct de vedere geometric, a spune c¼a f este uniform continu¼a pe A înseamn¼a c¼a, dac¼a

Se alege pe axa Ox un interval I de lungime < � oarecare în A; imaginea sa f (I) are lungimea < ":
Exemplul 6:1:5: Fie funçtia

f : [1; 3]! R, f (x) = x2:
Funçtia f este uniform continu¼a pe [1; 3] : Într-adev¼ar:

Fie " > 0: Se caut¼a 9� = � (") > 0 a.î. 8x0; x00 2 [1; 3] cu jx0 � x00j < � s¼a rezulte
jf (x0)� f (x00)j =

���(x0)2 � (x00)2��� = jx0 + x00j � jx0 � x00j �
� (jx0j+ jx00j) jx0 � x00j

x0;x002[1;3]
� (3 + 3) jx0 � x00j

scap de x0;x00;
<

r¼amâne �
6� < "

Deci se caut¼a � astfel încât
0 < � < 6":

Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi 6" exist¼a un astfel de �. Se poate
alege, de exemplu, � = 1

26" = 3":
Observa̧tia 6:1:5: Fie f : A � R! R. Funçtia f nu este uniform continu¼a pe A dac¼a

[9 (x0n)n2Nm ;9 (x
00
n)n2Nm şiruri de numere reale dinA; cu limn!1

jx0n � x00nj = 0; dar limn!1
jf (x0n)� f (x00n)j

sau nu exist¼a sau este 6= 0]:
De exemplu funçtia

f : ]0; 1]! R, f(x) = sin
1

x
nu este uniform continu¼a pe ]0; 1] : Într-adev¼ar, se alege

x0n =
1�

2n+ 1
2

�
�
; n 2 N şi x00n =

1�
2n+ 3

2

�
�
; n 2 N;

şiruri din (0; 1] cu

lim
n!1

jx0n � x00nj = lim
n!1

����� 1�
2n+ 1

2

�
�
� 1�

2n+ 3
2

�
�

����� = 0; dar
lim
n!1

jf (x0n)� f (x00n)j = lim
n!1

��sin �2n+ 1
2

�
� � sin

�
2n+ 3

2

�
�
�� = lim

n!1
2 = 2:

Teorema 6:1:12: Fie f : A � R! R. Dac¼a f este uniform continu¼a pe A, atunci f este continu¼a
pe A:
Teorema 6:1:13: (Teorema lui Cantor) Fie f : A � R! R. Dac¼a A este muļtime compact¼a în
R (m¼arginit¼a şi închis¼a) f este funçtie continu¼a pe A, atunci f este uniform continu¼a pe A.


