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CURS NR. 5
Analiza matematica, ATA

7.1. Teoria derivabilitatii pentru f: ACR - Rinac AnA’

De recapitulat din manualul de liceu. Se reamintesc unele notiuni si enunturi (schitd, fara
demonstratii).

De precizat cd A’ este multimea punctelor de acumulare a multimii A.
Derivate de ordinul intai.
Euristica. Au existat doud probleme, una fizici (modelarea matematicd a notiunii intuitive de
vitezd a unui mobil- a se vedea filmul "Calculus", propus de profesor Eugene Khutoryansky,

https://www.youtube.com/watch?v=rjLJIVoQxz4 minutele 0-11.38)
gi alta geometricd (determinarea pantei dreptei tangente intr-un punct la o curba pland) care au
condus la introducerea notiunii de derivata.
Geometric: Fie f : A C R — R continud in a € A, A fiind un interval. Se reprezintd geometric
graficul lui f,

Gr={(z,y) eR¥z € Asiy= f(z)},
si se noteaza tot cu Gy reprezentarea sa. Fie Mo (a, f (a)) si M (z, f (x)) pe G¢,x # a. Dreapta
tangenta la Gy in My este o dreapta ce trece prin My si intersecteaza Gy doar in My, obtinuta
intuitiv ca o dreapta limita a secantei MoM cand M tinde la M.

y

Mo

X

Secanta MyM are panta (coeficientul unghiular)

xz)— f(a x)— f(a
tg B = f@)=fla) =daca existd m = lim flz) = f(a) ),
r—a T—a Tr—a
atunci m = tga este panta dreptei tangente in My la G¢, de ecuatie

(d):y—f(a) =m(z—a).
(daca m = 400 sau m = —oo, tangenta in My la Gy este verticald).
Definitia 7.1.1. Fie f: ACR—-R,ac AN A
a) Functia f are derivatd in punctul a € AN A" dacd

i £ @) =7 (@) ot

= f'(a) € R.
z—a T —a
b) Functia f este derivabila in punctul a € AN A" dacd existd limita anterioard si este finita,
/' (a) € R.

¢) Functia f este derivabilid pe multimea AN A" daca este derivabild in fiecare a € AN A’
Observatia 7.1.1. Din definitia 7.1.1, ficAnd schimbarea de variabila de trecere la limitd x — a =
t =daca existd f’ (a), atunci
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P m Lar-r@

t—0,a+t€A t
Observatia 7.1.2. Daca functia f este derivabild pe multimea A; C AN A’, atunci se poate defini
o functie f' : A7 C R — R care asociazi fiecdrui € Ay, numirul real f’ (z). Aceastd functie se
numeste functia derivata a lui f. Se noteaza

af d

r_ % Y

P = e =t o
Exemple de utilizare a operatorului de derivare in
a) Mecanica:

v = R unde v =viteza, r =distanta, ¢ =timpul,;
dv . . .
a= e unde a =acceleratia, v =viteza, t =timpul;

F= T unde F' =forta, W =energia utilizata, x =distanta in directia fortei;
x
d
F = d—f, unde F' =forta, p =impulsul, ¢t =timpul;

W
P = —— unde P =puterea, W =energia utilizata, ¢ =timpul;

dt
p= o unde p =impulsul, £ =energia cinetica, v =viteza;
b) Gaze:
p= v unde p =presiunea, W =energia utilizatd pentru o expansiune izoterma, ¥V =volumul;
c) Circuite:
dQ . . . - .
1= e unde I =intensitatea, () =sarcina electrica, ¢ =timp;

V= LE’ unde V =tensiunea intr-un conductor, L =inductanta, I =intensitatea, ¢ =timp;

d) Electrostatica:

dV
E = i unde E =campul electric, V =potentialul, x =distanta;
x

Exemplul 1.7.1. a) O minge este aruncati in aer. Iniltimea ei verificd legea = (t) = 3t — 5t2. S&
se determine

-viteza initiala, cu care este aruncatd in aer;

-timpul cand se intoarce pe paméant;

-viteza finald, cand loveste pamantul.

Rezolvare. z (t) = 3t — 5t = v (t) = Z—f (t) = 3 — 10t.

10T
X

05T

05T

-1.0—

-mingea este aruncatd in aer la t = 0, deci viteza initiald, cu care este aruncata in aer este
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v(0) = 3(m/s). Se observd ca dreapta care este tangentd la graficul functiei inaltime x (¢) in
punctul (¢,z) = (0,0) are panta v (0) =3 > 0.
-mingea atinge paméantul a doua oara cand este la inalfimea x = 0, adica
3t — 5t =0 =t = 0(s) (momentul aruncarii) si ¢t = 2 = 0.6(s) (momentul atingerii solului).
-viteza finald, cand coboard si loveste pamantul este negativd v (0.6) = —3(m/s).
b) O rachets spatiald se deplaseazi cu viteza v (t) = 4t + 10000m/s? pand iese din atmosfera
Pamantului. Sa se determine acceleratia dupa 2s.

d
Rezolvare. v (t) = 4t + 10000 = a (t) = dlt) (t) = 8t.

Acceleratia dupi doud secunde este a (2) = 16(m/s?).
c) Energia stocata intr-un arc intins de cdtre greutatea unui corp de masd m, cu lungimea z in
plus fatd de lungimea de repaus, este W (x) = 2%(J). Forta exercitatd pentru a tine intins arcul cu
lungimea x este F' = G' = mg, unde m este masa corpului si g ~ 10(m/s?) acceleratia gravitationals.

Stiind ca arcul este intins cu 0.5m si cd F' = e sa se determine masa corpului ce intinde arcul.
o

aw
Rezolvare. W (z) = 2% = F (z) = e () =2z = F(0,5)=2-0.5=1(N).
2 2.05N

Atuncimg:2x:>m:?:>m—m

=0.1kg.

lungime arc neintins

m

F:n;lr_r

Definitia 7.1.2. Fie f: ACR — R.
a) Functia f are are derivatd la stanga in punctul a € AN A’ daci
. xr) — a) not. —
Functia f este derivabila la stanga in punctul a € AN A, daci existd limita anterioara si este finita,
fi(a) €R.
b) Functia f are are derivatd la dreapta in punctul a € AN Al, daca
. xr) — a) not. —
3w SOTE 2 e B
Functia f este derivabila la dreapta in punctul a € AN A’d daca existd limita anterioard si este
finita, f) (a) € R.
Teorema 7.1.1. (CNS de existenta a derivatei cu derivate laterale)
Fie f: ACR—>R,a€ AN A’". Atunci f este derivabild in a € AN A’ si are derivata f' (a) <
[f este derivabild la stanga in a € AN A’, cu derivata la stanga f! (a), f este derivabild la
dreapta in a € AN A’, cu derivata la dreapta [} (a) si fi (a) = f}(a) = f' (a)].
Teorema 7.1.2. Fie f: ACR — R, a€ AN A’". Daca f este derivabild in a € AN A’ atunci f este
continua in a.
Observatia 7.1.3. Existd functii continue intr-un punct care nu sunt derivabile in acel punct.
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—z, dacax <0
a) f:R—=R, f(z) =z = 0, dacaz=0
x, dacd x>0

Se observa ca f este continud in ¢ = 0. Dar

. f(m)—f(O)_ . —z—0 _
Elx£%){2<0 x—0 _ijrgl<0 r—0 L= 100),
TS IS 20 B S
S ey (RS, . sy R /1)

Mai mult, f;(0) # f};(0) = f nu este derivabila in a = 0.
b) f: R — R, f(x) = min |z — k|.Se observa ca:

keZ
T daca 0 <z < §
f(z)= 3. daciz=1

x, daca % <z<l
f(x+1)=f(z),Yx € R (f este periodica de perioada 1).

Se observd cd f este continud in a = 0. Dar
3 lim M: lim Loz_lff/( 0),

z—0,2<0 T — z—0,2<0 x — (0

k..,o

- flx) - f(0) . z—0 ,
30— = e = 1= 10,
Mai mult, f!(0) # f;(0) = f nu este derivabild in a = 0.
Analog, in Va =k, k E Z, f este continud, dar f nu este derivabila
Analog, in Ya =k —|— ,k € Z, f este continua, dar f nu este derivabila.
Definitia 7.1.3. Fie f ACR—R.
a) Functia f are punctul a € AN A" drept punct de intoarcere daci f este continud in a si
3fl(a) = o0 si 3f} (a) = —oo (sau 3f; (a) = —oo si If) (a) = +00).
b) Functia f are are punctul a € AN A’ drept punct unghiular daci f este continud in a si
3fi(a),3f};(a), cel putin una din derivatele laterale este finita, si f, (a) # f} (a).
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v—zx, dacaz <0
= 0, dacax=0
Vv, dacd x>0

Se observa ca f este continud in ¢ = 0. Dar

3 g @ SOy, Voe o 0V (L L) s ),
r—0,2z<0 x—0 z—0,2<0 x —0 z—0,2<0 N/ —x
. fl@-f0 . V-0 o
3 A T g =t =10

Deci a = 0 este punct de intoarcere pentru f.

b) f:R =R, f(z) = Va3 — 22
y

Se observa ca f este continud in a; = 0. Dar

3 g IOy, R0y T g,

r—0,2<0 z—0 z—0,x<0 x—0 z—0,2<0

3 g JOTO gy S0, T g,

z—0,2>0 z—0 z—0,2>0 z—0 z—0,2>0
Deci a1 = 0 este punct de intoarcere pentru f.

Se observa ca f este continua in ay = 1. Dar

o f@—f o Vat-a2-0 ) e
Hxlﬁfﬁa r—1 x~1>11r,‘lrl<1 r—1 N xiﬁf?<1 (x—1)% oo = £,(0),
— 1 3 — 32— 2
3 g @I gy VS0 o T = 00).
r—1,2>1 z—1 r—lz>1 z—1 e—La>1 \[ (z — 1)

Deci 3f' (1) = +oo, dar f nu este derivabild in as = 1.(va fi punct de inflexiune).
2?2 —9, dacd z € |—00,—3[U]3, +00]
c)f:R—»R,f(:L’):|:E2—9|: 0, dacd r = 3 sau . = —3
9 — 2% dacd z €]-3,3|
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Se observa ca f este continud in a; = —3 gi ao = 3. Dar
: flx)—f(=3) . 2 —9-0 .
3 1 —_— = 1 - = 1 _ — _f — I (_
N L= e by e L A
: f(x)—f(=3) . 9—a*-0 .
3 1 —_— = 1 [ 1 _ — — f(_ .
ac—»—%’)rfvl>—3 T — (—3) x—>—§r,r$1>—3 T — (—3) x—>—%’>r,rxl>—3 (3 .%') 6 fd ( 3)
Deci a1 = —3 este punct unghiular pentru f. Analog as = 3 este punct unghiular pentru f.

Interpretarea geometrici a derivatei, puncte unghiulare, puncte de intoarcere: Fie
f:ACR—>R,ae ANA". Daci f este derivabild in a, atunci existd dreapta tangentd in (a, f (a))
la graficului functiei, iar f’ (a) reprezintd panta dreptei tangente. Vezi Euristica si Definitia 7.1.3,
Observatia 7.1.3 gi Exemplul 7.1.2, Exemplul 7.1.5.

Monotonia functiei f studiatd cu derivata-A se vedea Exemplul 7.1.5, manualul de liceu si Com-
plemente de Matematica.

Teorema 7.1.3. (operatii cu functii derivabile) Fie f,g : A C R — R functii derivabile pe
multimea deschisd A (AN A" = A). Fie a € R. Atunci functiile f + g, af si f - g sunt derivabile pe
multimea deschisa A si

a) (f+9) (a) = f'(a) + ¢ (a) ,Va € 4

b) (a- f) (a) = af’ (a),Va € A;

c) (f-9) (a)=f"(a) g(a)+ f(a) g (a),Ya € A.

Dacd, in plus, g (a) # 0,Va € A atunci functia = este derivabild pe multimea deschisa A si
g

!/
) (L) @ = s @ 9@ -1 @) @] a4
Teorema 7.1.4. (operatii cu functii derivabile) Fie fi, fo, ..., fn : A C R — R functii derivabile
pe multimea deschisd A (AN A’ = A). Atunci functiile f1 + fo+ ...+ fn st f1- fo - ... - fn sunt
derivabile pe multimea deschisd A si
8) (fi+ fot o+ fu)l (@) = F{ (@) + f5 (@) + ..+ £} () ,Va € A
B) (fi- fo- e fu) (@) = F{ (@) f2.(a) - - fu (@) + f1 (@) F3 (@) - - fo (@) oo+ 1 (@)« fo (@) - .
1l (a),Ya € A.
Teorema 7.1.5. (teorema de derivare a functiilor compuse) Fie f : 1 C R — J C R si
g:J CR — R, unde I gi J sunt intervale din R. Daca
(i) f este derivabild in a €I
(ii) g este derivabild in f (a) € J,
atunci functia go f : 1 C R — R este derivabild in a gi
(9o f) (a)=g (f(a))- f (a).
Mai mult, dacd f este derivabild pe I si g este derivabila pe J atunci g o f este derivabila pe I si
(gof) =(gof)-I"
Exemplul 7.1.3. Dupd Teorema 7.1.7 ulterioara,
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X w1 (z)=1+sin?(5z 1 . (f+9)=f"+g'

In (1 4(s 1 ua(w)=1+ (5)71 4 (52)) =

(In (1 +sin® (52))) (nw/'=La 1+ sin* (5z) (1+sin (52))

1 . 7\ u2(z)=sin(5z) 1 . . ’ uz(z)=>5z
=— 0 (V ‘5 = ———— (0+4sin’®(5 5 =
1+ sin? (5z) ( + (s x))> (ud) =audw 14 sin? (5x) (0 dsin® (52) (sin (52))) (sin u)'=(cos u)u’

03 o

S S (0 + 4sin® (5z) - cos (5z) - 5) = 20sin” (Sz) - cos (Em)

1 + sin? (52) 1 + sin? (5z)
Teorema 7.1.6. (teorema de derivare a functiei inverse) Fie f : ICR — JC R, unde [ i J
sunt intervale din R. Daca
(i) f este functie bijectiva,
(i) f este continud pe I, si derivabild in a € I, cu f (a) # 0,
atunci functia inve{sé f1:JCR—1CR este derivabild in b = f (a) si
—1y/ — —
U0 =5 = o)
Teorema 7.1.7. (derivatele unor functii elementare compuse cu o functie derivabila):
Fie u : B C R — R o functie derivabild pe B, cu v/ : B C R — R functia derivati atasatid. Atunci,
subintelegand argumentele functiilor de mai jos, se obtine ca:

1°. Pentru ¢ € R constantd fixata, | ¢ = 0;

2°. Pentru n € N* fixat, | (u")" = nu"~1 - o/;

3°. Pentru r € R* fixat si v ad. u >0, (u") =ru""t-/;| (Vo™ =0

. 1 -1 1
In particular, pentru v a.i. u > 0, (uil)/ = — -u' |5 (Vu) = s
u

4°, Pentru a > 0,a # 1 fixat, [ (a*)" = a* (Ina) - u';

. . ;
In particular, | ()" = e" - u/;

1
5°. Pentru a > 0,a # 1 fixat si pentru v a.i. u > 0, (log, u) = na "
ulna
In particular, pentru u a.d. u > 0, (Inu) = = - u';
u
6°. (cosu) = — (sinw) - u'; (sinu) = (cosu) - u';
1 -1
Pentru v a.i. cosu # 0, (tgu)’ = 5— - u';[Pentru u ai. sinu # 0, (ctg u) = — 5— - u;
cos?u sin® u

(chu) = (shu) - u'; (shu)’ = (chu) - u;

-1
7°. Pentru v a.i. u? < 1, (arccosu) = ——— - u/;
( V=T
1
Pentru v a.i. u? < 1 (arcsinu)’ = —— - u’;
( V=0
-1
(arctgu)’ = el u'; (arcctgu) = oo u';

Teorema 7.1.8. Fie u : B C R — R o functie derivabild pe B ai. u > 0,cuv’ : BCR — R
functia derivatd atasatd. Fie v: B C R — R o functie derivabild pe B, cu v’ : B C R — R functia
derivatd atagatd.Atunci, subintelegdnd argumentele functiilor de mai jos, se obtine ca:
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’ u’
8. (u") =u’ [V Inu+v—).
u

Exemplul 7.1.4. In cele ce urmeazi se subintelege variabila de derivare z si se deriveazi formal,
pe un domeniu de derivare neprecizat:
1°. a) 7' =0;b) (In5) =0; c) (¥7) =0.
13/ w@)=T Lo 19
.a 13z
) ()5, 13

2 2000\’ u(z)=2>+a+1 2 1999
b) (a2 +2+1)*") Sy 2000 (@ 2 1) (20 4-1).

30‘ a) (31:2)/ ( ) 7‘7% §$2 1 2 1

z)=x,u(x)=1 3 \F
o 1 ] 1 ,_;1'
b) | (V) —ma c) (m) =2
L / 4 =Y =5 10,4 1,3
B0 == 3 = —_— 3 .
9 <3$4+1> <(1’ +1) ) u(@)=24 10 (2)=4254+0 3 (x +1) (4$ )’
/ r=1 1
2 9 —2 (9 .
e) ( T + > u(z)=x2+97u/(l’)=2x+0 2\/1/_274_9 (x)v
_ -1
() = 3l
1 ! 2000 —1\/ u(z)=2200041 -1 1099
£) (xzoooﬂ) = (@200 4 1)"1) TS oy 7 2000
o ) — 9% (In2) ; N (Y (T
¥.0) (27) =2 lnz)’b) <<4) ) - <4) 1“(4)’
)| (") =
53242z ux) 5x24-2x 522422 .
d) (3% ) o 10Mg (In3) - (10z + 2);
u(z)=
= 2
e) ( ) el ( x).
5. a) |(In2) = ol
.a nr) = $’
b) (ln (m6+x3+1))/ u(z)=28+a3+1 1 (63:5—1—33:2);

u'(x):6;+3x2+0 26+ a3 +1

1
/ J— .
(logyo )’ = xIn10’
1
!/
© oz (" + V) = s s ()
6°. a)| (cos ) = —sinx; (sinz) = cosx;
b) (cos (7z)) U(ff)):_?: — (sin (7x)) - T;
¢) (sinyz) "EVT (cos /)
/(‘,]:):213C \/}
d)| (1g0) = —5—| &) |(ctga) = —
8T = sz’ | |\ T G2
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4y _ 3
f) (tga?) = 55 (42%);
g)(chz)" =shx;(shz) = chua;
-1 1
7°. a) | (arccosz) = ————:|b) |(arcsinz - —_—
! 1 / _1
- 1d — .
c) | (arctg x) 22 ) | (arcctg x) T2
1/ u(x)=z~2 1 _3
e) (arctg -z) = ——— - (—2z73).

uw(z)=—2273 1 4 (%2)2
8°. a) ( 1+ 2?) 3:6) = (1—i—a:2)3JC (31n (1+2?) +3x1+x2> .
9°. a) (x? + cos 3z + 5))/ = 2x — (sin (3z + 5)) - 3;
b) (z'%sin (3z + 5))/ = 1027 sin (3z + 5) + 2% (cos (3x + 5)) - 3;
0) <a: —i—l) _ 2:c(ac4+9) — ($2+1)-4:c3
zt +9 (z4 4 9)° '

Exemplul 7.1.5. a) O minge este aruncata in aer. Viteza acesteia este pozitiva cat timp inaltimea
e o . dx . . y
mingii fatd de pamant, x (t), creste, adica % (t) > 0. La un moment dat, mingea incepe sd coboare
spre pamant. Din acel moment inadltimea mingii fatd de paméant, x (), descreste si viteza este
x
negativa, m (t) < 0. Pentru a trece de la viteza pozitiva la vitezd negativa, mingea trece printr-un

punct critic, unde atinge indltimea maxima si viteza 0. Dacad mingea are viteza initiala 20m/s, cum
se determing inaltimea maxima pe care o atinge?
Rezolvare. Se presupune ca rezistenta aerului este neglijabild si cd legea inaltimii este:

1
x(t) = vy -t+ iatz, unde t este timpul, vg = 20(m/s) este viteza initiald gi a = —g este
acceleratia (presupusa constants, dati de gravitatie, g ~ 10(m/s?)). Atunci:
dx
x(t) =20t — 5t = v (t) = E(t) =20 — 10¢.
X0l
10T
e .
4 2 2 4
t
-10 1
20+

Se observa ca, deoarece mingea este aruncata in aer la ¢t = 0, viteza initialad cu care este aruncata
in aer este, intr-adevar,

vo = v (0) = +20(m/s),
ca mingea atinge paméntul a doua oara cand inaltimea este x = 0 =

20t — 5t = 0 = t = 0s (momentul aruncirii) si ¢+ = 4s (momentul atingerii solului)
si cd viteza finald, cAnd loveste paméantul, este

v (4) = —20(m/s).
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La inal{ime maxima, variatia inaltimii este 0, deci viteza este 0 :

v(t)=0=20—-10t =0=1t=2(s)
Inaltimea maximi se atinge dupd 2s de la aruncare, adici

7 (2)=20-2—5-22=20(m).
Se observa cd dreapta care este tangentd la graficul functiei indltime z (¢) in punctul (¢,x) = (0,0)
are panta v (0) = 20 > 0, dreapta care este tangentd la graficul functiei indltime x (¢) in punctul
(t,z) = (2,20) are panta v (0) = 0, adicd este paraleld cu Ot i cd dreapta care este tangenta la
graficul functiei indltime z (¢) in punctul (¢,z) = (4,0) are panta v (4) = —20 < 0.

x
Punctul £t = 2 in care a (t) = 0 se numeste punct critic sau punct stationar. Pentru a decide

dacd este punct de maxim local, de minim local sau de inflexiune pentru x se studiaza tabelul de
variatie a functiei x (t) sau se studiazd cu o teorema implicand derivatele de ordin superior. Se
observa si din grafic cd ¢t = 2 este punct de maxim local, iar z (2) = 20 este valoarea maxima locala.

t 0 2 4

d
d—:t”(t) 20| +4+ |0 [ ——— | =20

() [0 | /77 [20 [N\ |0

Definitia 7.1.4.. Fie f: ACR — Rsia € A.
a) a € A se numeste punct de minim local pentru f daci

AV eV(a) al f(a) < f(z),YVeeVNA;

a € A se numeste punct de minim global pentru f dacé

f(a) < f(z),Vo € 4
b) a € A se numegte punct de maxim local pentru f daca

WV eV(a)ai f(a)> f(x),YVzeVNA.

a € A se numeste punct de maxim global pentru f daca

fla) > f(z), Vo e A
c) a € A se numeste punct de extrem local pentru f dacid a este punct de minim local sau maxim
local pentru f.

a € A se numegte punct de extrem global pentru f dacd a este punct de minim global sau maxim
global pentru f.
Interpretarea geometrica a punctelor de extrem relativ: A se vedea Exemplul 7.1.5, man-
ualul de liceu si Complemente de Matematica

X

2 ' >~
'tl Dt W -rh ‘:-: \

R -]

A

De mentionat cd pentru o functie f : R — R cu reprezentarea graficului in figura, punctele
A, B, C sunt puncte stationare sau critice, in care f’ (xz) = 0. Daci se imagineazi ci reprezentarea
este a unei sectiuni de munte pe care urca-coboara o magina de la stdnga la dreapta, atunci masgina:

-coboard spre A (f este descrescitoare, are f’'(x) < 0,Vx € |x1, z4));

-stationeazd in A, care are abscisa punct de minim (f are f(x,) valoare minima local, are
' (zg) =0, f (z) <0,Vx € |z1, 24 81 f' () > 0,V € |24, 78]);

-urcd de la A spre B (f este crescitoare, are f'(z) > 0,V € |zq, z3]);



Gabriela Grosu / Analizd matematica 11

-stationeazd in B, care are abscisa punct de maxim (f are f (z) valoare maxima local, are
' (zp) =0, f'(x) >0,Vz € |xg, xp] si f (x) <0,Vx € |y, zc[);

-coboard de la B spre C (f este descrescitoare, are f' (z) < 0,Vz € |xp, zc|);

-stationeazd in C, care are abscisa punct de inflexiune-definitia necesitd f” (x) (f are are
f(xe) =0, f'(z) <0,Vx € zp, x| 81 f (x) <0,Vx € |xe, 22]);

-coboard de la C' (f este descrescitoare, are f'(z) < 0,Vx € |z, z2]).
Teoremele 7.1.9,10, 11,12, 13, 14. (teoremele Fermat, Rolle, Lagrange, Cauchy, Darboux,
I’Hospital): A se vedea manualul de liceu si Complemente de Matematica

Exemplul 7.1.5. b) (transfer maxim de putere) Puterea livrata la sarcina rezistivd Ry, pentru

circuitul din figura este data de legea
2D 0

Em

P(Rp) = R (provenita din P (Ry) = (VTH>2 Ryp)
t (2000 + Rp)? t Rru + Rr t
Se aratd cd puterea maxima livrata are loc pentru Ry, = 2000(€2).
Rezolvare.
Etapa 1. Se determind punctele stationare (critice) pentru putere, adica cele in care
dP 25 (2000 + Ry)* — 25Ry, - 2 (2000 + R 50000 — 25R
— (R) =0« ( + Ri) L4( + L):0<:>—§:O<:>
dRy, (2000 + Ry) (2000 + Ry,)
< Ry, = 2000.

Etapa 2. Se studiaza daca punctul stationar este de extrem local. Din tabelul de variatie a functiei
putere P (Ry) in jurul punctului stationar, se observa cd Ry, = 2000 este punct de maxim local, cu
P (Rp) = 3.125 x 1073 valoarea maxim# local.

Ry, 0 2000 4000

ar
= (R 0 SN
dRL( L) |+ | +++

P (Rp) 0 /7 / /13125 x 1073 [ \\\\\ | 2.777 x 1073
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0.020 T

0.015 1

0.010 T

0.005 T

0.000 f————+——+——
1000 2000 3000 4000
-0.005 T

-0.010 T

-0.015 1

-0.020 —~

Prin urmare, s-a verificat ca transferul de putere de la o retea de sursa de curent continuu la
o retea rezistiva este maxima atunci cind rezistenta interna a retelei de sursa de curent continuu
este egald cu rezistenta la sarcind. (Rrg = Rp)

c) (arie rectangulard maxima imprejmuitd de un gard) Un teren dreptunghiular este
inconjurat de un gard de 400m. Se determinad dimensiunile terenului de arie maxima ce poate fi
imprejmuit cu acest gard.

L

Rezolvare. Deoarece perimetrul terenului este P = 400(m) =
2L+ 2] =400 < L =200 — 1.
Atunci aria este datd de legea
A=1-L< A(l)=1(200—1) =200l — I2.
Etapa 1. Se determind punctele stationare (critice) pentru arie, adica cele in care
Cz?(l):O<:>2OO—2l:O<:>l:100.
Etapa 2. Se studiaza daca punctul stationar este de extrem local. Din tabelul de variatie a functiei
arie A (1) in jurul punctului stationar, se observa cd [ = 100 este punct de maxim local, iar A (I) =

100%2m2 este valoarea maxims locals.
l 0 100 200

dA
— (1
gD+ +++ 0

A [0 | ///71100% | NANN |0

Prin urmare, dimensiunile terenului sunt [ = 100(m) si L = 100(m), adicd terenul are forma
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patrata.

Derivate de ordin superior.

Definitia 7.1.5. Fie f : A C R — R o functie derivabild pe A1 C AN A" Fie f: A1 CR — R
functia derivatd atagatd. Fie a € A1 N A}

a) Functia f are derivata de ordin doi in punctul a daci

"(z)— f'(a —
I lim f'(@)~f'(a) " (q) € R.
T—a xr —
b) Functia f este derivabila de ordinul doi in punctul a dacd exista limita anterioard si este finit4,

f"(a) eR
c) Functia f este derivabila de ordinul doi pe multimea A; N A} dacd este derivabild in fiecare
a€ AN All
Analog se defineste, daci existi, f(™ (a),n € Na.
Observatia 7.1.4. Daci functia f este derivabild pe multimea A2 C A; N A atunci se poate defini
o functie

f":AACR—-R
care asociazd fiecarui z € Ag, numarul real f” (z). Aceastd functie se numeste functia derivata de
ordinul doz’2a lui f2. Se noteaza

, d°f d

= q22 - di? (f).
Analog se defineste functia f(™,n € Ny.
Interpretarea geometrica a derivatei de ordinul doi-concavitate, convexitate, puncte
de inflexiune: A se vedea manualul de liceu, seminar gi Complemente de Matematica
Interpretarea geometrici a derivatei de ordinul n-puncte de extrem local: A se vedea
manualul de liceu.
Teorema 7.1.15. (operatii cu derivate de ordin superior) Fie f,g : A C R — R functii
derivabile de ordin n € N* pe multimea deschisd A (AN A" = A). Fie @ € R. Atunci functiile
f+g,af s f-gsunt derivabile de ordin n € N* pe multimea deschisa A si

<f+g>< '(a) = ) (a) + 9™ (a) Va € 4;

™ (a) = af<n> (a),Va € 4;

(f 9)(") (@) = f" (a)-g (@) +CLf" V) (a)-g' (a)+CRf"?) (a)-¢" (a) 4.4 f (a)-g"™) (a) ,Va €

A.

Formula lui Taylor.

Definitia 7.1.6. Fie f : ACR >R, a€ ANA iV € V(a). Se presupune ci f este o functie
derivabilg de ordin n € N* pe VN A, cu f™ functie continui pe V N A.

a) Se numeste polinom Taylor de ordin n asociat functiei f "in jurul” punctului a polinomul

"(a "(a M) (g
Ta@) = f @+ 0 -+ T 0 (g

n (k) (g
=t + X e at

Se noteaza tot cu 1), , (x) si functia polinomiala atasata.

b) Se numeste rest Taylor de ordin n asociat functiei f "in jurul” punctului a functia
Ryo:VNA—-RRyq(z)=f(x) = Thal(z).

Observatia 7.1.5. Tipuri de resturi:

a) Restul Lagrange: Daca f este o functie derivabild de ordin n+1 € N* pe VN A

—a)+ ..+
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Ry (x) = w(u’c—a)nﬂ Ve e VNA,

’ (n+1)!
unde ¢, =a+ 0, (z —a),0, €]0,1].
b) s.a.m.d
Definitia 7.1.7. Fie f : ACR —-R,a € ANA gV € V(a). Se presupune ci f este o functie
derivabild de ordin n € N* pe VN A, cu f functie continud pe V N A. In anumite ipoteze
suplimentare, are loc formula lui Taylor de ordin n asociatda functiei f "in jurul”, pe o vecindtate
a punctului a :

f(x) =The(z)+ Rne(z),Ve € VN A, adica
@) =@+ D @) TN

1!
T a(2)=f () +Z f

Definitia 7.1.8. Fie f : AC R — R, 0 € A N A’ si V€ V(0). Se presupune ca f este o functie
derivabilg de ordin n 4+ 1 € N* pe V N A. In anumite ipoteze suplimentare, are loc formula lui
Maclaurin de ordin n asociata functiei f, adica formula lui Taylor cu Restul Lagrange in a =0 :

f(x)=Tho(x)+ Rnp(x),Vr e VN A, adica

f(")( )

(x—a)® + ..+ (x—a)" +Ryq(x),VzeVNA

B f’() f”() ), f 0,2) L
fz) = f(0)+ T 244 A CE T Vx € VN A, unde
Too0(2)=F(0)+ 0, ’

k!

k=1

0, €10,1].

Exemplul 7.1.7. Formula lui Taylor permite o aproximare a functiilor transcendente (e*, sin z, cos z, ...

cu functii polinomiale. Eroarea de aproximare este datd de modulul restului Taylor.
a) Fie f:R—R, f(z)=e".

Se observd cd, Vn € N*, f este derivabild de ordin n pe R, si in particular in a = 0.
flz) = e f0)=1
f'(x) =¢" f(0) =
f'(x) =¢” 1) =1

FI @ = [ J7 Q=1
f(n+1) (x) — et f(n—i—l) (Cn) — efn

Atunci formula Maclaurin de ordin n atasata lui f este

1 1 1 efne
—1+—a:+—a:+ +— "y 2" Vr € R, unde 6,, € ]0,1].
2! (n+1)!
Ry
Th o(e)= 1+Z —xk‘ o(z)

Conform formulei anterloare putem aproxima

1 1 1
e TR TR

iar eroarea de aproximare comlsa se poate evalua cu
efnz | 0,€]0,1] 3

Roo()|=|—— < ——.
B (1) ‘(n+1)! = (n+1)

Daca aproximam e cu polinomul Taylor de ordin n = 10 calculat in 1,
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dx1yr Lyl L oonss
L T
obtinem ca eroarea comisa se poate evalua cu

691090 010€]0,1] 3
1 =
[R10,0 (1)] !

_ -8
< an — 7.5156 x 107°.
Este o eroare de aproximare "mare", deoarece 1 este "departe" de 0, dar totusi este o aproximare
"controlata" de Rig (1) .
Se reprezinta grafic pe R functia f si polinoamele Taylor

Tl,O (l‘) =1 + —x;

1

1 1
T2,0(x):1+ﬁ95+5962;

1T, 1,
T370(:1:):1+ﬁa:—|—ax —i—gaz

si se observa cd, intr-o vecindtate a lui x = 0 se poate aproxima f (z) cu T}, o (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

b) Fie f : R = R, f () = cosz.
Se observd cd, Vn € N*| f este derivabild de ordin n pe R, si in particular in a = 0.
f(x) =cosz f(0)=1=cos0

f'(z) =—sinz=cos(z+ %) | f/(0)=0=cos (%)
f"(z) = —cosxz =cos(x+m) | f"(0)=—-1=cos(nm)
[ (z) =sinz = cos (x+ 2F) | f”(0) =0 = cos ()
f® (z) = cosz = cos (z 4 2m) | fP (0) =1 = cos (2n)

) (x) = cos (z+2%7) £ (0) = cos Y
FOHD) () = cos (m N (n+21)7r) £ () = cos (Cn n (n+21)7r>
Se poate afirma ca
f(n) (l‘) _ (_1>IjCOS x, dacdn = 2%7’]; c /I}I*
(=1)*sinz, dacin=2k+1,keN
f(n) (0) = (*1)’6, daca n = 2%,% e N*
0, dacan=2k+1,keN
Atunci formula Maclaurin de ordin n atasata lui f este
(n+1)m
0 -1 cos (F
L cos ()

) cos <0naz+f
_ . - n
cosx =1+ 1!x+ 71 T+ ... o z" + 1)

>x”+1,V:c €ER,
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. (n+1)w
_ L o 14 cos (g) , 8 (9"CE+ 2 ) n+1
_1—5;12 R TR R ey et A CES] z" Vo € Ryunde 6, €10, 1].
n km
cos (% Rn,o(x)
Tn,o(iv)=1+z k(-|2)xk oz
k=t '
Se poate scrie, renotand k, si ca:
Lo, 1 4 (=" ,
cosx=1——x+ —z*+ ..+ -——a"+ R(z),Vz € R,

2! 4! (2n)!
deci cosx "se dezvoltd" dupa puteri pare ale lui x.
Se reprezinta grafic pe R functia f si polinoamele Taylor

Tl,O (l‘) = 1;
1
Tgyo (33) =1- Elﬂz;
1
T370 (.%') =1- ixQ

si se observa cd, intr-o vecinatate a lui « = 0 se poate aproxima f (x) cu T}, («) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f). A se vedea serii Taylor.

y | y |

NN NN,

c) Fie f:R— R, f(z) =sinz.
Se observd cd, Vn € N*| f este derivabild de ordin n pe R, si in particular in a = 0.

f(z) =sinz f(0)=0

7 (@) = cosa HUES

f"(x) = —sinz f7(0)=0

/" (x) = —cosw F7(0) = -1

f® (z) =sinx f@0)=0

:);.(") (z) =sin (z + ) :);’.(n) (0) = sin ()

f(n+1) (l‘) = sin (3j + (n—gl)w) f(n+1) (Cn) — gin <Cn + (n—;l)n)

Se poate afirma ca
J— k 1 1 f— 7 1. *
£ () = ( l)E sinz, dacan = 21{:; ke ~N
(=1)"cosz, dacain=2k+1,keN
0, daca n = 2%,% € N*
fFm(0) = % ) ~ -
(=1)", dacan=2k+1,keN
Atunci formula Maclaurin de ordin n atagata lui f este
n+1)mw
sin ()., 5

1 0 ) sin(ﬁnm—i—T
smx:O—l—ﬂx—l—ax + ...+ o z" + RS

) 2"t vz € R,
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r (n+1)
_ 1 L s, 15 sin (%) , ™ (an i ) L
= Fx—gx —1—5;1: +...+T$ + XS] ,Vx € R, unde 0,, €
nv . km
sin (& Rn o(x)
T,L,O(m):; 15!2 )xk
=1
10,1[. N
Se poate scrie, renotand k, si ca:
sinz = l:r— ll‘ + l:J[: +...+ ﬂx%*l +R(z),Vz eR
1! 3! 5! (2n +1)! ’ ’

deci sinz "se dezvolta" dupé puteri impare ale lui x.
Se reprezinta grafic pe R functia f si polinoamele Taylor

1
Tio(z) = Fx;

!
Top (z) = %

1 1
T370 ( ) Fﬂf — gwg

si se observa cd, intr-o vecindtate a lui « = 0 se poate aproxima f (x) cu T}, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f). A se vedea serii Taylor.

y-- y 1

d) Fie f :R— R, f(x) =chuz.
Se observa cd, Vn € N*| f este derivabild de ordin n pe R, si in particular in a = 0.

f (@) = cha F(0)=1
[ (@) = sha OB
fl/ (f]:) — Chf]: f//( ) _

f(”) () = chz, dacan= 27::, k € N* f(”
] shz, dacin=2k+1,keN
D (z) = ... f<“+1 =

Atunci formula Maclaurin de ordin n atasata lui f este

dacéan%,EeN*
dacan=2k+1,keN

0 1 (n) (n+1) (g,
che=1+—z+ =22+ .. +f (O)m”+f7(9x>:c”+1,v:ceﬂ£,
TRET nl (n+1)!
.1 M) O (0a) gt
1—|—§:L' +E$ S+ - J:J+ CE] ,Vo € R, unde 6,, €0, 1].
ONG) . Ry.0(z)

Tn,0($):1+ x

!
c~ k!

Se poate scrie si ca:

1 1
chx =14+ =22+ —x

2n
51 1 (Qn)!:r + R (z),Vz € R,
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deci chx "se dezvoltd" dupé puteri pare ale lui x.
Se reprezinta grafic pe R functia f si polinoamele Taylor

Tio(z) =1;
1
T270( )—1+§{L‘
1
T30 (x )_1+§1‘2

sl se observi cd, intr-o vecindtate a lui « = 0 se poate aproxima f (z) cu T, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

e) Fie f:R - R, f(z) =shuz.
Se observa ci, Vn € N*, f este derivabila de ordin n pe R, si in particular in a = 0.

f(z)=shx f(0)=0
f'(x) =cha f0)=1
f"(x) =shz f”( )=0
£ (3) = shz, dacin= 2%,7{2 € N* = 2k, k € N*
chz, dacin=2k+1,keN :2k+1,k€N
FOHD () = . D (¢) =
Atunci formula Maclaurin de ordin n atasata lui f este
1 (n) (n+1) (g,
sha:—O—i——q:—l—9 24 —l—f (O)a:"—i—fi(x)x”H,VxER,
2! n! (n+1)!
_ Ls 15 0 o fO(0n2)
*ﬁx+§x —1—53; e e CES ,Vz € R, unde 6,, € 10, 1].
n (k) Ry o(x
T 0(2)= ! ,(O)Ik o)
e~ k!

Se poate scrie si ci:
1 1 1
—— a3 I 7 |
shz = $+3‘:L" +5'a: + .. +(2n—|—1)!$ + R (z),Vz € R,
deci shz "se dezvoltd" dupd puteri impare ale lui x.
Se reprezinta grafic pe R functia f si polinoamele Taylor

Tio(z) = Fx;

!
Thp (z) = %

1 1
T370( ) = *w + 5‘%‘3

si se observa ca intr-o vecinatate a lui = 0 se poate aproxima f (x) cu T}, («) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).
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f) Fie f : |-1,4o0[ = R, f(z) =In(1+ ).
Se observa ca, Vn € N*, f este derivabila de ordin n pe |—1, +00[, si in particular in a = 0.

f@)=In(1+x) f(0)=0
fla)=(1+a)" f0)=1
f'(x)=—-1(1+=z)""? F7(0) = —1

@)= (=) (=2) (1 +a)” (0) = (=1) (=2)

@) = ) = D) " [ [P ©) = (1" (n=1)!
fnt1) (z) = (—=1)"n! (1 + x)*(nJrl) FOD () = (=)™ nl (1 + cn)—(n+1)
Atunci formula Maclaurin de ordin n atasata lui f este

1 -1 (D) (=1 (=1)"nl (1 + pz)” "D
f(z)= 0+ﬂ$+§x2+...—l— - n o 1;1! xn—i—l’vx €]-1, +oo[,
11, 1 —1)! —1)" (1 + ) (MY
=17 53:2 + 5333 +..+ ( 2 "+ (=" J_qu) 2"V € |1, 4+o0[, unde
n (_1)k—1 Rn,O(-T)
Tnyo(:r):; A xk
0, €10,1[.
Se reprezintd grafic pe |—1, +o0[ functia f si polinoamele Taylor
1
T (2) = 73
1 1
T — T 2.
2,0 (33) %33 %1} ) .
T30 (7)) = ~o— ~2? + a3

si se observa cd, intr-o vecindtate a lui « = 0 se poate aproxima f (z) cu T}, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

y I y I y I

g) Fie o € R* fixat i f:]—1, 400 = R, f (z) = (1 + ).
Se observa ca, Vn € N*, f este derivabild de ordin n pe |—1, +00[, si in particular in a = 0.
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f(z)=(1+2)" F0)=1
fl(@)=a(l+a)" f0)=a
[ (@) =ala—1)(1+2)" f"(0)=aa-1)

(@) =a(a—1)(a—2)(1+z)*3

.];'(n)(m):a(a—1)...(a—n+1)(1+x)afn

Ffo) (@) =a(a—1)...(a—n) (1 +2)*" "D

Atunci formula Maclaurin de ordin n atasata lui f este

f(a:):l—i—gx—i—a(a_l)xQ

ala—1)(a—2)

1! 2! 3!

x4+ "+

- —1..(a—k+1
Tr,0(z)=1+ E a (Oé ) k‘(Oé )xl"
k=1 :

ala=1)..(a—n)(1+ Qnm)a—(n-i-l)
(n+1)!

Rn,O(x)

,Vo € ]-1, +o0[, unde 6,, € 10, 1].

Se va particulariza a =n € Ng,a = —1,a = % la serii Taylor.

Exemplul 7.1.8. Sa se determine ordinul n al formulei lui Taylor cu rest Lagrange in a = 1 si s&

se scrie aceasta formuld pentru

z* — 62241, daciz <1
fRHR,f(ﬂ’J)—{ 4.%'4—8.%‘3,

daca = > 1.

Rezolvare. Conform Exercitiului 9 din Seminar = n = 1 si formula Taylor cu rest Lagrange este

fl/ (Cl)
2!

-8
fl@)=—4+r(@- D+

T1,1(x)

R171(x)

(x—1)% cue; =140; (z—1), unde 6; €]0,1[.

Se reprezinta grafic pe R functia f si polinomul Taylor

-8
Tl,l (i(}) =4+ T ($ — 1)

si se observa ca, intr-o vecinatate a lui = 1 se poate aproxima f (z) cu 111 (x) (graficul polinomului

aproape se suprapune peste al lui f).

Diferentiala.

In cele ce urmeazi fie A = I interval nevid si deschis in R (INT' = I).

Definitia 7.1.9. Fie f:ICR —>Rsgia el

a) Functia f este diferentiabila de ordinul 1 in a dacd 3¢ € R o constantd si « : TC R — R o

functie continua cu lim a () = a (a) = 0 astfel incat

fl@)—fla)=c-(r—a)+a(x) (r—a),Vrel

(1)
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b) Functia f este diferentiabila de ordinul 1 pe mulfimea I dacd este diferentiabild de ordinul 1 in
Va € L
Teorema 7.1.16. Fie f : I C R — R si a € . Functia f este diferentiabild in a daca si numai daca
este derivabilf in a. In acest caz ¢ = f'(a).
Demonstratie. Necesitatea. Se presupune ca f este diferentiabild in ¢ = dec si Ja astfel incat sa
aiba loc (1)

f(:r)—f(a):c-(:n—a)+a(:z‘)-(x—1a),Vm€]I

Se inmulteste egalitatea anterioard cu

, pentru x # a, apoi se trece la limita egalitatea
—a

rezultata pentru x — a si se obtine ca

HlimM:}:ig}l(c—l—a(:n)):chOeR,

T—a T —a

deci f este derivabild in a si [ (a) = c.

Suficienta. Se presupune ca f este derivabild in a. Se definegte
c=f"(a) € Rsi

fe)=f(a) y
a:ICR =R, a(x)= ﬁ_f(a)’ dacd z € T\ {a}
0, dacd z =a
Se observa ca « este functie continug, cu lim « (z) = a(a) = 0, si cd ¢ si « verifica (1) = f este
r—a

diferentiabila in a.
Observatia 7.1.6. Conform Teoremei 7.1.16, daca f este diferentiabila in a, atunci are loc
f@)—f(@)= (@) (@—a)+al@)-(z—a),Voecl 1)
Cum ii_r}r(lla (x) =0, rezultd ¢ a (x) - (x — a) tinde la 0 "mai repede" decat f’ (a) - (x — a), atunci
cand x — a. Deci f/ (a)-(x — a) poate fi consideratd ca "partea principald" a cresterii lui f (adicd a
diferentei f () — f (a)). Atunci diferenta f (x) — f (a) se poate aproxima cu f’ (a) - (x — a), pentru
T — a, adica
f@)—fla)~f(a) (z—a),YVzel,z#a,x—a
Din relatia (1’), ficand schimbarea de variabild de trecere la limitd © —a = h =
fla+h)—f(a)=f'(a)-h+a(a+h) hVzel
si deci, pentru h — 0, se poate aproxima
fla+h)—=f(a)~f'(a)-hVr=a+hel, h#0,h— 0.
Deci, daca f este diferentiabild (<-derivabild) in a, atunci, intr-o vecindtate a lui a, functia f
are o comportare liniard (cregterea lui f se poate aproxima cu o functie liniard).
Definitia 7.1.10. Fie f : I C R — R o functie derivabild in a € I. Functia liniara
T:R—R, T (k)" ((df)(0) (h) = f'(a) -} (2)
se numeste diferentiala functiei f de ordinul 1 in a.
Observatia 7.1.7. Conform Definitiei 7.1.6. a diferentialei, cu h =2z — a =

T(r—a)=f (@) (- a) sial) = ——(f ()~ f(0) - T (e~ a)).
Cum lima(ac):0:>;igb$(f(x)—f(a)—T(x—a)):().

r—a

Atunci f : I C R — R este diferentiabila de ordinul 1 in a € I daca
1
T € L (R,R) astfel incat Igirr(l) x (f(a+h)— f(a)—T(h)) =0, (3)
Daca existd, functia liniara 1" este chiar diferentiala functiei f de ordinul 1 in a.
Se va folosi aceastd observatie in definirea diferentialei pentru f: A C R” — RP,

Observatia 7.1.8.
a) Se considerd functia identitatate g : R — R, g () = x.
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Functia g este derivabild pe Rgi ¢ : R — R, ¢’ ()

1.
Atunci, pentru orice a = z fixat2 ((dg) (z)) (h) = ¢ (z) - h, adica

(dz) (h) = h.

In continuare se face conventia ca dx si fie functia proiectic a R pe Oz, dx = p1,
p1: R — R)pl (h) = h7

b) Fie f : T C R — R diferentiabild in a € I. Apeland la conventia anterioara, din

((df) (a)) (h) = f'(a) - h,Yh € R, (4)
se scrie
(df)(a) = ' (a) - dz. (5)
T
c) Fie A =1 C R un interval nevid si deschis. Fie f : I C R — R diferentiabild pe I; atunci
(df) (2) = ' (2) - do, Y2 € L] (6)

Exemplul 7.1.9. Fie
f:]0,4+00] — R, f (z) = Jarctg z.

Sa se studieze daca f este diferentiabild pe ]0, +o00 Sa se determine
(

[
(df) (z), Ve €10, +-00[; (df) (1); ((df) (1)) (h) ,Yh € R; ((df) (2)) (=3) ;Y €]0, +-00[; ((df) (1)) (=3

Rezolvare.

10T

y |

5 -
f f f !

10 5 1 5 10

X

5+

-10 —

1 1
af": R, f .
Fri0 oo = R, f (@) = 2 /arctgz 1+ a2
Deci f este derivabili pe ]0, +o0o[ < f este diferentiabild pe |0, +-o0o[. In plus, conform (6) =

() (2) = f' (@) da, ¥ € ]0, o0, adica (&f) (@) = 5= | +1x2

dx, Yz €10, +o0].

Atunci . ) )
(df) (1) = 2 arctg 1 1+ 12dw B 2\/7?dx '
——
T pentru a=1
1
((df) (1) (h) = 5—=h
2/m

T'(h) pentru a=1
Conform (4) =
1 1
(@ @) 3 = (5 mm 1372

= (@) 9 = (g7 1) 9= e

> (=3),Vz € ]0,+00]




