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CURS NR. 5
Analiz¼a matematic¼a, AIA

7:1: Teoria derivabilit¼a̧tii pentru f : A � R! R în a 2 A \A0

De recapitulat din manualul de liceu. Se reamintesc unele noţiuni şi enunţuri (schi̧t¼a, f¼ar¼a
demonstraţii).

De precizat c¼a A0 este muļtimea punctelor de acumulare a muļtimii A:
Derivate de ordinul întâi.
Euristic¼a. Au existat dou¼a probleme, una �zic¼a (modelarea matematic¼a a noţiunii intuitive de
vitez¼a a unui mobil- a se vedea �lmul "Calculus", propus de profesor Eugene Khutoryansky,

https://www.youtube.com/watch?v=rjLJIVoQxz4 minutele 0-11.38)
şi alta geometric¼a (determinarea pantei dreptei tangente într-un punct la o curb¼a plan¼a) care au
condus la introducerea noţiunii de derivat¼a.
Geometric: Fie f : A � R ! R continu¼a în a 2 A; A �ind un interval. Se reprezint¼a geometric
gra�cul lui f;

Gf =
�
(x; y) 2 R2;x 2 A şi y = f(x)

	
,

şi se noteaz¼a tot cu Gf reprezentarea sa. Fie M0 (a; f (a)) şi M (x; f (x)) pe Gf ; x 6= a: Dreapta
tangent¼a la Gf în M0 este o dreapt¼a ce trece prin M0 şi intersecteaz¼a Gf doar în M0; obţinut¼a
intuitiv ca o dreapt¼a limit¼a a secantei M0M când M tinde la M0:

Secanta M0M are panta (coe�cientul unghiular)

tg � =
f (x)� f (a)

x� a )dac¼a exist¼a m = lim
x!a

f (x)� f (a)
x� a ;

atunci m = tg� este panta dreptei tangente în M0 la Gf ; de ecuaţie
(d) : y � f (a) = m (x� a) :

(dac¼a m = +1 sau m = �1; tangenta în M0 la Gf este vertical¼a):
De�ni̧tia 7:1:1: Fie f : A � R! R, a 2 A \A0:
a) Funçtia f are derivat¼a în punctul a 2 A \A0 dac¼a

9 lim
x!a

f (x)� f (a)
x� a

not.
= f 0 (a) 2 R:

b) Funçtia f este derivabil¼a în punctul a 2 A \ A0 dac¼a exist¼a limita anterioar¼a şi este �nit¼a,
f 0 (a) 2 R:
c) Funçtia f este derivabil¼a pe mulţimea A \A0 dac¼a este derivabil¼a în �ecare a 2 A \A0:
Observa̧tia 7:1:1: Din de�ni̧tia 7:1:1; f¼acând schimbarea de variabil¼a de trecere la limit¼a x� a =
t)dac¼a exist¼a f 0 (a) ; atunci
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f 0 (a) = lim
t!0;a+t2A

f (a+ t)� f (a)
t

.

Observa̧tia 7:1:2: Dac¼a funçtia f este derivabil¼a pe muļtimea A1 � A\A0; atunci se poate de�ni
o funçtie f 0 : A1 � R ! R care asociaz¼a �ec¼arui x 2 A1; num¼arul real f 0 (x) : Aceast¼a funçtie se
numeşte funcţia derivat¼a a lui f: Se noteaz¼a

f 0 =
df

dx
=
d

dx
(f) :

Exemple de utilizare a operatorului de derivare în
a) Mecanic¼a:

v =
dx

dt
; unde v =viteza, x =distanţa, t =timpul;

a =
dv

dt
; unde a =accelera̧tia, v =viteza, t =timpul;

F =
dW

dx
; unde F =foŗta, W =energia utilizat¼a, x =distanţa în direçtia foŗtei;

F =
dp

dt
; unde F =foŗta, p =impulsul, t =timpul;

P =
dW

dt
; unde P =puterea, W =energia utilizat¼a, t =timpul;

p =
dE

dv
; unde p =impulsul, E =energia cinetic¼a, v =viteza;

b) Gaze:

p =
dW

dV
; unde p =presiunea, W =energia utilizat¼a pentru o expansiune izoterm¼a, V =volumul;

c) Circuite:

I =
dQ

dt
; unde I =intensitatea, Q =sarcina electric¼a, t =timp;

V = L
dI

dt
; unde V =tensiunea într-un conductor, L =inductanţa, I =intensitatea, t =timp;

d) Electrostatic¼a:

E = �dV
dx
; unde E =câmpul electric, V =potenţialul, x =distanţa;

Exemplul 1:7:1: a) O minge este aruncat¼a în aer. În¼aļtimea ei veri�c¼a legea x (t) = 3t� 5t2: S¼a
se determine

-viteza ini̧tial¼a, cu care este aruncat¼a în aer;
-timpul când se întoarce pe p¼amânt;
-viteza �nal¼a, când loveşte p¼amântul.

Rezolvare. x (t) = 3t� 5t2 ) v (t) =
dx

dt
(t) = 3� 10t:

­1.0 ­0.5 0.5 1.0

­1.0

­0.5

0.5

1.0

t

x

-mingea este aruncat¼a în aer la t = 0; deci viteza ini̧tial¼a, cu care este aruncat¼a în aer este
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v (0) = 3(m=s): Se observ¼a c¼a dreapta care este tangent¼a la gra�cul funçtiei în¼aļtime x (t) în
punctul (t; x) = (0; 0) are panta v (0) = 3 > 0:

-mingea atinge p¼amântul a doua oar¼a când este la în¼aļtimea x = 0; adic¼a
3t� 5t2 = 0) t = 0(s) (momentul arunc¼arii) şi t = 3

5 = 0:6(s) (momentul atingerii solului).
-viteza �nal¼a, când coboar¼a şi loveşte p¼amântul este negativ¼a v (0:6) = �3(m=s):

b) O rachet¼a spaţial¼a se deplaseaz¼a cu viteza v (t) = 4t2 + 10000m=s2 pân¼a iese din atmosfera
P¼amântului. S¼a se determine acceleraţia dup¼a 2s:

Rezolvare. v (t) = 4t2 + 10000) a (t) =
dv

dt
(t) = 8t:

Acceleraţia dup¼a dou¼a secunde este a (2) = 16(m=s2):
c) Energia stocat¼a într-un arc întins de c¼atre greutatea unui corp de mas¼a m; cu lungimea x în
plus faţ¼a de lungimea de repaus, este W (x) = x2(J): Foŗta exercitat¼a pentru a ţine întins arcul cu
lungimea x este F = G = mg; undem este masa corpului şi g ' 10(m=s2) acceleraţia gravitaţional¼a.
Ştiind c¼a arcul este întins cu 0:5m şi c¼a F =

dW

dx
, s¼a se determine masa corpului ce întinde arcul.

Rezolvare. W (x) = x2 ) F (x) =
dW

dx
(x) = 2x) F (0; 5) = 2 � 0:5 = 1(N):

Atunci mg = 2x) m =
2x

g
) m =

2 � 0:5N
10m=s2

= 0:1kg:

De�ni̧tia 7:1:2: Fie f : A � R! R:
a) Funçtia f are are derivat¼a la stânga în punctul a 2 A \A0s dac¼a

9 lim
x!a;x<a

f (x)� f (a)
x� a

not.
= f 0s (a) 2 R:

Funçtia f este derivabil¼a la stânga în punctul a 2 A\A0s dac¼a exist¼a limita anterioar¼a şi este �nit¼a,
f 0s (a) 2 R:
b) Funçtia f are are derivat¼a la dreapta în punctul a 2 A \A0d dac¼a

9 lim
x!a;x>a

f (x)� f (a)
x� a

not.
= f 0d (a) 2 R:

Funçtia f este derivabil¼a la dreapta în punctul a 2 A \ A0d dac¼a exist¼a limita anterioar¼a şi este
�nit¼a, f 0d (a) 2 R:
Teorema 7:1:1: (CNS de existenţ¼a a derivatei cu derivate laterale)
Fie f : A � R! R, a 2 A \A0: Atunci f este derivabil¼a în a 2 A \A0 şi are derivata f 0 (a),

[f este derivabil¼a la stânga în a 2 A \ A0, cu derivata la stânga f 0s (a) ; f este derivabil¼a la
dreapta în a 2 A \A0; cu derivata la dreapta f 0d (a) şi f 0s (a) = f 0d (a) = f 0 (a)]:
Teorema 7:1:2: Fie f : A � R! R, a 2 A\A0: Dac¼a f este derivabil¼a în a 2 A\A0 atunci f este
continu¼a în a:
Observa̧tia 7:1:3: Exist¼a funçtii continue într-un punct care nu sunt derivabile în acel punct.
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a) f : R! R; f (x) = jxj =

8<:
�x; dac¼a x < 0
0; dac¼a x = 0
x; dac¼a x > 0

x

y

Se observ¼a c¼a f este continu¼a în a = 0: Dar

9 lim
x!0;x<0

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x!0;x<0

�x� 0
x� 0 = �1 = f 0s (0) ;

9 lim
x!0;x>0

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x!0;x>0

x� 0
x� 0 = 1 = f

0
d (0) :

Mai mult, f 0s (0) 6= f 0d (0)) f nu este derivabil¼a în a = 0:
b) f : R! R; f (x) = min

k2Z
jx� kj :Se observ¼a c¼a:

f (x) =

8<:
x; dac¼a 0 < x < 1

2
1
2 ; dac¼a x = 1

2
1� x; dac¼a 1

2 < x < 1
f (x+ 1) = f (x) ;8x 2 R (f este periodic¼a de perioad¼a 1):

x

y

Se observ¼a c¼a f este continu¼a în a = 0: Dar

9 lim
x!0;x<0

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x!0;x<0

�x� 0
x� 0 = �1 = f 0s (0) ;

9 lim
x!0;x>0

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x!0;x>0

x� 0
x� 0 = 1 = f

0
d (0) :

Mai mult, f 0s (0) 6= f 0d (0)) f nu este derivabil¼a în a = 0:
Analog, în 8a = k; k 2 Z; f este continu¼a, dar f nu este derivabil¼a
Analog, în 8a = k + 1

2 ; k 2 Z; f este continu¼a, dar f nu este derivabil¼a.
De�ni̧tia 7:1:3: Fie f : A � R! R:
a) Funçtia f are punctul a 2 A \ A0 drept punct de întoarcere dac¼a f este continu¼a în a şi
9f 0s (a) = +1 şi 9f 0d (a) = �1 (sau 9f 0s (a) = �1 şi 9f 0d (a) = +1):
b) Funçtia f are are punctul a 2 A \ A0 drept punct unghiular dac¼a f este continu¼a în a şi
9f 0s (a) ;9f 0d (a) ; cel puţin una din derivatele laterale este �nit¼a, şi f 0s (a) 6= f 0d (a) :
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Exemplul 7:1:2:a) f : R! R; f (x) =
p
jxj =

8<:
p
�x; dac¼a x < 0
0; dac¼a x = 0p
x; dac¼a x > 0

x

y

Se observ¼a c¼a f este continu¼a în a = 0: Dar

9 lim
x!0;x<0

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x!0;x<0

p
�x� 0
x� 0

(
p
�x)�(

p
�x)=jxj=�x
= lim

x!0;x<0

�
� 1p

�x

�
= �1 = f 0s (0) ;

9 lim
x!0;x>0

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x!0;x>0

p
x� 0
x� 0 = +1 = f 0d (0) :

Deci a = 0 este punct de întoarcere pentru f:
b) f : R! R; f (x) = 3

p
x3 � x2

x

y

Se observ¼a c¼a f este continu¼a în a1 = 0: Dar

9 lim
x!0;x<0

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x!0;x<0

3
p
x3 � x2 � 0
x� 0 = lim

x!0;x<0
3

r
1� 1

x
= +1 = f 0s (0) ;

9 lim
x!0;x>0

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x!0;x>0

3
p
x3 � x2 � 0
x� 0 = lim

x!0;x>0
3

r
1� 1

x
= �1 = f 0d (0) :

Deci a1 = 0 este punct de întoarcere pentru f:
Se observ¼a c¼a f este continu¼a în a2 = 1. Dar

9 lim
x!1;x<1

f (x)� f (1)
x� 1 = lim

x!1;x<1

3
p
x3 � x2 � 0
x� 1 = lim

x!1;x<1
3

s
x2

(x� 1)2
= +1 = f 0s (0) ;

9 lim
x!1;x>1

f (x)� f (1)
x� 1 = lim

x!1;x>1

3
p
x3 � x2 � 0
x� 1 = lim

x!1;x>1
3

s
x2

(x� 1)2
= +1 = f 0d (0) :

Deci 9f 0 (1) = +1; dar f nu este derivabil¼a în a2 = 1.(va � punct de in�exiune):

c) f : R! R; f (x) =
��x2 � 9�� =

8<:
x2 � 9; dac¼a x 2 ]�1;�3[ [ ]3;+1[
0; dac¼a x = 3 sau x = �3

9� x2; dac¼a x 2 ]�3; 3[
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x

y

Se observ¼a c¼a f este continu¼a în a1 = �3 şi a2 = 3: Dar

9 lim
x!�3;x<�3

f (x)� f (�3)
x� (�3) = lim

x!�3;x<�3

x2 � 9� 0
x� (�3) = lim

x!�3;x<�3
(x� 3) = �6 = f 0s (�3) ;

9 lim
x!�3;x>�3

f (x)� f (�3)
x� (�3) = lim

x!�3;x>�3

9� x2 � 0
x� (�3) = lim

x!�3;x>�3
(3� x) = 6 = f 0d (�3) :

Deci a1 = �3 este punct unghiular pentru f: Analog a2 = 3 este punct unghiular pentru f:
Interpretarea geometric¼a a derivatei, puncte unghiulare, puncte de întoarcere: Fie
f : A � R! R, a 2 A\A0: Dac¼a f este derivabil¼a în a; atunci exist¼a dreapta tangent¼a în (a; f (a))
la gra�cului funçtiei, iar f 0 (a) reprezint¼a panta dreptei tangente. Vezi Euristica şi De�ni̧tia 7:1:3;
Observaţia 7:1:3 şi Exemplul 7:1:2; Exemplul 7:1:5:
Monotonia funçtiei f studiat¼a cu derivata-A se vedea Exemplul 7:1:5; manualul de liceu şi Com-
plemente de Matematic¼a.
Teorema 7:1:3: (opera̧tii cu funçtii derivabile) Fie f; g : A � R ! R funçtii derivabile pe
muļtimea deschis¼a A (A\A0 = A). Fie � 2 R. Atunci funçtiile f + g; �f şi f � g sunt derivabile pe
muļtimea deschis¼a A şi
a) (f + g)0 (a) = f 0 (a) + g0 (a) ;8a 2 A;
b) (� � f)0 (a) = �f 0 (a) ;8a 2 A;
c) (f � g)0 (a) = f 0 (a) � g (a) + f (a) � g0 (a) ;8a 2 A:
Dac¼a, în plus, g (a) 6= 0;8a 2 A atunci funçtia f

g
este derivabil¼a pe muļtimea deschis¼a A şi

d)
�
f

g

�0
(a) =

1

g2 (a)
[f 0 (a) � g (a)� f (a) � g0 (a)] ;8a 2 A:

Teorema 7:1:4: (opera̧tii cu funçtii derivabile) Fie f1; f2; :::; fn : A � R! R funçtii derivabile
pe muļtimea deschis¼a A (A \ A0 = A). Atunci funçtiile f1 + f2 + ::: + fn şi f1 � f2 � ::: � fn sunt
derivabile pe muļtimea deschis¼a A şi
a) (f1 + f2 + :::+ fn)

0 (a) = f 01 (a) + f
0
2 (a) + :::+ f

0
n (a) ;8a 2 A;

b) (f1 � f2 � ::: � fn)0 (a) = f 01 (a) � f2 (a) � ::: � fn (a) + f1 (a) � f 02 (a) � ::: � fn (a) + :::+ f1 (a) � f2 (a) � ::: �
f 0n (a) ;8a 2 A:
Teorema 7:1:5: (teorema de derivare a funçtiilor compuse) Fie f : I � R ! J � R şi
g : J � R! R, unde I şi J sunt intervale din R. Dac¼a

(i) f este derivabil¼a în a 2 I
(ii) g este derivabil¼a în f (a) 2 J,

atunci funçtia g � f : I � R! R este derivabil¼a în a şi
(g � f)0 (a) = g0 (f (a)) � f 0 (a) :

Mai mult, dac¼a f este derivabil¼a pe I şi g este derivabil¼a pe J atunci g � f este derivabil¼a pe I şi
(g � f)0 = (g0 � f) � f 0:

Exemplul 7:1:3: Dup¼a Teorema 7:1:7 ulterioar¼a,
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�
ln
�
1 + sin4 (5x)

��0 u1(x)=1+sin4(5x)
=

(lnu)0= 1
u
�u0

1

1 + sin4 (5x)

�
1 + sin4 (5x)

�0 (f+g)0=f 0+g0
=

=
1

1 + sin4 (5x)

�
10 +

�
sin4 (5x)

�0� u2(x)=sin(5x)
=

(u4)0=4u3u0

1

1 + sin4 (5x)

�
0 + 4 sin3 (5x) (sin (5x))0

� u3(x)=5x
=

(sinu)0=(cosu)u0

=
1

1 + sin4 (5x)

�
0 + 4 sin3 (5x) � cos (5x) � 5

�
=
20 sin3 (5x) � cos (5x)

1 + sin4 (5x)
:

Teorema 7:1:6: (teorema de derivare a funçtiei inverse) Fie f : I � R! J � R, unde I şi J
sunt intervale din R. Dac¼a

(i) f este funçtie bijectiv¼a,
(ii) f este continu¼a pe I, şi derivabil¼a în a 2 I, cu f (a) 6= 0,

atunci funçtia invers¼a f�1 : J � R! I � R este derivabil¼a în b = f (a) şi�
f�1

�0
(b) =

1

f 0 (a)
=

1

f 0 (f�1 (b))
:

Teorema 7:1:7: (derivatele unor funçtii elementare compuse cu o funçtie derivabil¼a):
Fie u : B � R! R o funçtie derivabil¼a pe B; cu u0 : B � R! R funçtia derivat¼a ataşat¼a. Atunci,
subînţelegând argumentele funçtiilor de mai jos, se obţine c¼a:
1�: Pentru c 2 R constant¼a �xat¼a, c0 = 0;

2�: Pentru n 2 N� �xat, (un)0 = nun�1 � u0;

3�: Pentru r 2 R� �xat şi u a.î. u > 0; (ur)0 = rur�1 � u0; ( n
p
vm = v

m
n )

În particular, pentru u a.î. u > 0;
�
u�1

�0
=
�1
u2
� u0 şi (

p
u)
0 r=

1
2=

1

2
p
u
� u0;

4�: Pentru a > 0; a 6= 1 �xat, (au)0 = au (ln a) � u0;

În particular, (eu)0 = eu � u0;

5�: Pentru a > 0; a 6= 1 �xat şi pentru u a.î. u > 0; (loga u)0 =
1

u ln a
� u0;

În particular, pentru u a.î. u > 0; (lnu)0 =
1

u
� u0;

6�: (cosu)0 = � (sinu) � u0; (sinu)0 = (cosu) � u0;

Pentru u a.î. cosu 6= 0; (tg u)0 = 1

cos2 u
� u0; Pentru u a.î. sinu 6= 0; (ctg u)0 = �1

sin2 u
� u0;

(chu)0 = (shu) � u0; (shu)0 = (chu) � u0;

7�: Pentru u a.î. u2 < 1; (arccosu)0 =
�1p
1� u2

� u0;

Pentru u a.î. u2 < 1; (arcsinu)0 =
1p
1� u2

� u0;

(arctg u)0 =
1

1 + u2
� u0; (arcctg u)0 = �1

1 + u2
� u0;

Teorema 7:1:8: Fie u : B � R ! R o funçtie derivabil¼a pe B a.î. u > 0; cu u0 : B � R ! R
funçtia derivat¼a ataşat¼a. Fie v : B � R! R o funçtie derivabil¼a pe B; cu v0 : B � R! R funçtia
derivat¼a ataşat¼a.Atunci, subînţelegând argumentele funçtiilor de mai jos, se obţine c¼a:
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8�: (uv)0 = uv
�
v0 lnu+ v

u0

u

�
:

Exemplul 7:1:4: În cele ce urmeaz¼a se subînţelege variabila de derivare x şi se deriveaz¼a formal,
pe un domeniu de derivare neprecizat:
1�: a) 70 = 0; b) (ln 5)0 = 0; c) ( 3

p
�)
0
= 0:

2�: a)
�
x13
�0 u(x)=x

=
u0(x)=1

13x12;

b)
��
x2 + x+ 1

�2000�0 u(x)=x2+x+1
=

u0(x)=2x+1
2000

�
x2 + x+ 1

�1999
(2x+ 1) :

3�: a)
�

3
p
x2
�0 r= 2

3=
u(x)=x;u0(x)=1

2

3
x
2
3
�1 =

2

3

1
3
p
x
;

b) (
p
x)
0
=

1

2
p
x
; c)

�
1

x

�0
=
�1
x2
;

d)
�

1
3
p
x4 + 1

�0
=
��
x4 + 1

��1
3

�0 r=�1
3=

u(x)=x4+1;u0(x)=4x3+0

�1
3

�
x4 + 1

��1
3
�1 �

4x3
�
;

e)
�p
x2 + 9

�0 r= 1
2=

u(x)=x2+9;u0(x)=2x+0

1

2
p
x2 + 9

� (2x) ;

�
u�1

�0
=
�1
u2
� u0

f)
�

1

x2000 + 1

�0
=
��
x2000 + 1

��1�0 u(x)=x2000+1
=

�1
(x2000 + 1)2

� 2000x1999;

4�: a) (2x)0 = 2x (ln 2) ;b)
���
4

�x�0
=
��
4

�x
ln
��
4

�
;

c) (ex)0 = ex;

d)
�
35x

2+2x
�0 u(x)=5x2+2x

=
u0(x)=10x+2

35x
2+2x (ln 3) � (10x+ 2) ;

e)
�
ex

2
�0 u(x)=x2

=
u0(x)=2x

ex
2 � (2x) :

5�: a) (lnx)0 =
1

x
;

b)
�
ln
�
x6 + x3 + 1

��0 u(x)=x6+x3+1
=

u0(x)=6x5+3x2+0

1

x6 + x3 + 1

�
6x5 + 3x2

�
;

(log10 x)
0 =

1

x ln 10
;

c)
�
log2

�
x4 + 1

��0
=

1

(x4 + 1) ln 2

�
4x3

�
6�: a) (cosx)0 = � sinx; (sinx)0 = cosx;

b) (cos (7x))0
u(x)=7x
=

u0(x)=7
� (sin (7x)) � 7;

c) (sin
p
x)
0 u(x)=

p
x

=
u0(x)= 1

2
p
x

(cos
p
x) � 1

2
p
x
;

d) (tg x)0 =
1

cos2 x
; e) (ctg x)0 =

�1
sin2 x

;
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f)
�
tg x4

�0
=

1

cos2 x4
�
�
4x3

�
;

g) (chx)0 = shx; (shx)0 = chx;

7�: a) (arccosx)0 =
�1p
1� x2

; b) (arcsinx)0 =
1p
1� x2

;

c) (arctg x)0 =
1

1 + x2
; d) (arcctg x)0 =

�1
1 + x2

;

e)
�
arctg 1

x2

�0 u(x)=x�2
=

u0(x)=�2x�3
1

1 +
�
1
x2

�2 � ��2x�3� :
8�: a)

��
1 + x2

�3x�0
=
�
1 + x2

�3x �
3 ln

�
1 + x2

�
+ 3x 2x

1+x2

�
:

9�: a)
�
x2 + cos (3x+ 5)

�0
= 2x� (sin (3x+ 5)) � 3;

b)
�
x10 sin (3x+ 5)

�0
= 10x9 sin (3x+ 5) + x10 (cos (3x+ 5)) � 3;

c)
�
x2 + 1

x4 + 9

�0
=
2x
�
x4 + 9

�
�
�
x2 + 1

�
� 4x3

(x4 + 9)2
:

Exemplul 7:1:5: a) O minge este aruncat¼a în aer. Viteza acesteia este pozitiv¼a cât timp în¼aļtimea

mingii faţ¼a de p¼amânt, x (t), creşte, adic¼a
dx

dt
(t) > 0: La un moment dat, mingea începe s¼a coboare

spre p¼amânt. Din acel moment în¼aļtimea mingii faţ¼a de p¼amânt, x (t), descreşte şi viteza este

negativ¼a,
dx

dt
(t) < 0: Pentru a trece de la vitez¼a pozitiv¼a la vitez¼a negativ¼a, mingea trece printr-un

punct critic, unde atinge în¼aļtimea maxim¼a şi viteza 0: Dac¼a mingea are viteza ini̧tial¼a 20m=s; cum
se determin¼a în¼aļtimea maxim¼a pe care o atinge?
Rezolvare. Se presupune c¼a rezistenţa aerului este neglijabil¼a şi c¼a legea în¼aļtimii este:

x (t) = v0 � t +
1

2
at2; unde t este timpul, v0 = 20(m=s) este viteza ini̧tial¼a şi a = �g este

accelera̧tia (presupus¼a constant¼a, dat¼a de gravitaţie, g ' 10(m=s2)). Atunci:
x (t) = 20t� 5t2 ) v (t) =

dx

dt
(t) = 20� 10t:

­4 ­2 2 4

­20

­10

10

20

t

x

Se observ¼a c¼a, deoarece mingea este aruncat¼a în aer la t = 0; viteza ini̧tial¼a cu care este aruncat¼a
în aer este, într-adev¼ar,

v0 = v (0) = +20(m=s);
c¼a mingea atinge p¼amântul a doua oar¼a când în¼aļtimea este x = 0)

20t� 5t2 = 0) t = 0s (momentul arunc¼arii) şi t = 4s (momentul atingerii solului)
şi c¼a viteza �nal¼a, când loveşte p¼amântul, este

v (4) = �20(m=s):
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La în¼aļtime maxim¼a, variaţia în¼aļtimii este 0; deci viteza este 0 :
v (t) = 0) 20� 10t = 0) t = 2(s)

În¼aļtimea maxim¼a se atinge dup¼a 2s de la aruncare, adic¼a
x (2) = 20 � 2� 5 � 22 = 20(m):

Se observ¼a c¼a dreapta care este tangent¼a la gra�cul funçtiei în¼aļtime x (t) în punctul (t; x) = (0; 0)
are panta v (0) = 20 > 0; dreapta care este tangent¼a la gra�cul funçtiei în¼aļtime x (t) în punctul
(t; x) = (2; 20) are panta v (0) = 0; adic¼a este paralel¼a cu Ot şi c¼a dreapta care este tangent¼a la
gra�cul funçtiei în¼aļtime x (t) în punctul (t; x) = (4; 0) are panta v (4) = �20 < 0:

Punctul t = 2 în care
dx

dt
(t) = 0 se numeşte punct critic sau punct staţionar. Pentru a decide

dac¼a este punct de maxim local, de minim local sau de in�exiune pentru x se studiaz¼a tabelul de
variaţie a funçtiei x (t) sau se studiaz¼a cu o teorem¼a implicând derivatele de ordin superior: Se
observ¼a şi din gra�c c¼a t = 2 este punct de maxim local, iar x (2) = 20 este valoarea maxim¼a local¼a.

t 0 2 4
dx

dt
(t) 20 + + + 0 ��� �20

x (t) 0 %%% 20 &&& 0

De�ni̧tia 7:1:4:: Fie f : A � R! R şi a 2 A:
a) a 2 A se numeşte punct de minim local pentru f dac¼a

9V 2 V (a) a.î. f (a) � f (x) ;8x 2 V \A;
a 2 A se numeşte punct de minim global pentru f dac¼a
f (a) � f (x) ;8x 2 A;

b) a 2 A se numeşte punct de maxim local pentru f dac¼a
9V 2 V (a) a.î. f (a) � f (x) ;8x 2 V \A:
a 2 A se numeşte punct de maxim global pentru f dac¼a
f (a) � f (x) ;8x 2 A:

c) a 2 A se numeşte punct de extrem local pentru f dac¼a a este punct de minim local sau maxim
local pentru f:

a 2 A se numeşte punct de extrem global pentru f dac¼a a este punct de minim global sau maxim
global pentru f:
Interpretarea geometric¼a a punctelor de extrem relativ: A se vedea Exemplul 7:1:5; man-
ualul de liceu şi Complemente de Matematic¼a

De menţionat c¼a pentru o funçtie f : R ! R cu reprezentarea gra�cului în �gur¼a, punctele
A;B;C sunt puncte staţionare sau critice, în care f 0 (x) = 0: Dac¼a se imagineaz¼a c¼a reprezentarea
este a unei seçtiuni de munte pe care urc¼a-coboar¼a o maşin¼a de la stânga la dreapta, atunci maşina:

-coboar¼a spre A (f este descresc¼atoare, are f 0 (x) < 0;8x 2 ]x1; xa[);
-staţioneaz¼a în A; care are abscisa punct de minim (f are f (xa) valoare minim¼a local, are

f 0 (xa) = 0; f 0 (x) < 0;8x 2 ]x1; xa[ şi f 0 (x) > 0;8x 2 ]xa; xb[);
-urc¼a de la A spre B (f este cresc¼atoare, are f 0 (x) > 0;8x 2 ]xa; xb[);
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-staţioneaz¼a în B; care are abscisa punct de maxim (f are f (xb) valoare maxim¼a local, are
f 0 (xb) = 0; f

0 (x) > 0;8x 2 ]xa; xb[ şi f 0 (x) < 0;8x 2 ]xb; xc[);
-coboar¼a de la B spre C (f este descresc¼atoare, are f 0 (x) < 0;8x 2 ]xb; xc[);
-staţioneaz¼a în C; care are abscisa punct de in�exiune-de�ni̧tia necesit¼a f 00 (x) (f are are

f 0 (xc) = 0; f 0 (x) < 0;8x 2 ]xb; xc[ şi f 0 (x) < 0;8x 2 ]xc; x2[);
-coboar¼a de la C (f este descresc¼atoare, are f 0 (x) < 0;8x 2 ]xc; x2[).

Teoremele 7:1:9; 10; 11; 12; 13; 14: (teoremele Fermat, Rolle, Lagrange, Cauchy, Darboux,
l�Hospital): A se vedea manualul de liceu şi Complemente de Matematic¼a

Exemplul 7:1:5: b) (transfer maxim de putere) Puterea livrat¼a la sarcina rezistiv¼a RL pentru
circuitul din �gur¼a este dat¼a de legea

P (RL) =
25RL

(2000 +RL)
2 (provenit¼a din P (RL) =

�
VTH

RTH +RL

�2
�RL)

Se arat¼a c¼a puterea maxim¼a livrat¼a are loc pentru RL = 2000(
):
Rezolvare.
Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru putere, adic¼a cele în care

dP

dRL
(RL) = 0,

25 (2000 +RL)
2 � 25RL � 2 (2000 +RL)

(2000 +RL)
4 = 0, 50000� 25RL

(2000 +RL)
3 = 0,

, RL = 2000:
Etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a punctul staţionar este de extrem local. Din tabelul de variaţie a funçtiei
putere P (RL) în jurul punctului staţionar, se observ¼a c¼a RL = 2000 este punct de maxim local, cu
P (RL) = 3:125� 10�3 valoarea maxim¼a local.

RL 0 2000 4000
dP

dRL
(RL) + + ++ 0 ��� �

P (RL) 0 %%% 3:125� 10�3 &&& 2:777� 10�3
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1000 2000 3000 4000

­0.020

­0.015

­0.010

­0.005

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

x

y

Prin urmare, s-a veri�cat c¼a transferul de putere de la o rȩtea de surs¼a de curent continuu la
o rȩtea rezistiv¼a este maxim¼a atunci când rezistenţa intern¼a a rȩtelei de surs¼a de curent continuu
este egal¼a cu rezistenţa la sarcin¼a. (RTH = RL)

c) (arie rectangular¼a maxim¼a împrejmuit¼a de un gard) Un teren dreptunghiular este
înconjurat de un gard de 400m: Se determin¼a dimensiunile terenului de arie maxim¼a ce poate �
împrejmuit cu acest gard.

Rezolvare. Deoarece perimetrul terenului este P = 400(m))
2L+ 2l = 400, L = 200� l:

Atunci aria este dat¼a de legea
A = l � L, A (l) = l (200� l) = 200l � l2:

Etapa 1: Se determin¼a punctele staţionare (critice) pentru arie, adic¼a cele în care
dA

dl
(l) = 0, 200� 2l = 0, l = 100:

Etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a punctul staţionar este de extrem local. Din tabelul de variaţie a funçtiei
arie A (l) în jurul punctului sta̧tionar, se observ¼a c¼a l = 100 este punct de maxim local, iar A (l) =
1002m2 este valoarea maxim¼a local¼a.

l 0 100 200
dA

dl
(l) + + ++ 0 ��� �

A (l) 0 %%% 1002 &&& 0

Prin urmare, dimensiunile terenului sunt l = 100(m) şi L = 100(m); adic¼a terenul are form¼a



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 13

p¼atrat¼a.

Derivate de ordin superior.
De�ni̧tia 7:1:5: Fie f : A � R ! R o funçtie derivabil¼a pe A1 � A \ A0: Fie f 0 : A1 � R ! R
funçtia derivat¼a ataşat¼a. Fie a 2 A1 \A01
a) Funçtia f are derivat¼a de ordin doi în punctul a dac¼a

9 lim
x!a

f 0 (x)� f 0 (a)
x� a

not.
= f 00 (a) 2 R:

b) Funçtia f este derivabil¼a de ordinul doi în punctul a dac¼a exist¼a limita anterioar¼a şi este �nit¼a,
f 00 (a) 2 R:
c) Funçtia f este derivabil¼a de ordinul doi pe mulţimea A1 \ A01 dac¼a este derivabil¼a în �ecare
a 2 A1 \A01:
Analog se de�neşte, dac¼a exist¼a, f (n) (a) ; n 2 N2:
Observa̧tia 7:1:4: Dac¼a funçtia f este derivabil¼a pe muļtimea A2 � A1\A01 atunci se poate de�ni
o funçtie

f 00 : A2 � R! R
care asociaz¼a �ec¼arui x 2 A2; num¼arul real f 00 (x) : Aceast¼a funçtie se numeşte funcţia derivat¼a de
ordinul doi a lui f: Se noteaz¼a

f 00 =
d2f

dx2
=
d2

dx2
(f) :

Analog se de�neşte funçtia f (n); n 2 N2:
Interpretarea geometric¼a a derivatei de ordinul doi-concavitate, convexitate, puncte
de in�exiune: A se vedea manualul de liceu, seminar şi Complemente de Matematic¼a
Interpretarea geometric¼a a derivatei de ordinul n-puncte de extrem local: A se vedea
manualul de liceu.
Teorema 7:1:15: (opera̧tii cu derivate de ordin superior) Fie f; g : A � R ! R funçtii
derivabile de ordin n 2 N� pe muļtimea deschis¼a A (A \ A0 = A). Fie � 2 R. Atunci funçtiile
f + g; �f şi f � g sunt derivabile de ordin n 2 N� pe muļtimea deschis¼a A şi

(f + g)(n) (a) = f (n) (a) + g(n) (a) ;8a 2 A;
(� � f)(n) (a) = �f (n) (a) ;8a 2 A;
(f � g)(n) (a) = f (n) (a)�g (a)+C1nf (n�1) (a)�g0 (a)+C2nf (n�2) (a)�g00 (a)+:::+f (a)�g(n) (a) ;8a 2

A:

Formula lui Taylor.
De�ni̧tia 7:1:6: Fie f : A � R ! R; a 2 A \ A0 şi V 2 V (a) : Se presupune c¼a f este o funçtie
derivabil¼a de ordin n 2 N� pe V \A; cu f (n) funçtie continu¼a pe V \A:
a) Se numeşte polinom Taylor de ordin n asociat funcţiei f "în jurul" punctului a polinomul

Tn;a (x) = f (a) +
f 0 (a)

1!
(x� a) + f

00 (a)

2!
(x� a)2 + :::+ f

(n) (a)

n!
(x� a)n =

= f (a) +

nX
k=1

f (k) (a)

k!
(x� a)k :

Se noteaz¼a tot cu Tn;a (x) şi funçtia polinomial¼a ataşat¼a.
b) Se numeşte rest Taylor de ordin n asociat funcţiei f "în jurul" punctului a funçtia

Rn;a : V \A! R; Rn;a (x) = f (x)� Tn;a (x) :
Observa̧tia 7:1:5: Tipuri de resturi:
a) Restul Lagrange: Dac¼a f este o funçtie derivabil¼a de ordin n+ 1 2 N� pe V \A
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Rn;a (x) =
f (n+1) (cn)

(n+ 1)!
(x� a)n+1 ;8x 2 V \A;

unde cn = a+ �n (x� a) ; �n 2 ]0; 1[ :
b) ş.a.m.d
De�ni̧tia 7:1:7: Fie f : A � R ! R; a 2 A \ A0 şi V 2 V (a) : Se presupune c¼a f este o funçtie
derivabil¼a de ordin n 2 N� pe V \ A; cu f (n) funçtie continu¼a pe V \ A: În anumite ipoteze
suplimentare, are loc formula lui Taylor de ordin n asociat¼a funcţiei f "în jurul", pe o vecin¼atate
a punctului a :

f (x) = Tn;a (x) +Rn;a (x) ;8x 2 V \A; adic¼a

f (x) = f (a) +
f 0 (a)

1!
(x� a) + f

00 (a)

2!
(x� a)2 + :::+ f

(n) (a)

n!
(x� a)n| {z }

Tn;a(x)=f(a)+

nX
k=1

f (k) (a)

k!
(x�a)k

+Rn;a (x) ;8x 2 V \A

De�ni̧tia 7:1:8: Fie f : A � R ! R; 0 2 A \ A0 şi V 2 V (0) : Se presupune c¼a f este o funçtie
derivabil¼a de ordin n + 1 2 N� pe V \ A: În anumite ipoteze suplimentare, are loc formula lui
Maclaurin de ordin n asociat¼a funcţiei f; adic¼a formula lui Taylor cu Restul Lagrange în a = 0 :

f (x) = Tn;0 (x) +Rn;0 (x) ;8x 2 V \A; adic¼a

f (x) = f (0) +
f 0 (0)

1!
x+

f 00 (0)

2!
x2 + :::+

f (n) (0)

n!
xn| {z }

Tn;0(x)=f(0)+

nX
k=1

f (k) (0)

k!
xk

+
f (n+1) (�nx)

(n+ 1)!
xn+1| {z }

Rn;0(x)

;8x 2 V \ A; unde

�n 2 ]0; 1[ :
Exemplul 7:1:7. Formula lui Taylor permite o aproximare a funçtiilor transcendente (ex; sinx; cosx; :::)
cu funçtii polinomiale. Eroarea de aproximare este dat¼a de modulul restului Taylor.
a) Fie f : R! R; f (x) = ex:
Se observ¼a c¼a, 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R; şi în particular în a = 0:

f (x) = ex f (0) = 1

f 0 (x) = ex f 0 (0) = 1
f 00 (x) = ex f 00 (0) = 1
::: :::

f (n) (x) = ex f (n) (0) = 1

f (n+1) (x) = ex f (n+1) (cn) = e
cn

Atunci formula Maclaurin de ordin n ataşat¼a lui f este

ex = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 + :::+

1

n!
xn| {z }

Tn;0(x)=1+

nX
k=1

1

k!
xk

+
e�nx

(n+ 1)!
xn+1| {z }

Rn;0(x)

;8x 2 R, unde �n 2 ]0; 1[ :

Conform formulei anterioare putem aproxima

e1 �= 1 +
1

1!
+
1

2!
+ :::+

1

n!
;

iar eroarea de aproximare comis¼a se poate evalua cu

jRn;0 (1)j =
���� e�nx

(n+ 1)!

���� �n2]0;1[� 3

(n+ 1)!
:

Dac¼a aproxim¼am e cu polinomul Taylor de ordin n = 10 calculat în 1;
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e1 �= 1 +
1

1!
+
1

2!
+ :::+

1

10!
' 2:7183;

obţinem c¼a eroarea comis¼a se poate evalua cu

jR10;0 (1)j =
����e�10x(11)!

���� �102]0;1[� 3

(11)!
= 7:5156� 10�8:

Este o eroare de aproximare "mare", deoarece 1 este "departe" de 0; dar totuşi este o aproximare
"controlat¼a" de R10;0 (1) :

Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinoamele Taylor
T1;0 (x) = 1 +

1

1!
x;

T2;0 (x) = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2;

T3;0 (x) = 1 +
1

1!
x+

1

2!
x2 +

1

3!
x3

şi se observ¼a c¼a, într-o vecin¼atate a lui x = 0 se poate aproxima f (x) cu Tn;0 (x) (gra�cul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f):

x

y

x

y

x

y

b) Fie f : R! R; f (x) = cosx:
Se observ¼a c¼a, 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R; şi în particular în a = 0:

f (x) = cosx f (0) = 1 = cos 0

f 0 (x) = � sinx = cos
�
x+ �

2

�
f 0 (0) = 0 = cos

�
�
2

�
f 00 (x) = � cosx = cos (x+ �) f 00 (0) = �1 = cos (�)
f 000 (x) = sinx = cos

�
x+ 3�

2

�
f 000 (0) = 0 = cos

�
3�
2

�
f (4) (x) = cosx = cos (x+ 2�) f (4) (0) = 1 = cos (2�)

::: :::

f (n) (x) = cos
�
x+ n�

2

�
f (n) (0) = cos

�
n�
2

�
f (n+1) (x) = cos

�
x+ (n+1)�

2

�
f (n+1) (cn) = cos

�
cn +

(n+1)�
2

�
Se poate a�rma c¼a

f (n) (x) =

(
(�1)ek cosx; dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
(�1)ek sinx; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N

f (n) (0) =

(
(�1)ek ; dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
0; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N

Atunci formula Maclaurin de ordin n ataşat¼a lui f este

cosx = 1 +
0

1!
x+

�1
2!
x2 + :::+

cos
�
n�
2

�
n!

xn +
cos

�
�nx+

(n+1)�
2

�
(n+ 1)!

xn+1;8x 2 R;
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= 1� 1

2!
x2 +

1

4!
x4 + :::+

cos
�
n�
2

�
n!

xn| {z }
Tn;0(x)=1+

nX
k=1

cos
�
k�
2

�
k!

xk

+
cos

�
�nx+

(n+1)�
2

�
(n+ 1)!

xn+1| {z }
Rn;0(x)

;8x 2 R;unde �n 2 ]0; 1[ :

Se poate scrie, renotând ek; şi c¼a:
cosx = 1� 1

2!
x2 +

1

4!
x4 + :::+

(�1)n

(2n)!
x2n +R (x) ;8x 2 R;

deci cosx "se dezvolt¼a" dup¼a puteri pare ale lui x:
Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinoamele Taylor
T1;0 (x) = 1;

T2;0 (x) = 1�
1

2!
x2;

T3;0 (x) = 1�
1

2!
x2

şi se observ¼a c¼a, într-o vecin¼atate a lui x = 0 se poate aproxima f (x) cu Tn;0 (x) (gra�cul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f): A se vedea serii Taylor.

x

y

x

y

c) Fie f : R! R; f (x) = sinx:
Se observ¼a c¼a, 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R; şi în particular în a = 0:

f (x) = sinx f (0) = 0

f 0 (x) = cosx f 0 (0) = 1
f 00 (x) = � sinx f 00 (0) = 0
f 000 (x) = � cosx f 000 (0) = �1
f (4) (x) = sinx f (4) (0) = 0

::: :::

f (n) (x) = sin
�
x+ n�

2

�
f (n) (0) = sin

�
n�
2

�
f (n+1) (x) = sin

�
x+ (n+1)�

2

�
f (n+1) (cn) = sin

�
cn +

(n+1)�
2

�
Se poate a�rma c¼a

f (n) (x) =

(
(�1)ek sinx; dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
(�1)ek cosx; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N

f (n) (0) =

(
0; dac¼a n = 2ek;ek 2 N�

(�1)ek ; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N
Atunci formula Maclaurin de ordin n ataşat¼a lui f este

sinx = 0 +
1

1!
x+

0

2!
x2 + :::+

sin
�
n�
2

�
n!

xn +
sin
�
�nx+

(n+1)�
2

�
(n+ 1)!

xn+1;8x 2 R;
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=
1

1!
x� 1

3!
x3 +

1

5!
x5 + :::+

sin
�
n�
2

�
n!

xn| {z }
Tn;0(x)=

nX
k=1

sin
�
k�
2

�
k!

xk

+
sin
�
�nx+

(n+1)�
2

�
(n+ 1)!

xn+1| {z }
Rn;0(x)

;8x 2 R, unde �n 2

]0; 1[ :
Se poate scrie, renotând ek; şi c¼a:

sinx =
1

1!
x� 1

3!
x3 +

1

5!
x5 + :::+

(�1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 +R (x) ;8x 2 R;

deci sinx "se dezvolt¼a" dup¼a puteri impare ale lui x:
Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinoamele Taylor

T1;0 (x) =
1

1!
x;

T2;0 (x) =
1

1!
x;

T3;0 (x) =
1

1!
x� 1

3!
x3

şi se observ¼a c¼a, într-o vecin¼atate a lui x = 0 se poate aproxima f (x) cu Tn;0 (x) (gra�cul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f): A se vedea serii Taylor.

x

y

x

y

d) Fie f : R! R; f (x) = chx:
Se observ¼a c¼a, 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R; şi în particular în a = 0:

f (x) = chx f (0) = 1

f 0 (x) = shx f 0 (0) = 0
f 00 (x) = chx f 00 (0) = 1
::: :::

f (n) (x) =

(
chx; dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
shx; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N f (n) (0) =

(
1; dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
0; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N

f (n+1) (x) = ::: f (n+1) (cn) = :::
Atunci formula Maclaurin de ordin n ataşat¼a lui f este

chx = 1 +
0

1!
x+

1

2!
x2 + :::+

f (n) (0)

n!
xn +

f (n+1) (�nx)

(n+ 1)!
xn+1;8x 2 R;

= 1 +
1

2!
x2 +

1

4!
x4:::+

f (n) (0)

n!
xn| {z }

Tn;0(x)=1+

nX
k=1

f (k) (0)

k!
xk

+
f (n+1) (�nx)

(n+ 1)!
xn+1| {z }

Rn;0(x)

;8x 2 R, unde �n 2 ]0; 1[ :

Se poate scrie şi c¼a:

chx = 1 +
1

2!
x2 +

1

4!
x4 + :::+

1

(2n)!
x2n +R (x) ;8x 2 R;
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deci chx "se dezvolt¼a" dup¼a puteri pare ale lui x:
Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinoamele Taylor
T1;0 (x) = 1;

T2;0 (x) = 1 +
1

2!
x2;

T3;0 (x) = 1 +
1

2!
x2

şi se observ¼a c¼a, într-o vecin¼atate a lui x = 0 se poate aproxima f (x) cu Tn;0 (x) (gra�cul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f):

x

y

x

y

e) Fie f : R! R; f (x) = shx:
Se observ¼a c¼a, 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe R; şi în particular în a = 0:

f (x) = shx f (0) = 0

f 0 (x) = chx f 0 (0) = 1
f 00 (x) = shx f 00 (0) = 0
::: :::

f (n) (x) =

(
shx; dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
chx; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N f (n) (0) =

(
0; dac¼a n = 2ek;ek 2 N�
1; dac¼a n = 2ek + 1;ek 2 N

f (n+1) (x) = ::: f (n+1) (c) = :::
Atunci formula Maclaurin de ordin n ataşat¼a lui f este

shx = 0 +
1

1!
x+

0

2!
x2 + :::+

f (n) (0)

n!
xn +

f (n+1) (�nx)

(n+ 1)!
xn+1;8x 2 R;

=
1

1!
x+

1

3!
x3 +

1

5!
x5:::+

f (n) (0)

n!
xn| {z }

Tn;0(x)=

nX
k=1

f (k) (0)

k!
xk

+
f (n+1) (�nx)

(n+ 1)!
xn+1| {z }

Rn;0(x)

;8x 2 R, unde �n 2 ]0; 1[ :

Se poate scrie şi c¼a:

shx =
1

1!
x+

1

3!
x3 +

1

5!
x5 + :::+

1

(2n+ 1)!
x2n+1 +R (x) ;8x 2 R;

deci shx "se dezvolt¼a" dup¼a puteri impare ale lui x:
Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinoamele Taylor
T1;0 (x) =

1

1!
x;

T2;0 (x) =
1

1!
x;

T3;0 (x) =
1

1!
x+

1

3!
x3

şi se observ¼a c¼a, într-o vecin¼atate a lui x = 0 se poate aproxima f (x) cu Tn;0 (x) (gra�cul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f):



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 19

x

y

x

y

f) Fie f : ]�1;+1[! R; f (x) = ln (1 + x) :
Se observ¼a c¼a, 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe ]�1;+1[ ; şi în particular în a = 0:

f (x) = ln (1 + x) f (0) = 0

f 0 (x) = (1 + x)�1 f 0 (0) = 1

f 00 (x) = �1 (1 + x)�2 f 00 (0) = �1
f 000 (x) = (�1) (�2) (1 + x)�3 f 000 (0) = (�1) (�2)
::: :::

f (n) (x) = (�1)n�1 (n� 1)! (1 + x)�n f (n) (0) = (�1)n�1 (n� 1)!
f (n+1) (x) = (�1)n n! (1 + x)�(n+1) f (n+1) (cn) = (�1)n n! (1 + cn)�(n+1)
Atunci formula Maclaurin de ordin n ataşat¼a lui f este

f (x) = 0+
1

1!
x+
�1
2!
x2+:::+

(�1)n�1 (n� 1)!
n!

xn+
(�1)n n! (1 + �nx)�(n+1)

(n+ 1)!
xn+1;8x 2 ]�1;+1[ ;

=
1

1
x� 1

2
x2 +

1

3
x3 + :::+

(�1)n�1

n
xn| {z }

Tn;0(x)=

nX
k=1

(�1)k�1

k
xk

+
(�1)n (1 + �nx)�(n+1)

n+ 1
xn+1| {z }

Rn;0(x)

;8x 2 ]�1;+1[, unde

�n 2 ]0; 1[ :
Se reprezint¼a gra�c pe ]�1;+1[ funçtia f şi polinoamele Taylor
T1;0 (x) =

1

1
x;

T2;0 (x) =
1

1
x� 1

2
x2;

T3;0 (x) =
1

1
x� 1

2
x2 +

1

3
x3

şi se observ¼a c¼a, într-o vecin¼atate a lui x = 0 se poate aproxima f (x) cu Tn;0 (x) (gra�cul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f):

x

y

x

y

x

y

g) Fie � 2 R� �xat şi f : ]�1;+1[! R; f (x) = (1 + x)� :
Se observ¼a c¼a, 8n 2 N�; f este derivabil¼a de ordin n pe ]�1;+1[ ; şi în particular în a = 0:
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f (x) = (1 + x)� f (0) = 1

f 0 (x) = � (1 + x)��1 f 0 (0) = �

f 00 (x) = � (�� 1) (1 + x)��2 f 00 (0) = � (�� 1)
f 000 (x) = � (�� 1) (�� 2) (1 + x)��3 f 000 (0) = � (�� 1) (�� 2)
::: :::

f (n) (x) = � (�� 1) ::: (�� n+ 1) (1 + x)��n f (n) (0) = � (�� 1) (�� 2) ::: (�� n+ 1)
f (n+1) (x) = � (�� 1) ::: (�� n) (1 + x)��(n+1) f (n+1) (cn) = � (�� 1) ::: (�� n) (1 + cn)��(n+1)
Atunci formula Maclaurin de ordin n ataşat¼a lui f este

f (x) = 1 +
�

1!
x+

� (�� 1)
2!

x2 +
� (�� 1) (�� 2)

3!
x3 + :::+

� (�� 1) ::: (�� n+ 1)
n!

xn| {z }
Tn;0(x)=1+

nX
k=1

� (�� 1) ::: (�� k + 1)
k!

xk

+

+
� (�� 1) ::: (�� n) (1 + �nx)��(n+1)

(n+ 1)!| {z }
Rn;0(x)

;8x 2 ]�1;+1[, unde �n 2 ]0; 1[ :

Se va particulariza � = n 2 N2; � = �1; � = 1
2 la serii Taylor.

Exemplul 7:1:8. S¼a se determine ordinul n al formulei lui Taylor cu rest Lagrange în a = 1 şi s¼a
se scrie aceast¼a formul¼a pentru

f : R! R; f (x) =
�
x4 � 6x2 + 1; dac¼a x � 1
4x4 � 8x3; dac¼a x > 1:

Rezolvare. Conform Exerci̧tiului 9 din Seminar ) n = 1 şi formula Taylor cu rest Lagrange este

f (x) = �4 + �8
1!
(x� 1)| {z }

T1;1(x)

+
f 00 (c1)

2!
(x� 1)2| {z }

R1;1(x)

; cu c1 = 1 + �1 (x� 1) ; unde �1 2 ]0; 1[ :

Se reprezint¼a gra�c pe R funçtia f şi polinomul Taylor
T1;1 (x) = �4 +

�8
1!
(x� 1)

şi se observ¼a c¼a, într-o vecin¼atate a lui x = 1 se poate aproxima f (x) cu T1;1 (x) (gra�cul polinomului
aproape se suprapune peste al lui f):

x

y

Diferenţiala.
În cele ce urmeaz¼a �e A = I interval nevid şi deschis în R (I \ I0 = I):

De�ni̧tia 7:1:9: Fie f : I � R! R şi a 2 I.
a) Funçtia f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 în a dac¼a 9c 2 R o constant¼a şi � : I � R ! R o
funçtie continu¼a cu lim

x!a
� (x) = � (a) = 0 astfel încât

f (x)� f (a) = c � (x� a) + � (x) � (x� a) ;8x 2 I: (1)



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 21

b) Funçtia f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 pe mulţimea I dac¼a este diferenţiabil¼a de ordinul 1 în
8a 2 I.
Teorema 7:1:16: Fie f : I � R! R şi a 2 I. Funçtia f este diferenţiabil¼a în a dac¼a şi numai dac¼a
este derivabil¼a în a. În acest caz c = f 0 (a) :
Demonstra̧tie. Necesitatea. Se presupune c¼a f este diferenţiabil¼a în a) 9c şi 9� astfel încât s¼a
aib¼a loc (1)

f (x)� f (a) = c � (x� a) + � (x) � (x� a) ;8x 2 I
Se înmuļteşte egalitatea anterioar¼a cu

1

x� a; pentru x 6= a, apoi se trece la limit¼a egalitatea

rezultat¼a pentru x! a şi se obţine c¼a

9 lim
x!a

f (x)� f (a)
x� a = lim

x!a
(c+ � (x)) = c+ 0 2 R,

deci f este derivabil¼a în a şi f 0 (a) = c:
Su�cienţa. Se presupune c¼a f este derivabil¼a în a: Se de�neşte

c = f 0 (a) 2 R şi

� : I � R! R, � (x) =

8<:
f (x)� f (a)

x� a � f 0 (a) ; dac¼a x 2 I n fag
0; dac¼a x = a

Se observ¼a ca � este funçtie continu¼a, cu lim
x!a

� (x) = � (a) = 0, şi c¼a c şi � veri�c¼a (1) ) f este

diferenţiabil¼a în a:
Observa̧tia 7:1:6: Conform Teoremei 7:1:16, dac¼a f este diferenţiabil¼a în a, atunci are loc

f (x)� f (a) = f 0 (a) � (x� a) + � (x) � (x� a) ;8x 2 I: (10)
Cum lim

x!a
� (x) = 0; rezult¼a c¼a � (x) � (x� a) tinde la 0 "mai repede" decât f 0 (a) � (x� a) ; atunci

când x! a: Deci f 0 (a) � (x� a) poate � considerat¼a ca "partea principal¼a" a creşterii lui f (adic¼a a
diferenţei f (x)� f (a)): Atunci diferenţa f (x)� f (a) se poate aproxima cu f 0 (a) � (x� a) ; pentru
x! a; adic¼a

f (x)� f (a) ' f 0 (a) � (x� a) ;8x 2 I, x 6= a; x! a
Din relaţia (10); f¼acând schimbarea de variabil¼a de trecere la limit¼a x� a = h)

f (a+ h)� f (a) = f 0 (a) � h+ � (a+ h) � h;8x 2 I.
şi deci, pentru h! 0, se poate aproxima

f (a+ h)� f (a) ' f 0 (a) � h;8x = a+ h 2 I, h 6= 0; h! 0:
Deci, dac¼a f este diferenţiabil¼a (,derivabil¼a) în a; atunci, într-o vecin¼atate a lui a, funçtia f

are o comportare liniar¼a (creşterea lui f se poate aproxima cu o funçtie liniar¼a):
De�ni̧tia 7:1:10: Fie f : I � R! R o funçtie derivabil¼a în a 2 I. Funçtia liniar¼a

T : R! R, T (h) not.= ((df) (a)) (h) = f 0 (a) � h (2)
se numeşte diferenţiala funcţiei f de ordinul 1 în a:
Observa̧tia 7:1:7: Conform De�ni̧tiei 7:1:6: a diferenţialei, cu h = x� a)

T (x� a) = f 0 (a) � (x� a) şi � (x) = 1

x� a (f (x)� f (a)� T (x� a)) :

Cum lim
x!a

� (x) = 0) lim
x!a

1

x� a (f (x)� f (a)� T (x� a)) = 0:
Atunci f : I � R! R este diferenţiabil¼a de ordinul 1 în a 2 I dac¼a

9T 2 L (R;R) astfel încât lim
h!0

1

h
(f (a+ h)� f (a)� T (h)) = 0; (3)

Dac¼a exist¼a, funçtia liniar¼a T este chiar diferenţiala funçtiei f de ordinul 1 în a:
Se va folosi aceast¼a observaţie în de�nirea diferenţialei pentru f : A � Rn ! Rp:

Observa̧tia 7:1:8:
a) Se consider¼a funçtia identitatate g : R! R; g (x) = x:
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Funçtia g este derivabil¼a pe R şi g0 : R! R; g0 (x) = 1:
Atunci, pentru orice a = x �xat

(5)) ((dg) (x)) (h) = g0 (x) � h, adic¼a
(dx) (h) = h:

În continuare se face convenţia ca dx s¼a �e funçtia proieçtie a R pe Ox, dx = p1;
p1 : R! R; p1 (h) = h;

b) Fie f : I � R! R diferenţiabil¼a în a 2 I: Apelând la convenţia anterioar¼a, din
((df) (a)) (h) = f 0 (a) � h;8h 2 R; (4)

se scrie
(df) (a) = f 0 (a) � dx| {z }

T

: (5)

c) Fie A = I � R un interval nevid şi deschis. Fie f : I � R! R diferenţiabil¼a pe I; atunci
(df) (x) = f 0 (x) � dx;8x 2 I: : (6)

Exemplul 7:1:9. Fie
f : ]0;+1[! R; f (x) =

p
arctg x:

S¼a se studieze dac¼a f este diferenţiabil¼a pe ]0;+1[. S¼a se determine
(df) (x) ;8x 2 ]0;+1[ ; (df) (1) ; ((df) (1)) (h) ;8h 2 R; ((df) (x)) (�3) ;8x 2 ]0;+1[ ; ((df) (1)) (�3) :

Rezolvare.

­10 ­5 5 10

­10

­5

5

10

x

y

9f 0 : ]0;+1[! R; f 0 (x) =
1

2
p
arctg x

� 1

1 + x2
:

Deci f este derivabil¼a pe ]0;+1[, f este diferenţiabil¼a pe ]0;+1[. În plus, conform (6))
(df) (x) = f 0 (x) dx;8x 2 ]0;+1[, adic¼a (df) (x) = 1

2
p
arctg x

� 1

1 + x2
dx; 8x 2 ]0;+1[ :

Atunci
(df) (1) =

1

2
p
arctg 1

� 1

1 + 12
dx =

1

2
p
�
dx| {z }

T pentru a=1

:

((df) (1)) (h) =
1

2
p
�
h| {z } :

T (h) pentru a=1

Conform (4))

((df) (x)) (�3) =
�

1

2
p
arctg x

� 1

1 + x2

�
(�3) ;8x 2 ]0;+1[

) ((df) (1)) (�3) =
�

1

2
p
arctg 1

� 1

1 + 12

�
(�3) = �3

2
p
�
:


