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CURS NR. 6
Analiza matematica, ATA

8.2. Serii de puteri in R

Definitia 8.2.1. Fie a € R si (an),,cy un sir de numere reale. Se numeste serie de puteri ale x — a
sau centrata in a seria
ag+ar(x—a) +ax(z—a)’+..4+a,(z—a)" +..,Yz € R sau

o0
ao—l-Zan(a:—a)n,VxER.
—1

n=
Observatia 8.2.1. O serie de puteri centrata in a este o serie de functii putere reale
fn i R=R, f (2) =ap(x —a)"

si, din acest motiv, se poate studia natura seriei (chiar gi suma seriei, care este o functie), ca la
[e.9]

serii de functii, fo + g fn, cu teoreme specifice, care oferd convergenta punctuald, convergenta
n=1

uniforms.

oo
Pentru z € R fixat, seria devine o serie de numere reale, fo (z)+ E fn (x), care se studiaza ca
n=1

la un capitol anterior.
In continuare, natura seriei se studiaza cu Teoria Cauchy- Hadamard.

1
Teorema 8.2.1 (Cauchy-Hadamard). Fie |p = lim {/|a,| € [0,4+00] | si | R = —,| numitd razd
n—oo

P

de convergentd. Atunci:

a) Seria de puteri centratd in a este o serie absolut convergentd, pentru Vo € R cu |z —a| < R,
adicd pentru Vz € Ja — R,a + R|.

b) Seria de puteri centratd in a este o serie divergentd, pentru Vo € R cu |z — a| > R, adicd pentru
Vo € ]—00,a — R[U]a+ R, +00].

c) Pentru z € R cu |z — a| = R, adicd pentru z = a — R si * = a + R nu se poate preciza natura
seriei, se face studiu separat.

D) (A0) D)

a-R a a+R

Observatia 8.2.2. Dacd in Teorema 8.2.1.
lim ¥/|a,| =0 = R = 400 |=seria este absolut convergentd pentru Va € R.

n—oo

lim {/|a,| = +00 = R = 0 |=seria este absolut convergenti pentru x = a si divergentd pentru
n—oo

Vz € R\ {a}.

1
Observatia 8.2.3. Daca a, # 0,Vn € N, gi [dp; = lim 7n+|1| atunci | R = —.
n—o0 |Qp P1

Observatia 8.2.4. Fie m € N. Teoria anterioara este valabild si pentru (an),, oy, si
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am (2 —a)™ + apmyr (x —a)™ 4+ 4 an (z—a)" +...,Vz € R sau

o0
Zan x—a)" Vo eR.
n=m

Exemplul 8.2.1. Si se studieze natura urmatoarelor serii de puteri:

o0
a)l+ > 3"(z+2)" ,VzeR
n=1
Comentariu. Peste tot in rezolvarile din acest capitol, chiar daca sirul a, are multimea de indecsi

N, se va considera, pentru determinarea p, girul
Up = V/]anl|, ¥n € Na.

Rezolvare. Este o serie de puteri ale (z + 2) sau centratd in a = —2, cu
an, =3",Vn € N.

Etapa 1. Se determina raza de convergenta a seriei.

— Tin 7 n|l — 3 — — 1

Modul 1. p—nlingox/\S | —nan;O3—3:>R—

‘ n+1}

= lim3=3=R=

37 m—ee

Etapa 2. Se aplicd Teorema Cauchy—Hadamard

Modul 2. a,, # 0,Vn € N si dp; = l1m

eSeria este absolut convergentd pentru Vo € R cu |z + 2| < %, adica pentru Vx € ]—2 — %, -2+ % [ =

)

D) (A0) (D)

L]
~

-2-1/3 -2 -2+1/3

eSeria deste divergentd pentru Vo € R cu |z + 2| > %, adicd pentru Vx € ]—oo, —% [ U ] —32,400 [
ePentru z € R cu |z + 2| = % nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

o0 .00

. . Tn are aceeasgl . . . v

-pentru x = —% se obtine seria ) 3" (—f + 2) ~ s > (—=1)". Ultima serie este divergent,
n=0 naturd =

conform conditiei suficiente de divergent# (#1lim (—1)") sau ca serie armonici alternantd cu a = 0.
n—oo

)n are aceeasi
~Y

[e.°]
-pentru x = —% se obtine seria Y 3" (—g +2 1. Ultima serie este divergenta,
=0

n= naturd ;=
conform conditiei suficiente de divergenta ( lim 1 =1 # 0) sau ca serie armonica cu o = 0.
n—oo

Concluzie. Seria este:

absolut convergenta pentru Vr € ]—%, —% [,
divergenta pentru Vo € ]—oo, —%] U [—%, —i—oo[.
o0
Comentariu Pentru x = _TQW € ]—%, —%[ =14+ > 3" (%2” + 2)" este absolut convergenta.

n=1
b) Z( )na: Vo e R;

Rezolvare Este o serie de puteri ale (x — 0) sau centratd in a = 0, cu

(=5)" _ (=)"-5"

ap = = ,Vn € N*.
n n
Etapa 1. Se determina raza de convergenta a seriei.
— Tm o/ ED -
Modul 1. p = nh_)rr;o - nh_)nolo v = 5= R=
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‘(—5)"+1
Modul 2. a,, # 0,Vn € N* gi 3p; = lim ’(nﬂn_

n

Etapa 2. Se aplicd Teorema Cauchy-Hadamard.
eSeria este absolut convergentd pentru Vo € R cu |z — 0| < %, adicd pentru Vx € ] %, %
eSeria este divergenta pentru Vz € R cu |z —0] > é, adica pentru Vx € ] 0, —% [ U] ,
ePentru z € R cu |z — 0] = = nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

5 " n are aceeds St . .
(=5) (—1) > L care este divergenta ca serie
5 n’
naturd n=1

-pentru x = —% se obt);ine seria Z

n=1 n

armonica cu o = 1. )n
. . T are aceeaslt —1
-pentru z = L se obtine seria 3 (2) ~ > (=1
5 5 ¥ n
n=1 n naturd =, _—q
armonica alternanta cu a = 1.
Concluzie. Seria este:

absolut convergentd pentru Vz € ]—

divergenta pentru Vz € ]—oo, —%] U % —i—oo[

semiconvergenta pentru r = %

, care este semiconvergenta ca serie

S} n
c) 1+ 3 2¢-D"gn v € R;
n=1
Rezolvare. Este o serie de puteri ale (z — 0) sau centratd in a = 0, cu
ap = 2"(_1)H,Vn e N.
Deoarece N = {2k; ke N} U {2k: + 1k e N}, se expliciteaza
2", dacan = 2%;% eN
2%, dacan =2k +1;k € N.
Ftapa 1. Se determina raza de convergenta a seriei.

Modul 1. p = lim {/|n(=D"|.
n—oo

vy = ¥ 2n(—1)n}_ 2 daCén:szkEN*
" B % daca anl-c—l—lk:GN*

Ay =

Elimv%:2 : 1) lim v, = %
o0 = L ((vpn) =4{2,51 = ( =™
1 ~ =1 "/neNg 72 1 =
Jm v = b S =2
=p= mvn:2éR:1:%.
n—oo P
’2<n+1)<—1)"+1
Coo
Modul 2. a,, # 0,Vn € Nsi 37p; nh—>Holo —‘QR(_l)TL .
+1)(=1)" ! ~ ~
. _‘2(" A s, dacin=2kkeN
" |2n(=1)"| 2nH1l4n - dacin =2k + 1;k € N.
lim Uop =0 lim u, =0
k—o0
=L = {0, = { mn—oo
lim Ugj sy = +00 ((un)neN) {0, 00} Tim u,, = +00

n—oo

= %IH = hrn Uy =nu se poate aplica Modul 2.
Etapa 2. Se aphca Teorema Cauchy-Hadamard.
eSeria este absolut convergentd pentru Vo € R cu |z| < %, adica pentru Vx € ]—%, % [
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eSeria deste divergentd pentru Vo € R cu |z| > %, adica pentru Va € ]—oo, —% [ U ] %, 400 [

ePentru z € R cu |z| = % nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

x n
-pentru x = —% se obtine seria 1+ > on(=1) (771)” care este divergenta din conditia suficienta de
n=1
divergents. Intr-adevir, termenul general al seriei este
Ty = (—1)" 270D vy e N*,

1, dacéan%;EEN*

Ty = ~ ~
" —22%, dacan=2k+1;k € N.
k—o0 n—00

C'S de Divergenta . . o
=8 ! seria este divergenta.

S n

-pentru x = % se obtine seria 1 + 21 on(=1) (%)n care este divergenta, analog.
n=

Concluzie. Seria este:

absolut convergentd pentru Vo € ]—%, % ,
divergentd pentru Va € |—oo, —3| U [3, +o0].

[o.¢]
d) > 7w Vr € R.
n=1
Rezolvare. Seria
T + 7224 + .+ 7T + L VT ER
are aceeasi natura cu seria
0z! + 72?2 + 023 + 722 + 025 + ... + 72 + ..., Vz € R,
o0 ~
scrisd ) apz™, unde

n=1
0 — 7, dacd n =2n;n € N*
"1 0, dacim=2n+1;neN.
Etapa 1. Se determind raza de convergenta a seriei.

Modul 1. p = lim {/]az|.
n—oo

- X/, dacd m = 2n;n € N*
vr = ¥/ la| = { /0, dacd n=2n+1;n € N*.

lim v, = V7 ~@ v =0
i VI AR T ==

lim vop41 =0
n—oo n—oo

ip:ﬁ@ovn:\ﬁé}?:%.

Modul 2. Nu se poate aplica, deoarece agp+1 = 0,Vn € N.
Etapa 2. Se aplicd Teorema Cauchy-Hadamard.

eSeria este absolut convergentd pentru Vo € R cu |z| < %, adicd pentru Va € ]—\%, % [
. . « 1 s oo — L L
eSeria deste divergentd pentru Vo € R cu |z| > Nk adicd pentru Vx € ] 00, — = [ U} 7 400 [

ePentru z € R cu |z| = % nu se poate preciza natura seriei se face studiu separat.

n : [e.@]

are aceeagl . v .
> 1, care este divergentad din
natura n=0

00 2
R — _L . . n _i
pentru 77 se obtine seria 1 + n217 ( ﬁ)

Conditia suficienta de divergenta, deoarece lim Tp= lim 1=1#0.
n—oo n—oo
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00 2n . < 0
-pentru x = % se obtine seria 1 + Z " (%) pe e >~ 1, care este divergentd din Conditia

~Y
natura  ,=p

suficientd de divergentd, deoarece hm Tp = lim 1=1%#0.
n—oo

Concluzie. Seria este:

absolut convergenta pentru Vz € } —%, % [,
divergenta pentru Vz € }—oo, —%} U [%, —i—oo[.

)Z [ (z+1)", ¥z €R

Rezolvare Este o serie de puteri ale (z + 1) sau centratd in a = —1, cu
+1 = vn € N*.

Etapa 1. Se determlna raza de convergenta a seriei.

1

(n+2)! ’

= lim = =0= R = +o0.

Modul 2. a,, # 0,Vn € N* si d4p; = lim

n—oo
‘ (n+1)! ‘
Etapa 2. Se aplicd Teorema Cauchy-Hadamard.

eSeria este absolut convergentd pentru Vo € R cu |z + 1| < 400, adicd Vo € R.

f) Zn”(az—w)”,VmGR.

Rezolvare. Este o serie de puteri ale (z — 7) sau centrata in m, cu

an, =n",¥n € N*.
Etapa 1. Se determind raza de convergenta a seriei.
Modul 1. p = h_Tn Ynn| = li_)imn:—l—oo:>R:0.
Etapa 2. Se aSlic%o Teorema nCa(ilochy—Hadamard.
eSeria este absolut convergentd pentru Vo € R cu |z — 7| < 0, adicd pentru niciun z.
eSeria este divergenta pentru Vz € R cu |z — 7| > 0, adica pentru Vz € |—oo, 7| U |m, +00].
ePentru x € R cu |z — w| = 0 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

o

. v o
are accca§1 natura - .
)” ~ > 0. Ultima serie este absolut con-

-pentru x = 7 se obtine seria g n" (mr—m
n=1

n=1
vergenta.

Concluzie. Seria este:
absolut convergentd pentru z =,
divergenta pentru Vz € |—oo, m[U]m, +oo[ =R\ {r}.

Seria geometrica. Z z" Vx € R este

epunctual si absolut convergentd, pentru x € |—1, 1], cu suma

1
-1,1 R =" —
S LA Bys (1) =
edivergentd, pentru x € |—oo, —1] U [1, +o0[.
o

Pentru m = 0, se convine sa se noteze 1 + E z", adica

n=1
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l+tz+a?+. +a"+.. = T—= Vo e ]-1,1] sau |z] < 1.

~——

o0
suma seriei
1+§ n suma serie

n=1

Observatia 8.2.5. Teorema lui Borel afirma mai mult, ca fiecare serie de puteri reale este seria
Taylor (studiatd ulterior) a unei functii de clasa C'*°.

Operatii cu serii de puteri
Observatia 8.2.6. In orice serie de puteri se poate face schimbare de variabila de functie putere

pe intervalul de convergenta.
Exemplul 8.2.2. a) In (x), dinz = —y =

1
l—y+?+ . (=D +.. = H,Vy €Rcu—ye]|-1,1sau |—y| < 1, adicd y € |-1,1].
Renotand y = x =
1
())l—z+2?+ ..+ (-2 + .= ?,Vx eRcuzel|-1,1]
x

b) In (%), schimband z in —z% =

(x)1 — 22+ 2+ ... + (=1)" 22" + ... Vz € R cu ’—mz‘ <1, adicd =z € |—1,1].

"

c) In (x), schimband z in 1z =

1
———, Vo € Reu|fz| < 1, adicd |z] < 2, adicd z € |-2,2[.
5L

(*3) 1+ 32+ 5522 + ...+ 572" +... = -
2

d) In (x), schimband z in 1 (z +1) =

1
)1+ 3@+ + 5@+ D)+t (@ +1)" + ...

Tl
|3 (z+1)| <1, adicd |z + 1] < 2, adicd x € | -1 —2,-1+2[=]-3,1[.

,Vz € R cu

oo
e) Si se determine intervalul de convergentd si suma seriei 1+ > 3" (x + 2)" ,Vz € R.
n=1
Conform Exemplului 8.2.1, a), este o serie de puteri ale (x 4+ 2) sau centratd in a = —2, cu
an, =3",Vn € N.
Ftapa 1. S-a determinat raza de convergentd a seriei, R =

3
Etapa 2. S-a aplicat Teorema Cauchy-Hadamard gi seria este:

absolut convergentd pentru Vz € ]—%, —% [,
7

divergenta pentru Vz € ]—oo, —g] U [_7%’ —i—oo[.
Intervalul de convergenta este o = ]—g, —% [
Etapa 3. Se determind suma seriei pe intervalul de convergenta.
o0
14+ > 3" (x+2)" =s(z),Vx €l
n=1
1+3 (z+2)' +32(z+2)%+..+3" (2 +2)" +.. =2,V € I
In (%), schimband z in 3 (z + 2) =

(#5)1+3(x+2)+32(x 42+ .. +3" (2 +2)"+..=

1

Deci suma seriei din enunt este s () = ma
—3(z
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. 1
m;ﬁ” (z+2)" = 1-3(z+2)

Comentariu Se reprezintd grafic pe I suma s gi polinoamele functii - termeni din girul sumelor
partiale (vor fi chiar polinoame Taylor descrise ulterior pentru s)
Ti,—2(z) =1+3(z+2);
Ty o (x) =1+3"(z+2)" + 3% (x4 2)*;
si se observa cd, intr-o vecindtate a lui z = —2 se poate aproxima f (z) cu T, 2 (z) (graficul
polinomului aproape se suprapune peste al lui s).
} Y1 / Y1

—1-3(z+2),Vze]-%,-2].

Teorema 8.2.2. Fie ag + Z an (x —a)" ,Vz € R o serie de puteri centratd in a cu raza de conver-

n=1

oo

gentd Rj si cu functia suma sy definitd pe A;. Fie by + Z by (x —a)",Vz € R o serie de puteri
n=1

centratd in a cu raza de convergentd Rs si cu functia sumé sy definitd pe Ao. Fie A € R*. Atunci

a) seria suma a celor doud serii
o0

(a0 +bo) + > (an+bn) (z—a)" ,Vz €R
n=1
este tot o serie de puteri centratd in a cu raza de convergentd R > min { Ry, Ra} si cu functia suma

Ssuma = 81 + So definita cel putin pe Ay N Ao, adicd
[o.0]

(ao—i-Zan(x—a)”)—i-(bo—i-an(x—a)") (ap + bo) —i—Z an +by) (x —a)"
n=1 n=1

n=1

s1(x) s2(x)

Vo € A1 N As.

b) seria produsul scalar al unei serii cu un scalar nenul
o0

(Aag) + Z (Aap) (z —a)" ,Vx € R
n=1
este tot o serie de puteri centratd in a cu raza de convergenta R si cu functia suma sp,oqus = AS1

definitd cel putin pe Aj, adica
[e.9]

[e.o]

A <a0 + Z an (x — a)”) = (Aap) + Z (Aay) (z —a)" Vo € A;.
n=1

n=1

s1(x)
Exemplul 8.2.3. Conform Teoremei 8.2.2, doud serii se pot aduna termen cu termen pe intervalul
comun de convergenta:

1
(D1+z4+z2 4234+ 42"+ .. 17\V/$ERCU$€] 1,1]

1
())l—z+2® 23+ ... +(-1)"2" +...:?,VCL‘ERCU$E]—1,1[
x
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si se obtine
1 1
240z +222 + 023+ ..+ (14 (=1)") 2™ + .. 174-?,%3 €ERcuzxe]-1,1[N]-1,1].
— x
Conform Teoremei 8.2.2, o serie se poate inmulti termen cu termen cu un scalar nenul (cu %) pe
intervalul de convergenta:

_1)n 1
1+x2+x4+...+#1‘”—|—...:W,VajeRcuxE}—l,l[.

Teorema 8.2.3. Fie ag + Z an (x —a)" ,Vz € R o serie de puteri centrati in a cu raza de conver-

n=1
gentd R si cu functia suma s deﬁnité pe A, adicd

s:ACR—=R, s(z —ag—l—Zan:c—a

Atunci: a) functia suma s este contlnua pe A;
b) functia sumi s este derivabild pe A si seria derivata
[e.o]

1+ Znan (z—a)" ' ,VzeR
n=2
este tot o serie de puteri centratd in a cu raza de convergentd R si suma Sgerivats () = s’ (x) definitd

pe A, adicd

d - n - n—1 .
m(ag—l—;an(x—a)>:1+Znan(a:—a) V€ A;

n=2

s(x)
(orice serie de puteri poate fi derivatd termen cu termen pe intervalul de convergenta).
c¢) functia sumé s este integrabila pe A si seria integrald

x_an+1
aox—i-Zan n—i—)l

este tot o serie de puteri centratd in a cu raza de convergentd R gi suma s; (z) = [ s (z) dz definita

mécar pe A, cu o constantd de integrare unic determinata, adica
)n+1

S <ao+;an(x—a)”>dx—aox+2anx_il+c,VJ: €A,

s(x)
cu ¢ unic determinata din x = a (orice serie de puteri poate fi integratd termen cu termen pe
intervalul de convergenta).

d) functia sum3 s este integrabild Riemann pe orice interval [6, E} CA

7 00 0o (;{; B a)n+1 r=b
n — -
/a aU—I—Zan(w—a) dx = aoﬂc—l-zan na1 )
n=1 n=1 r=a
s(x)
o0
Exemplul 8.2.4. Si se determine intervalul de convergenta si suma seriei »  nx™,Vz € R.

n=1

Rezolvare. Este o serie de puteri ale z — 0 sau centrata in 0, cu
an =n,Vn € N*.
Etapa 1. Se determina raza de convergenta a seriei
Modul 1. p = lim ¥/[n| = lim ({/n)=1= R=1.
n—oo n—oo
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1=R=1.

|
Modul 2. ay, % 0,Vn € N* si 3p, = lim "1 _

n—oo n‘
Etapa 2. Se aplicd Teorema Cauchy-Hadamard.
eSeria este absolut convergentd, pentru Vo € R cu |z — 0] < 1, adica pentru Vo € |—1, 1].

D) (A0) (D)
| .

0-1 0 0+1

eSeria deste divergentd, pentru Va € R cu |z — 0] > 1, adicd pentru Vo € |—oo, —1[U |1, 400 .
ePentru z € R cu |z — 0] = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

o0
-pentru z = —1 se obtine seria > n(—1)", care este divergentd sau din Conditia suficienta de

n=1
divergents, deoarece 3 lim z, = lim n(—1)" sau ca serie armonicd generalizati alternanti cu
n—oo n—oo

a=—1.
o0
-pentru x = 1 se obtine seria »_ n, care este divergenta sau din Conditia suficienta de divergenta,
n=1
deoarece 3 lim z,, = lim n = 400 # 0 sau ca serie armonicad generalizatd cu o« = —1.
n

. A n—oo n—oo
Deci seria este:

absolut convergentd pentru Vo € |—1,1],
divergenta pentru Vz € |—oo, —1] U [1, +o0[.
Intervalul de convergenta este Io = |—1, 1].
FEtapa 3. Se determind suma seriei pe intervalul de convergenta.

dona" =s(x),Vr € le.

n=1

lal + 222 + 322 + ...+ na" + ... =2,Vx € I¢.
Se observa cd n poate sa apara ca factor lui ™ prin operatia de derivare.
Se stie de la seria geometrica

1
)1l4+z4+2+ . +a"+ .= E,Vme]—l,l[ %
Se aplicd Teorema 3 si, prin derivare termen cu termen,
1
=1+2z+..+na" t+.. = ﬁ,\m €]-1,1[ -z €]-1,1]\ {0}
—x
=242+ .. +na" 4. = (1‘%)2,vxe]—1,1[\{0}-
—x
FEgalitatea precedentd se verifica gi pentru x = 0, adica
Sz+222+ . +tna"+ .. = %,Vw €]-1,1]
(1—x)
Deci suma seriei din enunt este s () = (193)2,%1: € ]-1,1[, adica
—x
S T
Y ona" = ——— Vo e |-1,1],
n=1 (1 *l‘)
sauz+222 + .. +na"+ .. = %,Vx e]-1,1].
(1—x)
S T
Comentariu Y na" = ———— —x — 227, Vo € ]-1,1[.
n=3 (1 —$)

Comentariu Se poate demonstra, ca in anterior si ca in Seminar, ca



Gabriela Grosu / Analizd matematica 10

* 1

1+Zx 7Va:€] 1,1

o0 "= 1

Yonal=——— Vo e]-1,1]

= (1-=2)

X n(n-1) . 4 1
—x =—— Vzxe|-11

nZ=:2 2 (1—z)3 ] |

Rezultatele sunt cazuri speciale ale seriei binomiale, cu @ = —1,a¢ = —2,a = —3 precizate in

capitolul ulterior.

a1 . .
Exemplul 8.2.5. Fie seria logaritmici 3 (—1)""' =z" V& € R. Si se determine multimea de
n=1 n
convergenta i suma ei.
Rezolvare. Este o serie de puteri ale (z — 0) sau centratd in a = 0, cu
an = (="' L vn e N,
Etapa 1. Se determina raza de convergenta a seriei

Modul 1. p = lim {/{(-1)""'L| = lim 5= =1=R=1

[CRVE==1
Modul 2. a,, # 0,Vn € N* i.9p; = lim B " im <

n—00 (_1)7171 n—00

[y

>:1:>R:1.

1 n+1
n

Etapa 2. Se aplica Teorema Cauchy-Hadamard.
eSeria este absolut convergentd, pentru Va € R cu |z| < 1, adicd pentru Vz € |—1,1]
eSeria deste divergentd, pentru Vo € R cu |z| > 1, adica pentru Vo € |—oo, —1[U]1, +00].
ePentru x € R cu |z| = 1 nu se poate preciza natura seriei, se face studiu separat.

o0

. . -1 1 are aceeasgi . o .
-pentru x = —1 se obtine seria ', (—1)""" = (=1)" " '~ — Y =, care este divergenta ca serie
n—=1 natura n=1M

armonica cu o = 1.

(_1),171 l (1)n are a}_geea@ s

x® 1

. . -1 . o

-pentru z = 1 se obtine seria (—1)""" =, care este semiconvergenta
n

n—1 naturd =1
ca serie armonica alternanta cu a = 1.
Deci seria este:
absolut convergentd pentru Vo € |—1,1[,
divergenta pentru Vz € |—oo, —1] U |1, +o0],
semiconvergenta pentru x = 1.

Intervalul de convergenta este I = |—1,1].
Ftapa 3. Se determind suma seriei pe intervalul de convergenta.
ES) 1
S (=)t Zan = s (x), Ve € I
n=1 n 1
1 -1 1 -1 -1
Ix—l—Qx +3x+4 4.+(T)Zx”+...—?,V:U€]IC.

Se intuiegte cd — poate sa apara ca factor lui ™ prin operatia de integrare.
n

Se stie de la seria geometricd

1
() 1+z+a?+.. +a"+.. foE] 1, 1.
In (), schimband = in —z =
1
(*1)1—x+x2—$2+...+(—1)”x"+...:?,Vz‘ERcu|—:Jc|<1, adica x € |—1,1].
x

Se aplicad Teorema 8.2.3 si, prin integrare termen cu termen in (%1) pe un interval C |—1,1], se
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obtine
22 23 Lt : y
—— 4+ —4+ ...+ (-1 ..=1In(1 —1,1].
x 2+3+ + (-1) n+1+ n(l+zx)+ecVeel]-1,1]
Pentru x = 0 = a, se gaseste c =0 =
e ey (e e e L
r——+—+ ..+ (- — 4+ (- . =1In x),Vr € |-
2 3 n n+1 ’ ’

ad 1
sau Y (=)™ g =In(1 4 x), Ve € ]-1,1].
n=1 n
Deci suma seriei din enunt este s (z) =In(1+x),Vz € |—1,1].

R 9 1

In plus, cand s-a determinat intervalul de convergenta, s-a obtinut ci seria > (—1)”71 —x™ este
n=1 n

convergentd si pentru z = 1, A = ]—1,1] fiind multimea de convergentd pentru seria de put-

eri. Atunci functia suméa a seriei de puteri are in z = 1 valoarea obtinutd prin prelungirea prin

continuitate, adica s (1) = In 2, adica

2 3 n
x x 1T n T
T——+—+.+(=1)""— 4+ (-1 we=In(14+2),Vx e |-1,1

n+1

S T
S ()"t a2 =In(1+42),Yz €]-1,1]
n=1 n

sau

[e.e]
In particular, | 3 (=1)"!

n=1

=1In2.

S|

x 1
Comentariu 3 (=1)" ' =" =In(1 + ) — 1,Vz € |—-1,1]
n

n=2

o0
Exemplul 8.2.6. Fie seria exponentiala 1 + ) —,x",Vm € R. Sa se determine multimea de
n=1 T

convergenta i suma ei.
Rezolvare. Este o serie de puteri ale (x — 0) sau centratd in a = 0, cu
1
an = —,vn € N.
n!

Etapa 1. Se determina raza de convergenta a seriei.

1
N (2 |
an #0,¥n € Ngi 9p; = lim (nl M lim n%rl:()iR:—l—oo.
Etapa 2. Se aplica Teorema Cauchy-Hadamard.

Seria este absolut convergentd pentru Vz € R.

FEtapa 3. Se determind suma seriei, adica functia

x 1
s:A=R—-R,s(zx)=1+ Z—':U"
n=1"T:

Se aplicd Teorema 8.2.3, se deriveazi termen cu termen
1 1, 1 d
s (x) :1+ﬂw+§$ +...+mx”+...,Vx€]R =
:>S/(l‘)_l+l2$+ +inx”_1+ Vz € R
RETREY -t o .
Se observa cd s’ () = s (z),Vz € R.

Cum s(z) # 0,V € R = SS((;:)) =1,VzreR=

In|s(z)]=x+c1,Vz € R, €R c1=ingg >0 |s (x)] = c2e”,Vz € R,co > 0=
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s(x) = ce®,Vx € R,c € R*.
x 1
Deoarece s(0) =1+ > —0"=1=c=1.
n=1 M-
Atunci s (z) = e*,Vx € R.

x 1 1 1 1
Deci|1+ > —a"=e" Vo €R|sau |l + —x+ 22+ ...+ —2" + .. =" Vz € R.
a=pn! 1! 2! n!

8.3. Dezvoltarea in serie Taylor (de puteri) a unei functii reale cu valori reale

Observatia 8.3.1. Formula lui Taylor permite o aproximare a functiilor transcendente (e, sin z, cos z, ...)
cu functii polinomiale de ordin n oarecare pe o vecindtate a lui a = 0. Eroarea de aproximare este
datd de modulul restului Taylor. A4se Ve(21ea si Cursul 5 gi pentru interpretarea grafica.
. z*—6x°+1, dacax <1

Functia f: R = R, f (z) = { 4zt — 823, daci x> 1
se poate aproxima doar cu formula lui Taylor de ordin maxim n = 1 pe o vecinatate a lui a = 1 cu
rest Lagrange: .

)=+ e+ T @y

T1,1(x) Rl:(fﬁ)

cucp=1+601(x—1),01 €]0,1[. A se vedea Seminarul 4.

Seriile Taylor (introduse de Brook Taylor in 1715) se vor atasa functiilor derivabile de orice ordin
n € N* pe un interval I, avand drept caz particular seriile MacLaurin (introduse ulterior de Colin
MacLaurin).

A se studia pentru interpretare si aplicatii "Taylor series | Chapter 11, Essence of calculus",
realizat de 3BluelBrown pe

https://www.youtube.com/watch?v=3d6DsjIBzJ4
sau "Dear Calculus 2 Students, This is why you’re learning Taylor Series", realizat de Zachary S.
pe

https://www.youtube.com /watch?v=eX1hvWxmJVE
(o intelegere mai bund va fi si dupd parcurgerea cursului de EDCO)
sau "Taylor series" pe

https://en.wikipedia.org/wiki/Taylor series.

Definitia 8.3.1. a) Fie I C R interval cu interior nevid si a € intI. Fie f: I C R — R o functie
derivabila de orice ordin n € N* pe I, f € C* (I;R). Se numeste serie Taylor asociata functiei f
intr-o vecindtate a punctului a seria de puteri reale

"(a "(a (n) (g
f(a)+ fl(! ) (a:—a)+f2(! )(ac—a)2+...+f n!( )(:c—a)n—i-...,Vxe]I (1)
o0 (n) a
sau, restrans, f () + 52 T {0 @) voen )

Pentru a = 0, seria anterioarad se numeste serie MacLaurin asociatd functiei f.
b) Fie I C I intervalul de convergenta a seriei de puteri (1) . Functia f se numeste dezvoltabila in
serie Taylor pe I dacd f este suma seriei de puteri (1) pe I¢, adicd

"(a "(a ) (¢
f(:n):f(a)+f1<! ) (:r—a)—l—f2(! )(;v—a)2—|—...+f n!( )(:L‘—a)"—l—...,V:EE}IC (2)
oo £(n) (g
sau, restrans, f (z) = f (a) + ngl ! n!( ) (x —a)",Vz ele. (2"
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Teorema 8.3.1. Fie I C R interval cu interior nevid si @ € intl. Fie f : I C R — R o functie
derivabila de orice ordin n € N* pe I, f € C® (I;R). Fie I C I intervalul de convergenta a seriei
de puteri (1). Functia f este dezvoltabild in serie Taylor pe o vecinitate punctului a, pe IC I,
daca si numai daca N

lim R, q(z) =0,Vz €1,

n—oo
unde Ry, (z) este un rest Taylor atagat lui f pe o vecindtate punctului a.

Teorema 8.3.2. Fie [ = (a — 7,a + r) C R un interval simetric. Fie f € C* (I;R). Daca
AM >0 ad. |f™ (z)| < M,Vz € (a—r,a+71),Vn €N,
atunci lim R, (z) =0,Vz € L.

Exercitiul 8.3.1. Sa se dezvolte in serie MacLaurin functiile:

a) fR— R, f(z)=c";

b) f:R—-R, f(x)=coszic) f:R—R, f(z)=sinz;

d) f:R—>R,f(z)=chzxe) f:R—-R, f(x) =shz.

Rezolvare. a) Seria exponentiala. Fie f: R — R, f (z) = €”.

etapa 1. Se atageaza functiei f seria Taylor in jurul lui 0, adica seria MacLaurin. Se observa ca,
Vn € N*, f este derivabila de ordin n pe R gi, in particular, in a = 0.

fl)=e" | f(0)=1

[la)y=e" | f(0)=1
ff(x)=e" | f"(0)=1

FT @ = | 70 =1

Atunci seria MacLaurin este:

2 n —
1—1—53:—1—530 —i—...—i—ax +..,Vzel=R (%1)
1
sau, restrans, 1 + Z mx",Vw cl=R (%1/)
n=1

etapa 2. Se determind intervalul de convergenta a seriei (*p).
Seria (1) este o serie de puteri ale x — 0, cu raza de convergenta:

: '
1!
Elplzlimw: =0= R = +o0.
n—00 1 n—oo N +
n!

Se aplicd Teorema Cauchy-Hadamard=- Seria este absolut convergenta, pentru Vo € Io = R.
etapa 3. Se studiaza daca f este dezvoltabila in serie MacLaurin si intervalul pe care este dezvolta-
bila:
modul 1. Fie a > 0 arbitrar fixat. Cum dM = e® > 0 a.i.

‘f(”) (z)| = e < e*,Va € (—a, @), Vn € N, atunci

nh_)n(r)lo Rypo(z)=0,Vz € (—a,a).

Cum o este arbitrar=> [ = R.
etapa 4. Concluzii: f este dezvoltabild in serie MacLaurin pe R (in raport cu puteri ale z — 0) si

1 1 1
ex:l—i—ﬂx—i—iﬂ—i—...—i—mx”—l—...,v:cER (3)
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o
sau, restrans, |e* =1+ > —a", vz € R.
n=1 T

14

(3)

Se reprezinta grafic pe R functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din girul

sumelor partiale,

1
Tl,O(x)—1+F$§
r 1,
T270(.%')—1+ﬁ.%'+5x,
1, 1,
T370(.’E):1+ﬁl‘+5$ +§$
1 1
Tap () = +Fx+§x2+§x3+ax4
1
Tso(z) =1+ —a+ =2+ a3+ —at + =2b

1 1 ' 1 1
Too(z) =1+ -+ 2%+ a3+ —at + —2% + —ab

b) Seria cosinus. Fie f: R — R, f (z) = cosz.

etapa 1. Se atageaza functiei f seria Taylor in jurul lui 0, adicd seria MacLaurin. Se observa ca

Vn € N*, f este derivabila de ordin n pe R si, in particular, in a = 0.

f(z)=cosx f(0)=1

f'(z) = —sinz f(0)=0
" (z) = —cosx f7(0)=-1
" (z) =sinz f7(0)=0
f@ (2) = cosz f@0)=1

f(n) (z) = cos (z + ™F) f(n) (0) = cos (%)

Atunci seria MacLaurin este:
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0 -1 o
1+—$+—m2+...+mm”+...,V9§G]I:]R (%1)
1! 2! n!
>, cos (2
sau, restrans, 1 + Z T(L!Z)xn,V:L“ cl=R (1)
n=1
Deoarece:
k 5 k <
(n) _ (=1)"cosz, dacan=2k,keN L ) (0) — (-1)*, dacin=2kkeN
@) (—1)*sing, dacin=2k+1ken 0 O 0, dacin=2k+1,keN’

renotdnd k din nou cu n se obtine ca seria MacLaurin este:

1+_—1m2+1x4+ +(_1)nm2"+ Vzel=R
2! 41 T 2n)!

n
(1) z?" Vr e I=R.
(2n)!
etapa 2. Se determind intervalul de convergentd a seriei (k1) .
Seria (1) este o serie de puteri ale x — 0, cu raza de convergentd R = +00. Atunci seria este absolut
convergenta, pentru Vz € o = R.
etapa 3. Se studiaza daca f este dezvoltabila in serie MacLaurin si intervalul pe care este dezvolta-
bila:
Cum dM = e* > 0 a.l. ‘f(”) (:z:)} = ‘cos (%)‘ < 1,Vz € R,Vn € N, atunci
lim R, (z)=0,Yzel=R.
n—oo

etapa 4. Concluzii: f este dezvoltabild in serie MacLaurin pe R (in raport cu puteri ale z — 0) si

(0]
sau, restrans, 1 + E
n=1

cosx =1— lx2 + lx‘l + (71)113:2“ +...,Vz eR (4)
2! 41777 (2n)! Y
A < (_1)n 2 /
sau, restrans, [cosx =1+ > S " .Vx e R. (4"
n=1 (272)

Se mentioneazd cd dezvoltarea (4) se poate face folosind dezvoltarea in serie pentru e”. Vezi co-
mentariu.

Se reprezinta grafic pe R functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
girul sumelor partiale,

Too (z) = 1; :
Topo(z)=1-— 5902%
T, =1 L2 1 4

4,0(1')* _?x +?"IJ ;
Too(e) =1 - 22+ 1ot = Lt

1 1 1 1
T&O (ZC) =1- 5-’52 + 53?4 — gllf(3 + g.ﬁI}S;
Thoo (.CC) =1-—z2+ 1‘734 — lxﬁ + le _ ixlo
’ 21 4! 6! 8| 10!

mului aproape se suprapune peste al lui f).
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c) Seria sinus. Fie f: R — R, f (z) = sinz.
etapa 1. Se atageaza functiei f seria Taylor in jurul lui 0, adicd seria MacLaurin. Se observa ca
Vn € N*, f este derivabila de ordin n pe R i, in particular, in a = 0.

f(z) =sinz f(0)=0

I (x) = cosx f(0)=1
f"(x) = —sinz f70)=0
" (x) = —cosx f70)=-1
@ (z) =sinx f@0)=0

fU (@) = sin (z + %) [ f(0) = sin ()

Atunci seria MacLaurin este:

1 0 sin (&°
0+—x+—x2+...+¥x”+...,‘vg@E]I:R
1! 2! n!

" sin (2F

sau, restrans, 0 + Z Mﬂc”,vt’v el=R.
n!

=1

Deoarece !
k . o v
() () — (=1)"sinz, dacdn=2kkeN ™) (0) — 0, dacd n =2k, k e N
S (@) { (-1)* ™ cosz, dacin=2k+1,keN F0) (=DM dacin=2k+1,keN ’

renotand k£ din nou cu n, se obtine ca seria MacLaurin este:
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1! 3! T (2n+1)! Y
(="
sau, restrans, g m:EZn—kl’vﬂ,; cl=R (1/)

n=
etapa 2. Se deterominé intervalul de convergenta a seriei (%) .

Seria (*1) este o serie de puteri ale z — 0, cu raza de convergentd R = +o00. Atunci seria este
absolut convergenta, pentru Vz € 1o = R.
etapa 3. Se studiaza dacé f este dezvoltabila in serie MacLaurin si intervalul pe care este dezvolta-
bila:

Cum M = e* > 0 a.l. ‘f(”) (z)} = ‘sin (”7“)‘ < 1,Vz € R,Vn € N, atunci

lim R (z) =0,V €T =R.

n—oo

etapa 4. Concluzii: f este dezvoltabild in serie MacLaurin pe R (in raport cu puteri ale z — 0) si

sinx = lx - lm?’ + ..+ ﬂaj%“‘l +..,Vz eR (5)
1! 3! T (2n+1)! Y
sau, restrans, |sinz = i ﬂx%“ Ve R (5)
’ ’ ZGar it

Se mentioneazd ci dezvoltarea (5) se poate face si folosind dezvoltarea in serie pentru e*. Vezi
comentariu.

Se reprezinta grafic pe R functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din girul
sumelor partiale,

1
TL()({L'):FQZ;
1 1
T3 (:B):Fx—gx?’,
1 T 1
_+t . Lt 3, 1.5
Ts0 (z) = 11|x ?i!x + 51!:13 : 1
4t Lt s+t 5 L7
Tro(z) = 11'33 ?i!x —1—51!$ 71'33, 1
Too(2) = 7o — 2o + —a — —a¥ + —a®

1 Ly 1o 1 .01 g 1 gy
Tll,() (IE) = ﬁl‘ — gl’ + gx — ﬁl‘ + g.%' — ﬁiﬁ )
si se observa ca, intr-o vecinatate a lui « = 0 se poate aproxima f (z) cu T}, («) (graficul polino-

mului aproape se suprapune peste al lui f).
Y + y 1
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d) Seria cosinus hiperbolic. Fie f : R — R, f (z) = chz.

etapa 1. Se atageaza functiei f seria Taylor in jurul lui 0, adicd seria MacLaurin. Se observa ca
Vn € N*, f este derivabila de ordin n pe R gi, in particular, in a = 0.

(@) =cha [f(0)=1

/(@ =sha | S/(0)=0
(@) = cha | f7(0) =1

FT @ = | f7 (@) =

Atunm seria MacLaurln este:

1 (n)
1+9:c+—2+ +f (O)x”+...,Va:e]I:R
1! 21 n!
() (o
sau, restrans, 1+Zf (© )LL’ Ve e I=R.
n=1
Deoarece:
f(”)(m)— chz, dacan=2kkeN f ()_ 1, dacin =2k keN
| shz, dacin=2k+1,keN ’ 0, dacin=2k+1,keN "’
renotand k din nou cu n, se obtine ca seria MacLaurin este:
1 2n _

1
sau, restrans, 1+ Z (2n)‘x2n’vm cl=R (*1/)
n=1 ’

etapa 2. Se determind intervalul de convergenta a seriei ()
Seria (*1) este o serie de puteri ale x — 0, cu raza de convergentd R = +o00. Atunci seria este absolut
convergentd, pentru Vz € I = R.
etapa 3. Se studiaza daca f este dezvoltabila in serie MacLaurin si intervalul pe care este dezvolta-
bila:

Se arata ca nh—>Holo Rypo(x)=0,Vz € I=R.

etapa 4. Concluzii: f este dezvoltabild in serie MacLaurin pe R (in raport cu puteri ale 2 — 0) si
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_ Lo, 1 4 2
Ch$—1+§$ +@$ ...+(2n)!x”+...,VxER (6)
x 1
sau, restrans, |[chz =1+ Y 'ac%,V:c e R. (6"
n=1 (QTL)

Se mentioneaza ci dezvoltarea (6) se poate face si folosind dezvoltarea in serie pentru e*. Vezi
comentariu.

Se reprezinta grafic pe R functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

Too () = 1; ,
— = 2.
T270($)—1+2!.%’ N
1 1
T47() (:1?):14-51‘2-1-@334;
Lo, s, 1
T670($)21+§:13 T +a:)3;

si se observi cd, intr-o vecindtate a lui x = 0 se poate aproxima f (z) cu T, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

e) Seria sinus hiperbolic. Fie f : R — R, f () = shz.

etapa 1. Se atageaza functiei f seria Taylor in jurul lui 0, adica seria MacLaurin. Se observa ca
Vn € N*, f este derivabild de ordin n pe R si, in particular, in a = 0.

f(z)=shz | f(0)=0

f'(@)=cha | f'(0)=1
f" (@) =shax | f"(0)=0

T @) = | FP(0) =

Atunci seria MacLaurin este:

1.0, £ (0)

2"+ .., Veel=R
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f(”) ( ) n
sau, restrans, 0 + Z —Lr"Vrel=R
1
Deoarece: "
) (z) = shz, daczj n=2kkeN o) (0) = 0, dac% n=2kkeN
chz, dacin=2k+1,keN 1, dacin=2k+1,keN
renotdnd k din nou cu n, se obtine ca seria MacLaurin este:
1 1 1 2n+1 —
1
sau, restréns, T;) mx2"+l,V$ cl=R (*1/)

etapa 2. Se determina intervalul de convergenta a seriei ()

Seria (x1) este o serie de puteri ale z — 0, cu raza de convergentd R = +o0o. Atunci seria este
absolut convergenta, pentru Vx € 1o = R.
etapa 3. Se studiaza daca f este dezvoltabila in serie MacLaurin si intervalul pe care este dezvolta-
bila:

Se arata ca n11_>1101O Ryo(xz)=0,Vz € I=R.

etapa 4. Concluzii: f este dezvoltabild in serie MacLaurin pe R (in raport cu puteri ale z — 0) si

1 1 1
. _ = 2n+
shx = x—i—g'x + .. +(2n+1)!x +...,VzeR (7)
tra h ZOO 1 g €ER (7
sau, restrans, |[shx = x , Vo .

Se mentioneazd cd dezvoltarea (7) se poate face si folosind dezvoltarea in serie pentru e®. Vezi
comentariu.

Se reprezintd grafic pe R functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

1
Tip(z) = Fx;
1’ 1
s 3.
3 5.
T570 (.’L’) ?IE -+ gﬂf + 5.’1} 3 :
3 5
T7,0 (-’13) T+ g + g + ﬁZU

si se observa ca intr-o vecindtate a lui = 0 se poate aproxima f (z) cu T}, o (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

y | y |
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Comentariu. Dezvoltarea in serie MacLaurin a functiilor transcendente sinz,cosz,chz,shx se
poate face si folosind dezvoltarea in serie a functiei e” gi definitia functiei e* ca functie complexa
de o variabild complexa.

Pe domeniul de PC/SC intr-o serie de functii se poate schimba variabila de functie putere

In (3) se schimbd z in —z =

1 1 -1
ex:1—1'x+21x2—|—...+( |) 2"+ ..,V € R cu —z € R, adicd z € R, (31)
In (3) se schimbd x in jo =
. 1 . 1 1.
e““:1+ﬁ(Jx)—§x2+...+a;|"m”+...,VxER (32)
In (3) se schimbd 2 in —jz =
. 1. 1,
e J’f:1—|—ﬁ(—Jx)—5x2+...+ﬁ(—3)"x”+...,%rE]R (33)

Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna termen cu termen doud serii i se poate inmulti o serie

cu un scalar nenul.
T 4+ e I% (35) 5 (33) 1 1 . 1 . 1.
cosx:(2);(3)(14‘(J$)+2,(Jx)2+-..+m(Jx)n+--->+

. 1 .
(—J$)2+...+m(—J$)n+...> =
1 —
=1——a?4+ gt — —a8. 4+ > L4 VreR

_ (
sing = ———— _<1+!(ja:)+21!(jx)2+...+$(jx)"+...>—

chx =

shy=——° WEE 2
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Exercitiul 8.3.2. Sa se dezvolte in serie Taylor dupa puterile lui = functia
fR—=R, f(z)=sindz.
Rezolvare. Folosind formula

1
sin3z = 3sinx — 4sin®z,Vz € R = f (r) =sinz = 1 (3sinz —sin3z) = 2sinz + = sin 3z.
Conform exercitiului 1, se stie ca
sinz = lx — lx?’ + lx5 + ...+ ﬂﬁ”“ + .=
1! 3! 5! T (2n+1)!
= i =D 2t vz e R
n=0 (2n + 1)' ’
Pe domeniul de PC/SC se schimbd variabila x ~» 3z =
sin3x = L (3x) — L (32)% + L (32)° + .. + =D (3z)>" ™ 4 =
1! 3! 5! (2n+1)!
2 (=" 2n+1 :
= — 7 (32)*"! Vz € R cu 3z € R, adicd z € R.

Pe domeniul comun de PC/SC se pot aduna termen cu termen doud serii, se poate inmulti o serie
cu un scalar nenul. Atunci=
f(z) =3sinz + FLsindz =
L3, 4 Lo —1a3y. 3,1 3 105 5
X (="

1
i —~ 7 (3= 32n+1 2n+1 v R.
12 Gt )a* e €

Se reprezinta grafic pe R functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

(_1)n 3 —192n+1 2n+1

T, (z) = 0;

Tyo (r) = 0 — o (3 + 58 %

Too () =0 g (3+349) 2+ 1 (3+ 399) 2"

Tro(e) =0 g ()08 (0 999 3 (3 39) 07

Tg,o(x):o_%(%+—7133)$3+%(%+_7135)x5_%(%+_7137)x7+$(%+%39)$9;

Tio(e) = 0- % (3+588) 8 + £ (30 2990 - L@ e 2 a7+ (3000 -
o () et

sl se observé cd, intr-o vecindtate a lui z = 0 se poate aproxima f (x) cu T, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

vy 1 y 1

“'"J/:'\:':“/:\:':'A'
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Exercitiul 8.3.3. a) Fie « € R\ N. Sa se dezvolte in serie Taylor in jurul originii functia
f 511,400l — R, f (2) = (1+2)°.
Cazuri particulare sau obtinute din cazuri particulare:

1 1

b) f5]-11[ = R, f (1) = i) £ =L U= R f () = 1

Df 11— R S (@) = 7€) f1]-11[ = R (@) = 1=

£) f:]-1, 400 =R, f(z)=In(1+2z);g) f:]-00,1[ > R, f(z) =In(l —z);
h) f:R— R, f(x) = arctg z;

i) f:]-L1[-R, f(z)=v1i+xj) f:]-L1[ =R, f(x) =1 —ux;

1) 1L = Bof () = i) [2 )L~ R f (@) =~
MfwﬁﬂﬁRﬂ@ZﬁiﬁMfJAMHKﬂwzJiﬂ;

o) f:]-1,1[ =R, f(z) =In (a: + V1 —|—x2) p) f:]-1,1] = R, f () = arcsinz.

Rezolvare.

a) Seria binomiald. Fie « € R\ Nsi f: [-1,+00[ = R, f (z) = (1 + 2)“.

etapa 1. Se atageaza functiei f seria Taylor in jurul lui 0, adicd seria MacLaurin. Se observa ca
Vn € N*| f este derivabild de ordin n pe [—1,4o00[ si, in particular, in a = 0.

flz)=(0+2)" f0)=1
fla)=a(l+a)™ f'(0) =
ff@)=ale-1)(1+2)""" f"(0) =a(a—1)

["(@)=ale—1)(a—=2) (1 +2)"" f"0)=ale—-1)(a—2)

}kn>(x):a(a—1)...(a—n+1)(1+x)“*" fM0)=al@-1)(a—2)..(a—n+1)

Atunci seria MacLaurin atasata este:
o ala—1 ala—1)(a—2)...(a—n+1
1—|—1':v—|—(2')x2+...—|— ( )( n') ( )m”+...,Vme]I:[—1,+oo[ (%1)
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— -1 —2) . (a— 1
sau, restrans, 1+ ala—1)(a ') (@ —n+1)
n=1 n.

etapa 2. Se determina intervalul de convergenta a seriei ()

Se determina raza de convergenta a seriei de puteri (1) ale z — 0 :
ala—1)(a—2)...(a—n+1)(a—mn)

2" Ve el=[-1,400]. (*1/)

3o, = lim (n+1)! T L =
LR e 04(04—1)(04—2)...((1—(71—1))’ n=oo | m+ 1
n!
= R=1

Se aplica Teorema Cauchy-Hadamard=
Seria este absolut convergentd, pentru Vo € |—1, 1].
Seria este divergenta, pentru Va € |—oo, —1[ U |1, +00]
Pentru z = —1,xz = 1 nu se poate preciza natura seriei cu teorema, se face studiu separat:
eeDacd a > 0, o ¢ N atunci
—(a—2)...(a—(n—1
fT=oihers § DDl ) g
Se folosegte crlterlul Raabe-Duhamel:
ala—1)(a—2).. (a—(n—l))’

n!

ala=1)(a—=2)..(a—=n+1)(a—n) -1 =

lim n
n—oo

1 >0,a¢N

= lim n (n R 1> =a+1 “ >a¢ 1 =-este absolut convergenta.

n—a«
-1 (a—2)..(a—(n—1))

=11+ 5 20

analog=-este absolut convergenta.
eeDacd « € |—1,0[, atunci

_W1+ io: ala—1)(a—2)...(a—(n—-1)) (1) ~

n!
~ 1+Z

(—a)(—a+1)(—a+2)...(—a+n—-1)
are aceeasi natura n!
Se folosegte criteriul Raabe Duhamel:

(—a)(—a+1)(—a+2)...(—a+n—1)

lim n n! —1|=1lmn +1—1 =
n—00 (—a)(—a+1)(—a+2)..(—a+n—1)(—a+n) S nboo \n—a -

(n+1)!

a€]—1,0(
=a+1 < 1

=este divergenta
oS -1 —2)(la—(n—1
_W 1+ Z afa—1)(a=2)..(a—(n—1))

n!
~ 1_|_Z

(—a)(—a+1)(—a+2)..(—a+n-1) (—1)"
are aceeagi natura n! '
Se foloseste criteriul Raabe Duhamel pentru seria modulelor si se obtine ca seria modulelor de

divergenta.
Se folosegte criteriul lui Leibinz pentru serie. Se noteaza
— — 1) (— 2)..(— -1
o A ) Cat2)Catn=b) o
n!
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Se observa ca

-sirul (by),,cn- este cu termeni strict pozitivi
b, > 0,Vn € N*;

-sirul (by),,cn- este monoton strict descrescator
bpr1 N —a —a€l0l]

= 1 N*;
2 | < ,Vn € N*;

-girul (gn)nEN* este marginit
—a)(—a+1)(—a+2). (—a+n—1 1-2-3-...-n
< COCot a2 ( ) 123
-sirul (by,),,cn- are limita 0. Intr-adevir, deoarece este monoton si mérginit, sirul (bn)pen- este
convergent si are limita b € [0,1].
Se construieste sirul (c,),, - asfel incat sa fie convergent, cu limita c si astfel incat sirul (by,)

sa aibad ca termen general media aritmetica a primilor n termeni ai (c,),, o+ , adica
crtet...+o

= 1,¥n € N*;

neN*

by, = ,Vn € N*.
n
Dintr-o consecinta a Criteriului Stolz-Cesaro= b = c¢. Mai mult, se observa ca
nby, + ¢
by = ———L yp e N* =
n+1

ent1 = (n+ 1) byy1 — nby,Vn € N* =
cm4:m+u(c“<ﬁ:fﬁf“+””w#(”<“+25(“+” 1
=(—a+n-—n)b, =(—a)b,,Vn € N*
Se trece la limita in
a1 = (=) bp,Vn € N* = b= (—a)b "Ly — 0.
Conform Criteriului Leibniz, seria studiata este convergenta, simplu convergenta.
eeDacd a € |—o0, —1], atunci

_«»-> 1 + nil o (Oé — 1) (Oé — 212' (Oé — (n — 1)) (_1)n -
N ® (—a)(—a+1)(—a+2)..(—a+n-1)
are aceeagi natura 1+ ,;1

— n!
Se folosegte criteriul Raabe-Duhamel:
(—a)(—a+1)(—a+2)..(—a+n-1)

. n! _ -
A o —at ) (—at D). (—atn—T)(atn)
(n+1)!
1
= lim n (n R 1) = a+ 1 < 1 =este divergenta
n—oo \n —q
& -1 -2)..(a—(n—-1
_W1+EOK(04 J(@—=2)..(a—(n—1))
n=1 TL'
X (—a)(—a+1)(—a+2)..(—a+n—-1
- v1+2( ) ( ) ( ' ) ( )(_1)@
are aceeasi natura n—1 n.
Deoarece ) 5 ) S 1.9.3
— — — — — —a> 2.3 ...
(=0 (zot+ 1 an—i'_ ). (zatn—1) > I nzl,VneN*élimitater—
menului general al seriei anterioare nu poate fi 0 = seria anterioard este divergenti.

etapa 3. Se studiaza daca f este dezvoltabila in serie MacLaurin si intervalul pe care este dezvolta-
bila:
modul 1. Se aratd ca
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lim R (z) =0,V € T = R—greoi

n—oo
modul 2. Suma seriei () verifica o ecuatie diferentiald pe intervalul de convergenta si este tocmai
f (z) pe intervalul de convergenta.

Se noteaza cu s : |—1,1[ — R suma seriei (x1) pe |—1, 1[, adica
a ala—1) ala—1)..(a—n+1)

Se foloseste teorema de derivare a seriilor de puteri si se deriveaza termen cu termen=

-1 —1)...(a— 1
s’(:c)=0+10['1+6¥(0;|)2x+...+a(a Jola—nt )na:"*1+...,Vx€]—1,1[.

n!
Se inmulteste relatia anterioara cu x € |[—1,1[\ {0}, apoi verificim si pentru z = 0 =

-1 —1)...(a— 1
xs’(x):0+f'$+06(0;'>2m2+...+a(a ) soz nt )nx”—i—...,VwE]—l,l[.
n!

Se folosesc prof)rietét;ile de adunare termen cu termen a unor serii de puteri pe domeniul comun
de convergenti=
(14+2)s(z) =as(z), Ve e]-1,1].
Rezolvand ecuatia diferentiala anterioara=-
s(x) = f(z),Vo e]-1,1].
In extremititile intervalului |1, 1, cand este definit, suma seriei se determing folosind teorema
de trecere la limitd a unei sume de serii de puteri, adica
$(~1) = lim f(2) =i s (+1) = lim f (x) = 2°.
z>1 <1
etapa 4. Concluzii:
Dacd « € ]0, +oo[ \ N, seria (*1) este
(AC), daca z € [—1,1]
{ (D), dacd xz € ]—o0,—1[U]1L,+o0[
Dacd a € |—1,0[, seria (*1) este
(AC), dacdze]—-1,1]
(SC), dacdz=1 =Ic=]-1,1]
(D), daca x € ]—o0,—1]U]1,400[
Dacd a € |—o0, —1], seria (x;) este
(AC), daca z €]-1,1]
{ (D), daci xz € ]—o0,—1] UL, +o0]
Mai mult, s (z) = f (z) ,Vz € I = I¢. N
Deci f este dezvoltabild in serie MacLaurin pe I = Io (in raport cu puteri ale x — 0) si seria
binomiald este

= ]IC = [_17 1]

=lc = }_171[

o ala—1 ala—1)..(a—n+1 ~
(1+x)a:1+ix+%x2+...+ ( ) ns )33”+...,V:U€]I:Hc (8)

sau, restrans,

(14+z2)*=1+ § o
n=1

a—1)..(a—=n+1)
n!

" Vr el =1g. (8

Observatie: Pentru a = n € N* =
-1 -1 —2).(n—(n-1
Loy — 14 g e MO (=102 (0 1)
1! 2! n!
(14+2)"=CY+Clo+ C2%22 + ... + Cna",Vz € R
adica s-a obtinut binomul lui Newton.

z" +0-2" 40

1
1+zx

b) f:]-1,1[ =R, f(x) =

)
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Din a), pentru o = —1 =
1
=l—as+22-2+.. +(-D)"2"+..Vz€Rculz| <1 9)
14+
A 1 - n /
sau, restrans, | —— =14 Y (-=1)"z",Vz € Rcu|z| < 1 (9"
1+ n=1

adicd s-a obtinut seria geometrica alternanta.

Se reprezintd grafic pe ¢ functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

TLO (.%') =1- x;

Too(2) = 1 — 2+ 2%

Tsp(x) =1—a+a®—a%
si se observa ca, intr-o vecinatate a lui « = 0 se poate aproxima f (x) cu T}, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

&) f L1 =R f(r) = -1

Din b), facaAnd schimbarea de variabild z ~» —z pe domeniul de convergenta=

1
. =l+z+a?+23+..+2"+. Ve eRculz| <1 (10)
-z
1 00
sau, restrans, 2= 1+ > a"VxeReculz| <1 (10")
- n=1

adica s-a obtinut seria geometrica.
Se reprezintd grafic pe ¢ functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,
Tip(z) =1+ ;
Too(x) =1+ +a%
Ts0(z) =1+ + 2% + 23
si se observa cd, intr-o vecindtate a lui x = 0 se poate aproxima f (z) cu T, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).
y / y1)/ y 1/
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Prin derivare termen cu termen de m ori se obtine

00 |
z nn—1)..(n —m+1)z"™" = JW,V&: e]-1,1].
1

d) f1)-L1 =R f(2) = 1y
Din b), fdcand schimbarea de variabild x ~ 22 pe domeniul de convergenti=-
1
14 a2

=1l-2?+a2t—a2b+ .+ (-)"2+ .. VzeRcu |z <1

1 o)
sau, restrans, TI2 1+ nz (-1)" 2z Vz € R cu |z| < 1.

28

(107)

(11)
(11)

Se reprezinta grafic pe I functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din

sirul sumelor partiale,
To,o (z) = 1;
Too(v) =
Ty (v )—1—30 +9€4;

Te,,o(a?)_l—x +ZL‘ —(176

Tg}o( )_1—{[) +£L‘ —l‘ +:L'

Tioo (z) =1 — 2%+ 2% — 2% 4+ 28 — 219,

si se observa cd, intr-o vecindtate a lui = 0 se poate aproxima f (z) cu T}, (x) (graficul polino-

mului aproape se suprapune peste al lui f).

y | y | al
I AR P
S Cox X X
y [ y [ Al
v A > < 7 N\
S Cox Cox T X
1

e) f:]—l,l[HR,f(x):m;

Din c), ficand schimbarea de variabili = ~ 2% pe domeniul de convergenti=-

1
! s=1+a2+at+a25+ . 42 +.  VzeReculz| <1
-z
1 00
sau, restrans, T2 1+ Y 2™ Vz eRcu |z| < 1.
- n=1

(12)

(12')
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Se reprezintad grafic pe ¢ functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

TO,O (:C) = 1;
T270 (:17 =1+ x2;
Tao (z) =1+ 22 + 2%

)
)
Too (x) =1+ 2® + 2 4 25
Tso (z) =1+ 22 + 2* + 25 + 28;
Tioo (z) = 1+ 2% + 2t + 25 + 28 + 210;
si se observa cd, intr-o vecindtate a lui « = 0 se poate aproxima f (z) cu T}, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

X/ Y Y

£f) f:]-1,400[ =R, f(z)=In(1+z).

Se folosegte seria geometrica alternanta de la b). Se integreazd termen cu termen pe domeniul
de uniforma convergenta (in sensul primitivei) =

2 -1 n—1_n —1)" n+1
ln(l—i—a;):c—kg—w——i—...—i—( )" @ ()" +..,VzeRecu |z| < 1.
1 2 n n+1
Pentruz =0€ {zx e R;|z| < 1} =
0 02 )" tor (=1 ontt
1n(1+0):c+———+...+( ) +( ) +..=c=hl1=0.
1 2 n n+1
Atunci ) ) )
In(l+z)=1z- §x2 + gx?’ +o ()" a4 VzeRceu |z <1,
n
S 1
sau, restrans, In (1 +z) = > (1) ' =z",Vz € R cu |z| < 1.
n=1 n

Prin integrare a unei serii de puteri este posibil sa se mareasca intervalul de convergenta spre
capete. Daca se parcurgeau etapele 1 i 2 de la a), in etapa 2 se gisea:

etapa 1. Se atageaza functiei f seria Taylor in jurul lui 0, adicd seria MacLaurin. Se observa ca
Vn € N*| f este derivabild de ordin n pe |—1,4o00[ si, in particular, in a = 0.



Gabriela Grosu / Analizd matematica 30

@) =l (i+2) HOED
Fa)=(+a) F=1
@)= 10+ F7(0) = -1

@)= (=) (=) (L +a)”’ 0) = (=1 (=2)

@) = () = DA+ 2) " | SO (0) = (—)" (o= 1)

Atunci seria MacLaurin atasata este:

1 -1 —1)"t (n—1)!
! ' 1y !
sau, restrans, 0+ Y, ~—————a" Vo € [ = [-1, +o0]. (x1/)
n=1 n

etapa 2. Se determina intervalul de convergenta a seriei (*)

Se determina raza de convergenta a seriei de puteri (1) ale x — 0 :

(="
1

dp; = lim Ant il lim

n—00 (_I)N—l n—00

’:1:>R:1.

n+1

n

Se aplicd Teorema Cauchy-Hadamard=-
Seria este absolut convergentd, pentru Vo € |—1,1].
Seria este divergentd, pentru Va € |1, +o0]
) 1 i 3 X 1
Pentru z = 1 se obtine seria > (—1)""1 = (1) % naturd S (=1)" ! =, care este semi-
n n

n=1 n=1
convergentd, ca serie armonica alternantd cu o =1 > 0.

Deci I =]-1,1]. N
etapa 3. Este abordatd inaintea etapei 1, pe I = I = |—1,1{U{1}, cu mentiunea c& functia suma a
seriei de puteri are in x = 1 valoarea obtinuta prin prelungirea prin continuitate, adicd s (1) = In2,
adica
00 1
S (=)' ==In2.
n=1 n "
etapa 4. Concluzii: f este dezvoltabila in serie MacLaurin pe I = I¢ (in raport cu puteri ale z —0)
si

1 1 1
In(l+z)=2- §x2 + §x3 o (D) 22 L Ve e ]-1,1], (13)
n
sau, restrans |In (1 4+ ) = > (=1)"" " —=2", Ve € |-1,1]. (13")
n=1 n

Se reprezinta grafic pe I functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,
T (z) = x;

1
Too(z) =2 — —z2;

DN

1
Tyo(a) = & — ga + 5o
si se observa cd, intr-o vecindtate a lui = 0 se poate aproxima f (z) cu T}, o (x) (graficul polino-

mului aproape se suprapune peste al lui f).
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g) fi]-o0 [ =R, f(z) =In(1 —xz);

Se folosegte seria geometrica de la ¢). Se integreaza termen cu termen pe domeniul de uniforma
convergentd (in sensul primitivei) =

n n+1

—1n(1—a:):c+£+x—+...+$—+x +.,Vz eRcu |z| < 1.

12 n  n+1
Pentruz =0€ {z e R;|z| < 1} =

0 02 on On+1
—In(1-0)=c+—-+++...+—+ +..=2c=—-In1=0

1 2 n n+1l
Atunci

1 1 1
—In(l—-z)=x+ 5:102 + §x3 +..+—2"+.,VzeReculz| <1,
n
> 1
sau, restrans, —In(1 —x) = > —z",Vxr € R cu |z| < 1.
n=1M
Prin integrare a unei serii de puteri este posibil sd se mareascd inetrvalul de convergenta spre

capete. Dacéa se parcurgeau etapele 1 i 2 de la a), in etapa 2 se gisea:

etapa 1. Se atageaza functiei f seria Taylor in jurul lui 0, adica seria MacLaurin. Se observa ca
Vn € N*, f este derivabild de ordin n pe |—1,400] si, in particular, in a = 0.

fz)=In(l—=x) f(0)=0
flla)=(-)(1—=z)" f(0)=-1

f(@)= (1) () (1 +a2)? f"(0)=-1

(@) = (1) (=) (=2) (1 +2)7° | 7(0) = (1)’ (-1) (-2)

@) = Dt [P0 = 1)

Atunci seria MacLaurin atasata este:

—(n—1)!

oo
sau, restrans, 04+ Y —a" Vo € [ = [—1, +o0]. (*1/)
n=1

etapa 2. Se determind intervalul de convergentd a seriei ()
Se determina raza de convergenta a seriei de puteri (¥1) ale x — 0 :

-1

. n+1
Elpl_nh—{go -1 T nSeo n+1'_1:>R_1

n

Se aplica Teorema Cauchy-Hadamard=
Seria este absolut convergentd, pentru Vo € |—1, 1].
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Seria este divergentd, pentru Vo € |—oo, —1]

o0
Pentru x = —1 se obtine seria >, — (—1)" care este semiconvergentd, ca serie armonicd
n=1 T
alternantd cu o =1 > 0.

Deci I = [~1,1].

etapa 3. Este abordatd inaintea etapei 1, pe I = Io = ]-1,1[ U {—1}, cu mentiunea ca functia
sumd a seriei de puteri are in x = —1 valoarea obtinuta prin prelungirea prin continuitate, adica
s(—1) =1n2, adica

) 1

S (=)= =2

n=1 n

etapa 4. Concluzii: f este dezvoltabila in serie MacLaurin pe I= I (in raport cu puteri ale z —0)
si

_ 1 2 1 3 1 n
In(1-—2x) T— 52t =gt = =T . Vre[-1,1], (14)
sau, restrans
o 1
In(l—2z)=> —a" Vo e[-1,1]. (14)
n=1 1

Se reprezinta grafic pe I functia f si polinoamele Taylor, ce reprezintd functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

Tl,O (.’L’) = —T;

1
Tho(z) = —x — §x2;

1 1
T30 (z) = —x — 5302 - §x3;

si se observa ca, intr-o vecinatate a lui « = 0 se poate aproxima f (z) cu T}, («) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

h) f: R — R, f(z) = arctg z;

Se foloseste seria de la d). Se integreaza termen cu termen pe domeniul de uniforma convergenta
(in sensul primitivei)
s=1—a?4azt -2+ 4 (-1)"2?"+ . VzeRcu|z|<1=
L+e 3 5 2n+1

n
arctgr = c+ x — % +%+...+ (-1)" ’
Pentruz =0¢e {z e R;|z| < 1} =
3 5

o1 + .., VzeRcu|z| < 1.

2n+1

arctga::c—i-()—?—i-g—i-...—i—(—l)n

2n+1+...:>c:arctga::0

Atunci
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23 b g2t
ter =& — — 4+ o (=1 . VreR <1,
arctgxr = x 3+5—|- +n( )2n+1+ x cu |z|
o (—1
sau, restrans, arctgx = unr:Z”Jrl,Vac €Rculz| <1
n=0 2n -+ 1

Prin integrare a unei serii de puteri este posibil sd se mareascd inetrvalul de convergenta spre
capete. Dacd se parcurgea etapa 2 de la a) se gisea:
etapa 2. Se determina intervalul de convergenta a seriei MacLaurin:
Raza de convergenta este R = 1.
Se aplica Teorema Cauchy-Hadamard=
Seria este absolut convergentd, pentru Vo € |—1, 1].
Seria este divergenta, pentru Vo € |—oo, —1[U]1, +00].

Pentru x = —1 gi z = 1 se face studiu separat:
-pentru x = —1 se obtine seria ) care este semiconvergenta;
n=0 2n + 1
00 _1)”
-pentru x = —1 se obtine seria ) care este semiconvergenta,
n=0 2n + 1
Deci I¢ = [-1,1]. N
etapa 3. Este abordatd inaintea etapei 2, pe I = I = ]—1,1[U {—1,1} = [-1,1], cu mentiunea
ca functia suma a seriei de puteri are in x = —1 gi x = 1 valoarea obtinutd prin prelungirea prin
continuitate, adica
T 0o (_1)n+1 T
s(—1) = arctg(—1) = ——, adica = ——i
(1) g(-1) =~ ngo o1 1
X (=)t

s(l)zarctglz%, adica ngo mil— 1

1 1 (—1)" 7
Seria |1 — - + -+ ... .= =
N A R T T

a fost folosita la aproximarea numarului 7 cu un numar de chiar 707 zecimale exacte, inainte de

folosirea calculatorului. N
etapa 4. Concluzii: f este dezvoltabila in serie MacLaurin pe I = I (in raport cu puteri ale  —0)

S1

arct A +(=1)" P Vre —1,1] (15)

retgr=c+x— —+—+...+(— o Vz e [—

& 3 5 1 o

sau, restrans | arctgz = io: ﬂx%*lﬁx € [-1,1]. (15")
n=0 2n + 1

Se reprezinta grafic pe o functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

Tio(z) = x;
xS
Tz (z) =2 — —;
3 5
x T
T5,0(-’13)=93—§+€§

si se observa cd, intr-o vecindtate a lui x = 0 se poate aproxima f (z) cu T, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).
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) f]-L1—R f(x) = VITE
Din a), pentru a = § =
1 11 11 1
11y Ll o)y (—nt1
\/1—|—ZL'—1—|—1'1'—|—2(22'){L‘2—|-...—|—2(2 ) n$2 ):L'”+...,V:L‘€Rcu|$|<1§i
r =+l ' '
1 11:3-5-...-(2n—-3
\/1+x—1+ﬁx 22'2':r2+...—|—(—1)n ! 2”-n(' n )x"—i-...,V:cE [—1,1]|(16)
X 1-3-5-...-(2n—3
sau, restrans, |1tz =1+ Y (=1)"! o (' n ):B”,Vx €[-1,1]. (16")
= -n!

Se reprezinta grafic pe I functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
girul sumelor partiale,

T(),() (q:) = 1’
T =1 2.
20 () = +21' 22 91"

si se observa cd, intr-o vecindtate a lui « = 0 se poate aproxima f (z) cu T}, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

DL =R, f(z) = VI-;

Din i), facand schimbarea de variabild x ~~ —z pe domeniul de convergenti=

1 1, . 1-3-5-...-(2n — 3)
|z] < 1siz==+l
- 1 1, 1-3-5-...-(2n—3)
1-3-5-...-(2n—3
sau, restrans, [v/1—z =1+ Z (-1) 5 <' n ):B”,V:r e-1,1]. (17"
n=1 s
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Se reprezintad grafic pe ¢ functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

TO,O (ZC) = 1;
T170 (I) = 1 — @[E, 1

-1 - 2.
Too (@) =1 = 5% = G5

sl se observi cd, intr-o vecindtate a lui « = 0 se poate aproxima f (z) cu T, o (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

y I y i y i
S~ ~ ™~
X X X
K) Fo )L =R f () = ——
=L -R, f(z) = ;
1+
Din a), pentrua:—%:>
1 2 F(FH-1 L1 (F-n+1
:1+lx+Mm2+...+ 2 (3 ). (5= )x”—f—...,VmERcu lz] <1
gix=1.
1 1 ) L1:3:5-..-(2n—1)
1 = 1-3-5..-(2n—1)
sau, restrans, =1+ -1)" 2™ Ve e ]-1,1]. 18
v B o C N 1,1 (19)

Se reprezinta grafic pe Io functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

TO,O (.’L’) = 1‘ .
TL()( ) 1-— @HT 1

— 1 _ 2.
T270 (x) =1 7. 1‘56 —I— 2' ;

si se observa ci, intr-o Vecmatate a lui 2 = 0 se poate aproxima f (x) cu Tj, o (z) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

T
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) £ LI~ B f ) = s

Din k), facand schimbarea de variabila x ~ —x pe domeniul de convergenti=-
1 1-3-5-...-(2n—1)

1 ) .
17$:1+ﬁx+22.2!x +...+ ST 2"+, .,V eRculz|<lsiz=-1
1 ) 1-3.5-..-(2n— 1)
l_x—1+ﬁx+22.2!az + ..+ Sl "+ . Ve e [-1,1] (19)
1 © 1:3-5-..-(2n—1)
sau, restrans, =1+ " Vo e [—1,1]. 19’
— n; ST [—1,1] (19')

Se reprezinta grafic pe I functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

T()’o (LE) = 1; 1

TL() (.’L’) =1 + @IL} :

— - T2,

Too(@) =14 57570+ 5 55
si se observa cd, intr-o vecindtate a lui « = 0 se poate aproxima f (z) cu T}, o (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

= p

1
m) f:]-L1 =R, f(2) = ——;
Din k), ficand schimbarea de variabili z ~ 22 pe domeniul de convergenti =
1 1 1 e 1 nl-3-5-...-(2n—1)
V1+ 22 2-1! 22. 2!

4.+ (-1) 2 4 ..,V € [-1,1]|(20)

2" - n!
1 = 1-3-5...-(2n—1)
sau, restrans, | ——— =1+ -1)" 2" Vo € [—1,1]. 20/
N - N - 20

Se reprezinta grafic pe ¢ functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

TO,O (l‘) = 1; )
_1_ 2.
T270($)—1 2'1!35 3 :
_1_ 2 4.
To (@) = 1= 537 + o512

sl se observi cd, intr-o vecindtate a lui « = 0 se poate aproxima f (z) cu T, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).
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<

n) f:]=1L1[ =R, f(z) =

Din 1), ficand schimbarea de variabild = ~ 2% pe domeniul de convergents =

1

V1—22

37

1 ) . 1-3-5-..-(2n—1) .
Vo= —1+2_1!x tog ¥ Tt Sl "+ Vo € ]-1,1] (21)
1 X 1:3:5-...-(2n—-1
sau, restrans, 7m:1+n;1 2”-77,(! n )x",V:L“G]—l,l[. (21)

Se reprezinta grafic pe I functia f si polinoamele Taylor, ce reprezintd functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

T()70 (.’L’) = 1; .

_ 2.
T270 (.’L’) =1+ 3 11‘$ ; 1

_ 2 4.
T470(.T})—1+2'1!.’17 +22.2!$,

si se observa ca, intr-o vecinatate a lui « = 0 se poate aproxima f (x) cu T}, («) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

o)f:]fl,l[HR,f(:c)zlnGEqu);

Din m), prin integrare pe domeniul de uniforma convergenta=-

1 23 1 2° 1-3-5-...-(2n — 1) >+l
2 _ _ - _ n
1n(m+\/1+$)—x + ...+ (-1 ] 1

5113 T22.915

+..,Vz e [-1,1]

(22)

2135 (2n—1)

2l e e [-1,1].
ol @nt) el

(22)

sau, restrans,

ln(:zc-l—m) =z+ il(—l)

Pentru detalii, ¢ = 0 s.a, s-a procedat ca la f).
Se reprezintd grafic pe ¢ functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

TLO (.%') = I;
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1 23
Tolo)=o =517

1 23 1 2P
T570 (ZL’) =T

T3 T
si se observa ca, intr-o vecinatate a lui « = 0 se poate aproxima f (x) cu T}, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).

p) f:]-1,1[ = R, f (z) = arcsin z;
Din n), prin integrare pe domeniul de uniforma convergenta=-

, 1 a3 1 b 1-3-5-...-(2n —1) g +!
arcsma::x—l—2'1!3—%22.2!?—1—...4— T 2n+1+...,Vx€]—1,1[ (23)
x®1-3-5-...-2n—-1

sau, restrans, | arcsinz = x—l—nX::l ol (QT(LZ D )x2”+1,V$ e|-1,1]. (23
Pentru detalii, ¢ = 0 s.a., s-a procedat ca la f).

Luand z = § € |-1,1[, se obtine:

T 1 1 1-3 1-3-5 1-3:5-...-(2n—1)

— =+ +

6 2 24.1!-3 27-2!-5+23-3!-7+m+ 23nt+lnl. (2n 4+ 1)

B ESRE U W EE T ENSYCTES)
ul—=- .
6 2 ;=1 237FtIpl.(2n+1)

Si cu ajutorul seriei anterioare se poate determina valoarea lui 7 cu aproximatie.

Se reprezintd grafic pe ¢ functia f si polinoamele Taylor, ce reprezinta functii - termeni din
sirul sumelor partiale,

T (z) = x;
1 23
T —ry— L.
30(2) SRERER i
x 1 =z
T = r z
so@) =2t iy T g

sl se observé cd, intr-o vecindtate a lui z = 0 se poate aproxima f (x) cu T}, (x) (graficul polino-
mului aproape se suprapune peste al lui f).




