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CURS NR. 7
Analiza matematica, ATA

9. Multimile r", ®" n e N*
9.1. Structuri algebrice pe R*,R",n € N*

Fie Vn € N*. Se definegte R" = {x;x = (x1, .00y y) 2, € R, Vi = 1,7}

R! = R se reprezinta geometric prin axa numerelor reale;

R? se reprezintd prin multimea punctelor unui plan raportate la un sistem de axe ortogonale,
coordonatele (z1,x2) renotandu-se cu (x,y);

R3 se reprezintd prin multimea punctelor din spatiu raportate la un sistem de axe ortogonale,
coordonatele (z1,x2,x3) renotandu-se cu (z,y, z);

R% RS, ... -nu sunt posibile reprezentiri spatiale clasice.
) (0,0,4Z
T A R
I I p————H — : L
0O 2 X o @0x o (0,3,0)
1 X ~(2,0,0)

Se defineste egalitatea a doud n-uple prin

X=y<[T1=Y1, s T = Yn] .
Teorema 9.1.1. Vn € N*, (R", +, -, R) este spatiu liniar peste R, unde operatiile standard sunt
(adunarea n-uplelor)

+ R X R" = R,V (x,y) € (R")?, (21, o0 Tn) + (Y1, oor Yn) = (L1 4 Y1, orer Ty + Yn)-
(inmultirea n-uplelor din R™ cu scalari din campul R)

KX R - R"V(a,x) e RxR" a- (21, ..., ) = (a1, ..., qxy).

Teorema 9.1.2. Vn € N* (R", (-, -)) este spatiu liniar euclidian, unde produsul scalar standard este
(,) :R" x R" - R, Vx = (21,...,x,) € R"Vy = (y1,...,yn) € R", (X,¥) = 2191 + ... + TpYn.
Observatia 9.1.1. Numai pentru n = 1, R! = (X, +, -, <,CD) este corp comutativ total ordonat.

Pentru n > 2, nu se poate defini pe R" o relatie de ordine totala.
Fie Vn € N*. Se defineste R" = {x;x = (21, .0, Tp) , 7 € R, Vi = 1,771}

9.2. Structuri de convergenta pe R*,R",n € N*

Teorema 9.2.1. Fie Vn € N*. Functiile
n
[l : R" = R, [[x]ly = |z1| + .. + |za] = 2‘%’“
1=

2 2 2 22
R = Ry = ol ot ol = (S 1)
1=
Il : R* = R, [|x]|, = max {|z1],..., |zn|} = max {|z;| ;i € {1,2,...,n}}
sunt norme pe R™, numite respectiv norma modul, norma euclidiana, norma mazximum. Deci
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(R™, []-Ily) s R™Il5) 5 (R™,]]-]|o,) sunt spatii normate. Norma euclidiand este indusd de produsul
scalar standard, adica

x|y = 1/ (x,%x),Vx € R™.
Particularizare n = 1(||-[|; = |I|ls = |'lloc = |']);n =2,n = 3.
Teorema 9.2.20. Fie VYn € N*. Atunci, pentru p € N*, functia

1
n P
[l B = Rl = &/l T ol = (£ f)
1=
este o normé pe R™. Deci (R”, HHp> este spatiu normat.

Teorema 9.2.3. Fie Vn € N*. Functiile
n
di :R" xR" = R, dy (x,5) = w1 —y1| + oo + |20 —yu| = D |2 — wil;

=1

n 2
d2 : R" x R" = R, dy (x,y) = \/le —yil et |z -yl = <Z |z y¢|2> ;
=1

doo : R" X R" = R, doo (x,y) = max {|z1 — y1], ..., |Tn — Yn|} = max {|z; —yi|;i € {1,...,n}}
sunt metrici pe R™, numite respectiv metrica modul, metrica euclidiana, metrica mazimum. Deci
(R™,dy), (R, d3), (R", ds) sunt spatii metrice. Mai mult, metricele dy,ds,ds sunt induse de
normele |-, I I, adica

d12,00 (%,Y) = X =¥l 200, ¥ (x,¥) € (R")
Particularizare n = 1(dy = ds = do),n = 2,1 = 3.
Teorema 9.2.4C. Fie Vn € N*. Pentru p € N*, functia

dy R" X R" R, dy(x,y) = /T — P+ o Jon — 9P = (z m—yﬂ) ;
k=1

este o metricd pe R™. Deci (R",d),) este spatiu metric. Mai mult, metrica d, este indusa de norma

2

3=

||~||p, adica
dy (x,y) = [x = yll, .V (x,y) € (R")?.
Definitia 9.2.1. Fie a € R” gi » > 0. Multimea
S(a,r) = {x e R%|x a5 = di 200 (x,2) =7}
este sfera cu centrul in a gi de raza r. Multimea
B(a,r) = {x eR™|Ix — aHl,Q,oo =di2.0 (Xx,a) < 7"}
este interiorul sferei (sfera deschisa) cu centrul in a gi de razd r. Multimea
B (a,r) = {x € R [x — all, 5,00 = i (x,2) <7}
este sfera inchisd cu centrul in a si de raza r. Multimea
x € R [|x — aHLQ,OO =di2 (x,2) > T
este exteriorul sferei cu centrul in a si de raza r.
In functie de ce distant se alege se obtine un anume tip sfers.
Exemplul 9.2.1. Se reprezintd grafic sferele S (a,r), B (a,r), B’ (a,r), a € R", r > 0, corespun-
zétoare pentru di, da, doo (|||, ||[l2 5 ||-]ls) in cazurile n =1, n =2, n = 3.
d1200 : RXR =R, di 200 (z,9) = |z —yl|;
[l 2,00 : R = R[]l 5 o0 = |-
Fie a € R i r > 0. Atunci:
S12,00 (a,r) ={z € R; |z —a|] =r} = {a —r,a+ r}-sfera cu centrul in a si de razi r.
B2 (a,7) = {z € R;|z —a| <7} = |a —r,a + r[-interiorul sferei (sfera deschisd) cu centrul
in a si de raza r.
Bl (a,7) ={z € Rj|z —a| <7} = [a—r,a+ r]-sfera inchisd cu centrul in a si de raza r.
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a-r a atr
. | 1

a-r Ja atr
- |

a-r a atr

di :R* X R? = R, dy ((x1,22), (y1,42)) = |21 — y1| + |22 — w2l

T B2 — R, [|(z1,20)ll = 1] + o]

Fie a = (a1,az) € R? si r > 0. Atunci:

S1(a,r) = {x € R% |21 — a1] + |z2 — ag| = r}-sfera cu centrul in a si de razd r.

By (a,r) = {x € R% |21 — a1| + |z2 — ag| < r}-interiorul sferei (sfera deschisd) cu centrul in a
si de raza r.

B (a,r) = {x € R%|z1 — a1| + |z2 — az| < r}-sfera inchisa cu centrul in a si de razi r.

dy: R?x R* - R, da ((z1,22) , (y1,92)) = \/’3«“1 — ) + [z — 2l

2 2
I lly : R? = R, [[(21, 22) [l = \/|21]” + |22]".

Fie a = (a1,az2) € R? i 7 > 0. Atunci:

Sa(a,r) = {X € R \/|:v1 — a1+ |zg —ag)? = r}—sfera cu centrul in a si de raza r.

By (a,r) = {x € R?%; \/]xl - a1\2 + |z — ag|2 < r}—interiorul sferei (sfera deschisa) cu centrul

in a i de raza r.

Bl (a,r) = {x € R?; \/|931 —a1* + |zg —ag)* < r}—sfera inchisa cu centrul in a si de raza r.
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doo 1 R? X R? = R, doo ((21,72), (y1,92)) = max (|21 — y1], |22 — 2]) ;

o : R? = R, [[(21,22) 5 = max (1], |z2])

Fie a = (a1,a2) € R? si r > 0. Atunci:

S (a,7) = {x € R% max (|z1 — a1|, |22 — ag|) = r}-sfera cu centrul in a si de razi r.

Bu (a,7) = {x € R*max (|z1 — a1|, |22 — az|) < r}-interiorul sferei (sfera deschis#) cu centrul
in a si de raza r.

Bl (a,7) = {x € R} max (|z1 — a1, |z2 — az|) < r}-sfera inchisd cu centrul in a si de razi r.

Teorema 9.2.5. a) do < di < ndso; b) doo < do < \/Ndoo; €) do < dj.
Utilizand inegalitatile anterioare, se arata ca Va € R™, Vr > 0 au loc

a1) Boo (a, %) C Bi(a,r) C B (a,r);b1) B (a,ﬁ) C Ba(a,r) C B (a,r);c1) Bi(a,r) C

B2 (a, ’I”) .

- | v
a \

S-au reprezentat grafic incluziunile in cazul n = 2.
Exemplul 9.2.2. Se arati cd Va = (a1, ...,a,) € R”, Vr > 0 au loc
n
a) B (a,7) = [[]aj —rya; +r[=]a1 —r,a1 + 7] X Jag —ra2 +7[ X ... X Jap, — 1, an + 7]
j=1
(este un interval deschis n-dimensional centrat in a si de raza r);

n
b) Be (a,r) = I1 laj =705 + 715
]:
(este un interval inchis n-dimensional centrat in a si de raza r);
n

c) S (a,r) =[] {a; —r,a;+r}.
j=1

Exemplul 9.2.3C. Fie Vn € N*. Se arati c& functia

4R xR SR, d(x,y) = 30 o il
este o metricd pe R", dar nu este indusa de nici o norma de pe R”.
Definitia 9.2.2. O multime D C R" se numeste multime deschisd in R™
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dacd D = () sau
dacd D # () si Va € D,3r, > 0 a.d. {x eER™[x—al; 54 < r} CD.

Exemplul 9.2.4. Se reprezinta grafic urmatoarele multimi si, conform definitiei, se observa ca:

A = [0, +00[ x ]0, +-00[-nu este multime deschiss in R?;
B =R x |—1, +oo[-este multime deschisd in R?;
o0
C= +U (Jn,n + 1] x ]n,n + 1])-este multime deschisa in R2.
n=
Teorema %.2.5. (R™,7T) este spatiu topologic. Topologia 7 este formata din toate multimile
deschise in sensul definitiei anterioare, si este indusd si de di, si de ds, si de ds. 7 se numegte
topologie uzuald pe R™.
Definitia 9.2.3. O multime V' C R” se numeste vecinatate in R™ a punctului a € R™ daca
Ir >0 al. {x ERY[Ix—all; 5, < 7'} cV.
Se noteaza cu V (a) multimea tuturor vecinatatilor punctului a € R™.
Exemplul 9.2.5. Se reprezinta grafic urmatoarele multimi si, conform definitiei, se observa ca:
A = [-2,0[ x |1, 3[-este vecinitate in R? a punctului a = (—1,2) si nu este vecintate in R? a
punctului a = (1,0);
Analog, pe baza de reprezentare grafica, se studiaza care dintre urmatoarele multimi

‘ &2 _9:_. @2

~®
~@

B =]—00,0[ x [2,400[; C =]0,2[ x R;
D= {(,y) R (x+ 1)+ (y - 2)° < 13}
E =]-00,0] x [0,3]; F = [0,400[ x |—00, 1]
sunt vecindtiti in R? ale punctului a = (—1,2), respectiv ale punctului a = (1,0).
Observatia 9.2.4. (@n,T) este doar spatiu topologic. Topologia uzualda T pe R este multimea
formatd din toate multimile deschise in R".
(nu se precizeaza aici definitia multimii deschise in R"; nici definitia vecindtitii unui "punct" din

R").
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Exemplul 9.2.6. Se precizeaza care dintre multimile
A =10,+00] x ]0,+00[; B=]0,+00] x R;C = Rx]-1,1]
sunt deschise in R-. Reprezentare grafica.
Exemplul 9.2.7. Se precizeaza care dintre multimile
A=]-24xR;B=R x]-00,0[;C = {(a:,y) cR%a? < y};
D= {(z,y) € R% (z+1)*+ (y — 2)? < 13};
E =]-00,2] X [2,+00]; F = [-2, +00] X [—00, 0]
sunt vecinatiti in R ale "punctului" a = (1, +00), respectiv ale "punctelor" a = (400, —0) ,a =
(=1, —00) . Reprezentare grafica.
Definitia 9.2.4. O multime A C R" este madrginitd dacd poate fi inclusa intr-o sfera deschisa:
Ja € R" si Ir > 0 astfel incat A C {X ER"lx—all; 54 < T}

sau 3M > 0 astfel incat A C {x €ER™[x = Oprnll1 54 < M}

sau IM > 0 astfel incat ||x||, 5, < M,Vx € A.
Numai pentru n = 1, notiunea de marginire coincide cu cea datd in (R, +,-, <,CD) cu inf si sup.
Exemplul 9.2.8. Se studiaz# mérginirea urmitoarelor multimi din R? :

A=[-2,0] x|1,2[; B=10,1] x [1,400[;

C = {(w,y) € R%% +9y? < 1} iD= {(m,y) e R2: 22 < y}
Reprezentare grafici.
Observatia 9.2.5. Pentru definitiile punctelor interioare, exterioare, frontiera, aderente, de acu-
mulare, izolate si a multimilor corespunzatoare-A se vedea Spatii Topologice din Anexa 1.
Exemplul 9.2.9. Se determind inty A, fry A, extxy A, adx A, adx A (4), izx A, At pentru
A C X, unde X = R? este considerat cu topologia uzuali:
a) A= {(m,y) eERL 2224y <lz4+y<l,y> 0};
b) A= {(J;,y) eER%L 22+ <l,z4+y<1ly> 0};
c) A= {(x,y) eRZL 222+’ <lz4+y<l,y> 0};
d) A= {(:z:,y) ER%2?24+ 2 <l,z+y<1l,y>0,z< 1}.

9.3. Siruri de n -uple reale: marginire, limite, siruri Cauchy

Peste tot in aceastd sectiune fie m € N un numér natural fixat ¢i N,,, = {m,m+1,...n,..}
(No =N §i Nl = N*)
Definitia 9.3.1. Se numeste gir de n-uple de numere reale o functie

[Ny, =R f(k)= (m’f, ,xk) .

n

n—upla x* = (m’f, ey a:fl) € R™ se numeste termenul de rang k al sirului (k € N indice de gir, n € Ny
indice de n-upld). Se noteaza girul prin (Xk)k eN. - Se descrie
1
(Xk)keNm s ), (a:’ln"' ,...,xzﬂ'l) e (J:]f, ,:clfl) e

Se numeste subgir al girului (xk) keN,, restrictia functiei f la o submultime numarabild a N,,.
Observatia 2.3.1. Deoarece pentru n > 2 pe R" nu se poate introduce o relatie de ordine totala,
atunci pentru pentru n > 2 nu exista notiunea de giruri monotone de n-uple.
Definitia 9.3.2. Fie (Xk)keNm un sir de n-uple de numere reale. Sirul (Xk)
marginit dacd multimea termenilor girului este marginita in R", adica daca
dM > 0 astfel incat kaHl 900 < M, VE € Ny,.
(toti termenii girului sunt intr-o sferit deschisi de centru @ Rn sirazd M).
Teorema 2.3.1. Fie (xk)

ren,, S€ numeste sir

un sir de n-uple de numere reale
keN,,
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xk = (x’f, ,33,]3) € R™" k € N,, indice de sir, n € Ny indice de n-upld. Atunci urmétoarele

afirmatii sunt echivalente:
(i) (Xk)keNm este sir marginit;

(ii) V5 € {1,...,n} sirul (m?) este sir marginit.
keN,,

Exemplul 9.3.1. Si se studieze marginirea sirurilor
n -1"
a) (Tn,yn) = < D

1 2
) ,Vn € N*:b) (2, yYn, 2n) = <(—n)" 5 n

n2+1’ n?’' n4+1

Rezolvare. S-a renotat la exercitiu indicele de sir cu n.
—1\"
a) (xnayn): < z ( ) >,VTL€N*.

n2+1’
Se descrie girul:

((@nsyn))nen - (1‘23r 1 (_11)1) ’ (22%r 1’ (_21)2> <n2Tjr 1 (_i)n>

(0.4,0.5)

),VneN*.

(0.5,-1)

Sirul ((Zn,Yn))pen- este marginit daca:
e sau multimea termenilor sirului este marginita in R2.
e sau sirurile (), cn+ $1 (Un),en+ SUnt marginite.
Aici
n *

. n+1 n
-monotonia: Tp41 — Ty =

(n+1)24+1 n2+1
=girul este monoton descrescator;

-se reprezinta grafic;

-girul este marginit: 0 < z,, < %,Vn e N*.

_1)»
yn:( ) ,Vn € N*,

n
Deoarece N = {2k; k € N*} U {2k + 1; k € N}, se expliciteaza
l, dacd n = 2k; k € N*
Yn = 111
—, dacin=2k+1;k € N.

<0,Vn € N* =

n
-se studiazd monotonia pe subsiruri si se arata ca
inf y, = —1;3dminy, = —1 = y1;
neN* neN*

—1l.3 -1 _
Sup Yp = 3;3MAX Ty = 5 = Y2.
neN* neN*

-se reprezinta grafic;
-girul este marginit: —1 <y, < %,Vn e N*.
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Atunci sirul ((n, yn)),en+ este marginit: (2, y,) € ]0, %] X [—1, %] ,Vn € N*

Se interpreteaza geometric.

Definitia 9.3.3. Sirul de n-uple de numere reale (xk) are limita x € (@)n, si se noteaza

lim x* = x sau x* — x, dacg
k—o0

YV eV(z),Iky €N, ad VEE N, k> ky =xF e V.
Teorema 9.3.2. (de unicitate a limitei unui sir) Dacd un sir de n-uple de numere reale
(xk)k N, are limita in (R)n, atunci aceasta este unica.

k€N,

Definitia 9.3.4. Sirul de n-uple de numere reale (xk)k cn,, €ste convergent daca are limita in R™.

Sirul (Xk) kN

Teorema 9.3.3. (de caracterizare a convergentei unui sir) lim x* =x ¢ R* &
Ve > 0,3k, € N,,, astfel incat Vk € N, k > k. = ka

: k

Teorema 2.3.4. Fie (x )keNm
xk = (m]f, - xfi) € R", k € Ny, indice de sir, n € Ng indice de n-upla.

Atunci urméatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) (xk)keNm este are limita x = (21, ..., Tp);

. v . R . oL v . N m\ "
este divergent dacd sau nu are limita sau are limita si aceasta este in (R) \ R™.

B XHI,Q,oo <E.

un gir de n-uple de numere reale

i) Vi€ {1,...,n) si 1(’?) limita ;.
(ii) vy € { n} sirul (2] poy,, € limita z;
In caz de existentd, lim x* = ( lim ok, ..., lim xﬁ)
k—o00 k—o0 k—o00
Exemplul 9.3.2. Si se studieze limitele girurilor:
a) (€n, yn) n EDYY v e Nb) (@ pa) " n* eN
T = — n ; x = n ;
n?yn n2+17 n ) ) n’yn 2+(_1)n’ ]_—’]’L ) 2’
(3 &1 N*d s 1 1\" 2m N*-
C) (xn;yn) - n77k2::0H SUAS ) ) (mnaynazn) - \/ﬁ’ + 5 7COS? L E 3

3

1 (_1)71 " *
e) (Tn, Yn, 2n) = <n" n2 ’<7’L—|—1> >,TL€N ;
n2

1
f nyYny <An) = no y T ) -
) (@ns Y, 2n) <2n—|—(—1) n+1'n n) nel

Rezolvare. Am renotat la exercitiu indicele de sir cu n.
Sirul ((zn,Yn))pen- are limita daca girurile (25),,cn+ 81 (Yn)pen+ au limitd. In acest caz

lim (zn,yn) = (hm ZTp, lim yn> .
n—o00 n—00 n—o0

Sirul ((%n, Yn, 2n) ) pen- are limitd dacd sirurile (zn),cns (Un)pene §t (2n)pen+ at limitd. In acest
caz

Hm (2, Yn, 2n) = (lim Ty, lim y,, lim zn) .
n—oo n—oo n—oo n—oo

o n (_l)n *
a) (:Cnvyn)_<n2+17 n ),V?’LGN.
Se descrie girul:

e (7 ) (e o) o (i 58 ) e

— * : —
= 7n2+1,Vn€N :>Elnh_)rgoxn 0.

Tn
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(—1)" .
Yn = ,Vn € N* = 4 lim y, = 0.
n n—00

Deci 3 lim (xp,yn) = (0,0).

Se interpreteaza geometric.

b) (i) = (

Se descrie girul:

n TL2

2+ (-1D)""1 -

),n€N2;
n

e (57 is) (o i) = (s o)

n
= —7,7 No.

oy (—1)n e
Deoarece No = {2k; k € N*} U {2k + 1;k € N*}, se expliciteaza

' dacin = 2k k € N*
1 daca n =2k + 1;k € N*.

Se trece la limita pe subsiruri

o, T2k = U0 = R0 famkenvjutaktiken)

lim zog 1 = lim 2’%1 = +00
k—oo k—oo

Tn

Tp —

multimea punctelor limita ale sirului (zy,),,cy, este

L ((@n)nen,) = {+o0} =

lim x,, = liminf z,, = +00 (cel mai mic punct limitd)
n—00 n—00

lim z,, = lim sup z,, = +00 (cel mai mare punct limita)
n—00 n—00
d lim z, = +oo.
n—oo

n
Yo = —,Vn € Np = lim y, = —oc.
1—n n—oo
Deci 3 lim (xy, yn) = (400, —00) .
n—oo

Se interpreteaza geometric.

3n on1
C) (xnayn) = (Tw?kzo k') , 1 S N )
Se descrie sirul:

3! 1 32 11 3n 1
(@, yn))nen- : <11’ L+ 1!) ’ <22 T 2v> (nn TR

0<3—<3> <<3> ,Vn € N* n > 5; . )
nm n 4 Crit. Clestelui
=
0

3\ "
lim (2) =

3 lim z, = 0.

1 1
yn=1+j+...+—',Vn€N*:>limyn:e.
. n. n—o0
Deci 3 lim (2, yn) = (0,€).
n—oo
Se interpreteaza geometric.
\" 2
d) (xfuyn)zﬂ): <(L/ﬁa <1+> ,COSﬂ-) ,nEN*;
n n

Se descrie girul:
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((Zn, Yn» 2n) ) pens - (%, (1+ %)1 , COS QT”) , (\2/5, (1+ %)2 , COS 27”) e (Wm0, (1 + %)n,cos 27”) -

Ty = Yn,Yn € N* =3 lim z, = 1.
n n—oo
1
yn:<1—|—> ,Vn e N* = lim y, =e.
n n—oo

Zp = cos—ﬂ,n e N* = lim z, = 1.
n n— o0
Deci 3 lim (2, Yn, 2n) = (1,€,1).
n—oo

Se interpreteaza geometric.

Teorema 9.3.5. (operatii algebrice cu siruri convergente) Fie (Xk)
siruri de n-uple de numere reale si A € R.
a) Dacd girurile (xk) pen,, Si (yk) ren,, sunt convergente atunci sirurile (X'C + yk)

ren,, S (yk)keNm doua

keN,, si ()‘ ’ Xk)keNm

sunt convergente. In acest caz

lim (x*+y*) = lim x*+ lim y*si lim (A x¥) = X- <lim xk> :
k—o0 k—o00 k—o00 k—o00

k—o0

b) Daca sirul (Xk) wen,. €ste convergent atunci sirul <ka H1 5 OO) este convergent. In acest caz
m [ keNm

lim x*
k—o0

Jm kaHLQ,oo

1,2,00

Teorema 9.3.6. (criteriul majorarii de convergenta, CS) Fie (xk) un gir de n-uple de

k€N,
numere reale. Daca exista un sir (yk) en,, de numere reale pozitive si o n-upla x € R™ astfel incat
m

{ ka — XH1,2oo < y* Vk € Ny, k > ko,

Jlim y* =0
k—o0
atunci lim x* = x.

k—o0
Definitia 9.3.4. Sirul de n-uple de numere reale (xk) wen,. este gir Cauchy (sir fundamental) dacd

Ve > 0, 3k. € N, astfel incat Vp € N*,Vk € N,,,, k > k. sa rezulte ka“’ - kal 0 oo < E-
Teorema 9.3.7. (Criteriul Cauchy de convergenta a sirurilor de n-uple de nr. reale,

CNS) Sirul de n-uple de numere reale (xk) wen,. este sir convergent < este gir Cauchy.

©9.4. Serii de n-uple de numere reale
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10. Limite de functii f: Acr" - rRr fnac A

Se va studia notiunea de limita pentru functii definite pe multimi din R™,n € N* cu valori in
RP p € N* in urmatoarele situatii:
elimita unei functii reale de o variabila reald f: ACR —Rinac A :
Vee ACR, f(z) =y eR.
elimita unei functii cu valori reale de n variabile reale (de fapt cu variabila o n-upld) (camp scalar)
fACR" R, neNinaec A :
conventie
Vx = (21,...,xn) € ACR™, f(x) = f((z1,..0,2p)) = f(z1,.0,2n) =y €R.
elimita unei functii cu valori vectoriale (cu valori p-uple) de o variabild reald f : A C R — RP,
peEN*inaec A :
Vee ACR, f(z)=(fi(x),.... fp(x) = (y1,...,yp) € RP.
elimita unei functii cu valori vectoriale (cu valori p-uple) de n variabile reale (cu variabila o n-upla)
(camp vectorial) f : ACR" - RP, neN'sipeN*inaec A :
VX = (21, . 2n) € ACRY (%) = f (@1, 0 zn)) = f (21, 00y ) =
=(fi(z1,0szn), o fp (21, 0s2p)) = (Y1, ..., Yp) € RP.
Euristica. A. Din tabelul urmator (cu valori ale f (z,y)), se observa ca functia

T
f:DgRQ_)Raf(xvy):ma undeD:R2\{(an)}v

are proprietatea cd, dacd (z,y) "se apropie" de (0,0), atunci si f (z,y) "se apropie" de numarul 0.
x\y —1.0 —-0.5 —-0.2 0 0.5 0.2 1.0
—1.0 | —0.500 | —0.800 | —0.962 | —1.000 | —0.800 | —0.962 | —0.500
—0.5 | —0.100 | —0.250 | —0.432 | —0.500 | —0.250 | —0.432 | —0.100
—-0.2 | —=0.007 | —0.027 | —0.100 | —0.200 | —0.100 | —0.027 | —0.007

0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.2 0.007 0.027 0.100 0.200 0.100 0.027 0.007
0.5 0.100 0.250 0.432 0.500 0.250 0.432 0.100
1.0 0.500 0.800 0.962 1.000 0.800 0.962 0.500

Din tabelul urméator (cu valori ale f (x,y)), se observa ca functia

FiDCRE=R, f(z,y) = Tz? unde D = R2\ {(0,0)},

are proprietatea ca, dacd (z,y) "se apropie" de (0,0), atunci si f (z,y) "nu se apropie" de niciun
numar.

z\y | —1.0 —-0.5 —0.2 0 0.2 0.5 1.0
—1.0 | 0.000 0.600 0.923 | 1.000 | 0.923 0.600 0.000
—0.5 | —0.600 | 0.000 0.724 | 1.000 | 0.724 0.000 | —0.600
—0.2 | —0.923 | —0.724 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | —0.724 | —0.923
0 —1.000 | —1.000 | —1.000 —1.000 | —1.000 | —1.000
0.2 | —0.923 | —0.724 | 0.000 | 1.000 | 0.000 | —0.724 | —0.923
0.5 | —0.600 | 0.000 0.724 | 1.000 | 0.724 0.000 | —0.600
1.0 0.000 0.600 0.923 | 1.000 | 0.923 0.600 0.000
B. O functie f: D C R? — R are graficul Gy = {(z,y,2) € R3; (z,y) € D,z = f (z,y)},
care se poate reprezenta, cu ajutorul calculatorului, in R3.
Grafic, se observa ca functia
x

f:R2\{(0?0>}_>va(m7y):W

are proprietatea ca, daca (z,y) "se apropie" de (0,0), atunci si f (x,y) "se apropie" de 0.

3
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Grafic (cu grafic "marit in apropiere de" O (0,0,0), reprezentat in fereastra din dreapta), se

observa ca
2 2

fRA{(0,0)} =R, f(r,9) = 5

are proprietatea ca, daca (z,y) "se apropie" de (0,0), atunci si f (z,y) "nu se apropie" de niciun
numadr, are "oscilatii" mari raportate la cota.

Observatiile anterioare conduc la urmatoarea definitie, datd in cazul general:
Definitia 10.1. Fie f: ACR"® - RP, ac A’ CR". Functia f are limita 1 € R” in punctul a si se

noteaza lim f(x)=1daca
x—a,xXEA

VVeVv(1),3U =Uy eV(a)al Vxe ANU,x#a= f(x)eV].
Daci existi, 1 € R” se numeste limita (globald a) functiei f in a.
Teorema 10.1.(de caracterizare a limitei) Fie f : A CR" — RP, a = (aq,...,a,) € A NR".
Sunt echivalente afirmatiile
(a) (definitia limitei cu vecinatati 10.1) Elx_}aigleAf (x) =1€RP

(b) (caracterizarea € —¢) [Ve > 0,30 =6 (¢) > 0 a.l. Vx = (21,...,2p) € A cu ||x — al|gn < d(este
suficient |1 —a1| < 6,...,|zy —an| <0),x #Fa= || f (x) — 1|z, <€l
(c) (caracterizarea cu siruri) [V (x¥)

(a1, ..y ap) = klim f (x’f, ,xfl) =1].
— 00
Observatia 10.1. Se reformuleaza teorema de caracterizare pentru
A) f: ACR?2 - R, a=(ar,az) € A’,a € R% Sunt echivalente afirmatiile

(a) (definitia limitei cu vecindtati) 3 lim flz,y)=1€eR
(z,y)—(a1,02),(z,y)€A
(b) (caracterizarea e — §) [Ve > 0,36 =d (¢) > 0 ad. V(z,y) € A\ {a} cu

|z —a1| <0sily—as] <d=|f(z,y) =1 <eg].

(c) (caracterizarea cu siruri) (se renoteaza cu n indicele de gir)
[V ((*n, Yn) ) pen,, un sir de perechi de numere reale din A\ {a}, cu
nh_)rgo (SUn, yn> = (ala a2) = nh—{go f (xm yn) = l]

ken,, UL Sir de n-uple reale din A\ {a}, cu klirgo (:c’f, xk) =



Gabriela Grosu / Analiza matematica 13

B) f: ACR? - R, a= (a1,as,a3) € A’,a € R3. Sunt echivalente afirmatiile
(a) (definitia limitei cu vecindtati) 3 lim f(z,y,2)=1€R
(z,y,2)—(a1,a2,a3),(z,y)€A
(b) (caracterizarea e — §) [Ve > 0,36 = (¢) > 0 ad. V(z,y,2) € A\ {a}, cu
|z —a1] <0,y —az]| <9d,|z—a3| <d=|f(z,y,2) — | <eg].
(c) (caracterizarea cu siruri) (se renoteaza cu n indicele de sir)
[V (%05 Yns 2n) ) pen,,, un sir de triplete de numere reale din A\ {a}, cu

lim (zn, Yn, 2n) = (a1,a2,a3) = lim f (2, Yn, 2n) =]
n—oo n—oo

Exemplul 10.1. Sa se arate ca
z?y + ya® 23 4P 4 2B
a li 34 2zy) =9;b — =0 li T
) () (13) (3 +2a) ) () m(00) 22+ 32 (a2 (1,1,1) T2+ 42 + 22
Rezolvare. a) Fie f : R? — R, f (z,y) = 3 + 2xy. Graficul functiei,
Gr={(z,y,2) € R* 2z =3+ 2y},

se reprezintd ca o suprafatd in spatiu.

Se alege A = R? gi se observi ci a = (1,3) € A'.
Se studiaza daca (z,y) — (1,3) = f (z,y) — 9, adica EI( %intl 3 flzy) =9«
I?y — b
[Ve > 0,30 =3 (e) > 0 ad. V(z,y) € R\ {(1,3)} cu
lr—1]<dsijly—3]<d = |f (z,y) —9| <e ]

~~

(z,y) este in o vecinatate a lui (1,3) f(z,y) este in o vecindtate a lui 9

f(x.y)
1

Fie Ve > 0. Se cautd § = § (¢) > 0 a.i. ¥ (x,y) € R?\ {(1,3)} cu
|z — 1| < & si|y — 3| < ¢ s rezulte
7 e.) — 0] = [3-+ 20y — 9] = 2y — 3] = 2|(x — 1) (y~3) +3(x ~ 1) + (y ~ 3)| <
"se scapa" de z,y
<2(z—1]-ly—=3]+3lz—1|+ |y —3|) < 2[0-0+35+0] <e.
ramane &

modul 1. Se cautd 6 = d () > 0 a.i.

FP4+46-5<0s6e€]-2—/1+5, -2+ /4+5[,adicdai 0<d < -2+ ,/4+5.
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Din Teorema de densitate a R in R, intre numerele reale 0 §i —2 + /4 + 5 exista un astfel de
0. Se poate alege, de exemplu, § = % (—2 + /4 + %) .

modul 2. De mentionat ca, deoarece § (¢) este "razi" pentru o vecinatate a punctului (1,3), se
poate cauta chiar i § = d (¢) € ]0, 1] a.i.

§2<45, pentru 6€]0,1]
256+ 36 + 0] < 2(5+35+06) = 105 < .

Din Teorema de densitate a R in R, intre numerele reale 0 si {5 exista un astfel de 6. Se poate
alege, de exemplu, § = min {%1%, 1} .q.e.d.
:U2y + :ch2
224 y?

b) Fie f: D CR? - R, f (z,y) =

unde D = {(z,y) € R% (z,y) # (0,0)}.

Se alege A =R2\ {(0,0)} = D a.i. a=(0,0) € A

2 2

Se studiaza daca 3 lim %
(z.y)—(0,0) =% +y

[Ve > 0,30 =3 () > 0 a.d. V(z,y) € R?\ {(0,0)} cu
[z —0[<dsily—0<d=|f(z,y) —0] <el.

=0&

vec. a (0,0) vec. a 0

f(x,y)

Fie Ve > 0. Se cautd 6 =6 (¢) > 0 a.i. V(z,y) € A\ {(0,0)} cu
|z —0] < §sily—0] <d s rezulte
modul 1.(folosind % < 1,Vu > 0,v > 0)

2 2 2 2 " a
:ny+xy T se scapa" de z,y
|f (z,y) | 22 + 12 ‘—$2+y2 |y|+l‘2+y2 ] rdméne & *

Deci se cautd § = 0 (¢) > 0 ad. 0 < 20 < e. Din Teorema de densitate a R in R, intre numerele
reale 0 si ¢ existd un astfel de §. Se poate alege, de exemplu, § = §.
modul 2.(folosind u? + v? > 2 |u| - |v|, Vu,v € R)
2 2 2 2 2 2 " L
Yy + 2y € -]y|+\x|-y x |y’+|x‘y 1 se scapd" de z,y
[f (z,y) =0l = | —5—5-—0 < =5 (Jz[+1y) <
2% 4y w? + 32 21| - |yl ?
$(0+6) <e.

ramane 0
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Deci se cautd d = ¢ (¢) > 0 a.l. 0 < § < . Din Teorema de densitate a R in R, intre numerele reale
0 i € existd un astfel de §. Se poate alege de exemplu, § = 5557-

3
c) Fief:DCR3—>R,f(:c,y,z):m, unde D = {(z,y,2) € R3; (z,y,2) # (0,0,0)} .

Se alege A =R3\ {(0,0,0)} =D ai. a=(1,1,1) € A".

Se studiaza daca 3 lim # =1
(#,y,2)—(1,1,1) +y +z

Ve > 0,30 =0 (¢) >0 al V(z,y,2) € A\ {(1,1,1)} cu
le—1]<d,|ly—1|<dsgi |z—1]<d= |f(x,y,2)— 1] <e].

(z,y,2) este in o vec. a (1,1,1) f(z,y,2) este in o vec. a 1
Fie Ve > 0. Se cautd § =6 (¢) > 0 a.d. V(z,y,2) € A\ {(1,1,1)} cu
|z —1| <6, |ly—1] <0 si|z— 1] <0 sa rezulte

|f($yz)—1|:M_1: $2($—1)+y2(y—1)+z2(z—1)
o a? +y? + 22 21t
z? y? 5
S any e LA U s s Ut e sy e it

"se scapd" de z,y,z,raméane &
1-6+1-0+1-d<e.
lx—1]|<d,|ly—1|<é,|z—1|<d

Deci se cautd § = §(¢) > 0 a.i. 0 < 35 < &. Din Teorema de densitate a R in R, intre numerele
reale 0 §i § existd un astfel de §. Se poate alege, de exemplu, 6 = g.

OObservatia 10.2. Pentru a € A’ a € ( ) sile ( ) Teorema 1, (b), se poate reformula, uti-
lizand definitia vecingtitilor pentru —oo, +00 in R. De exemplu pentru f : ACR?2 = R, f (2,y) =

a) 3 lim f(z,y) = +oo &
(z,y)—(a1,a2),(z,y)EA
Vo> 0,30 =d(a) >0ai V(z,y) € AculS |z —a1] <6,0S ly—az] <d= f(x,y) > al
) (Iﬂy)ﬁ(ahaz),(m,y)eAf( v)
Vo< 0,30 =d(a) >0ai V(z,y) € AculS |z —a1] <6,05 ly—az] <d= f(z,y) <al
) (967y)—’(a17—00)7(:c,y)6Af( y)
Ve > 0,301 = 01 (e) > 0,38y = By(e) < 0al V(r,y) € AculS |z—ai| <,y < By =
‘f(%y) - l‘ < 8].
) (Jf7y)—>(+oo,a2),(az,y)6Af( y)

Ve > 0,368, = B1(e) > 0,352 = d2(e) >0 ad V(r,y) € Acuzx > ,0S ly—az < d =
|f (xvy) - l| < 5]'
s.a.m.d.
De mentionat cd 31 = 3, (¢) > 0 este "mare, spre +-00", iar §2 = d2 (¢) > 0 este "mic, spre 0".
OOQObservatia 10.3. Pentru a € A’ a € (R)n sil e (]R)p, Teorema 1, (c), se poate reformula,
utilizadnd definitia limitei girurilor in (R)n De exemplu, pentru f : A C R? — R, f (z,y) =
renotand cu n indicele de sir,
a) 3 lim [ (z,y) = +00 & [V ((Zn, Yn))pen, un sir din A\ {a},
(z,y)—(a1,02),(z,y)€EA "
cu lim (zp,yn) = (a1,a2) = hm f(xn,yn) = +o0]
B)3 . lm f (@) = 00 & [7 (2n hn))ne, wn siv din A\ {a}
(zy)—(a1,a2),(z,y)€EA "
cu lim (zp,yn) = (a1,a2) = lim f (T, yn) = —00].
c) 3 lim f(z, y) g, ceRe [V((:cn, Yn))nen,, Un gir din A\ {a},
(mvy)g’(al’foo)v(zvy)eA "
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cu lim (zpn,yn) = (a1, —00) = lim f(xn,yn) =1].
d) J lim z,y) =l e R & |V((Tn,yn)), un gir din A\ {a},
)57 dm e 9 (@0, Der, 1 it din A {a)
cu lim (zp,yn) = (+00,a2) = lim f(x,,yn) =1]. s.a.m.d.
n—oQ n—oo

Teorema 10.2. (proprietatea de unicitate a limitei)

Fie f: ACR" - RP,ac A,ac (R)n Daca 3 lim Af( X) € (R)p, atunci aceasta este unica.
xX—a,xec

Corolar 10.1. (criteriul de inexistenta a limitei cu siruri)

Fie f: ACR" - RP,ac A,ac (R)n Daca

L in R™

3 (xk)keN un sir de n-uple reale din A\ {a}, cu lim x* "= a,
m k—o0
~k . . . ~f in R"
3 (x )keNm un sir de n-uple reale din A\ {a}, cu klirrolox = a

~

a.l.

esau unul din girurile (f ( )) ( ))keN _nuare limita;

.
esau ambele siruri (f (X ))keNm ( (X ))keN au limitd, cu
in RP

hmf( )m—Rl hm f(k) l§117é1
atunciﬂ hm f(x).

x—a,x€A
A se vedea Criteriul reformulat pentru p =1 gi n = 2,3 in Seminar.

Definitia 10.2. Fie f : ACR" - RP, ac A’ a € R". Fieh € R"\ {0rn} o directie in R". Functia
f are limita 1 € RP in punctul a dupd directia h daca

AU € Vr(0)ai VteUcua+the A =, I[i)r?Uf(a—Fth) =1].

—0,te
Daca exista, 1 € RP se numegte limita functiei f in a dupa directia h.
Teorema 10.3. Fie f : ACR" - RPgiae A,a € R" Dacd 3 lim Af( x) =1 € RP atunci,
X—a,Xec

pentru Yh € R™ \ {0~} directie in R", H%ir%f (a+th) =1€RP.
Corolar 10.2. (criteriul de inexistenta a limitei cu limita dupa directii)
Fie f: ACR" - RP, aec A’ CR". Daci

e sau dh € R" \ {Orn} directie in R™ pentru care ﬂ}ir% f(a+th);

e sau Vh € R" \ {fgn} directie in R", 3 %in(l) f (a+th), dependentd de h;

atunci 7 lim Af( X) .
X—a,Xxe

Teorema 10.4. Fie f : A C R” — RP, f(z1,...,zp) = (fi(21,..;2n), ..., fp(@1,...,2,)) sl @ €
A'lae (R)". Atunci EI lim Af(x) =le R, 1=(l1,...lp) &
—a,xe€
3 lim  fi(x) = zi €R,Vi e {1,...,p}].

x—a,xcA

Exemplul 10.2. Sa se arate ca
2 _ ot — 22%y + ¢? z
a lim ; lim ——"—:c lim —.
) ﬂ 29)—(0,0) 2% + y? y2 k) ﬂ zy)—00)  zt4y? ) ﬂ(x,yw(o,o) at 4y

Rezolvare. a) Fie f : R?\ {(0,0)} — R, f(z,y) = v -y

Graficul functiei este reprezentat in Euristica.
Fie A =R?\ {(0,0)}. Se observi ci a = (0,0) € A, deci are sens studiul limitei.
modul 1. (cu giruri) Se alege:
o (zn,yn) = (£, 1),Vn € N* gir de perechi din A\ {(0,0)} astfel incat HILIEO (Tn,yn) = (0,0). Se

observa ca



Gabriela Grosu / Analizd matematica 17

()~ ()

T e =0 i f (@) = Jim 0 =0.

f (xm yn) =

—
S (S
SN—
—~
S| |3
S—

1,1)

(0,0)

o (Tp,yn) = (%, %) ,Vn € N* gir de perechi din A\ {(0,0)} astfel incat nlLH;o (Tn,Yn) = (0,0). Se

observa ca

) Nl ) MR Bt P S
n n
1,2)
O 40
0,0 |
:1:2 _,y2

Cum 0 # =3 = i el
w073 ﬂ(a:,y)lﬂnio,o) 22 412
Comentariu. Se putea alege si:
(FnyTn) = (£,0),Yn € N* cu lim f (Fn,9n) = 1 #0.
n—oo
(Fns¥n) = (0, 1) ,¥n € N* cu lim f (Fn,Pn) = —1 #0.
n—oo
(@n, ) = (o 72) , ¥n € N" cu im f (&0, Gn) = 1 #0.
Daca se alegea

(TnyUn) = (%, %H) ,Vn € N*, cu nlLH;Of (Zn,Yn) = 0 = 0, nu se putea aplica pentru aceasta

functie criteriul.
modul 2. (cu limite dup4 directii, dac este posibil) Se alege Vh = (hy, ho) € R2\ {(0,0)} o directie

in R2. ) )
. conventie . . (thl) — (thQ)
37 1 0,0) +t(h1,h = 1 thy,the) = 1 R L ke
t—>(1)],:1151€Uf (( ’ )+ ( 1 2)) (()):() t—>(l)flrf1€Uf( 1, 2) t—>(1)g1€U (th1)2 + (th2)2
h? —h2  h?— hZ
= 1 1 2 1 2 V(hl, hg)

=, o oeT 9 2 127
t—>0,tEU hl + h2 hl + h2
=-exista limita functiei f in (0,0) dupa directia oarecare h, dar este dependenta de directia h
aleasd = nu existd limita globald a functiei f in (0,0).
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zt — 222y + y2_

9

b) Fie f: R2\ {(0,0)} = R, f (z,y) = P

Fie A =R2?\ {(0,0)}. se observa c& a = (0,0) € A’, deci are sens studiul limitei.
= (0,0). Se

11

modul 1. (cu siruri) Se alege
® (zn,yn) = (%, 1) ,Vn € N* gir de perechi din A\ {(0,0)} astfel incat lim (zn,yy)
n—oo

1-2 2
ﬂzl_

observa ca (1)4 (1)2 1) (1)2
L)% g (Ly=(1y 4 (1 1—2n+n? . _
n n
1,1) T1
n: 0
(0,0)
= (0,0).

1 ('%/na gn) = (%7 #

Se observa ca

),Vn € N* sir de perechi din A\ {(0,0)} astfel incat lim (Z,,7n)
n—oo

1\4 1\2 (1)\2 1\4
( ) 2(n) (n) + (n) =0= lim f(%nagn) = lim 0 =0.
n—00 n—00

1.1)

(0,0)

xt — 222y + o2

Cum 1#0= li
w17 33(oay)lin(om wt 4y
modul 2. (cu limite dup# directii, dac# este posibil) Se alege Yh = (h1, ho) € R?\ {(0,0)} o directie
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in R2.
. nventi . . th1)4 -2 (th1)2 (th2) + (th2)2
3?7 lim 0,0) + ¢ (h1, ho)) "8 lim  f(thy,the) = lim ( —
t—0,telU 1((0,0) (h1, h2)) ((N=0) tHO,tEUf( 1 ths) t—0,teU (th1)4-|—(th2)2
t212h} — 2th3hy + h3  h3
= lim =1
Tioeu 2 2R+ R2 B2 ¥, o)

=existd limita functiei f in (0,0) dupé orice directie h, si are valoarea 1, independenta de
directie= se poate si existe limita globald a functiei f in (0,0) si ar avea valoarea [ = 1. Nu se
va putea demonstra cu acea caracterizare € — § ca limita globala exista gi ar avea valoarea 1, deci
singurul mod de studiu aplicabil aici raméne modul 1.

c) Fie f:R*\{(0,0)} = R, f (z,y) =

x .
xt + 92’

Fie A =TR?\ {(0,0)}. se observa c& a = (0,0) € A’, deci are sens studiul limitei.
modul 2. (cu limite dupa directii, daca este posibil)
Fie Yh = (h1, ho) € R2\ {(0,0)} o directie in R2.

. nventi . thl)
3?7 lim 0,0) +t (h1, h2)) ™Y Yim  f (thy, th lim (—=
ity T OOt (s h)) (o2 iy T R the) = e o+ (1)
= lim i —hl
t—0,teU 12 12 - hi+ h3’
1 1
Cum lim -~ =-oosi lim - =4oc0o=73 lim -
t—0,t<0 ¢t t—0,t>0 ¢ t—0,teU t

Deci nu exista limitei functiei in (0,0) dup# nici o directie din R? h cu hy # 0.
=nu existd limita globald a functiei f in (0,0), adicd #  lim ———
0.0 ()= (00) =4 +y*

3

Exemplul 10.3. 54 se studieze daca exista  lim ———.
z,9)—(0,0) T2 + y?

3
Rezolvare. Fie f : D CR? = R, f (z,y) = 332:5—_“;2, unde D = R?\ {(0,0)};

Graficul functiei este reprezentat in Euristica.

Fie A = D. se observd cd a = (0,0) € A’. Are sens si se studieze daci El( %irr%O 0 f(zy).
x7y - b

FEtapa 1. Se intuieste o valoare posibila a limitei globale, dacd aceasta ar exista.

Modul 1.-cu siruri. Se alege un gir

o (zn,yn) = (£,1),Vn € N* gir de perechi din A\ {(0,0)} a.d. lim (z,,y,) = (0,0). se observa
n—oo

ca 5
(1) 1 n? 1~
f (:Emyn) = m = ﬁ 7 = hm f (mmyn) - nh—g)lo% 0.
n n -
= se poate s& existe limita globald a functiei f in (0,0) si ar avea valoarea 0.

modul 2. cu limite dupd directii. Fie Vh = (hq, hz) € R%\ {(0,0)} o directie in R2.
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nventi th )3
37 1 0,0) + £ (hy, hy)) OHLHC the the) — T Gh)T
gty T (OO R2)) S o2 ey T O t) = R Gy + (tha)?
3 3
= lim L =0,V (hy, he)

T t0,teU 2 h3 + h2

=-exista limita functiei f in (0,0) dupa orice directie h, si are valoarea 0 = se poate si existe
limita globali a functiei f in (0,0) si ar avea valoarea [ = 0.
Etapa 2. Se studiazi existenta limitei functiei in (0,0) cu definitia (caracterizarea € — 9).

gy Y =0

[Ve > 0,35 = ¢ (¢) > 0 astfel incat, V(z,y) € A\ {(0,0)} cu0<|z—-0/<dsi0<]y—0] <o
sa rezulte |f (z,y) — 0| < ¢].

Fie Ve > 0. Se cautd 0 = 0 () > 0 astfel incat, V(z,y) € A\ {(0,0)} cu 0 < |z —0] < I si
0 < |y — 0] < ¢ s rezulte

3 2 " g
z T se scapa" de z,y
f (@) | 22 + y2 $2+y2| [< 1zl rimane &

Deci se cautd 6 = 0 (¢) > 0 astfel incat 0 < § < . Din Teorema de densitate a R in R, intre
numerele reale 0 si £ existd un astfel de . Se poate alege, de exemplu, 6 = £

5
3
DeCi 3 lim 5 9 =
(z,9)—(0,0) T + Y
Definitia 10.3. Fie f : A C R" — RP, f(x1,x2,...,x,) = ... o functie vectoriald cu "n variabile"

reale x1,xg, ..., z, (variabild o n—upld).

Daca pentru f se considera, de exemplu, xo, ..., z, fixe, atunci f devine functie de o singura
variabild, anume z;. In acest mod se poate considera f ca functie de orice variabild z;, celelalte
variabile 1, ..., %;—1,Zi+1, ..., Tn, fiind considerate fixe.

Daca se va considera limita partiald a functiei f in raport cu variabila x; in a;,

lim (xl, Ty euny xn) = f* (1‘1, ey Lj—15 Agy Tjg 1y oy $n)

Ti—a;
atunci valoarea limitei, f* (z1,...,z;—1,ai, Tit+1, .., Tn) , este functie de cele n — 1 variabile, consid-
erate fixe. Pentru noua functie f* se poate considera limita

le-ilillj f* (1‘1, cees i1y Ay Lit-15 +-+5 l‘n) = arjl-ilillj x}g}h f(xlv L2y eey 33”) 5
valoarea ultimei limite fiind o functie de n — 2 variabile; aceasta se numeste limita iteratd a functiei
f in ordinea wx;, z;. Operatia se poate continua cu toate variabilele lui f.

Exemplul 10.4. Fie f : R2 = R, f (z,y) = 2% + Txy. Atunci

x variabild de trecere la limita

lim f (z,y) = lim (2% 4 Tzy) 147y
z—1 z—1

lim (lim f (:L',y)) = lim (1 + 7y) = 22.
y—3 \z—1 y—3

. . 2 y variabild de trecere la limita o

lim f (z,y) = lim (22 + Tzy) = x + 21z
y—3 y—3

i (Jm 1) = Iy 2 4 210) = 22
lim z,y) = 22.
(z,y)—(1,3) fe)
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AAAA

Teorema 10.5. Fie f : ACR" - RPgsiac A',ac (R) Dacdd lim f(z)=1¢€ ( P g exista

r—a,r€A

olimitd iteratd lim ( lim f(z1,x2,...,2y) | atunci existd gi limita iteratd lim ( lim f(x1,29,...,2y,)
T;—a; \ Ti—a; Ti—a; \T;—a;

si cele doua limite iterate sunt egale, si egale cu limita 1.
Observatia 10.4. Daca limitele iterate intr-un punct existda si sunt egale, nu rezultd ca exista
limita functiei in punctul respectiv.

Exemplul 10.5. S& se studieze daca exista limitele iterate gi limita globala in origine pentru functia
Yy
:DCR?—R = ———, unde D =R?\ {(0,0)}.
a)f = - 7f(x7y) $2+y2,une \{(7 )}
b) f: DCR? =R, f(z,y) :;vsin% +ysin 2, unde D = R?\ {(0,0)}.
2
7Yy
:DCR? >R, f(z,y) = ——, unde D = R%\ {(0,0)};
C)f = - 7f(l'y) x4+y2’une \{(a )}

Rezolvare. a)f:D§R2—>R,f(x,y):% unde D = R2\ {(0,0)}
x

A A

eLimitele iterate in (0,0) sunt

xy y este var. de trecere la lim .. z este var. de trecere la lim
lim hm f(x,y) ) = lim | lim — = lim (0) =
z—0 z—0 \y—0 I +y z—0
0,
z x este var. de trecere la lim 1. este var. de trecere la lim
lim (hm f(z,y) ) lim ( lim — i h—— lim (0) * =
y—0 y—0 \z—0 T +y y—0
0.

o Limita globald in (0,0). 37  lim —"7.
(2.0)—(0.0) 22 + 2

Fie A = R?\{(0,0)}. Se observi cia = (0,0) € A’. Are sens s se studieze daca 3 ( l)irrh) 0 f(zy).
x7y — b

FEtapa 1. Se intuieste o valoare posibila a limitei globale, dacd aceasta ar exista.
modul 2. cu limite dupd directii. Se studiaza existenta limitei functiei in (0,0) cu directii.
Fie Yh = (h1, ho) € R%\ {(0,0)} o directie in R2.

conventie

: (th1) (the)
37, lm F((0.0) +t (k. onelm F(thythy) = lim  —— W2
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. t2 hihg hihs
= lm o e = s
t—0teU t= hi +hy  hi+ h;
Pentru fiecare h = (hq, h2) o directie in R?, obtinem cate o valoare a limitei anterioare. Conform
Teoremei 4, era necesar ca limita anterioarad sa aiba aceeasi valoare pentru orice directie

VI o C o .y . Ty
=nu existd limita globala a functiei f in (0,0), adica lim ———.
g piel 7 n (0,0) ﬂmwammx2+y2

Observatie. Etapa 1 putea fi completata cu
sau modul 3. Se poate studia existenta limitei functiei in (0,0) cu directii particulare, de forma
y = Az, A € R*.

. xy ) x (A\x) ) A A
lim 5 = lim —— 5 = lim 5 = 5

(2,y)=(0,0)y=dz = + Y= (2,9)—=(0,0)y=Az 22 + (A\x) (z,9)—=(0,0),y=xz 1 + A 1+ A
Deoarece limita anterioara nu este un numér independent de A, ci pentru fiecare pantd A a dreptei
pe care (z,y) se deplaseaza spre (0,0) obtinem cate o valoare a limitei

=nu existd limita globald a functiei f in (0,0), adici #  lim %

(z,9)—(0,0) = + Yy

sau modul 4. Se poate studia existenta limitei functiei in (0,0) cu siruri particulare, care tind la
(0,0) pe o dreaptd de panta A € R*. Se alege

(T, yn) = (£, %) ,Vn € N* giruri de perechi din A ai. lim (x,,y,) = (0,0). se observa ca
() (2) A A 4
nyYn) = a n = = i nyYn) = li = '
o) = s = o i ) = i, s =

Deoarece limita anterioard nu este un numar independent de A, ci pentru fiecare sir ((zn, Yn)),cn-
se obtine cite o valoare a limitei dependenta de panta dreptei pe care sirul se deplaseaza spre
origine

VR 9 .. .o . Ty
=nu existd limita globala a functiei f in (0,0), adica lim .
i biel £ 1n (0,0) ’ (2,9)—(0,0) 2% +

b) f:DQRQH]R,f(:L‘,y):xsin%jtysini,undeD:RQ\{(O,O)}.

Limitele iterate in (0,0).

lim f (z,y) = lim <a: sin £ 4 ysin l)—nu existi= 3 lim <lim (m,y)) .
z—0 z—0 Y z

y—0 \z—0
lim f (z,y) = lim (zsin 1 + ysin l)—nu existd= # lim ( lim f (z,y) ) .
y—0 y—0 Y r

z—0 \ y—0
Limita globald in (0,0).

Se arata direct ca EI( %m%o 0 (ac sini + ysin %) = 0 cu definitia (caracterizarea ¢ — ).

x’y i )
( l)iH%oo)f(x’y) =0« [Ve > 0,30 = 0(e) > 0 astfel incat, V(z,y) € A\ {(0,0)} cu 0 <
m7y - k)

|zt — 0| <dsi0<]|y—0| <0 sdrezulte |f (x,y) — 0] < g].
Fie Ve > 0. Se cauta 6 = 0 () > 0 astfel incat, V(z,y) € A\ {(0,0)} cu 0 < |[z—0] < I si

0 < |y — 0] < ¢ s rezulte
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.1 .1 "se scapd" de x,y
Slng’—l—]y\-‘smg}glx\—{—]y\ < d+d<e.
ramane &

Deci se cautd § = 6 (¢) > 0 astfel incat 0 < 20 < e. Din Teorema de densitate a R in R, intre
numerele reale 0 si ¢ exista un astfel de J. Se poate alege, de exemplu, § = 7.

i (ssing +ysin}) =0,
2

c) f:DQRQHR,f(:U,y):ﬁ, unde D = R?\ {(0,0)}.

< 2]

z,y) — 0| = |zsin i + ysin L
Yy x

Limitele iterate in (0,0).

=0= lim (hm (x,y)) = lir%O =0.
y—)

. o
lim f (2,y) = lim — T+ o
. 2ty . . N

ggrg)f(w,y)—?}grg)m—orﬁlgb limy f (2, y) | = lim 0 =0.

Limita globald in (0,0).

2

Daca se trece la limitd spre (0,0) pe parabole de parametru m,z* = my =
2
- : z7y : (my)y . m m
lim z, = lim =1 —_— = = )
(,y)—(0,0) fey) (@y)=00) 2 + 3% y=0 (my)® +y2 voomP+1 m?+41
x2=my x2=my

deci limita este diferitd pe parabole diferite=-limita globald nu exista.

OExemplul 10.6. Si se studieze daci urméitoarele limite existd, si daci da, si se determine
valoarea lor

72 y?
a) lim ; b) lim 5
(z.y)—(+00,400) T+ Y (z.y)=(+00,—00) T + Y
2
x

Rezolvare. a) lim ;
(z.y)—(+00,400) T+ Y

2
Fie f: DCR? =R, f(z,y) = ::_ ,unde D = {(z,y) e REz+y #0}.
rTy

Se alege A = {(z,y) e R*;z+y >0} ai a = (+oo0,400) € A'. Are sens si se studieze daci

3 lim f(z,y).
(z,y)—(+00,+00)

Etapa 1. Se intuiegte valoarea limitei functiei in (400, 4+00) cu siruri. Fie
(Tn,yn) = (n,n),¥n € N* gir de perechi din A a.i. lim (z,,y,) = (+00,400). se observa ci
n2 ' ' n2 n—oo
f(@n,yn) = ntn = nlggof(xn:yn) = nhjgo% = +00.
= se poate sd existe limita functiei f in (400, +00) si ar avea valoarea +oc.
In etapa 1’ s-a ardtat ci numai pentru un §ir ((Zn,Yn)),en+ CU limita (4+00,400) rezultd ci
nlin;of (Tn,Yn) = 400, si nu pentru toate girurile din A, cu limita (+00,400). Deci nu se poate
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w2

aplica Teorema 2 = nu se poate afirma sigur ca lim =0
2,y)—(+00,+00) T + Y

Etapa 2. Se studiaza existenta limitei functiei in (400, +00) cu definitia (caracterizarea € — 9).

o) l(im )f (z,y) = 400 & [Va > 0,36, =B, () >0, 3y = Py (g) > 0,ai. V(z,y) € A cu
x,y)— (400,400

x > [y iy > By sa rezulte f(x,y) > a]
Fie Yo > 0 (mare spre +00, ca si razé" a unei vecinatiati "punctate" pentru +00). Se cauta
= €) > 0 (mare spre +o00, ca si "raza" a unei vecinatiti "punctate" pentru +o00), se cauta
B4 Bl( ) p ) S 11 °p p )
By = By(e) > 0 (mare spre 400, ca gi "razid" a unei vecindtdti "punctate" pentru +oo), a.d.
V(z,y) € Acux > siy > [y si rezulte

fl,y) =
’ T+ Y rdmane 61,5,
Se intuieste ca
-sau nu se gtie o majorare, inainte de a scrie ... > a.

T "se scapd" de x,y

> Q.

-sau nu exista limita globala lim f(z,y).
(2,y)—(+00,400)
Etapa 3. Se aratd ci 7 lim f (z,y) cu giruri. Se alege

(r:y)_’(+°of+oo)
o (zy,yn) = (n,n),¥n € N* gir de perechi din A ai. lim (z,,y,) = (+00,+00). Se observa ca
n—oo
2 2 2

n n n
/ (xn)yn) = n+n % = HILm / (xmyn) = nhIIolo o = +o00.
o (Tp,yn) = (n,n ) ,Vn € N* gir de perechi din A a.i. hm (T, Un) = (400, +00). Se observil
ca
I 2 n2
[ (@nsyn) = . = nh_}m f(xn;yn) = nango . =1
T

Cum 400 #1 =3 lim
7& (z,y 2) (+oo+oo)$+y

. )
b 1 v
) ey

Fief : DCRY — B, f (1,9) = 5%, unde D = {(z,) € B% (2.3) # (0,0)}.

Se alege A = {(z,y) € R*%z >0,y <0} ai a= (+oo,—o0) € A'. Are sens si se studieze daci
3 lim f(z,y).
(z,y)—>(+oo,—oo)
Etapa 1. Se intuieste valoarea limitei functiei in (400, —00) cu giruri. Fie
(Tn,yn) = (n,—n),Vn € N* gir de perechi din A a.i. lim (z,,y,) = (400, —00). Se observi ca
n—oo
(—n)? n? 1

= lim f(zp,yn) = lim — = —.

f (-fmyn) = 777/2 n (_ ) e n—oo 2n2 2

= se poate s& existe limita functiei f in (400, —00) si ar avea valoarea 3

In etapa 1’ s-a ardtat ci numai pentru un §ir ((Zn,Yn)),en+ CU limita (400, —00) rezultd ci

—, sl nu pentru toate girurile din A, cu limita (400, —00). Deci nu se poate

lim f(xmyn) =
N—00 2

2 1
aplica Teorema 2 = nu se poate afirma sigur ca lim 2y7 —.
(z,y)—(+00,—00) T +y 2

Etapa 2. Se studiazi existenta limitei functiei in (+oo, —00) cu definitia (caracterizarea € — 9).

1
o) l(im )f(x,y) =5 @ Ve > 0,38, = B1 () > 0, 335 = By () < 0,a1. V(z,y) € A1 cu
z,Yy)— ~+00,—00
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2
Fie Ve > 0. Se cauta 5; = B, (¢) > 0 (mare spre +o0o, ca si "razd" a unei vecindtati "punctate"
pentru +00), se cautd Sy = [y (¢) < 0 (mic spre —oo, ca si "raza" a unei vecinatati "punctate”
pentru —o0), ad. V(z,y) € Acux > 5] si y < [y sa rezulte
1 y? 1
‘f (ZC, y) - ‘ =

2 22 +y2 N 5 9 g2 —|—y2 " rdmaéane 61,84

Ly =22  122+¢4% 1
Se incearca — |y | < - +y = — < g—contradictie cu faptul cd € > 0 este o raza oricat
2 22+y2 T 222442 2

1
x> [ 81y < By si rezulte ‘f(:z:,y) - ’ <egl.

1 ‘yz — 1’2‘ "se scapa" de z,y
= - < .

L <eE.

1
de mica pentru o vecinadtate a 2 de exemplu € = A
Se intuieste ca

-sau nu se gtie o majorare, inainte de a scrie ... < €.

-sau nu exista limita globala lim f(z,y).
(@)= (+00,—00)
Etapa 3. Aritam cd 3 lim f (z,y) cu giruri. Se alege

(2,y)—(+00,—00)
o (Tpn,Yn) = (n,—n),Vn € N* gir de perechi din A ai. lim (xn,yn) = (+00,—00). Se observa

n—oo
ca ) ,
_ (—n) . o n® 1
f(xmyn) = m = nlLH;Of(xnayn) = T}LH;OW = 5
® (Tn,Un) = (n?, —n) ,Vn € N* gir de perechi din A a.i. lim (Zp,¥) = (+00, —00). Se observi
n—oo
ca ) )
~ ~ (—n) . ~ ~ . n
f (xmyn) = m = nh—>nolo (QTnayn) = nh—{go m =0.
Cum S £0=73 v
um - 1m _
2 (,y)—(+00,—00) T2 4 12

O10’. Limitd uniforma-nu



Gabriela Grosu / Analiza matematica 26

11. Functii f: 4 cr» — re continue Mnac 4

Se va studia notiunea continuitate pentru functii definite pe multimi dintr-un spatiu R",n € N*
cu valori intr-un spatiu RP,p € N*, in a € A.
Definitia 11.1. Fie f: ACR"” — RP, a € A.
a) Functia f este continud in punctul a dacd

VYV eV (f(a),IW =Wy €V(a)al Vxe ANW = f(x) e V].
b) Functia f este continua pe multimea A daci este continud in fiecare a € A.
Teorema 11.1. Fie f: ACR" — RP, a = (ay,...,a,) € A. Atunci sunt echivalente afirmatiile
(a) (definitia continuitatii cu vecinatati 4.2.1)

-daciae ANA3 lim f(x)=/f(a)eR?

x—a,xEA

-dacd a € A\ A’ (a este punct izolat), f este continud, conform Definitiei 11.1.
(b) (caracterizarea e —9) [Ve > 0,30 =0 (¢) > 0 ad. Vx = (z1,...,2n) € A cu ||x — al|gn < d(este
suficient |z1 —a1| <9, ..., |zn —an| < 0) = || f (x) — f(a)|lge <el-

. . . k
(c) (caracterizarea cu siruri) [V (x )k N,
k

(a1, .y ap) = klirgof (:Blf, ,;vn) = f(a1,...,an)].

un sir de n-uple reale din A, cu lim (m’f, wk) =

cy Ty
k—oo

Exemplul 11.1. Si se studieze daci urmitoarele functii sunt continue pe R?
3,3
Yy

b) fR2 R, f(z,y)={ aiqye 28 (@9)# (0.0
0, daci (z,) = (0,0)

Se studiazd dacé f este continud pe A = R?* = (R?\ {(0,0)}) U {(0,0)}.
ePe R?\ {(0,0)}, care este multime deschiss, f este continud ca fiind obtinutd prin operatii algebrice
cu functii continue.

oina = (0,0)c AN A, f este continua & !

3 lim z,y) = f(0,0).
(36731)—’(070)]0( v) &O/_Z

Etapa 2. Se studiazd existenta limitei functiei in (0,0) cu definitia (caracterizarea ¢ — ).

lim z,y) =0&
(:v7y)—>(070)f( 2

[Ve > 0,30 =3 () > 0 a.d. V(z,y) € R?\ {(0,0)} cu
lt—0/<dsily—0/<d=|f(x,y) —0] <el.

vec. a (0,0) vec. a 0

Fie Ve > 0. Se cautd 6 = d (¢) > 0 a.i. V(z,y) € A\ {(0,0)} cu
|z — 0| <6 si|y— 0| <& sa rezulte

3 3 3 2 2 " « sn
23y |.’L” ’y‘y Y 3 se scapa" de z,y 3
) -0 = 0l = < < 1-6°-d<e.
|/ (@) | o4+ 2 xd 2 T oat g2 =1yl rimane § :

Din Teorema de densitate a R in R, intre numerele reale 0 si € exista un astfel de §. Se poate alege,
de exemplu, § = {*/g .



Gabriela Grosu / Analiza matematica 27

11333/3
(z,9)—(0,0) % + Y

= f este continud in a = (0,0).

Exemplul 11.2. Sa se studieze daca urmatoarea functie este continuzi pe D C R?
V2 —4, dacd z?+y> >4
f:DCR =R, f(zy) { dacd (z,y) = (0,0)
unde D = {(z,y) € R% 22 + 3 >4}U{0,0)}.

Se studiaza dacd f este continud pe A = D.
ePe {(ZL’, y) € R 22 4 9% > 4}, care este multime deschisd, f este continud ca fiind obtinutd prin
operatii algebrice cu functii continue.
eln a = (0,0) € A\ A, adic# este punct izolat pentru A, f este continud prin definitia cu vecingtati.
De mentionat ci in punctul izolat a = (0,0) nu are sens s se studieze daca 3( %in% 0 f(z,y).

z,y)—(0,

Teorema 11.2. Fie f : A C R" — RP,f (z1,....,2n) = (f1 (T1, .., Tn) oo fp (T1, .., 2p)) sia € Al
Atunci

[ este continud in a < [f; este continud in a, Vi € {1,...,p}].
Teorema 11.3. Fie f: ACR" - BCRPg: BCRP — R? si a€ A. Daci f este continud in a
g1 g este continud in f (a) atunci functia compunere go f : A C R” — R? este continud in a.
Definitia 11.2. Fie A C R™. Multimea A se numeste multime compactd in R™ daci orice sir n-uple
din A contine un subsir convergent la o n-upla din A.
Teorema 11.4. Fie A C R™. Multimea A este multime compactd in R™ daci si numai daci este
marginita si inchisa.
Corolar 11.1. Sferele inchise din R™ in raport cu orice norma din R™ sunt multimi compacte in
R™.
Teorema 11.4. Fie f : A C R™ — RP functie continud pe A. Atunci f duce orice multime compacta
din A intr-o multime compactd din RP, adica

VA C A, A compacta in R" = f (j) este compactd in RP.
Teorema 11.5. Fie f : A C R™ — R functie continué pe A. Dacd A este multime compacta in R™,
atunci f igi atinge marginile, adicd adicd 3 inelg f(z)si3 max f(z).

Exemplul 11.3. Fie functia f: D C R? - R, f (z,y) = (2 + y2)2,
unde D = {(z,y) € R*z? +y? <2}.
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Functia f este continud pe D. D este multime compacta (e inchisd si marginita). Se observa ca
inf f(z,y) =0sisup f (z,y) =22 =4.
zeD xeD

Mai mult, infimumul este atins, adicd 3 (x,y) = (0,0) € D astfel incat f(0,0) =0 =
Elmijglf (z,y) = 0.
fAS

De asemenea, supremumul este atins, adica 3 (x,y) € D, (de exemplu toate punctele (x,y) de pe
cercul 22 + y? = 2) astfel incat f (z,y) =4 =
Jmax f (x,y) = 4.
zeD

Definitia 11.3. Fie f : ACR" —» RP, f(x1,%2,....,xy) = ...
o functie vectoriald cu "n variabile" reale x1, 2, ..., x,, (variabila o n—upla).

Daca pentru f se considera, de exemplu, xo, ..., z, fixe, atunci f devine functie de o singura
variabild, anume 1. In modul acesta se poate considera f ca functie de orice variabild x;, celelalte
variabile x1, ..., %;—1,Ti+1, ..., Tn, fiind considerate fixe.

Functia f este continud partial in raport cu variabila x; in a; daca functia anterioara, cu
Ty ey Ti—1, Tit1, .-, Tn fiind considerate fixe, este continua partial in x;.

Teorema 11.6. Fie f : A C R"™ — RP. Daca f este functie continud in a = (ay,...,a,) € A atunci
ea este continud in acest punct partial in raport cu fiecare variabild in a;. Reciproc nu.

©11.2. Functii care au proprietatea lui Darboux...
©11.3. Functii uniform continue pe 4. Functii Lipschitz pe 4.
Contractii pe A...



