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CURS NR. 7
Analiz¼a matematic¼a, AIA

9:Muļtimile Rn;Rn; n 2 N�
9:1: Structuri algebrice pe Rn;Rn; n 2 N�

Fie 8n 2 N�: Se de�neşte Rn =
�
x;x = (x1; :::; xn) ; xi 2 R;8i = 1; n

	
.

R1 = R se reprezint¼a geometric prin axa numerelor reale;
R2 se reprezint¼a prin muļtimea punctelor unui plan raportate la un sistem de axe ortogonale,

coordonatele (x1; x2) renotându-se cu (x; y);
R3 se reprezint¼a prin muļtimea punctelor din spa̧tiu raportate la un sistem de axe ortogonale,

coordonatele (x1; x2; x3) renotându-se cu (x; y; z);
R4;R5; ::: -nu sunt posibile reprezent¼ari spaţiale clasice.

Se de�neşte egalitatea a dou¼a n-uple prin
x = y, [x1 = y1; :::; xn = yn] :

Teorema 9:1:1: 8n 2 N�; (Rn;+; �;R) este spaţiu liniar peste R, unde operaţiile standard sunt
(adunarea n-uplelor)

+ : Rn � Rn ! Rn;8 (x;y) 2 (Rn)2 ; (x1; :::; xn) + (y1; :::; yn) = (x1 + y1; :::; xn + yn).
(înmuļtirea n-uplelor din Rn cu scalari din câmpul R)

� : K� Rn ! Rn;8 (�;x) 2 R� Rn; � � (x1; :::; xn) = (�x1; :::; �xn).
Teorema 9:1:2: 8n 2 N�; (Rn; h�; �i) este spaţiu liniar euclidian, unde produsul scalar standard este

h�; �i : Rn � Rn ! R;8x = (x1; :::; xn) 2 Rn;8y = (y1; :::; yn) 2 Rn; hx;yi = x1y1 + :::+ xnyn:
Observa̧tia 9:1:1: Numai pentru n = 1; R1 = (X;+; �;�; CD) este corp comutativ total ordonat.
Pentru n � 2; nu se poate de�ni pe Rn o relaţie de ordine total¼a.

Fie 8n 2 N�: Se de�neşte Rn =
�
x;x = (x1; :::; xn) ; xi 2 R;8i = 1; n

	
.

9:2: Structuri de convergeņt¼a pe Rn;Rn; n 2 N�

Teorema 9:2:1. Fie 8n 2 N�: Funçtiile
k�k1 : Rn ! R, kxk1 = jx1j+ :::+ jxnj =

nP
i=1
jxij ;

k�k2 : Rn ! R, kxk2 =
q
jx1j2 + :::+ jxnj2 =

�
nP
i=1
jxij2

� 1
2

;

k�k1 : Rn ! R, kxk1 = max fjx1j ; :::; jxnjg = max fjxij ; i 2 f1; 2; :::; ngg
sunt norme pe Rn, numite respectiv norma modul, norma euclidian¼a, norma maximum. Deci
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(Rn; k�k1) ; (Rn; k�k2) ; (Rn; k�k1) sunt spaţii normate. Norma euclidian¼a este indus¼a de produsul
scalar standard, adic¼a

kxk2 =
p
hx;xi;8x 2 Rn:

Particularizare n = 1(k�k1 = k�k2 = k�k1 = j�j); n = 2; n = 3:
Teorema 9:2:2. Fie 8n 2 N�: Atunci, pentru p 2 N�, funçtia

k�kp : Rn ! R, kxkp = p
p
jx1jp + :::+ jxnjp =

�
nP
i=1
jxijp

� 1
p

este o norm¼a pe Rn: Deci
�
Rn; k�kp

�
este spaţiu normat.

Teorema 9:2:3: Fie 8n 2 N�: Funçtiile
d1 : Rn � Rn ! R, d1 (x;y) = jx1 � y1j+ :::+ jxn � ynj =

nP
i=1
jxi � yij ;

d2 : Rn � Rn ! R, d2 (x;y) =
q
jx1 � y1j2 + :::+ jxn � ynj2 =

�
nP
i=1
jxi � yij2

� 1
2

;

d1 : Rn � Rn ! R, d1 (x;y) = max fjx1 � y1j ; :::; jxn � ynjg = max fjxi � yij ; i 2 f1; :::; ngg
sunt metrici pe Rn, numite respectiv metrica modul, metrica euclidian¼a, metrica maximum. Deci
(Rn; d1) ; (Rn; d2) ; (Rn; d1) sunt spa̧tii metrice. Mai mult, metricele d1; d2; d1 sunt induse de
normele k�k1 ; k�k2 ; k�k1 ; adic¼a

d1;2;1 (x;y) = kx� yk1;2;1 ;8 (x;y) 2 (Rn)
2 :

Particularizare n = 1(d1 = d2 = d1); n = 2; n = 3:
Teorema 9:2:4: Fie 8n 2 N�: Pentru p 2 N�, funçtia

dp : Rn � Rn ! R, dp (x;y) = p
p
jx1 � y1jp + :::+ jxn � ynjp =

�
nP
k=1

jxi � yijp
� 1

p

;

este o metric¼a pe Rn. Deci (Rn; dp) este spaţiu metric. Mai mult, metrica dp este indus¼a de norma
k�kp ; adic¼a

dp (x;y) = kx� ykp ;8 (x;y) 2 (Rn)
2 :

De�ni̧tia 9:2:1. Fie a 2 Rn şi r > 0: Muļtimea
S (a; r) =

n
x 2 Rn; kx� ak1;2;1 = d1;2;1 (x;a) = r

o
este sfera cu centrul în a şi de raz¼a r. Muļtimea

B (a; r) =
n
x 2 Rn; kx� ak1;2;1 = d1;2;1 (x;a) < r

o
este interiorul sferei (sfera deschis¼a) cu centrul în a şi de raz¼a r. Muļtimea

B0 (a; r) =
n
x 2 Rn; kx� ak1;2;1 = d1;2;1 (x;a) � r

o
este sfera închis¼a cu centrul în a şi de raz¼a r. Muļtimean

x 2 Rn; kx� ak1;2;1 = d1;2;1 (x;a) > r
o

este exteriorul sferei cu centrul în a şi de raz¼a r.
În funçtie de ce distanţ¼a se alege se obţine un anume tip sfer¼a.

Exemplul 9:2:1. Se reprezint¼a gra�c sferele S (a; r) ; B (a; r) ; B0 (a; r), a 2 Rn, r > 0; corespun-
z¼atoare pentru d1; d2; d1(k�k1 ; k�k2 ; k�k1) în cazurile n = 1; n = 2; n = 3:
n = 1: d1;2;1 : R� R! R; d1;2;1 (x; y) = jx� yj ;
k�k1;2;1 : R! R; kxk1;2;1 = jxj :
Fie a 2 R şi r > 0: Atunci:
S1;2;1 (a; r) = fx 2 R; jx� aj = rg = fa� r; a+ rg-sfera cu centrul în a şi de raz¼a r.
B1;2;1 (a; r) = fx 2 R; jx� aj < rg = ]a� r; a+ r[-interiorul sferei (sfera deschis¼a) cu centrul

în a şi de raz¼a r.
B01;2;1 (a; r) = fx 2 R; jx� aj � rg = [a� r; a+ r]-sfera închis¼a cu centrul în a şi de raz¼a r.
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n = 2: d1 : R2 � R2 ! R, d1 ((x1; x2) ; (y1; y2)) = jx1 � y1j+ jx2 � y2j ;
k�k1 : R2 ! R, k(x1; x2)k1 = jx1j+ jx2j ;
Fie a = (a1; a2) 2 R2 şi r > 0: Atunci:
S1 (a; r) =

�
x 2 R2; jx1 � a1j+ jx2 � a2j = r

	
-sfera cu centrul în a şi de raz¼a r.

B1 (a; r) =
�
x 2 R2; jx1 � a1j+ jx2 � a2j < r

	
-interiorul sferei (sfera deschis¼a) cu centrul în a

şi de raz¼a r.
B01 (a; r) =

�
x 2 R2; jx1 � a1j+ jx2 � a2j � r

	
-sfera închis¼a cu centrul în a şi de raz¼a r.

d2 : R2 � R2 ! R, d2 ((x1; x2) ; (y1; y2)) =
q
jx1 � y1j2 + jx2 � y2j2;

k�k2 : R2 ! R, k(x1; x2)k2 =
q
jx1j2 + jx2j2:

Fie a = (a1; a2) 2 R2 şi r > 0: Atunci:

S2 (a; r) =

�
x 2 R2;

q
jx1 � a1j2 + jx2 � a2j2 = r

�
-sfera cu centrul în a şi de raz¼a r.

B2 (a; r) =

�
x 2 R2;

q
jx1 � a1j2 + jx2 � a2j2 < r

�
-interiorul sferei (sfera deschis¼a) cu centrul

în a şi de raz¼a r.

B02 (a; r) =

�
x 2 R2;

q
jx1 � a1j2 + jx2 � a2j2 � r

�
-sfera închis¼a cu centrul în a şi de raz¼a r.
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d1 : R2 � R2 ! R, d1 ((x1; x2) ; (y1; y2)) = max (jx1 � y1j ; jx2 � y2j) ;
k�k1 : R2 ! R, k(x1; x2)k1 = max (jx1j ; jx2j)
Fie a = (a1; a2) 2 R2 şi r > 0: Atunci:
S1 (a; r) =

�
x 2 R2;max (jx1 � a1j ; jx2 � a2j) = r

	
-sfera cu centrul în a şi de raz¼a r.

B1 (a; r) =
�
x 2 R2;max (jx1 � a1j ; jx2 � a2j) < r

	
-interiorul sferei (sfera deschis¼a) cu centrul

în a şi de raz¼a r.
B01 (a; r) =

�
x 2 R2;max (jx1 � a1j ; jx2 � a2j) � r

	
-sfera închis¼a cu centrul în a şi de raz¼a r.

Teorema 9:2:5. a) d1 � d1 � nd1; b) d1 � d2 �
p
nd1; c) d2 � d1:

Utilizând inegalit¼aţile anterioare, se arat¼a c¼a 8a 2 Rn, 8r > 0 au loc
a1) B1

�
a; rn

�
� B1 (a; r) � B1 (a; r) ;b1) B1

�
a; rp

n

�
� B2 (a; r) � B1 (a; r) ;c1) B1 (a; r) �

B2 (a; r) :

S-au reprezentat gra�c incluziunile în cazul n = 2:
Exemplul 9:2:2. Se arat¼a c¼a 8a = (a1; :::; an) 2 Rn, 8r > 0 au loc
a) B1 (a; r) =

nQ
j=1

]aj � r; aj + r[ = ]a1 � r; a1 + r[� ]a2 � r; a2 + r[� :::� ]an � r; an + r[

(este un interval deschis n-dimensional centrat în a şi de raz¼a r);

b) B01 (a; r) =
nQ
j=1

[aj � r; aj + r] ;

(este un interval închis n-dimensional centrat în a şi de raz¼a r);

c) S1 (a; r) =
nQ
j=1

faj � r; aj + rg :

Exemplul 9:2:3. Fie 8n 2 N�: Se arat¼a c¼a funçtia
d : Rn � Rn ! R, d (x;y) =

nP
j=1

1

2j
� jxj � yj j
1 + jxj � yj j

este o metric¼a pe Rn, dar nu este indus¼a de nici o norm¼a de pe Rn:
De�ni̧tia 9:2:2. O muļtime D � Rn se numeşte mulţime deschis¼a în Rn
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(
dac¼a D = ; sau
dac¼a D 6= ; şi 8a 2 D;9ra > 0 a.î.

n
x 2 Rn; kx� ak1;2;1 < r

o
� D:

Exemplul 9:2:4. Se reprezint¼a gra�c urm¼atoarele muļtimi şi, conform de�ni̧tiei, se observ¼a c¼a:

A = [0;+1[� ]0;+1[-nu este muļtime deschis¼a în R2;
B = R� ]�1;+1[-este muļtime deschis¼a în R2;

C =
+1S
n=0

(]n; n+ 1[� ]n; n+ 1[)-este muļtime deschis¼a în R2:

Teorema 9:2:5. (Rn; T ) este spaţiu topologic. Topologia T este format¼a din toate muļtimile
deschise în sensul de�ni̧tiei anterioare, şi este indus¼a şi de d1; şi de d2; şi de d1: T se numeşte
topologie uzual¼a pe Rn:
De�ni̧tia 9:2:3. O muļtime V � Rn se numeşte vecin¼atate în Rn a punctului a 2 Rn dac¼a

9r > 0 a.î.
n
x 2 Rn; kx� ak1;2;1 < r

o
� V:

Se noteaz¼a cu V (a) muļtimea tuturor vecin¼at¼aţilor punctului a 2 Rn:
Exemplul 9:2:5. Se reprezint¼a gra�c urm¼atoarele muļtimi şi, conform de�ni̧tiei, se observ¼a c¼a:

A = [�2; 0[ � ]1; 3[-este vecin¼atate în R2 a punctului a = (�1; 2) şi nu este vecin¼atate în R2 a
punctului a = (1; 0) ;
Analog, pe baz¼a de reprezentare gra�c¼a, se studiaz¼a care dintre urm¼atoarele muļtimi

B = ]�1; 0[� [2;+1[ ;C = ]0; 2[� R;
D =

n
(x; y) 2 R2; (x+ 1)2 + (y � 2)2 � 13

o
;

E = ]�1; 0]� [0; 3] ;F = [0;+1[� ]�1; 1]
sunt vecin¼at¼aţi în R2 ale punctului a = (�1; 2), respectiv ale punctului a = (1; 0) :
Observa̧tia 9:2:4:

�
Rn; T

�
este doar spaţiu topologic. Topologia uzual¼a T pe Rn este muļtimea

format¼a din toate muļtimile deschise în Rn.
(nu se precizeaz¼a aici de�ni̧tia muļtimii deschise în Rn; nici de�ni̧tia vecin¼at¼aţii unui "punct" din
Rn):
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Exemplul 9:2:6. Se precizeaz¼a care dintre muļtimile
A = [0;+1]� ]0;+1[ ;B = ]0;+1]� R;C = R� ]�1; 1[

sunt deschise în R2: Reprezentare gra�c¼a.
Exemplul 9:2:7. Se precizeaz¼a care dintre muļtimile

A = ]�2; 4[� R;B = R� ]�1; 0[ ;C =
n
(x; y) 2 R2;x2 < y

o
;

D =
�
(x; y) 2 R2; (x+ 1)2 + (y � 2)2 � 13

	
;

E = ]�1; 2]� [2;+1] ;F = [�2;+1]� [�1; 0]
sunt vecin¼at¼aţi în R2 ale "punctului" a = (1;+1), respectiv ale "punctelor" a = (+1;�1) ;a =
(�1;�1) : Reprezentare gra�c¼a.
De�ni̧tia 9:2:4. O muļtime A � Rn este m¼arginit¼a dac¼a poate � inclus¼a într-o sfer¼a deschis¼a:

9a 2 Rn şi 9r > 0 astfel încât A �
n
x 2 Rn; kx� ak1;2;1 < r

o
sau 9M > 0 astfel încât A �

n
x 2 Rn; kx� �Rnk1;2;1 < M

o
sau 9M > 0 astfel încât kxk1;2;1 < M;8x 2 A:
Numai pentru n = 1; noţiunea de m¼arginire coincide cu cea dat¼a în (R;+; �;�; CD) cu inf şi sup :
Exemplul 9:2:8. Se studiaz¼a m¼arginirea urm¼atoarelor muļtimi din R2 :

A = [�2; 0[� ]1; 2[ ;B = [0; 1]� [1;+1[ ;
C =

n
(x; y) 2 R2; x24 + y

2 � 1
o
;D =

�
(x; y) 2 R2;x2 � y

	
:

Reprezentare gra�c¼a.
Observa̧tia 9:2:5. Pentru de�ni̧tiile punctelor interioare, exterioare, frontier¼a, aderente, de acu-
mulare, izolate şi a muļtimilor corespunz¼atoare-A se vedea Spa̧tii Topologice din Anexa 1:
Exemplul 9:2:9. Se determin¼a intX A, frX A, extX A, adX A, adX A (A0), izX A, A

X
pentru

A � X, unde X = R2 este considerat cu topologia uzual¼a:
a) A =

�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 < 1; x+ y < 1; y > 0

	
;

b) A =
�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 � 1; x+ y � 1; y � 0

	
;

c) A =
�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 � 1; x+ y < 1; y > 0

	
;

d) A =
�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 � 1; x+ y � 1; y � 0; x < 1

	
:

9:3: Şiruri de n -uple reale: m¼arginire, limite, şiruri Cauchy

Peste tot în aceast¼a seçtiune �e m 2 N un num¼ar natural �xat şi Nm = fm;m+ 1; :::; n; :::g
(N0 = N şi N1 = N�):
De�ni̧tia 9:3:1. Se numeşte şir de n-uple de numere reale o funçtie

f : Nm ! Rn; f (k) =
�
xk1; :::; x

k
n

�
:

n�upla xk =
�
xk1; :::; x

k
n

�
2 Rn se numeşte termenul de rang k al şirului (k 2 N indice de şir, n 2 N2

indice de n-upl¼a). Se noteaz¼a şirul prin
�
xk
�
k2Nm : Se descrie�

xk
�
k2Nm : (x

m
1 ; :::; x

m
n ) ;

�
xm+11 ; :::; xm+1n

�
; :::;

�
xk1; :::; x

k
n

�
; :::

Se numeşte subşir al şirului
�
xk
�
k2Nm restriçtia funçtiei f la o submuļtime num¼arabil¼a a Nm.

Observa̧tia 2:3:1. Deoarece pentru n � 2 pe Rn nu se poate introduce o relaţie de ordine total¼a,
atunci pentru pentru n � 2 nu exist¼a no̧tiunea de şiruri monotone de n-uple.
De�ni̧tia 9:3:2. Fie

�
xk
�
k2Nm un şir de n-uple de numere reale. Şirul

�
xk
�
k2Nm se numeşte şir

m¼arginit dac¼a muļtimea termenilor şirului este m¼arginit¼a în Rn, adic¼a dac¼a
9M > 0 astfel încât

xk
1;2;1 < M;8k 2 Nm:

(toţi termenii şirului sunt într-o sfer¼a deschis¼a de centru �Rn şi raz¼a M):
Teorema 2:3:1. Fie

�
xk
�
k2Nm un şir de n-uple de numere reale
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xk =
�
xk1; :::; x

k
n

�
2 Rn; k 2 Nm indice de şir, n 2 N2 indice de n-upl¼a. Atunci urm¼atoarele

a�rmaţii sunt echivalente:
(i)

�
xk
�
k2Nm este şir m¼arginit;

(ii) 8j 2 f1; :::; ng şirul
�
xkj

�
k2Nm

este şir m¼arginit.

Exemplul 9:3:1. S¼a se studieze m¼arginirea şirurilor

a) (xn; yn) =
�

n

n2 + 1
;
(�1)n
n

�
;8n 2 N�;b) (xn; yn; zn) =

�
(�n)n ; 1

n2
;
n2

n+ 1

�
;8n 2 N�:

Rezolvare. S-a renotat la exerci̧tiu indicele de şir cu n:

a) (xn; yn) =
�

n

n2 + 1
;
(�1)n
n

�
;8n 2 N�:

Se descrie şirul:

((xn; yn))n2N� :

�
1

12 + 1
;
(�1)1
1

�
;

�
2

22 + 1
;
(�1)2
2

�
; :::;

�
n

n2 + 1
;
(�1)n
n

�
; ::::

Şirul ((xn; yn))n2N� este m¼arginit dac¼a:
� sau muļtimea termenilor şirului este m¼arginit¼a în R2:
� sau şirurile (xn)n2N� şi (yn)n2N� sunt m¼arginite.

Aici
xn =

n

n2 + 1
;8n 2 N�:

-monotonia: xn+1 � xn =
n+ 1

(n+ 1)2 + 1
� n

n2 + 1
< 0;8n 2 N� )

)şirul este monoton descresc¼ator;
-se reprezint¼a gra�c;
-̧sirul este m¼arginit: 0 < xn � 1

2 ;8n 2 N
�:

yn =
(�1)n
n

;8n 2 N�:
Deoarece N = f2k; k 2 N�g [ f2k + 1; k 2 Ng, se expliciteaz¼a

yn =

8><>:
1

n
, dac¼a n = 2k; k 2 N�

�1
n
, dac¼a n = 2k + 1; k 2 N.

-se studiaz¼a monotonia pe subşiruri şi se arat¼a c¼a
inf
n2N�

yn = �1;9min
n2N�

yn = �1 = y1;

sup
n2N�

yn =
1
2 ;9maxn2N�

xn =
1
2 = y2:

-se reprezint¼a gra�c;
-̧sirul este m¼arginit: �1 � yn � 1

2 ;8n 2 N
�:
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Atunci şirul ((xn; yn))n2N� este m¼arginit: (xn; yn) 2
�
0; 12

�
�
�
�1; 12

�
;8n 2 N�

Se interpreteaz¼a geometric.

De�ni̧tia 9:3:3. Şirul de n-uple de numere reale
�
xk
�
k2Nm are limita x 2

�
R
�n
, şi se noteaz¼a

lim
k!1

xk = x sau xk ! x, dac¼a

8V 2 V (x) ;9kV 2 Nm a.î. 8k 2 Nm; k � kV ) xk 2 V:
Teorema 9:3:2. (de unicitate a limitei unui şir) Dac¼a un şir de n-uple de numere reale�
xk
�
k2Nm are limit¼a în

�
R
�n
; atunci aceasta este unic¼a.

De�ni̧tia 9:3:4. Şirul de n-uple de numere reale
�
xk
�
k2Nm este convergent dac¼a are limit¼a în R

n.

Şirul
�
xk
�
k2Nm este divergent dac¼a sau nu are limit¼a sau are limit¼a şi aceasta este în

�
R
�n n Rn:

Teorema 9:3:3. (de caracterizare a convergenţei unui şir) lim
k!1

xk = x 2 Rn ,
8" > 0;9k" 2 Nm astfel încât 8k 2 Nm; k � k" )

xk � x
1;2;1 < ":

Teorema 2:3:4. Fie
�
xk
�
k2Nm un şir de n-uple de numere reale

xk =
�
xk1; :::; x

k
n

�
2 Rn; k 2 Nm indice de şir, n 2 N2 indice de n-upl¼a.

Atunci urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
(i)

�
xk
�
k2Nm este are limita x = (x1; :::; xn);

(ii) 8j 2 f1; :::; ng şirul
�
xkj

�
k2Nm

are limita xj :

În caz de existenţ¼a, lim
k!1

xk =

�
lim
k!1

xk1; :::; lim
k!1

xkn

�
Exemplul 9:3:2. S¼a se studieze limitele şirurilor:

a) (xn; yn) =
�

n

n2 + 1
;
(�1)n
n

�
;8n 2 N�;b) (xn; yn) =

�
n

2 + (�1)n ;
n2

1� n

�
; n 2 N2;

c) (xn; yn) =
�
3n

nn
;
nP
k=0

1

k!

�
; n 2 N�;d) (xn; yn; zn) =

�
n
p
n;

�
1 +

1

n

�n
; cos

2�

n

�
; n 2 N�;

e) (xn; yn; zn) =
�
1

n!
;
(�1)n

n2
;

�
n

n+ 1

�n�
; n 2 N�;

f) (xn; yn; zn) =
�

1

2n+ (�1)n ;
n2

n+ 1
;
1

n
� n

�
; n 2 N�:

Rezolvare. Am renotat la exerci̧tiu indicele de şir cu n:
Şirul ((xn; yn))n2N� are limit¼a dac¼a şirurile (xn)n2N� şi (yn)n2N� au limit¼a. În acest caz

lim
n!1

(xn; yn) =
�
lim
n!1

xn; lim
n!1

yn

�
:

Şirul ((xn; yn; zn))n2N� are limit¼a dac¼a şirurile (xn)n2N� , (yn)n2N� şi (zn)n2N� au limit¼a. În acest
caz

lim
n!1

(xn; yn; zn) =
�
lim
n!1

xn; lim
n!1

yn; lim
n!1

zn

�
:

a) (xn; yn) =
�

n

n2 + 1
;
(�1)n
n

�
;8n 2 N�:

Se descrie şirul:

((xn; yn))n2N� :

�
1

12 + 1
;
(�1)1
1

�
;

�
2

22 + 1
;
(�1)2
2

�
; :::;

�
n

n2 + 1
;
(�1)n
n

�
; ::::

xn =
n

n2 + 1
;8n 2 N� ) 9 lim

n!1
xn = 0:
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yn =
(�1)n
n

;8n 2 N� ) 9 lim
n!1

yn = 0:

Deci 9 lim
n!1

(xn; yn) = (0; 0) :

Se interpreteaz¼a geometric.

b) (xn; yn) =
�

n

2 + (�1)n ;
n2

1� n

�
; n 2 N2;

Se descrie şirul:

((xn; yn))n2N2 :

�
2

2 + (�1)2
;
22

1� 2

�
;

�
3

3 + (�1)3
;
32

1� 3

�
; :::;

�
n

2 + (�1)n ;
n2

1� n

�
; ::::

xn =
n

2 + (�1)n ;8n 2 N2:

Deoarece N2 = f2k; k 2 N�g [ f2k + 1; k 2 N�g, se expliciteaz¼a

xn =

8<:
n

3
, dac¼a n = 2k; k 2 N�
n

1
, dac¼a n = 2k + 1; k 2 N�.

Se trece la limit¼a pe subşiruri8<: lim
k!1

x2k = lim
k!1

2k
3 = +1;

lim
k!1

x2k+1 = lim
k!1

2k+1
1 = +1

N2=f2k;k2N�g[f2k+1;k2N�g)

muļtimea punctelor limit¼a ale şirului (xn)n2N2 este
L
�
(xn)n2N2

�
= f+1g )8<: lim

n!1
xn = lim inf

n!1
xn = +1 (cel mai mic punct limit¼a)

lim
n!1

xn = lim sup
n!1

xn = +1 (cel mai mare punct limit¼a)
)

9 lim
n!1

xn = +1:

yn =
n2

1� n;8n 2 N2 ) lim
n!1

yn = �1:
Deci 9 lim

n!1
(xn; yn) = (+1;�1) :

Se interpreteaz¼a geometric.

c) (xn; yn) =
�
3n

nn
;
nP
k=0

1

k!

�
; n 2 N�;

Se descrie şirul:

((xn; yn))n2N� :

�
31

11
; 1 +

1

1!

�
;

�
32

22
; 1 +

1

1!
+
1

2!

�
; :::;

�
3n

nn
; 1 +

1

1!
+ :::+

1

n!

�
; ::::

xn =
3n

nn
;8n 2 N�:

0 <
3n

nn
=

�
3

n

�n
<

�
3

4

�n
;8n 2 N�; n � 5;

lim
n!1

�
3

4

�n
= 0

9>>=>>; Crit. Cleştelui)

9 lim
n!1

xn = 0:

yn = 1 +
1

1!
+ :::+

1

n!
;8n 2 N� ) lim

n!1
yn = e:

Deci 9 lim
n!1

(xn; yn) = (0; e) :

Se interpreteaz¼a geometric.

d) (xn; yn; zn) =
�

n
p
n;

�
1 +

1

n

�n
; cos

2�

n

�
; n 2 N�;

Se descrie şirul:
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((xn; yn; zn))n2N� :
�

1
p
1;
�
1 + 1

1

�1
; cos 2�1

�
;
�

2
p
2;
�
1 + 1

2

�2
; cos 2�2

�
; :::;

�
n
p
n;
�
1 + 1

n

�n
; cos 2�n

�
; ::::

xn = n
p
n;8n 2 N� ) 9 lim

n!1
xn = 1:

yn =

�
1 +

1

n

�n
;8n 2 N� ) lim

n!1
yn = e:

zn = cos
2�

n
; n 2 N� ) lim

n!1
zn = 1:

Deci 9 lim
n!1

(xn; yn; zn) = (1; e; 1) :

Se interpreteaz¼a geometric.

Teorema 9:3:5. (opera̧tii algebrice cu şiruri convergente) Fie
�
xk
�
k2Nm şi

�
yk
�
k2Nm dou¼a

şiruri de n-uple de numere reale şi � 2 R.
a)Dac¼a şirurile

�
xk
�
k2Nm şi

�
yk
�
k2Nm sunt convergente atunci şirurile

�
xk + yk

�
k2Nm şi

�
� � xk

�
k2Nm

sunt convergente. În acest caz

lim
k!1

�
xk + yk

�
= lim
k!1

xk + lim
k!1

yk şi lim
k!1

�
� � xk

�
= � �

�
lim
k!1

xk
�
:

b) Dac¼a şirul
�
xk
�
k2Nm este convergent atunci şirul

�xk
1;2;1

�
k2Nm

este convergent. În acest caz

lim
k!1

xk
1;2;1 =

 limk!1xk

1;2;1

:

Teorema 9:3:6. (criteriul major¼arii de convergenţ¼a, CS) Fie
�
xk
�
k2Nm un şir de n-uple de

numere reale. Dac¼a exist¼a un şir
�
yk
�
k2Nm de numere reale pozitive şi o n-upl¼a x 2 R

n astfel încât( xk � x
1;2;1 � yk;8k 2 Nm; k > k0;

9 lim
k!1

yk = 0

atunci lim
k!1

xk = x:

De�ni̧tia 9:3:4. Şirul de n-uple de numere reale
�
xk
�
k2Nm este şir Cauchy (şir fundamental) dac¼a

8" > 0;9k" 2 Nm astfel încât 8p 2 N�;8k 2 Nm; k � k" s¼a rezulte
xk+p � xk

1;2;1 < ":

Teorema 9:3:7: (Criteriul Cauchy de convergenţ¼a a şirurilor de n-uple de nr. reale,
CNS) Şirul de n-uple de numere reale

�
xk
�
k2Nm este şir convergent , este şir Cauchy.

9:4: Serii de n-uple de numere reale
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10: Limite de funçtii f : A � Rn ! Rp în a 2 A0

Se va studia noţiunea de limit¼a pentru funçtii de�nite pe muļtimi din Rn; n 2 N� cu valori în
Rp; p 2 N�, în urm¼atoarele situaţii:
�limita unei funçtii reale de o variabil¼a real¼a f : A � R! R în a 2 A0 :

8x 2 A � R, f (x) = y 2 R:
�limita unei funçtii cu valori reale de n variabile reale (de fapt cu variabila o n-upl¼a) (câmp scalar)
f : A � Rn ! R, n 2 N� în a 2 A0 :

8x = (x1; :::; xn) 2 A � Rn; f (x) = f ((x1; :::; xn))
convenţie
= f (x1; :::; xn) = y 2 R:

�limita unei funçtii cu valori vectoriale (cu valori p-uple) de o variabil¼a real¼a f : A � R ! Rp,
p 2 N� în a 2 A0 :

8x 2 A � R; f (x) = (f1 (x) ; :::; fp (x)) = (y1; :::; yp) 2 Rp:
�limita unei funçtii cu valori vectoriale (cu valori p-uple) de n variabile reale (cu variabila o n-upl¼a)
(câmp vectorial) f : A � Rn ! Rp, n 2 N�şi p 2 N� în a 2 A0 :

8x = (x1; :::; xn) 2 A � Rn; f (x) = f ((x1; :::; xn))
convenţie
= f (x1; :::; xn) =

= (f1 (x1; :::; xn) ; :::; fp (x1; :::; xn)) = (y1; :::; yp) 2 Rp:
Euristic¼a. A. Din tabelul urm¼ator (cu valori ale f (x; y)), se observ¼a c¼a funçtia

f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x3

x2 + y2
, unde D = R2 n f(0; 0)g ;

are proprietatea c¼a, dac¼a (x; y) "se apropie" de (0; 0) ; atunci şi f (x; y) "se apropie" de num¼arul 0:
x n y �1:0 �0:5 �0:2 0 0:5 0:2 1:0

�1:0 �0:500 �0:800 �0:962 �1:000 �0:800 �0:962 �0:500
�0:5 �0:100 �0:250 �0:432 �0:500 �0:250 �0:432 �0:100
�0:2 �0:007 �0:027 �0:100 �0:200 �0:100 �0:027 �0:007
0 0:000 0:000 0:000 0:000 0:000 0:000

0:2 0:007 0:027 0:100 0:200 0:100 0:027 0:007

0:5 0:100 0:250 0:432 0:500 0:250 0:432 0:100

1:0 0:500 0:800 0:962 1:000 0:800 0:962 0:500

Din tabelul urm¼ator (cu valori ale f (x; y)), se observ¼a c¼a funçtia

f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2 � y2
x2 + y2

; unde D = R2 n f(0; 0)g ;
are proprietatea c¼a, dac¼a (x; y) "se apropie" de (0; 0) ; atunci şi f (x; y) "nu se apropie" de niciun
num¼ar.

x n y �1:0 �0:5 �0:2 0 0:2 0:5 1:0

�1:0 0:000 0:600 0:923 1:000 0:923 0:600 0:000

�0:5 �0:600 0:000 0:724 1:000 0:724 0:000 �0:600
�0:2 �0:923 �0:724 0:000 1:000 0:000 �0:724 �0:923
0 �1:000 �1:000 �1:000 �1:000 �1:000 �1:000
0:2 �0:923 �0:724 0:000 1:000 0:000 �0:724 �0:923
0:5 �0:600 0:000 0:724 1:000 0:724 0:000 �0:600
1:0 0:000 0:600 0:923 1:000 0:923 0:600 0:000

B. O funçtie f : D � R2 ! R are gra�cul Gf =
�
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 D; z = f (x; y)

	
;

care se poate reprezenta, cu ajutorul calculatorului, în R3:
Gra�c, se observ¼a c¼a funçtia

f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x3

x2 + y2

are proprietatea c¼a, dac¼a (x; y) "se apropie" de (0; 0) ; atunci şi f (x; y) "se apropie" de 0:
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y
z

x y
z

x
z
y x

z
y x

Gra�c (cu gra�c "m¼arit în apropiere de" O (0; 0; 0) ; reprezentat în fereastra din dreapta); se
observ¼a c¼a

f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x2 � y2
x2 + y2

are proprietatea c¼a, dac¼a (x; y) "se apropie" de (0; 0) ; atunci şi f (x; y) "nu se apropie" de niciun
num¼ar, are "oscilaţii" mari raportate la cot¼a.

xy
z

xy
z

xy
z

xy
z

Observaţiile anterioare conduc la urm¼atoarea de�ni̧tie, dat¼a în cazul general:
De�ni̧tia 10:1: Fie f : A � Rn ! Rp, a 2 A0 � Rn: Funçtia f are limita l 2 Rp în punctul a şi se
noteaz¼a lim

x!a;x2A
f (x) = l dac¼a

[8V 2 V (l) ;9U = UV 2 V (a) a.î. 8x 2 A \ U;x 6= a) f (x) 2 V ]:
Dac¼a exist¼a, l 2 Rp se numeşte limita (global¼a a) funcţiei f în a.
Teorema 10:1:(de caracterizare a limitei) Fie f : A � Rn ! Rp, a = (a1; :::; an) 2 A0 \ Rn:
Sunt echivalente a�rmaţiile
(a) (de�ni̧tia limitei cu vecin¼at¼a̧ti 10:1) 9 lim

x!a;x2A
f (x) = l 2 Rp

(b) (caracterizarea " � �) [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8x = (x1; :::; xn) 2 A cu kx� akRn < �(este
su�cient jx1 � a1j < �; :::; jxn � anj < �);x 6= a) kf (x)� lkRp < "]:
(c) (caracterizarea cu şiruri) [8

�
xk
�
k2Nm un şir de n-uple reale din A n fag, cu lim

k!1

�
xk1; :::; x

k
n

�
=

(a1; :::; an)) lim
k!1

f
�
xk1; :::; x

k
n

�
= l]:

Observa̧tia 10:1: Se reformuleaz¼a teorema de caracterizare pentru
A) f : A � R2 ! R; a = (a1; a2) 2 A0;a 2 R2: Sunt echivalente a�rmaţiile
(a) (de�ni̧tia limitei cu vecin¼at¼a̧ti) 9 lim

(x;y)!(a1;a2);(x;y)2A
f (x; y) = l 2 R

(b) (caracterizarea "� �) [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n fag cu
jx� a1j < � şi jy � a2j < � ) jf (x; y)� lj < "]:

(c) (caracterizarea cu şiruri) (se renoteaz¼a cu n indicele de şir)
[8 ((xn; yn))n2Nm un şir de perechi de numere reale din A n fag, cu
lim
n!1

(xn; yn) = (a1; a2)) lim
n!1

f (xn; yn) = l]
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B) f : A � R3 ! R; a = (a1; a2; a3) 2 A0;a 2 R3: Sunt echivalente a�rmaţiile
(a) (de�ni̧tia limitei cu vecin¼at¼a̧ti) 9 lim

(x;y;z)!(a1;a2;a3);(x;y)2A
f (x; y; z) = l 2 R

(b) (caracterizarea "� �) [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y; z) 2 A n fag, cu
jx� a1j < �; jy � a2j < �; jz � a3j < � ) jf (x; y; z)� lj < "]:

(c) (caracterizarea cu şiruri) (se renoteaz¼a cu n indicele de şir)
[8 ((xn; yn; zn))n2Nm un şir de triplete de numere reale din A n fag, cu
lim
n!1

(xn; yn; zn) = (a1; a2; a3)) lim
n!1

f (xn; yn; zn) = l]

Exemplul 10:1: S¼a se arate c¼a

a) lim
(x;y)!(1;3)

(3 + 2xy) = 9;b) lim
(x;y)!(0;0)

x2y + yx2

x2 + y2
= 0;c) lim

(x;y;z)!(1;1;1)

x3 + y3 + z3

x2 + y2 + z2
= 1

Rezolvare. a) Fie f : R2 ! R; f (x; y) = 3 + 2xy: Gra�cul funçtiei,
Gf =

�
(x; y; z) 2 R3; z = 3 + 2xy

	
;

se reprezint¼a ca o suprafaţ¼a în spaţiu.

z

y x
z

y x
xy

z
xy

z

Se alege A = R2 şi se observ¼a c¼a a = (1; 3) 2 A0:
Se studiaz¼a dac¼a (x; y)! (1; 3)) f (x; y)! 9; adic¼a 9 lim

(x;y)!(1;3)
f (x; y) = 9,

[8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 R2 n f(1; 3)g cu
jx� 1j < � şi jy � 3j < �| {z }

(x;y) este în o vecinatate a lui (1;3)

) jf (x; y)� 9j < "| {z }
f(x;y) este în o vecin¼atate a lui 9

]:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 R2 n f(1; 3)g cu
jx� 1j < � şi jy � 3j < � s¼a rezulte
jf (x; y)� 9j = j3 + 2xy � 9j = 2 jxy � 3j = 2 j(x� 1) (y � 3) + 3 (x� 1) + (y � 3)j �

� 2 (jx� 1j � jy � 3j+ 3 jx� 1j+ jy � 3j)
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �

2 [� � � + 3� + �] < ":
modul 1: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î.
�2 + 4� � "

2 < 0, � 2
�
�2�

p
4 + "

2 ;�2 +
p
4 + "

2

�
; adic¼a a.î. 0 < � < �2 +

p
4 + "

2 :
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Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi �2 +
p
4 + "

2 exist¼a un astfel de
�. Se poate alege, de exemplu, � = 1

2

�
�2 +

p
4 + "

2

�
:

modul 2: De menţionat c¼a, deoarece � (") este "raz¼a" pentru o vecin¼atate a punctului (1; 3), se
poate c¼auta chiar şi � = � (") 2 ]0; 1[ a.î.

2 [� � � + 3� + �]
�2<�; pentru �2]0;1[

< 2 (� + 3� + �) = 10� < ":
Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi "

10 exist¼a un astfel de �. Se poate
alege, de exemplu, � = min

�
1
2
"
10 ; 1

	
:q.e.d.

b) Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2y + xy2

x2 + y2
, unde D =

�
(x; y) 2 R2; (x; y) 6= (0; 0)

	
:

z
y x

z
y x

z
y x

z
y x

Se alege A = R2 n f(0; 0)g = D a.î. a = (0; 0) 2 A0.

Se studiaz¼a dac¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

x2y + xy2

x2 + y2
= 0,

[8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g cu
jx� 0j < � şi jy � 0j < �| {z }

vec. a (0;0)

) jf (x; y)� 0j < "| {z }]
vec. a 0

:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu
jx� 0j < � şi jy � 0j < � s¼a rezulte
modul 1:(folosind u

u+v < 1;8u > 0; v > 0)

jf (x; y)� 0j =
����x2y + xy2x2 + y2

� 0
���� � x2

x2 + y2
� jyj+ y2

x2 + y2
� jxj

"se scap¼a" de x;y
<

r¼amâne �
1 � � + 1 � � < ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 0 < 2� < ". Din Teorema de densitate a R în R, între numerele
reale 0 şi " exist¼a un astfel de �. Se poate alege, de exemplu, � = "

4 :
modul 2:(folosind u2 + v2 � 2 juj � jvj ;8u; v 2 R)

jf (x; y)� 0j =
����x2y + xy2x2 + y2

� 0
���� � x2 � jyj+ jxj � y2

x2 + y2
� x2 � jyj+ jxj � y2

2 jxj � jyj = 1
2 (jxj+ jyj)

"se scap¼a" de x;y
<

r¼amâne �
1
2 (� + �) < ":
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Deci se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 0 < � < ". Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale
0 şi " exist¼a un astfel de �. Se poate alege, de exemplu, � = "

2000 :

c) Fie f : D � R3 ! R; f (x; y; z) =
x3 + y3 + z3

x2 + y2 + z2
, unde D =

�
(x; y; z) 2 R3; (x; y; z) 6= (0; 0; 0)

	
:

Se alege A = R3 n f(0; 0; 0)g = D a.î. a = (1; 1; 1) 2 A0.
Se studiaz¼a dac¼a 9 lim

(x;y;z)!(1;1;1)

x+ y + z

x2 + y2 + z2
= 1,

[8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y; z) 2 A n f(1; 1; 1)g cu
jx� 1j < �; jy � 1j < � şi jz � 1j < �| {z }

(x;y;z) este în o vec. a (1;1;1)

) jf (x; y; z)� 1j < "| {z }
f(x;y;z) este în o vec. a 1

]:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y; z) 2 A n f(1; 1; 1)g cu
jx� 1j < �, jy � 1j < � şi jz � 1j < � s¼a rezulte

jf (x; y; z)� 1j =
����x3 + y3 + z3x2 + y2 + z2

� 1
���� = ����x2 (x� 1) + y2 (y � 1) + z2 (z � 1)x2 + y2 + z2

����
� x2

x2 + y2 + z2
jx� 1j+ y2

x2 + y2 + z2
jy � 1j+ z2

x2 + y2 + z2
jz � 1j

"se scap¼a" de x;y;z;r¼amâne �
<

jx�1j<�;jy�1j<�,jz�1j<�
1 � � + 1 � � + 1 � � < ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 0 < 3� < ". Din Teorema de densitate a R în R, între numerele
reale 0 şi "3 exist¼a un astfel de �. Se poate alege, de exemplu, � =

"
6 :

Observa̧tia 10:2: Pentru a 2 A0;a 2
�
R
�n
şi l 2

�
R
�p
; Teorema 1; (b), se poate reformula, uti-

lizând de�ni̧tia vecin¼at¼aţilor pentru �1;+1 în R. De exemplu, pentru f : A � R2 ! R; f (x; y) =
:::
a) 9 lim

(x;y)!(a1;a2);(x;y)2A
f (x; y) = +1,

[8� > 0;9� = � (�) > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A cu 0 � jx� a1j < �; 0 � jy � a2j < � ) f (x; y) > �]:
b) 9 lim

(x;y)!(a1;a2);(x;y)2A
f (x; y) = �1,

[8� < 0;9� = � (�) > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A cu 0 � jx� a1j < �; 0 � jy � a2j < � ) f (x; y) < �]:
c) 9 lim

(x;y)!(a1;�1);(x;y)2A
f (x; y) = l 2 R,

[8" > 0;9�1 = �1 (") > 0;9�2 = �2 (") < 0 a.î. 8 (x; y) 2 A cu 0 � jx� a1j < �1; y < �2 )
jf (x; y)� lj < "]:
d) 9 lim

(x;y)!(+1;a2);(x;y)2A
f (x; y) = l 2 R,

[8" > 0;9�1 = �1 (") > 0;9�2 = �2 (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A cu x > �1; 0 � jy � a2j < �2 )
jf (x; y)� lj < "]:

ş.a.m.d.
De menţionat c¼a �1 = �1 (") > 0 este "mare, spre +1", iar �2 = �2 (") > 0 este "mic, spre 0".
Observa̧tia 10:3: Pentru a 2 A0;a 2

�
R
�n
şi l 2

�
R
�p
; Teorema 1; (c), se poate reformula,

utilizând de�ni̧tia limitei şirurilor în
�
R
�n
. De exemplu, pentru f : A � R2 ! R; f (x; y) = :::;

renotând cu n indicele de şir,
a) 9 lim

(x;y)!(a1;a2);(x;y)2A
f (x; y) = +1, [8 ((xn; yn))n2Nm un şir din A n fag ;

cu lim
n!1

(xn; yn) = (a1; a2)) lim
n!1

f (xn; yn) = +1]
b) 9 lim

(x;y)!(a1;a2);(x;y)2A
f (x; y) = �1, [8 ((xn; yn))n2Nm un şir din A n fag ;

cu lim
n!1

(xn; yn) = (a1; a2)) lim
n!1

f (xn; yn) = �1]:
c) 9 lim

(x;y)!(a1;�1);(x;y)2A
f (x; y) = l 2 R, [8 ((xn; yn))n2Nm un şir din A n fag ;
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cu lim
n!1

(xn; yn) = (a1;�1)) lim
n!1

f (xn; yn) = l]:

d) 9 lim
(x;y)!(+1;a2);(x;y)2A

f (x; y) = l 2 R, [8 ((xn; yn))n2Nm un şir din A n fag ;

cu lim
n!1

(xn; yn) = (+1; a2)) lim
n!1

f (xn; yn) = l]: ş.a.m.d.

Teorema 10:2: (proprietatea de unicitate a limitei)
Fie f : A � Rn ! Rp, a 2 A0;a 2

�
R
�n
. Dac¼a 9 lim

x!a;x2A
f (x) 2

�
R
�p
, atunci aceasta este unic¼a.

Corolar 10:1: (criteriul de inexistenţ¼a a limitei cu şiruri)
Fie f : A � Rn ! Rp, a 2 A0;a 2

�
R
�n
. Dac¼a

9
�
xk
�
k2Nm un şir de n-uple reale din A n fag, cu lim

k!1
xk

în Rn
= a;

9
�exk�

k2Nm un şir de n-uple reale din A n fag, cu lim
k!1

exk în Rn= a

a.î.
�sau unul din şirurile

�
f
�
xk
��
k2Nm ;

�
f
�exk��

k2Nm nu are limit¼a;

�sau ambele şiruri
�
f
�
xk
��
k2Nm ;

�
f
�exk��

k2Nm au limit¼a, cu

lim
k!1

f
�
xk
� în Rp
= l, lim

k!1
f
�exk� în Rp= eļsi l 6=el;

atunci /9 lim
x!a;x2A

f (x) :

A se vedea Criteriul reformulat pentru p = 1 şi n = 2; 3 în Seminar:
De�ni̧tia 10:2: Fie f : A � Rn ! Rp, a 2 A0;a 2 Rn: Fie h 2 Rn n f�Rng o direçtie în Rn. Funçtia
f are limita l 2 Rp în punctul a dup¼a direcţia h dac¼a

[9U 2 VR (0) a.î. 8t 2 U cu a+ th 2 A) lim
t!0;t2U

f (a+ th) = l]:

Dac¼a exist¼a, l 2 Rp se numeşte limita funcţiei f în a dup¼a direcţia h.
Teorema 10:3: Fie f : A � Rn ! Rp şi a 2 A0;a 2 Rn. Dac¼a 9 lim

x!a;x2A
f (x) = l 2 Rp atunci,

pentru 8h 2 Rn n f�Rng direçtie în Rn, 9 lim
t!0

f (a+ th) = l 2 Rp:
Corolar 10:2: (criteriul de inexistenţ¼a a limitei cu limita dup¼a direçtii)
Fie f : A � Rn ! Rp, a 2 A0 � Rn. Dac¼a

� sau 9h 2 Rn n f�Rng direçtie în Rn pentru care @ lim
t!0

f (a+ th) ;

� sau 8h 2 Rn n f�Rng direçtie în Rn; 9 lim
t!0

f (a+ th), dependent¼a de h;

atunci /9 lim
x!a;x2A

f (x) :

Teorema 10:4: Fie f : A � Rn ! Rp; f (x1; :::; xn) = (f1 (x1; :::; xn) ; :::; fp (x1; :::; xn)) şi a 2
A0;a 2

�
R
�n
: Atunci 9 lim

x!a;x2A
f (x) = l 2

�
R
�p
; l = (l1; :::; lp),

[9 lim
x!a;x2A

fi (x) = li 2 R;8i 2 f1; :::; pg]:

Exemplul 10:2: S¼a se arate c¼a

a) @ lim
(x;y)!(0;0)

x2 � y2
x2 + y2

;b) @ lim
(x;y)!(0;0)

x4 � 2x2y + y2
x4 + y2

;c) @ lim
(x;y)!(0;0)

x

x4 + y2
:

Rezolvare. a) Fie f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x2 � y2
x2 + y2

.

Gra�cul funçtiei este reprezentat în Euristic¼a.
Fie A = R2 n f(0; 0)g. Se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0, deci are sens studiul limitei.
modul 1: (cu şiruri) Se alege:

� (xn; yn) =
�
1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g astfel încât lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0). Se

observ¼a c¼a
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f (xn; yn) =

�
1
n

�2 � � 1n�2�
1
n

�2
+
�
1
n

�2 = 0) lim
n!1

f (xn; yn) = lim
n!1

0 = 0:

� (exn; eyn) = � 1n ; 2n� ;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g astfel încât limn!1
(exn; eyn) = (0; 0). Se

observ¼a c¼a

f (exn; eyn) = �
1
n

�2 � � 2n�2�
1
n

�2
+
�
2
n

�2 = 1� 22
1 + 22

) lim
n!1

f (exn; eyn) = lim
n!1

�3
5 = �3

5 :

Cum 0 6= �3
5 ) @ lim

(x;y)!(0;0)

x2 � y2
x2 + y2

:

Comentariu. Se putea alege şi:
(exn; eyn) = � 1n ; 0� ;8n 2 N� cu lim

n!1
f (exn; eyn) = 1 6= 0:

(exn; eyn) = �0; 1n� ;8n 2 N� cu lim
n!1

f (exn; eyn) = �1 6= 0:
(exn; eyn) = � 1n ; 1n2 � ;8n 2 N� cu lim

n!1
f (exn; eyn) = 1 6= 0:

Dac¼a se alegea

(exn; eyn) = �
1
n ;

1
n+1

�
;8n 2 N�; cu lim

n!1
f (exn; eyn) = 0 = 0; nu se putea aplica pentru aceast¼a

funçtie criteriul.
modul 2: (cu limite dup¼a direçtii, dac¼a este posibil) Se alege 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie
în R2.

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

(th1)
2 � (th2)2

(th1)
2 + (th2)

2 =

= lim
t!0;t2U

h21 � h22
h21 + h

2
2

=
h21 � h22
h21 + h

2
2

;8 (h1; h2)

)exist¼a limita funçtiei f în (0; 0) dup¼a direçtia oarecare h, dar este dependent¼a de direçtia h
aleas¼a ) nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f în (0; 0).
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b) Fie f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =
x4 � 2x2y + y2

x4 + y2
;

y x
z

y x
z

Fie A = R2 n f(0; 0)g. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0, deci are sens studiul limitei.
modul 1: (cu şiruri) Se alege

� (xn; yn) =
�
1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g astfel încât lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0). Se

observ¼a c¼a

f (xn; yn) =

�
1
n

�4 � 2 � 1n�2 � 1n�+ � 1n�2�
1
n

�4
+
�
1
n

�2 =
1� 2n+ n2
1 + n2

) lim
n!1

f (xn; yn) = lim
n!1

1� 2n+ n2
1 + n2

= 1:

� (exn; eyn) = � 1n ; 1n2 � ;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g astfel încât limn!1
(exn; eyn) = (0; 0).

Se observ¼a c¼a

f (exn; eyn) = �
1
n

�4 � 2 � 1n�2 � 1n�2 + � 1n�4�
1
n

�4
+
�
1
n

�4 = 0) lim
n!1

f (exn; eyn) = lim
n!1

0 = 0:

Cum 1 6= 0) @ lim
(x;y)!(0;0)

x4 � 2x2y + y2
x4 + y2

:

modul 2: (cu limite dup¼a direçtii, dac¼a este posibil) Se alege 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie
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în R2.

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

(th1)
4 � 2 (th1)2 (th2) + (th2)2

(th1)
4 + (th2)

2 =

= lim
t!0;t2U

t2

t2
t2h41 � 2th21h2 + h22

t2h41 + h
2
2

=
h22
h22
= 1;8 (h1; h2)

)exist¼a limita funçtiei f în (0; 0) dup¼a orice direçtie h, şi are valoarea 1, independent¼a de
direçtie) se poate s¼a existe limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea l = 1: Nu se
va putea demonstra cu acea caracterizare "� � c¼a limita global¼a exist¼a şi ar avea valoarea 1; deci
singurul mod de studiu aplicabil aici r¼amâne modul 1:
c) Fie f : R2 n f(0; 0)g ! R; f (x; y) =

x

x4 + y2
;

z
y x

z
y x

zy x zy x

Fie A = R2 n f(0; 0)g. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0, deci are sens studiul limitei.
modul 2: (cu limite dup¼a direçtii, dac¼a este posibil)
Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2:

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

(th1)

(th1)
4 + (th2)

2 =

= lim
t!0;t2U

t

t2
� h1
t2 � h41 + h22

:

Cum lim
t!0;t<0

1

t
= �1 şi lim

t!0;t>0

1

t
= +1) @ lim

t!0;t2U

1

t
:

Deci nu exist¼a limitei funçtiei în (0; 0) dup¼a nici o direçtie din R2;h cu h1 6= 0:
)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) ; adic¼a @ lim

(x;y)!(0;0)

x

x4 + y2
:

Exemplul 10:3: S¼a se studieze dac¼a exist¼a lim
(x;y)!(0;0)

x3

x2 + y2
:

Rezolvare. Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x3

x2 + y2
, unde D = R2 n f(0; 0)g ;

Gra�cul funçtiei este reprezentat în Euristic¼a.
Fie A = D. se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte o valoare posibil¼a a limitei globale, dac¼a aceasta ar exista.
Modul 1:-cu şiruri. Se alege un şir

� (xn; yn) =
�
1
n ;

1
n

�
;8n 2 N� şir de perechi din A n f(0; 0)g a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0). se observ¼a

c¼a

f (xn; yn) =

�
1
n

�3�
1
n

�2
+
�
1
n

�2 = 1

n3
� n

2

2
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
1

2n
= e0:

) se poate s¼a existe limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea e0:
modul 2: cu limite dup¼a direçtii. Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2:
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9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

(th1)
3

(th1)
2 + (th2)

2 =

= lim
t!0;t2U

t3

t2
h31

h21 + h
2
2

= 0;8 (h1; h2)

)exist¼a limita funçtiei f în (0; 0) dup¼a orice direçtie h, şi are valoarea 0 ) se poate s¼a existe
limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) şi ar avea valoarea l = e0:
Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):

lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = 0,

[8" > 0;9� = � (") > 0 astfel încât, 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu 0 < jx� 0j < � şi 0 < jy � 0j < �
s¼a rezulte jf (x; y)� 0j < "]:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 astfel încât, 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu 0 < jx� 0j < � şi
0 < jy � 0j < � s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
���� x3

x2 + y2
� 0
���� = x2

x2 + y2
jxj � 1 � jxj

"se scap¼a" de x;y
<

r¼amâne �
� < ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 astfel încât 0 < � < ". Din Teorema de densitate a R în R, între
numerele reale 0 şi " exist¼a un astfel de �. Se poate alege, de exemplu, � = "

2 :

Deci 9 lim
(x;y)!(0;0)

x3

x2 + y2
= 0:

De�ni̧tia 10:3: Fie f : A � Rn ! Rp, f (x1; x2; :::; xn) = ::: o funçtie vectorial¼a cu "n variabile"
reale x1; x2; :::; xn (variabil¼a o n�upl¼a):

Dac¼a pentru f se consider¼a, de exemplu, x2; :::; xn �xe, atunci f devine funçtie de o singur¼a
variabil¼a, anume x1: În acest mod se poate considera f ca funçtie de orice variabil¼a xi; celelalte
variabile x1; :::; xi�1; xi+1; :::; xn �ind considerate �xe.

Dac¼a se va considera limita parţial¼a a funcţiei f în raport cu variabila xj în ai;
lim
xi!ai

f (x1; x2; :::; xn) = f
� (x1; :::; xi�1; ai; xi+1; :::; xn)

atunci valoarea limitei, f� (x1; :::; xi�1; ai; xi+1; :::; xn) ; este funçtie de cele n� 1 variabile, consid-
erate �xe. Pentru noua funçtie f� se poate considera limita

lim
xj!aj

f� (x1; :::; xi�1; ai; xi+1; :::; xn) = lim
xj!aj

�
lim
xi!ai

f(x1; x2; :::; xn)

�
;

valoarea ultimei limite �ind o funçtie de n�2 variabile; aceasta se numeşte limita iterat¼a a funçtiei
f în ordinea xi; xj : Operaţia se poate continua cu toate variabilele lui f:

Exemplul 10:4: Fie f : R2 ! R; f (x; y) = x2 + 7xy: Atunci
lim
x!1

f (x; y) = lim
x!1

�
x2 + 7xy

� x variabil¼a de trecere la limit¼a
= 1 + 7y

lim
y!3

�
lim
x!1

f (x; y)
�
= lim
y!3

(1 + 7y) = 22:

lim
y!3

f (x; y) = lim
y!3

�
x2 + 7xy

� y variabil¼a de trecere la limit¼a
= x2 + 21x

lim
x!1

�
lim
y!3

f (x; y)

�
= lim
x!1

�
x2 + 21x

�
= 22:

lim
(x;y)!(1;3)

f (x; y) = 22:
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z

y x
z

y x
xy

z
xy

z

Teorema 10:5: Fie f : A � Rn ! Rp şi a 2 A0;a 2
�
R
�n
. Dac¼a 9 lim

x!a;x2A
f (x) = l 2

�
R
�p
şi exist¼a

o limit¼a iterat¼a lim
xj!aj

�
lim
xi!ai

f(x1; x2; :::; xn)

�
atunci exist¼a şi limita iterat¼a lim

xi!ai

�
lim
xj!aj

f(x1; x2; :::; xn)

�
şi cele dou¼a limite iterate sunt egale, şi egale cu limita l.
Observa̧tia 10:4: Dac¼a limitele iterate într-un punct exist¼a şi sunt egale, nu rezult¼a c¼a exist¼a
limita funçtiei în punctul respectiv.

Exemplul 10:5: S¼a se studieze dac¼a exist¼a limitele iterate şi limita global¼a în origine pentru funçtia
a) f : D � R2 ! R; f (x; y) =

xy

x2 + y2
, unde D = R2 n f(0; 0)g :

b) f : D � R2 ! R; f (x; y) = x sin 1y + y sin
1
x , unde D = R2 n f(0; 0)g :

c) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2y

x4 + y2
, unde D = R2 n f(0; 0)g ;

Rezolvare. a) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
xy

x2 + y2
, unde D = R2 n f(0; 0)g :

y x
z

y x
z

xy
z

xy
z

�Limitele iterate în (0; 0) sunt

lim
x!0

�
lim
y!0

f (x; y)

�
= lim

x!0

�
lim
y!0

xy

x2 + y2

�
y este var. de trecere la lim

= lim
x!0

(0)
x este var. de trecere la lim

=

0;

lim
y!0

�
lim
x!0

f (x; y)
�
= lim

y!0

�
lim
x!0

xy

x2 + y2

�
x este var. de trecere la lim

= lim
y!0

(0)
y este var. de trecere la lim

=

0:
� Limita global¼a în (0; 0). 9? lim

(x;y)!(0;0)

xy

x2 + y2
:

Fie A = R2nf(0; 0)g. Se observ¼a c¼a a = (0; 0) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte o valoare posibil¼a a limitei globale, dac¼a aceasta ar exista.
modul 2: cu limite dup¼a direçtii. Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu direçtii.
Fie 8h = (h1; h2) 2 R2 n f(0; 0)g o direçtie în R2:

9? lim
t!0;t2U

f ((0; 0) + t (h1; h2))
convenţie
=

((�))=(�)
lim

t!0;t2U
f (th1; th2) = lim

t!0;t2U

(th1) (th2)

(th1)
2 + (th2)

2 =
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= lim
t!0;t2U

t2

t2
h1h2
h21 + h

2
2

=
h1h2
h21 + h

2
2

:

Pentru �ecare h = (h1; h2) o direçtie în R2, obţinem câte o valoare a limitei anterioare. Conform
Teoremei 4, era necesar ca limita anterioar¼a sa aib¼a aceeaşi valoare pentru orice direçtie

)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) ; adic¼a @ lim
(x;y)!(0;0)

xy

x2 + y2
:

Observa̧tie. Etapa 1 putea � completat¼a cu
sau modul 3: Se poate studia existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu direçtii particulare, de forma
y = �x; � 2 R�:

lim
(x;y)!(0;0);y=�x

xy

x2 + y2
= lim
(x;y)!(0;0);y=�x

x (�x)

x2 + (�x)2
= lim
(x;y)!(0;0);y=�x

�

1 + �2
=

�

1 + �2
:

Deoarece limita anterioar¼a nu este un num¼ar independent de �, ci pentru �ecare pant¼a � a dreptei
pe care (x; y) se deplaseaz¼a spre (0; 0) obţinem câte o valoare a limitei

)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) ; adic¼a @ lim
(x;y)!(0;0)

xy

x2 + y2
:

sau modul 4: Se poate studia existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu şiruri particulare, care tind la
(0; 0) pe o dreapt¼a de pant¼a � 2 R�: Se alege

(xn; yn) =
�
1
n ;

�
n

�
;8n 2 N� şiruri de perechi din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (0; 0). se observ¼a c¼a

f (xn; yn) =

�
1
n

� �
�
n

��
1
n

�2
+
�
�
n

�2 = �

1 + �2
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
�

1 + �2
=

�

1 + �2
:

Deoarece limita anterioar¼a nu este un num¼ar independent de �, ci pentru �ecare şir ((xn; yn))n2N�
se obţine câte o valoare a limitei dependent¼a de panta dreptei pe care şirul se deplaseaz¼a spre
origine

)nu exist¼a limita global¼a a funçtiei f în (0; 0) ; adic¼a @ lim
(x;y)!(0;0)

xy

x2 + y2
:

b) f : D � R2 ! R; f (x; y) = x sin 1y + y sin
1
x , unde D = R2 n f(0; 0)g :

xy
z

xy
z

xy
z

xy
z

Limitele iterate în (0; 0).

lim
x!0

f (x; y) = lim
x!0

�
x sin 1y + y sin

1
x

�
-nu exist¼a) @ lim

y!0

�
lim
x!0

f (x; y)
�
:

lim
y!0

f (x; y) = lim
y!0

�
x sin 1y + y sin

1
x

�
-nu exist¼a) @ lim

x!0

�
lim
y!0

f (x; y)

�
:

Limita global¼a în (0; 0).

Se arat¼a direct c¼a 9 lim
(x;y)!(0;0)

�
x sin 1y + y sin

1
x

�
= 0 cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):

lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = 0 , [8" > 0;9� = � (") > 0 astfel încât, 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu 0 <

jx� 0j < � şi 0 < jy � 0j < � s¼a rezulte jf (x; y)� 0j < "]:
Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 astfel încât, 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu 0 < jx� 0j < � şi

0 < jy � 0j < � s¼a rezulte
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jf (x; y)� 0j =
���x sin 1y + y sin 1x ��� � jxj � ���sin 1y ���+ jyj � ��sin 1x �� � jxj+ jyj "se scap¼a" de x;y<

r¼amâne �
� + � < ":

Deci se caut¼a � = � (") > 0 astfel încât 0 < 2� < ". Din Teorema de densitate a R în R, între
numerele reale 0 şi " exist¼a un astfel de �. Se poate alege, de exemplu, � = "

4 :

Deci 9 lim
(x;y)!(0;0)

�
x sin 1y + y sin

1
x

�
= 0:

c) f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2y

x4 + y2
, unde D = R2 n f(0; 0)g :

z
y x

z
y x

Limitele iterate în (0; 0).

lim
x!0

f (x; y) = lim
x!0

x2y

x4 + y2
= 0) lim

y!0

�
lim
x!0

f (x; y)
�
= lim
y!0

0 = 0:

lim
y!0

f (x; y) = lim
y!0

x2y

x4 + y2
= 0) lim

x!0

�
lim
y!0

f (x; y)

�
= lim
x!0

0 = 0:

Limita global¼a în (0; 0).
Dac¼a se trece la limit¼a spre (0; 0) pe parabole de parametru m;x2 = my )

lim
(x;y)!(0;0)
x2=my

f (x; y) = lim
(x;y)!(0;0)
x2=my

x2y

x4 + y2
= lim
y!0

(my) y

(my)2 + y2
= lim
y!0

m

m2 + 1
=

m

m2 + 1
;

deci limita este diferit¼a pe parabole diferite)limita global¼a nu exist¼a.

Exemplul 10:6: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele limite exist¼a, şi dac¼a da, s¼a se determine
valoarea lor

a) lim
(x;y)!(+1;+1)

x2

x+ y
; b) lim

(x;y)!(+1;�1)

y2

x2 + y2
;

Rezolvare. a) lim
(x;y)!(+1;+1)

x2

x+ y
;

Fie f : D � R2 ! R; f (x; y) =
x2

x+ y
, unde D =

�
(x; y) 2 R2;x+ y 6= 0

	
:

Se alege A =
�
(x; y) 2 R2;x+ y > 0

	
a.î. a = (+1;+1) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a

9 lim
(x;y)!(+1;+1)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte valoarea limitei funçtiei în (+1;+1) cu şiruri. Fie
(xn; yn) = (n; n) ;8n 2 N� şir de perechi din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (+1;+1). se observ¼a c¼a

f (xn; yn) =
n2

n+ n
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
n2

2n
= +1:

) se poate s¼a existe limita funçtiei f în (+1;+1) şi ar avea valoarea +1:
În etapa 10 s-a ar¼atat c¼a numai pentru un şir ((xn; yn))n2N� cu limita (+1;+1) rezult¼a c¼a
lim
n!1

f (xn; yn) = +1, şi nu pentru toate şirurile din A, cu limita (+1;+1). Deci nu se poate
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aplica Teorema 2) nu se poate a�rma sigur c¼a lim
(x;y)!(+1;+1)

x2

x+ y
= 0:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (+1;+1) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
lim

(x;y)!(+1;+1)
f (x; y) = +1, [8� > 0;9�1 = �1 (") > 0; 9�2 = �2 (") > 0;a.î. 8 (x; y) 2 A cu

x > �1 şi y > �2 s¼a rezulte f (x; y) > �]:
Fie 8� > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru +1): Se caut¼a

�1 = �1 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru +1), se caut¼a
�2 = �2 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate" pentru +1), a.î.
8 (x; y) 2 A cu x > �1 şi y > �2 s¼a rezulte

f (x; y) =
x2

x+ y

"se scap¼a" de x;y
>

r¼amâne �1;�2
::: > �:

Se intuieşte c¼a
-sau nu se ştie o majorare, înainte de a scrie ::: > �:
-sau nu exist¼a limita global¼a lim

(x;y)!(+1;+1)
f (x; y) :

Etapa 3: Se arat¼a c¼a @ lim
(x;y)!(+1;+1)

f (x; y) cu şiruri. Se alege

� (xn; yn) = (n; n) ;8n 2 N� şir de perechi din A a.î. lim
n!1

(xn; yn) = (+1;+1). Se observ¼a c¼a

f (xn; yn) =
n2

n+ n
=
n2

2n
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
n2

2n
= +1:

� (exn; eyn) = �n; n2� ;8n 2 N� şir de perechi din A a.î. lim
n!1

(exn; eyn) = (+1;+1). Se observ¼a
c¼a

f (exn; eyn) = n2

n+ n2
) lim

n!1
f (exn; eyn) = lim

n!1
n2

n+ n2
= 1:

Cum +1 6= 1) @ lim
(x;y)!(+1;+1)

x2

x+ y
:

b) lim
(x;y)!(+1;�1)

y2

x2 + y2
;

Fief : D � R2 ! R; f (x; y) =
y2

x2 + y2
, unde D =

�
(x; y) 2 R2; (x; y) 6= (0; 0)

	
:

Se alege A =
�
(x; y) 2 R2;x > 0; y < 0

	
a.î. a = (+1;�1) 2 A0. Are sens s¼a se studieze dac¼a

9 lim
(x;y)!(+1;�1)

f (x; y) :

Etapa 1: Se intuieşte valoarea limitei funçtiei în (+1;�1) cu şiruri. Fie
(xn; yn) = (n;�n) ;8n 2 N� şir de perechi din A a.î. lim

n!1
(xn; yn) = (+1;�1). Se observ¼a c¼a

f (xn; yn) =
(�n)2

n2 + (�n)2
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
n2

2n2
=
1

2
:

) se poate s¼a existe limita funçtiei f în (+1;�1) şi ar avea valoarea 1
2
:

În etapa 10 s-a ar¼atat c¼a numai pentru un şir ((xn; yn))n2N� cu limita (+1;�1) rezult¼a c¼a
lim
n!1

f (xn; yn) =
1

2
, şi nu pentru toate şirurile din A, cu limita (+1;�1). Deci nu se poate

aplica Teorema 2) nu se poate a�rma sigur c¼a lim
(x;y)!(+1;�1)

y2

x2 + y2
=
1

2
:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (+1;�1) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):

lim
(x;y)!(+1;�1)

f (x; y) =
1

2
, [8" > 0;9�1 = �1 (") > 0; 9�2 = �2 (") < 0;a.î. 8 (x; y) 2 A1 cu
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x > �1 şi y < �2 s¼a rezulte

����f (x; y)� 12
���� < "]:

Fie 8" > 0: Se caut¼a �1 = �1 (") > 0 (mare spre +1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru +1), se caut¼a �2 = �2 (") < 0 (mic spre �1, ca şi "raz¼a" a unei vecin¼at¼aţi "punctate"
pentru �1), a.î. 8 (x; y) 2 A cu x > �1 şi y < �2 s¼a rezulte����f (x; y)� 12

���� = ���� y2

x2 + y2
� 1
2

���� = 1

2

��y2 � x2��
x2 + y2

�
"se scap¼a" de x;y

<
r¼amâne �1;�2

::: < ":

Se încearc¼a
1

2

��y2 � x2��
x2 + y2

� 1

2

x2 + y2

x2 + y2
=
1

2
< "�contradiçtie cu faptul c¼a " > 0 este o raz¼a oricât

de mic¼a pentru o vecin¼atate a
1

2
, de exemplu " =

1

7
:

Se intuieşte c¼a
-sau nu se ştie o majorare, înainte de a scrie ::: < ":
-sau nu exist¼a limita global¼a lim

(x;y)!(+1;�1)
f (x; y) :

Etapa 3: Ar¼at¼am c¼a @ lim
(x;y)!(+1;�1)

f (x; y) cu şiruri. Se alege

� (xn; yn) = (n;�n) ;8n 2 N� şir de perechi din A a.î. lim
n!1

(xn; yn) = (+1;�1). Se observ¼a
c¼a

f (xn; yn) =
(�n)2

n2 + (�n)2
) lim

n!1
f (xn; yn) = lim

n!1
n2

2n2
=
1

2
:

� (exn; eyn) = �n2;�n� ;8n 2 N� şir de perechi din A a.î. lim
n!1

(exn; eyn) = (+1;�1). Se observ¼a
c¼a

f (exn; eyn) = (�n)2

n4 + (�n)2
) lim

n!1
f (exn; eyn) = lim

n!1
n2

n4 + n2
= 0:

Cum
1

2
6= 0) @ lim

(x;y)!(+1;�1)

y2

x2 + y2
:

100: Limit¼a uniform¼a-nu
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11: Funçtii f : A � Rn ! Rp continue în a 2 A
Se va studia no̧tiunea continuitate pentru funçtii de�nite pe muļtimi dintr-un spa̧tiu Rn; n 2 N�

cu valori într-un spaţiu Rp; p 2 N�; în a 2 A:
De�ni̧tia 11:1: Fie f : A � Rn ! Rp, a 2 A:
a) Funçtia f este continu¼a în punctul a dac¼a

[8V 2 V (f (a)) ;9W =WV 2 V (a) a.î. 8x 2 A \W ) f (x) 2 V ]:
b) Funçtia f este continu¼a pe mulţimea A dac¼a este continu¼a în �ecare a 2 A.
Teorema 11:1: Fie f : A � Rn ! Rp, a = (a1; :::; an) 2 A: Atunci sunt echivalente a�rma̧tiile
(a) (de�ni̧tia continuit¼a̧tii cu vecin¼at¼a̧ti 4:2:1)

-dac¼a a 2 A \A0;9 lim
x!a;x2A

f (x) = f (a) 2 Rp

-dac¼a a 2 A nA0 (a este punct izolat), f este continu¼a, conform De�ni̧tiei 11:1:
(b) (caracterizarea "� �) [8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8x = (x1; :::; xn) 2 A cu kx� akRn < �(este
su�cient jx1 � a1j < �; :::; jxn � anj < �)) kf (x)� f (a)kRp < "]:
(c) (caracterizarea cu şiruri) [8

�
xk
�
k2Nm un şir de n-uple reale din A, cu lim

k!1

�
xk1; :::; x

k
n

�
=

(a1; :::; an)) lim
k!1

f
�
xk1; :::; x

k
n

�
= f (a1; :::; an)]:

Exemplul 11:1: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii sunt continue pe R2

b) f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
x3y3

x4 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
;

xy
z

xy
z

y
z

x y
z

x

Se studiaz¼a dac¼a f este continu¼a pe A = R2 =
�
R2 n f(0; 0)g

�
[ f(0; 0)g :

�Pe R2nf(0; 0)g, care este muļtime deschis¼a, f este continu¼a ca �ind obţinut¼a prin opera̧tii algebrice
cu funçtii continue.
�În a = (0; 0) 2 A \A0, f este continu¼aTeorema 1, 9 lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) = f (0; 0)| {z }

0

:

Etapa 2: Se studiaz¼a existenţa limitei funçtiei în (0; 0) cu de�ni̧tia (caracterizarea "� �):
9 lim
(x;y)!(0;0)

f (x; y) = 0,

[8" > 0;9� = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g cu
jx� 0j < � şi jy � 0j < �| {z }

vec. a (0;0)

) jf (x; y)� 0j < "| {z }]
vec. a 0

:

Fie 8" > 0: Se caut¼a � = � (") > 0 a.î. 8 (x; y) 2 A n f(0; 0)g cu
jx� 0j < � şi jy � 0j < � s¼a rezulte

jf (x; y)� 0j =
���� x3y3x4 + y2

� 0
���� = jxj3 jyj y2

x4 + y2
� y2

x4 + y2
jxj3 jyj

"se scap¼a" de x;y
<

r¼amâne �
1 � �3 � � < ":

Din Teorema de densitate a R în R, între numerele reale 0 şi " exist¼a un astfel de �. Se poate alege,
de exemplu, � = 4

p
"
2 :
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Deci 9 lim
(x;y)!(0;0)

x3y3

x4 + y2
= 0 = f (0; 0)

) f este continu¼a în a = (0; 0) :

Exemplul 11:2: S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarea funçtie este continu¼a pe D � R2

f : D � R2 ! R; f (x; y) =
� p

x2 + y2 � 4; dac¼a x2 + y2 > 4
�; dac¼a (x; y) = (0; 0)

unde D =
�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 > 4

	
[ f(0; 0)g :

y x
z

Se studiaz¼a dac¼a f este continu¼a pe A = D:
�Pe

�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 > 4

	
, care este muļtime deschis¼a, f este continu¼a ca �ind obţinut¼a prin

operaţii algebrice cu funçtii continue.
�În a = (0; 0) 2 AnA0; adic¼a este punct izolat pentru A; f este continu¼a prin de�ni̧tia cu vecin¼at¼aţi.
De menţionat c¼a în punctul izolat a = (0; 0) nu are sens s¼a se studieze dac¼a 9 lim

(x;y)!(0;0)
f (x; y) :

Teorema 11:2: Fie f : A � Rn ! Rp,f (x1; :::; xn) = (f1 (x1; :::; xn) ; :::; fp (x1; :::; xn)) şi a 2 A:
Atunci

f este continu¼a în a, [fi este continu¼a în a;8i 2 f1; :::; pg]:
Teorema 11:3: Fie f : A � Rn ! B � Rp,g : B � Rp ! Rq, şi a 2 A: Dac¼a f este continu¼a în a
şi g este continu¼a în f (a) atunci funçtia compunere g � f : A � Rn ! Rq este continu¼a în a:
De�ni̧tia 11:2: Fie A � Rn: Muļtimea A se numeşte mulţime compact¼a în Rn dac¼a orice şir n-uple
din A conţine un subşir convergent la o n-upl¼a din A.
Teorema 11:4: Fie A � Rn: Muļtimea A este muļtime compact¼a în Rn dac¼a şi numai dac¼a este
m¼arginit¼a şi închis¼a.
Corolar 11:1: Sferele închise din Rn în raport cu orice norm¼a din Rn sunt muļtimi compacte în
Rn.
Teorema 11:4: Fie f : A � Rn ! Rp funçtie continu¼a pe A: Atunci f duce orice muļtime compact¼a
din A într-o muļtime compact¼a din Rp; adic¼a

8 eA � A; eA compact¼a în Rn ) f
� eA� este compact¼a în Rp:

Teorema 11:5: Fie f : A � Rn ! R funçtie continu¼a pe A: Dac¼a A este muļtime compact¼a în Rn,
atunci f î̧si atinge marginile, adic¼a adic¼a 9min

x2A
f (x) şi 9max

x2A
f (x) :

Exemplul 11:3: Fie funçtia f : D � R2 ! R, f (x; y) =
�
x2 + y2

�2
;

unde D =
�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 � 2

	
:
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z
y x

z
y x

y x

z

y x

z

Funçtia f este continu¼a pe D: D este muļtime compact¼a (e închis¼a şi m¼arginit¼a): Se observ¼a c¼a
inf
x2D

f (x; y) = 0 şi sup
x2D

f (x; y) = 22 = 4:

Mai mult, in�mumul este atins, adic¼a 9 (x; y) = (0; 0) 2 D astfel încât f (0; 0) = 0)
9min
x2D

f (x; y) = 0:

De asemenea, supremumul este atins, adic¼a 9 (x; y) 2 D; (de exemplu toate punctele (x; y) de pe
cercul x2 + y2 = 2) astfel încât f (x; y) = 4)

9max
x2D

f (x; y) = 4:

De�ni̧tia 11:3: Fie f : A � Rn ! Rp, f (x1; x2; :::; xn) = :::
o funçtie vectorial¼a cu "n variabile" reale x1; x2; :::; xn (variabila o n�upl¼a):

Dac¼a pentru f se consider¼a, de exemplu, x2; :::; xn �xe, atunci f devine funçtie de o singur¼a
variabil¼a, anume x1: În modul acesta se poate considera f ca funçtie de orice variabil¼a xi; celelalte
variabile x1; :::; xi�1; xi+1; :::; xn �ind considerate �xe.

Funçtia f este continu¼a parţial în raport cu variabila xi în ai dac¼a funçtia anterioar¼a, cu
x1; :::; xi�1; xi+1; :::; xn �ind considerate �xe, este continu¼a paŗtial în xi:
Teorema 11:6: Fie f : A � Rn ! Rp: Dac¼a f este funçtie continu¼a în a = (a1; :::; an) 2 A atunci
ea este continu¼a în acest punct paŗtial în raport cu �ecare variabil¼a în ai: Reciproc nu.

11:2: Funçtii care au proprietatea lui Darboux...
11:3: Funçtii uniform continue pe A. Funçtii Lipschitz pe A.

Contraçtii pe A...


