Gabriela Grosu / Analiza matematica 1

CURS NR. 8
Analiza matematica, ATA

12. Teoria diferentiabilitatii pentru s acr" —rrinacana

Se va studia notiunea diferentiabilitate pentru functii definite pe multimi dintr-un spatiu R, n €
N* cu valori intr-un spatiu RP,p € N*, ina e AN A’

12.1. Derivata de ordin 1 dupa o directie; derivatele partiale de ordin 1 in raport cu
"variabilele" functiei; diferentiala de ordin 1

In tot acest capitol, fie A C R™ o multime nevidi si deschis# (caz in care AN A’ = A).
Definitia 12.1.1. Fie f: ACR” - R,a€ Agi h € R"\ {frn} o directie.
a) Functia f are derivata de ordinul 1 in punctul a dupa directia h daca
. 1 se not. df
34 1 - th) — =" —
im 2 (f(a+th) - f(a) 7h
b) Functia f este derivabila de ordinul 1 in punctul a dupa directia h dacd existd limita anterioara

(a) €R,|unde V € V(0).

d,
si este finité, E—f (a) € R. Dacd existd, numarul 7h (a) € R se numeste derivata functiei f de
ordinul 1 in a dupa directia h.

c) Functia este derivabilia de ordinul 1 in punctul a dupd directia h pe mulfimea deschisa A daci
este derivabild de ordinul 1 dupd directia h in fiecare a € A.

Exermplul 12.1.1. S& se determine derivata functiei f de ordinul 1 in a dupa directia h pentru
f:R2 —>R,f(x,y) = —z? _2y2+4aa: <O>1)7h: (172)

s s 99

Rezolvare. Htjé%V%(f((O 1)+t(1,2)) :t—}(l)qlevg (041,14 2t)) 0, RV
:tJ5%V1(f(t’1+2t)_f(0,1)) :tjéf?evi (—t2—2(1+2t)2+4+02+2-12—4> -
:tjgfglevi (—t? —2 — 8t — 8t* + 2) :tjéf?evi (—9t? — 8t) = —8.

Deci EI% (0,1) = =8, unde h = (1,2).
Conform interpretéarii geometrice ulterioare, numarul ;l—{l (0,1) = —8 reprezintd panta dreptei tan-

gente la curba obtinutd din intersectia suprafetei-reprezentare a graficului cu un plan perpendicular
pe (zOy) ce trece prin (ai,ag, f (a1,a2)) = (0,1,0), dupa directia h = (1,2) din planul zOy. Mai

mult, deoarece 7h (0,1) = —8 < 0 = campul scalar f descregte intr-o vecinitate a punctului
(a1,a2) = (0,1) dupa directia h = (1, 2).
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A se vedea profesor Eugene Khutoryansky, "Gradients and Partial Derivatives"
https://www.youtube.com/watch?v=GkB4vW16QHI.

Interpretarea geometrici a derivatei dupa o directie pentru f: A C R? - R

.
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Fie functia f : A C R? — R al cirei grafic Gy = {(z,y,2) € R* (z,y) € A,z = [ (z,y)}
are ca reprezentare o suprafatd in spatiu. Fie M (a1, a2,b) un punct pe aceasta suprafata, adica
b= f (al, a2> .

Fie h = (hy,hg) € R?\ {(0,0)} o directie in xOy. Se construieste vectorul liber h cu punctul
de aplicatie in M’ (a1, ag,0), adicd in proiectia lui M (a1, as,b) pe xOy. Se construiegte curba C' ca
fiind obtinuta prin intersectia suprafetei S cu planul perpendicular pe xOy ce trece prin M gi prin
h.

d 1
Panta dreptei tangente in M la C este % (a1,a2) = I(i)l’il V7 (f ((a1,a2) +t(hi,h2)) — f ((a1,a2))).
e

De exemplu, sa se determine derivata functiei f de ordinul 1 in a dupa directia h pentru
f:R?2 =R, f(z,y) =2> —3zy +4y%,a=(1,2), h: COSG,SIHG)

lai ktw

. 1 (())=0)
Rezolvare. 3 Tim L (7((1,2) +4 (cos g, sin ) — £((1,2))) 2
. 1 - -
:t_}(l)glevg(f(1+tcosg,2+tsm§) f(1,2)) =

:%i_r)%%((1+tcos%)3—3(l+tcos%) (2+tsm )+4(2+tsm ) —13—1—3-1-2—4-22>:

~yg (1) - (e ) -

by
~liy g (V30 - (V3 3) 1 (33 - ) = (33 ) = 58,

t—0

S

Z) 2+t 5)+a(2+t
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daf
d7h(7

Deci 3 2) = B_Tm >0, unde h = (cos%,sin %) .

<4

0

Teorema 12.1.1. (de legatura intre derivata dupa directie si continuitatea dupa directie)
Fie h € R"\ {frn} o directie. Fie f : A C R"™ — R un camp scalar gi a € A—deschisa. Daca functia
f este derivabild de ordin 1 in a dupa directia h atunci f este continud in a dupa directia h, adica
H}iirg)f(a+th) = f(a).

OTeorema 12.1.2. (operatii cu derivate dupi directie) Fie he R" \ {#gn} o directie. Fie
f,g: ACR"™ — R campuri scalare derivabile de ordin 1 pe multimea deschisd A dupa directia h.
Fie a € R. Atunci functiile f + g,af §i f- g sunt derivabile de ordin 1 pe A dup4d directia h si

d(f+9) _ 4 cd(a-f) A
a(f-g) df

d
P9 (@) = S (@) g (@) + f (a) - 2 (a) Va € A,

Dac4, in plus, g (a) # 0,Va € A atunci funcgla % este derivabild de ordin 1 pe A dupa directia h si

f
dcgli) (a) = ng(a) <Ccll{1(a)‘g(a) - f(a)- 315;( )> ,Va € A.

OTeorema 12.1.4. (teorema lui Lagrange pentru campuri scalare) Fie h € R" \ {fg.} o

directie si f : A C R” — R camp scalar. Fie t > 0 si a € A—deschisa cu proprietatea ca, pentru
d

orice 7 € [0,t] rezultd cd a+ 7h € A si ca Eld—{l (a+7h) € R, adicad functia f este derivabild de

ordin 1 in a + 7h dup4 directia h. Atunci 360 € ]0,1] a.i.

df
fla+th)—f(a) =t —-(a+0th).

OTeorema 12.1.5. (aditivitatea si omogeneitatea derivatei de ordin 1 dupi directie in

raport cu directia) Fie f: A CR"” — R un camp scalar pe A—deschisa.

d
a) Fie h € R"\ {grn} .k € R"\ {Orn} doud directii. Daca 3% : A CR" — R si este continug

ina€ Asgidaca 33—{{ (a) € R, atunci f este derivabild de ordin 1 in a dupa directia h + k (adica
daf

daf daf daf
il ® = m@t g @-

d
b) Fie h € R" \ {rn} o directie si a € R. Dacd Eld—{l : A CR" — R si este continua in a € A,
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atunci f este derivabild de ordin 1 in a € A dupa directia ah (adica 3 (a) € R) si

df 4
iob) = “n

d (ah)

(a).

d d,
c) Fie hl,..,h" € R"\ {fgn} r - directii si a1, ..., € R r - numere reale. Daci Hd—l{l, s dhf—l :
A C R" — R gi sunt continue in a € A atunci f este derivabild de ordin 1 in a dupé directia

df
ht+ .. rh" (adica 3 R) si
ath' + ...+ a,h" (adicd Johi T .+ b (a) € R) si
df df

d
d(arh! + ... + a,hr) (@) =1 @)+ +args(a).
Definitia 12.1.2. Fie f: A CR"” — R,a € A—deschisd si C' = (ey, ..., e,) baza canonica din R".
a) Fie j € {1,...,n}. Functia f are derivata partiala de ordinul 1 in punctul a in raport cu variabila

z; daca
df _ : 1 N se not. ﬁ ES o
3oy @ = dim 5 (f(atie)) —f(a) "H" 5 (2) € R, funde V€V (0). 1)

b) Fie 5 € {1,...,n}. Functia f este deriwabila partial de ordinul 1 in a in raport cu variabila
0 0

xj, dacd existd limita anterioard i este finit, a—f (a) € R. Daca exista, numarul 8—f (a) e Rse
L Ty

numeste deriwata partiala a functiei f de ordinul 1 in a in raport cu variabila x;.

c) Fie j € {1,...,n}. Functia f este derivabila partial de ordinul 1 pe multimea deschisa A in raport

cu variabila xj, daca este derivabild partial de ordinul 1 in Va € A in raport cu variabila ;.

d) Functia f este de clasi C* pe multimea deschisd A (si notdm f € C' (A;R)) daci este derivabild

partial de ordinul 1 pe A in raport cu toate variabilele z;, Vj € {1, ...,n} si functiile derivate partiale

0
de ordinul 1, a—f : A CR"™ — R sunt continue, Vj € {1,...,n}.
Ly
Observatia 12.1.1. a) In particular, pentru f : A € R? = R, f (z,y) = ..., derivatele partiale ale

functiei f in a = (a1,a2) € A sunt date de

L arvan) = 2 (ansa2) = i 5 (7 (@ns0) +£(1,0)) — £ ((@1,02)) =
= dim 2 (f o+ ta) — f (ar,02)),
gg (a1, a2) = ji; (a1,a2) = tjéfglevi (f ((a1,a2) +¢(0,1)) — f ((a1,a2))) =
:t_}(i)glevi(f(al,angt)f(al,ag)).
b) In particular, pentru f : A C R® — R, f(x,y,2) = ..., derivatele partiale ale functiei f in

(a1,az2,a3) € A, daca existd gi sunt finite, sunt date de

o7 (a1,a2,a3) = i (a1,a2,a3) = lim 1(f((ah%%) +1(1,0,0)) — f ((a1,a2,a3))) =

ox deq t—0,teV t
= t—»lérz{levi (f (a1 +t,a2,a3) — f (a1,a2,a3)),

2 (o enan) = S (@nana) = i 3 (7 (@, 000) +£0,1,0) = f (a1, 02,00)) =
= t_}(i)glevi (f (a1,a2 +t,a3) — f(a1,a2,a3)),
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0 d : 1
L (arvaz,00) = S (o 0a) =l 3 (7 (@1,2,09) + £(0.0.1)) = (01, 02.09))) =
= tjg)r?ev ; (f (a1,a2,a3 +t) — f(a1,a2,a3)) .

Teorema 12.1.6. (operatii cu derivate partiale) Fie j € {1,....,n}. Fie f,g: ACR" - R
campuri scalare derivabile partial de ordin 1 pe multimea deschisa A in raport cu variabila x;. Fie
a € R. Atunci functiile f + g, af si f - g sunt derivabile partial de ordin 1 pe multimea A in raport
cu variabila x; si

oU+g) . _ 0f . 0 @), o |
axj (a)_am]( )+8733]( )avaEAaaTj(a)—aa?j(a),VaeA,
a(f-9) of dg

oz, (a) = 6%() g(a)+ f(a)- 8$](),Va€z4-

Dacd, in plus, g (a) # 0,Va € A atunci functia % este derivabild partial de ordin 1 pe multimea A
in raport cu variabila x; si

!

8;;) @ = (giu o -1 @) 5 @ )) vaca

Teorema 12.1.7. (de legatura intre derivata de ordin 1 dupa o directie si derivatele
partiale de ordin 1) Fie f : A CR"” — R si a € A—deschisa. Daca
(i) f este derivabild partial de ordinul 1 pe A in raport cu variabila z;, adica

8f : ACR"™ - R, pentru Vj € {1,...,n} si
8x]

0 .
(ii) a—f sunt functii continue in a, pentru Vj € {1,...,n},
Lj

d .
atunci Ei—f (a) € R, pentru Vh € R" \ {gn}, h = (hq,..., hy,). In acest caz

dh
daf of of
— . e+ — - Py, 2
@) = 5 (@) byt () )
Observatia 12.1.2. Fie f : A CR" — R, a € A—deschisi. Fie j € {1,...,n}. Se observa ca functia

f este derivabila partial de ordinul 1 in a in raport cu variabila x; daca exista si este finita limita

lim

(f (a1, .., Gim1, T4, Qig1, ooy an) — f(A1, .0, Gi—1, Giy Qi1 -y )
=05 Tj — 0

0 : . .
Daca exista, numadarul dat de limita anterioara este chlar—f (a) € R, adicd derivata partiald a

Ox;
functiei f de ordinul 1 in a.
a) In particular, pentru f : A € R? — R, f(z,y) = ..., derivatele partiale ale functiei f in
(a1,a2) € A, dacd existd si sunt finite, sunt date si de
g (al,CLQ) — lim f (l‘,ag) - f(a17a2) af ( 1,&2) — lim f (alay) - f(a17a2). (3)
oz r—ay T —ay " Oy y—az Yy —as

b) In particular, pentru f : A C R® — R, f(x,y,2) = ..., derivatele partiale ale functiei f in
(a1,a2,a3) € A, daci existd gi sunt finite, sunt date si de

f(a17y7a3) — f(a17a27a'3)

x,a2,a3) — f (a1,a2,a3) 0
(a1,a2,a3) lim f( y 42, 3) f( 1, &2, 3) f (a1,a2,a3) lim
r—aq r—a dy y—az Yy— a2

i

. flar,a9,2) — f(a1,a9,as
(a1,a2,a3) = lim (a1, ’i_ag( 02, 03)

(4)

B
o
of
0z




Gabriela Grosu / Analiza matematica 6

Exemplul 12.1.2. Sa se studieze daca exista gf (1,2) si a—f (1,2) pentru
x

f:R2 =R, f(z,y) = 2y + 3.

y T W

Rezolvare.f if .
dul 1 3= (1,2 1,2 lim ~ (f(1+¢t2)—f(1,2) =

modul 1 35 (1,2) = del( )= t_}(l)glevt(f(Jr,) f(1,2))
— : 1 2 2 _ : 1 _ : 8f —
—tjéglevt((1+t) 22+3(1+t)—1-22-3 1)—tjéglevt(7t)—7. De0138$(1,2)—7.

0
Conform interpretirii geometrice pentru f : A C R? — R, numarul af (1,2) = 7 reprezintd panta
x
dreptei tangente la curba obtinutd din intersectia suprafetei-reprezentare a graficului cu un plan
perpendicular pe (zOy) ce trece prin (a1, ag, f (a1,a2)) = (1,2,7), dupa directia e; = (1,0) a axei
Oz, adicd plan paralel cu zOz. Mai mult, deoarece == (1,2) = 7 > 0 = campul scalar f creste

intr-o vecindtate a punctului (a1, a2) = (1,2) dup4 directia e; = (1,0) a axei Ox.

_of df 1 -
ay (1,2) = doy (1,2)= lim - (F(1,24+8)-f(1,2)=
— 3 1 2 _ : 1 2 _ : 8f —
—tjéglevg(l-(2+t) +3-1-1-2 —3-1>—tjéglevg(t +41) = 4. Deci 35 (1,2) =4.

0
Conform interpretarii geometrice pentru f : A C R? — R, numérul a—f (1,2) = 4 reprezintd panta

dreptei tangente la curba obtinutd din intersectia suprafetei-reprezentare a graficului cu un plan
perpendicular pe (zOy) ce trece prin (a1, a2, f (a1,a2)) = (1,2,7), dupa directia e; = (0,1) a axei

Oy, adica plan paralel cu yOz. Mai mult, deoarece (1,2) = 4 > 0 = campul scalar f cregte

Iy
intr-o vecindtate a punctului (a1, a2) = (1,2) dupa directia e; = (0,1) a axei Oy.
modul 2. Conform observatiei 12.1.1 =

2) — f(1,2 .22 —22 22 (z—1 -1
3%(1’2):hmf(33, )—f (1, ):hml‘ + 3z 3:hm (x—1)+3(x ):7‘
ox x—1 r—1 z—1 ) x—1 ) r—1 r—1
Of i oy iy d L) = F(1,2) o 1-y?+3-1-22-3 B
oy P Em Ty Iy b=t

Comentariu- modul 3. Deoarece f este definitd pe multimea deschisi A = R? se pot determina,
daca existd, functiile derivate partiale de ordinul 1.

8f 8f 0 z este variabild
A CR?2 5 R, = 2 2 A = A
! - " Oz (8x y) 837 (xy 3w ) de dCI‘lVdIC vt 3 1=
Cum (1,2) € 4, = 38% (1,2) =22 +3="1.
8f 8f y este variabild
1Ay CR? - R, = — (z9? = -2 ;Ao = A.
ay - 8y ( “ y) ay (a:y + 3$) de derivare -2y +0; A2
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9f 1
0y

b) S& se studieze daci exista

Cum (1,2) € Ay = 322 (1,2) =2-1-2 =14,
 of of
ox

(0,0) si == (0,0) pentru
f:RE=R, f(z,y) =2y monkey saddle)

o

c) Sa se studieze daca ex1sta —(0,0) si = (0,0) pentru

830 8y
f:R?2 =R, f(z,y) = zy® — yx> (dog saddle)

e e G

Interpretarea geometrici a derivatelor partiale pentru f: A Cc R? - R

~k
(aa:0)

Fie functia f : A C R? — R al carei grafic Gy = {(z,y,2) € R* (z,y) € A,z = f (z,9)}
are ca reprezentare o suprafatd in spatiu. Fie M (a1, a2,b) un punct pe aceastd suprafata, adica
f (a1,a2) = b. Se construiesc curbele

Ci = {(x,y, 2) €R3; (z,y) €A, fa,y) =2y= ag}—intersecpia suprafetei cu planul y = as,
paralel cu zOz.

Cy = {(m,y, 2) €R3; (z,y) €A, f(x,y) =2,0=a; }-interseci;ia suprafetei cu planul z = aq,
paralel cu yOz.

Ele trec prin M.
Cum C] este reprezentarea graficului functiei u (x) = f (z,a2), atunci panta tangentei in M la

0
Cy este v/ (a1) = 32 (a1, a2) .
x
Cum C; este reprezentarea graficului functiei v (y) = f (a1, y), atunci panta tangentei in M la

Oy este v (a2) = == (a1, a2) .

of
oy
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De exemplu, fie f : R? = R, f (z,y) = 4 — 22 — 2y?. Graficul functiei,
Gy = {(:I:,y,z) eR34— 22— 2% = z},

este un paraboloid eliptic, reprezentat la exemplul 12.1.1. Se calculeaza:
f(ry)=4—22 292V (z,y) eRZ= f(1,1) = 1si o

O ooy = —20 5 2 (2) = - 2y 0=
ax(x,y)— 2 si ay(a:,y)— 4dz,V (z,y) € R :>8:1:(1’1)_ 25l 8y(1,1)— 4.

Fie M (a1, ag, f (a1,a2)) = M (1,1,1) un punct pe suprafata paraboloidului. Se construiesc curbele
C) = {(w,y, 2) ER¥4 — a2 — 22 =2,y = 1}, intersectia suprafetei cu planul y = 1, paralel cu
z0z.
Cy = {(w,y,z) ER*4—22 22 =z 2= 1}, intersectia suprafetei cu planul x = 1, paralel cu
yOz.
FEle trec prin M.

Cum C este reprezentarea graficului functiei u (z) = f (x,1), atunci panta tangentei in M la
Cy este v/ (1) = or (1,1).

x
Cum Cy este reprezentarea graficului functiei v (y) = f(1,y), atunci panta tangentei in M la

Cy este v’ (1) = == (1,1).

{1.1)

‘\)-/'-U
1
3 X
O alti interpretarea geometrici a derivatelor partiale.pentru f: A C R2 - R
Fie functia f : A C R? — R al cirei grafic Gy = {(z,y,2) € R* (z,y) € A,z = f (z,y)}
are ca reprezentare o suprafatd in spatiu. Fie M (a1, a2,b) un punct pe aceasta suprafatd, adica

f (al, az) =b.
Daca f are derivate partiale continue, atunci ecuatia planului tangent la suprafata S in punctul

s, 0
M este |z —b= 8_£ (a1,a2) - (z —a1) + 8—; (a1,a2) - (y — az).
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Se poate construi liniarizata functiei f in apropierea punctului (a1, as2) ca fiind

L(o.9) = f (@r,02) + 5 (ar,02) - (2= @) + G (@n,00) - (- a2).

(aprozimarea Gy cu planul tangent a f in (a1, az)).
De exemplu, fie f : R? = R, f (z,y) = 222 + y2. Reprezentarea graficului functiei,
Gy = {(;c, y,2) € R3 222 4+ 92 = z} , este un paraboloid eliptic.

f(zy) =222+ %V (z,y) eR* = f(1,1) =3si

O gy =azs D @y =2 v@perr=Lan=1s =2

ox oy oz oy
Fie M (a1, aq, f (a1,a2)) = M (1,1, 3) un punct pe suprafata paraboloidului. Se construieste planul

tangent la S in M, de ecuatie
(m):2—=3=4(@x—-1)+2(@y—1) < (7):z=4x + 2y — 3.

Se construiegte liniarizata functiei f,
L (z,y) = 4x + 2y — 3, al carei grafic este chiar planul tangent la S in M.

Se observa ca L (x,y) aproximeaza f (z,y) intr-o vecindtate apropiatd a punctului (1,1) :
f(@,y) ~ L(z,y),Y (z,y) € V.|
De exemplu,
£(1.1,0.95) = 2 (1.1)* + (0.95)% = 3.3225; L (1.1,0.95) = 4 (1.1) + 2 (0.95) — 3 = 3.3,
£(1.1,0.95) ~ L (1.1,0.95).

Dar dacé se ia un punct departat de (1,1), precum (2,3) :
F(2,3)=2-2°+(3)?=17;L(2,3)=4-2+2-3 = 14.
£(2,3) 2 L(2,3).

Se mentioneaza cé, in apropierea punctului M, la zoom, planul tangent are graficul suprapus
peste graficul functiei.
Interpretari fizice / economice. Derivatele partiale apar in ecuatii cu derivate partiale ce ex-
prim& anumite legi fizice sau legi economice.

Economigtii americani Charles Cobb si Paul Douglas au modelat matematic productia totald a
unui sistem economic P in functie de cantitatea de munca L (numarul total de persoane-ore lucrate
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intr-un an) si de investitia de capital K (valoarea monetard a tuturor echipamentelor, masinilor si
cladirilor). In 1928 au studiat cresterea economiei S.U.A. in perioada 1899 — 1922. Folosind metoda

celor mai mici patrate si tabelul de mai jos (de la guvern), au obtinut

se observa ca productia P creste atunci cind L sau K cresc, aga cum era de asteptat.

Year F L K
1800 100 100 100
1900 101 105 107
1901 112 110 114
1902 122 117 122
1903 124 122 131
1904 122 121 138
1905 143 125 149
1906 152 134 163
1907 151 140 176
1908 126 123 185
1909 155 143 198
1910 150 147 208
1911 153 148 216
1912 177 155 226
1913 184 156 236
1914 160 152 244
1915 189 156 266
1916 225 183 208
1917 227 108 335
1018 223 201 366
1919 218 196 387
1920 231 194 407
1921 179 146 417
1022 240 161 431

Ulterior s-a obtinut acelasi rezultat prin modelare. In cazul in care functia de productie este

notatd cu P(L,K),(L,K) € {(L,K) € R*,L > 0,K >0} atunci derivata partiala

—— este rata

oL

de modificare a productiei in ceea ce privegte cantitatea de munca. Economistii o numesc pro-
ductia marginala cu privire la munca depusa sau productivitatea marginala a muncii. De asemenea,
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: .., OP : . . : .. oo
derivata partiala —— este rata de schimbare a productiei cu privire la investitia de capital si se nu-

0K

meste productivitatea marginald a capitalului. In acesti termeni, rezultatul dat de Cobb si Douglas
poate fi stabilit, dupd cum urmeaza:

(i) In cazul in care munca sau capitalul devin nule, atunci si productia devine nuli.

(ii) Productivitatea marginald a muncii este proportionald cu cantitatea de productie pe unitatea
de munca.

(iii) Productivitatea marginald a capitalului este proportionald cu cantitatea de productie pe
unitatea de capital.

Deoarece cantitatea de productie pe unitatea de munca este % se deduce ca functia P (L, K)
verifica ecuatia cu derivate partiale de ordinul 1 :

op —aM,V(L,K)ED,
unde « este o constanta. Procedand ca la disciplina "Ecuatii diferentiale", se obtine ca P este data
de functia Cobb-Douglass

P(L,K)=bL"K'~,
unde b este o constanta independenta de L gi K. of

Exemplul 12.1.3. Sa se studieze daca exista or (0,1) si o

o (0,1) pentru

fiR2 SR, f(z,y) = x2+<y—12

T = H®

Rezolvare. modul 1.

Gf df ) 1 L 1 2 5
32 o= o= een-row= w1 (VErao o Jesaop
= lim M
t—0teV t
| L . of
Cum M 7 =—1sl Ym, T =13 tim 5 Dect 370 0.1).
5f df L 1 L 2 5
35, 01 = g, (0.1) = t_}l(l)’rz{levt(f(o,1+t)f(O,l))—t_}(l)’I{lEvt<\/0 1+t—1)° \/o 1-1)
= lim M
t—0,teV 1
R I [ |t] . 40f
Cum t—l%)gl<0 .= —1si t—H{%O . = 1= ﬂt_}l im 5 Deci ﬁﬂay (0,1).

modul 2. Conform observatiei 12.1.1 =

1) — 1 (1-— 1 02+ (1— 1
of (0,1) = lim fl )= F0.1) = lim \/ \/ = lim m
ox z—0 z—0 z—0 rz—1 z—0 T
Cum lim l| =—1si lim l2] =1=flim Jal . Deci 39 or (O 1).
rz—0,2<0 T z—0,2>0 X z—0 T
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_ 1 02+ (y— 1) —4/02+ (1 — 1) -1
397 (0.1) = tim £ O:¥) f(o,):hmV (v =1 /024 N )
8:1/ y—1 -1 y—1 y—l y—1 y—l
.y =1 ly — 1| |y —1] . 40f
] =_1si lLim 2—1_1 lim ! Deci 322 (0.1).
Cum lim °— i lim S =1=3lim T Deci 357 (0,1)

Comentariu- modul 3. Deoarece f este definitd pe multimea deschisd R? se pot determina, dacd
existd, functiile derivate partiale de ordinul 1.

agf . Al C R2 — R, gf (x,y) — aa < 72 + (,y o 1)2) T este griabilé 1 (233' + 0) )
X X T de derivare 9 /5[32 + (y . 1)2
Ay = {(z,y) € R% (z,y) # (0,1)} si Ay este mulfime deschisd. Deci
3?;A1QR2—>R,g(9g,y): ¢ .
. SRV T
(0,1) ¢ Ay.
8f 8f 0 2\ y este variabila 1
3--: A, CR? - R, — = — 2 -1 = 2(y—1)).
Limeror L w2 (\forr - 17) 0+2(y-1)

de derivare 9 /1‘2 + (y B 1)2

Se observa cd Ay = {(:1:, y) € R, (z,y) # (0, 1)}7 si ca As este multime deschisa. Deci

HW:AQQRQHR,?(IB,:U)— v .
Y Va?+ (y - 1)?

Comentariu. In (0, 1), graficul lui f are un "colt", nu are plan tangent atagat.

2%y )
Exemplul 12.14. Fie f: R> = R, f (z,y) = { 24+ 42’ dacd (z,y) # (0,0)
0, daci (z,y) = (0,0)
oo Of . Of - . o . .
Se aratd ca erista 9z (0,0) si 0 (0,0), adica este o functie care este derivabila partial de ordinul
x Y

11in a=(0,0) si totusi nu este continua in a = (0,0).

Rezolvare. R? = (R?\ {(0,0)}) U{(0,0)}.
eSe studiazi dacd f este derivabild partial de ordinul 1 pe R?, in raport cu x, respectiv y.

eepe R2\ {(0,0)}, care e multime deschiss, se va deriva partial folosind regulile de derivare
partiala.

esin a = (0,0) € (R?*) N (]RQ)/ se va folosi definitia derivatei partiale in raport cu x, respectiv

cu y.
Hai 1A C R?2 — R,
xr
af 0 $2y z este variabild 21‘y (x4 + y2) — :1:2y (4{1}3 =+ 0)
oz = oz = v R2\ {(0,0)}.
oz (:c,y) ox <3§'4 + 'y2 de derivare ($4 + y2)2 ’ (.%',y) € \ {( ’ >}
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af modul 1 df . 1 . 1 -0
ZJ 1 - _ - 1] - -
oz 00 de; 00 =t 260 -70.0)= lm 3 (t4 02 0)
1
= lim --0= lim O—Oiﬂg(OO) 0.
t—0,teV ¢ t—0,teV Ox
220 0
modu . 3 - 9 . 4 2 B .

Elg(0,0) d=1211mf(33 0)= /(0 0)zllmw:hm0:0.

oz z—0 x—0 (:t—>2 .’2E)— 0

20y (- 4+ vy
0 0 5
8_f : A =R* - R, 8—f (z,y) = { (x4 +y2)* dack (29) #(0,0)
! ! 0, dacit (z,y) = (0,0)

gf Ay C RZ — R,
8f 0 xzy y este variabild -'1:2 (3;4 + y2) - 3:23/ (O + 2y)
a7 S i " R? :
8y (CE’ y) 8y (1‘4 + y2) de derivare ($4 + y2)2 ,\Vl (:L" y) € \ {(0’ 0)}
8f modul 1 df . 1 B . 02 t .
Too™ L 00 m 10o0-70.0)= 1 (5rm-0) -
1
= lim --0= lim 0—0:>E|g(00) 0.
t—0,teV t t—0,teV oy
0%y 0
— 4 2
397 (0, 0) ™02 iy 1O =700 4y lim 0 = 0.
dy y—0 y—0 2(4y—>02)y—0 y—0
x* (z* —y 5
g-f A —RQ%R,?( ’y): { ($4+y2)2 ) daca (may)#(()’[))
4 0, dacd (z,y) = (0,0)

eSe studiazi dacd f este continud pe R2.
eepe R?\ {(0,0)}, care e multime deschisd, f este continui ca fiind obtinutd prin operatii
algebrice cu functii continue.

eein a = (0,0) € (R?) N (R2)', f este continui< EI( l)irrtO 0 f(z,y) = f(0,0).
x7y - b
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*Se studiazd dacd 3 lim  f (z,y) = 0 e =0
(z,)—(0,0)
[Ve > 0,35 = d (¢) > 0 astfel incat, V (z,y) € R?\ {(0,0)} cu
0<|z—-0/<dsiO<|y—0]<d=|f(x,y) — 0] <e]
Fie Ve > 0. Se cautd 6§ = 6 (¢) > 0 astfel incat, V(z,y) € R\ {(0,0)} cu 0 < |z —0] < J si
0 < |y — 0] < ¢ s rezulte

2 2 " g
) =0 = |y —of = L T e
Se incearcd x* + y? > 222 |y| = |f (z,y) — 0] < ;||ZZ|| 5 <¢&- contradictie cu € oarecare,
> 0, de exemplu € = %.
Se incearca z* +y? > 2* = |f (z,y) — 0] < v \y| = ||y|] < H < e—nu se poate "scapa" de z.
4o o’y _ 2?4 )
Se incearca z* + y* > y° = |f (z,y) — 0] < 2 m < o < e—nu se poate "scapa" de y.

Se intuieste ca
-sau s-a majorat prea tare, inainte de a scrie ... < €.
-sau nu existd limita  lim  f(x,y).

(=,y)—(0,0)
*Se aratd cd  lim  f (z,y) cu siruri. Se aleg:
(z,y)—(0,0)

o (Tn,yn) = (2,1) e R2\ {(0,0)},Vn € N* astfel incat lim (zn,y,) = (0,0).

ORONN

n
f($n7yn): (711 1 (1)2’ H;Of(ﬂﬁmyn) nli{olon?i—l—]_ 0.
o (Tn,yn) = (2, 712) € R2\ {(0,0)},Vn € N* astfel incat hm (Zn,yn) = (0,0).
()" (k) 11
f(wfmyn) = n—n2; lim f(xrwyn) = lim - =_.
(1) (7 G
Cum0# =7 lim
Fywd Mmoo f@y).
Deci f nu este continua in (0,0).
Comentariu. Chiar daca exista g‘f (0,0) si Zf (0,0), functiile gf si gf nu sunt continue in (0,0).
Y

Concluzie. Continuitatea (globald) in a nu este conditie necesard pentru existenta derivatelor
partiale in a, in raport cu z, respectiv y. Se stie, conform Teoremei 1, c&

Ela— (a) = f este continud in a doar dup4 directia e; = (1,0) (dupd axa Ozx), nu global;
z

of
[ P
Jdy

Exemplul 12.1.5. S& se studieze daca existd ——

(a) = f este continud in a doar dupa directia e2 = (0,1) (dupd axa Oy), nu global.

of

1 entru
oz ° oy P

y3

fiRE DR f(zy) ={ g 8 @y £ 0.0
0, daci (2.y) = (0,0)



Gabriela Grosu / Analizd matematica 15

Rezolvare. R? = (R?\ {(0,0)}) U {(0,0)}.
(continuitatea nu este o conditie necesara pentru existenta derivatelor partiale).
eSe studiazi dacd f este derivabild partial de ordinul 1 pe R?, in raport cu x, respectiv y.
eepe R?\ {(0,0)}, care e multime deschiss, se va deriva partial folosind regulile de derivare
partiala.
eein a =(0,0) € (R?) N (RQ)/ se va folosi definitia derivatei partiale in raport cu z, respectiv cu

Y.
Ha—f : A CR? - R,
xr
8f 0 y3 T este variabila 0 (*T2 + y2) - y3 (2$ =+ 0)
a5 . v v R2\ {(0,0)}.
ox (a:,y) ox (33‘2 + 'y2 de derivare (332 + y2)2 ’ (w’y) < \ {( ’ )}
8f modul 1 df . 1 . 1 03
or (0?0) de1 (0’0) t—>é§1€V t (f (t,O) f (070)) t—»(nglEV t <t2 + 02 0
1 0
~ dim Y0= 1m 0=0=3%(00=0
t—0,teV ¢ t—0,teV ox
03
-0
modu . P - 9 . 2 2 .
Elg((),()) 412 iy f(2,0) = /(0,0 —lim 2T _mo=o.
ox z—0 x—0 z—0 x—0 z—0
of af 2 e (z,y) # (0,0)
. _ 2 _ ) ) )
3%-141—1@ HR;%(UC,ZJ)— (22 +y2)?

0,  daci (z,y) = (0,0)

8f 0 y3 y este variabild 3y2 ($2 + y2) — y3 (0 + 2y)
95 - va v € R2 0,0)}.
8y ( 73/) 8y <IE2 + y2 de derivare (332 + y2)2 ’ (l‘, y) \ {( ’ )}
af modul 1 df . 1 . 1 t3
Lo L 00~ tm L00.0-700)= tm 1 (G0
= lim ﬁ—1;»3g(00)—1
T t0tev 3 oy T
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3
Y
—— -0
— 2 2
597 (0,0) ™22 fim FO9=F00 0 Py g
8:{/ y—0 Yy — 0 y—0 Yy — 0 y—0
2 2 2

Y (31‘ +y) o
Hgf : Ay =R? - R, gf (z,y) = W’ daca (z,y) # (0,0)
! ! 1 daci (3,9) = (0,0)

Definitia 12.1.3. Fie A C R" deschisd, f: A CR" — RP, f (21, ...,zn) = (f1 (1, ..., ) , .oy fp (21, .

siac€ A

a) Fie j € {1,...,n}. Functia f este derivabild partial de ordinul 1 in a in raport cu variabila x;
daca toate functiile fi, ..., f, sunt derivabile partial de ordinul 1 in @ in raport cu variabila z;. In
plus

of o o,
o )= (ax (@) <a>) | (5)
o7

Daca exista, p-upla . (a) € RP se numeste derivata partiald a functiei f de ordinul 1 in a in
L

raport cu variabila x;.

b) Fie j € {1,...,n}. Functia f este derivabila partial de ordinul 1 pe multimea deschisa A in raport

cu variabila x; daca este derivabila partial de ordinul 1 in Va € A in raport cu variabila z;.

c) Functia f este de clasd C' pe multimea deschisi A (si se noteazi f € C!(A;RP)) daci este

derivabild partial de ordinul 1 pe A in raport cu toate variabilele z;,j € {1,...,n} si functiile

0
derivate partiale of : A C R"™ — RP sunt continue.
L
Definitia 12.1.4. Fie f : A C R" — R?, f((z1,...,2p)) = (f1(@1,..0,Zn) s, fp (21,0, 20)) si
a € A—deschisa.
a) Se presupune ci f este derivabild partial de ordinul 1 in a € A in raport cu toate variabilele
xj,j € {1,...,n}. Se numeste matricea jacobiana a functiei f in punctul a (derivata totala a functiei
f in punctul a) matricea
df1 of
——(a) .. —(a
oz, @) oz, &
9 @y ... % (a
8&31 8xn
Daca p = n, se numegte jacobianul a functiei f in punctul a determinantul

not. O (f1, s f
det J; (a) = det Jp, 5, () =" M (7)

b) Se presupune ci f este derivabild partial de ordinul 1 pe A in raport cu toate variabilele z;,

se not. Jf (a) (segot. J(fl,,..7fp) (a)> . (6)

) Tn))
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j €{1,...,n}. Se numeste functia-matrice Jacobiana a functiei f in punctul a matricea functionald

of1 df1

D, (T1, ..y Tp) p (T1y.eey Tn)
J: A CR" — Mpxn (R> ’ Jf (3317 73371) =

Afp Ofp

O l(ml,.. B D, (:Ul,.. Tn)

Daca p = n se numeste functia-jacobian a functiei f in punctul a determinantul functional
det Jy : ACR" — R, det Jy (21, ..., ) = ...

Exemplul 12.1.6. Sa se determine functiile derivate partiale gi functia matrice jacobiana pentru
f:DCR? = R3 f(x,y) = (62”33/, arctg E, Vvt + 3y2>
Y

Rezolvare. D = {(z,y) € R%y # 0} . Se alege A = D- este multime deschisi.

n=2,p=23,f=(fi, f, f3), unde
fl tA C R2 _)Rafl (ajay) = e2x+3y,

fZ:AgRQ —>R,f2(ﬂ'5,y) :arctgf,
Yy
fB:AgR2_)Raf3($>y) = \/‘T4+3y2'

Se determing, daca exista, functiile derivate partiale de ordinul 1.

591 af ) T
A C ACR? — R3, — [ g2x+3y i 1 2\ _
8x 1 B (x,y) pe (e ,arctg " x4 + 3y >

x este variabila 1
Ya e2x+3y 9

1 1
de derivare ’ 1+ (§>2 y7 QW

(423 +0) | ; 4 = A

3
ox or

S T e R

8f2 (:B,y) 9f3( )
591 of o
Ay CACR? SRS, = (2,y) = — <e2‘”3y,arctg, Vat+ 3y2> =
y Ay (®3) dy Y
y este E}riabilé 22+3y ( T > . .
= e 3y —— | -5 |, ———=(0+6y) | ; A2 = A.
R ) 2 92 | )
de derivare 1+ (g) Yy 2/ x4 + 3y2
8f of —x
: Ay CR? — R3, == (z,y) = | 2273 . 3,
’ 2
31/ T 0y A’—’af oo x? 4 y? \/:U4+3y
8
G2 () %fya (@)
Matricea jacobiana este
% ( ’ ) % (m ) e2$+3y .9 62x+3y .3
Jf (xvy) = aif(xvy) aiZ(xay) — :c22—i—y x2?j_y2 ,V(&T,y) € A1 N A,
x>
O () 25 (@) 11 3,2 1 - >
O By Y \/x + 3y \/:r + 3y
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Este o matrice avand drept componente functii, Jy : A1 N Ay C R2 — M3y (R).
Nu are sens calculul jacobianului, nu este o matrice patraticd. Matricea se foloseste la scrierea
diferentialei functiei f, precum si la derivarea partiald a functiilor compuse.

Exemplul 12.1.7. Si se determine functiile derivate partiale si functia matrice jacobianad pentru
f:DCR?—=R% f(p,0) = (pcosh,psind).
Rezolvare. D = R?. Se alege A = D = R2- este multime deschisi.
n=2,p=2.f =(f1, f2), unde
fi: ACR?2 = R2 f1(p,0) = pcost; fa: ACR? — R2 fy(p,0) = psind.
Deoarece f este definitd pe multimea deschisa A se pot determina, daca exista, functiile derivate
partiale de ordinul 1.

af A C ACR? - R?, of (p,0) peste yariabili | - 59 , sinf |;A1=A
8,0 8/) de derivare S~~~ ~~
L(p0) G2(00)
af af 0 este variabila .
Ay CACR? 5 R2, == (p,0 = — 0 0];A;=A.
89 2= - - " 00 (p7 ) de derivare isﬁz &O,S_/ 1432
G0 GE(p0)
Matricea jacobiand este
of of
(p,0) — (p,0) -
_ dp o0 [ cost —psinf
Jr (p,0) = Ofs (0.6) %(p 0 = < sinf  pcosf Vi(p,0) € A1 N A,
ap a0 "’

Este o matrice patratica, avand drept componente functii, J; : A; N Az C R2 — Mays (R).
Are sens calculul jacobianului.
cosf —psinfd
det Jy (p,0) = sin 0 ,0[;050
Este un determinant functional, folosit in schimbarea de variabile din coordonate carteziene in
coordonate polare, in integrala dubla.
Alti jacobieni, ca de exemplu cel atagat functiei

f:DCR? - R? f(x,y) = (hl V2 + 2, arctg Q) ,
x

se folosesc pentru determinarea modulului derivatei unor functii complexe, precum a ramurii
Logy (2) = In|z| + i (arg z + 2km) .

=p,V(p,0) € A1 N As.

Definitia 12.1.5. Fie A C R" deschisd, f: ACR"” - RP gi a € A.
a) Functia f este diferentiabila de ordinul 1 in a daca

3T € L (R",RP) astfel incat lim (f(a+h)— f(a) =T (h)) = Oro, (8)
h—6 R ||h”2 Rn
unde [|(h1, .., ho)[lg gn = = \/h? + ...+ h2. Daci exists, functia liniard 7> Lot (df) (a) definita prin
n se not
T:R" —RP, T'(h) ((df) (a)) (h) (9)

se numegte diferentiala functiei f de ordinul 1 in a.

b) Functia f este diferentiabila de ordinul 1 pe multimea deschisa A daca este diferentiabild de
ordinul 1 in Va € A.

Teorema 12.1.8. (de unicitate a diferentialei de ordin 1) Fie A C R" deschisa, f : A C
R™ — RP gi a € A. Daca f este diferentiabila de ordinul 1 in a, atunci diferentiala ei in punctul a,
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T = (df) (a) este unic determinata.
Propozitia 12.1.1. Fie f : R® — R? o functie constanta. Atunci f este diferentiabild pe R™ si
T = (df) (a) = 0,Va €R™.
Propozitia 12.1.2. Fie f : R" — RP o functie liniard. Atunci f este diferentiabild pe R™ si
T = (df) (a) = f,Va eR™.
Observatia 12.1.3. Se reamintegte "Fie A = I C R un interval nevid si deschis. Fie f :TC R — R
si a € I. Functia f este diferentiabild in a daci si numai dacg este derivabild in a. In acest caz
((df) (@) (h) = f' (a) - b, Vh € R".
De mentionat ca daca f este derivabila pe I, atunci
(df) (2) = ' (2) - do, Y € 1|
Pentru n > 2, diferentiabilitatea unei functii f nu este echivalenta cu derivabilitatea partiala a
functiei f.
Teorema 12.1.9. (CN de diferentiabilitate de ordin 1 a unui cAmp scalar, cu derivate
dupa directii de ordin 1, respectiv cu derivate partiale de ordin 1) Fie A C R" deschisa,
f:ACR" - Rgiae A Daci f este diferentiabild de ordinul 1 in a, atunci f este derivabila in
raport cu orice directie in a si
Y (a) = () (a)) (h) , ¥h € B\ (B} (10)
In particular f este si derivabild partial de ordinul 1 in @ in raport cu fiecare variabild si, pentru
Vh € R” \ {HRn} ,h = (hl, ceey hn)

(@) @) ®) = 37 @) b+ + 2L @)

Reciproc nu.

Teorema 12.1.10. (CN de diferentiabilitate de ordin 1 a unui cAmp vectorial, bazata
pe continuitate) Fie A C R™ deschisa, f: A CR"™ — RP gi a € A. Daci f este diferentiabild de
ordinul 1 in a, atunci f este continud in a.

Teorema 12.1.11. (CS de diferentiabilitate de ordin 1 a unui cAmp scalar, bazata pe
continuitatea derivatelor partiale) Fie A C R" deschisa, f : A CR"™ — Rgia € A. Daca f
este derivabild partial de ordinul 1 pe A in raport cu fiecare variabild si functiile derivate partiale

of

— :ACR" - R,j€{l,..,n} sunt continue in a, atunci f este diferentiabild de ordinul 1 in a si

al'j
of of
d, h)=—(a)-hi+..+—=——(a) hy,. 12
(@) @) ) = 2 (@) b+t 2 (@) (12)
Observatia 12.1.4. a) Cum aplicatia proiectie
pj : R" = R,p; (h1,....; hj, ..., hp) = by
este o aplicatie liniard=- dp; (a) = p;. Mai scriem dz; (a) = p;. Atunci:

(11)

0 0
(@) (@) = 5 (@) - dor +...+ a;i (a) - da,.
b) Pentrun =2, f : ACR? = R, f(z,y) = ..., relatiile devin
(@) @) ) = 2L @)+ 5L (@) B = (st € B2 (13)
respectiv (df) (a) = gf; (a) - dx + g?]; (a) - dy (14)

S-a utilizat conventia ci dx = p1, dy = po sunt functiile proiectie a R? pe Oz, respectiv Oy, adici
p1:R? = R,pi (h1, ha) = h1;pa : R — R, py (h1, ha) = ha.
c) Pentrun=3, f: ACR? - R, f(z,y,2) = ..., relatiile devin
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of of

0
((df) (a)) (h) = a—i (a)-hy + M (a) - hy + 2, (a) - h3,Vh = (hq, ha, h3) € R3. (15)
: _of of of
respectiv (df) (a) = pe (a)-dx + By (a)-dy + o (a)-dz (15)
S-a utilizat conventia ci dx, dy, dz sunt functiile proiectie a R? pe Oz, Oy, respectiv Oz, adicg

p123: R® = R, p1 (h1, ha, ha) = ha; p2 (ha, he, ha) = ha; p2 (ha, ha, hs) = hs.
Observatia 12.1.5. a) Daci f : A C R? — R este diferentiabild pe multimea deschisi A, atunci

of of
== : — . A 1
(df) (w,y) = 5~ (,9) -do + 9y (2,y) - dy, ¥ (z,y) € (16)
b) Daci f: A C R® — R este diferentiabild pe multimea deschisi A, atunci
_of of of
(df) (@,9,2) = 5~ (@,9,2) - do + 9y (@,y,2) - dy + 2= (2,9,2) - dz,V (z,y,2) € A (17)

Exemplul 12.1.8. Fie f : R? - R, f (z,y) = ysin (:172y) . S& se studieze daca f este diferentiabila
pe R2. Si se determine (df) (z,y),Y (z,y) € R?; (df) (1, g) ; ((df) (1, g)) (—1,2).

Rezolvare. Se va folosi Teorema 12.1.11, daca e posibil. Deoarece f este definitd pe multimea
deschisd R? se pot determina, dacd existd, functiile derivate partiale de ordinul 1.

8f 8f 0 . x este variabila
I~ A4 CR2 >R, = = — 2 = 2y)) - 2zy; Ay = R2
ox 1= a_> " Ox (a:,y) ox (y St (LL’ y)) de derivare y (COS (:IJ y)) Ty A1
Mai mult, —f este functie continus pe R2.
x
Gf 8f 0 . y este variabila .
J= A CR? SR, = = — 2 = 1 2 : 2y)) 2% Ay =
9y 5 C — R, 3y (z,9) 3y (y sin (a: y)) e dovare sin (x y)+y (cos (:v y)) x%; Ag
R2.
0
Mai mult, ETf este functie continus pe R2.
Y

Conform Teoremei 12.1.11 = f este diferentiabild pe A; N Ay = R? si
(df) (z,y) = (2my2 cos (:E2y)) ~dr + (sin (:v2y) + 22y cos (a:Qy)) -dy,V (z,y) € R%

Atunci (df) (1,%) = 0-dz+1-dy .|se aplicd in (hq, ho) =
~—_—
T pentru a:(l,g)
((df) (1,%)) (h1,ha) =  O0-hi+1-hy = ((df)(1,5))(-1,2)=0-(-1)+1-2.
T'(h1,h2) pentru a:(l,g)
Interpretarea geometrici a diferentialei pentru f: A C R? —» R.

Fie functia f : A C R? — R al cirei grafic Gy = {(z,y,2) € R* (z,y) € A,z = f (z,y)}
are ca reprezentare o suprafatd in spatiu. Fie M (a1, a2,b) un punct pe aceasta suprafata, adica
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f (al, ag) =b.
Se reaminteste ca, la o altd interpretare geometrica a derivatelor partiale, s-a observat ca, daca
f are derivate partiale continue, atunci ecuatia planului tangent la suprafata S in punctul M este

z—b—gi:(al,a2)'(CC—al)‘i‘gi(aha?)‘(y_aQ)

si cd, in apropierea punctului M, la zoom, planul tangent are graficul suprapus peste graficul
functiei. S-a construit liniarizata functiei f in apropierea punctului (aj,as) ca fiind
0 of
L(z,y) = f(a1,a2) + 8%1:0 (a1, a2) - (z —a1) + dy (a1,a2) - (y —a2).
(aprozimarea Gy cu planul tangent a f in (a1, az)).
Dacd, in limbajul de la diferentiald, se considera doe = Az = x — a1, dy = Ay = y — ag, atunci

df (a1,a2) = g‘:}; (a1,a2) - dz + ggj (a1,a2) - dy =
af

[(z,y) — f(a1,a2) ~ E (a1,a2) - dx + g”;j (a1, a2) - dy,

df (a1,a2)=T pentru (a1,az2)
adicd, renotand df = dz = f (x,y) — f (a1,a2) =~ dz.

Az

(ar Ax, ax Ay, flar- Ax, ax Ay))

=Hxy) / ‘

De exemplu, fie f : R? — R, f (z,y) = 2?+3zy—y?*. Graficul functiei, Gy = {(z,y,2) € R%2? + 3zy —y* = 2
este reprezentat mai jos.

f(z,y) =2 + 32y — 2,V (z,y) € R2 = f(2,3) = 13 i



Gabriela Grosu / Analizd matematica 22

of of of of

—_ = 1 —— = — 2 _— = 1 —— =
5 (&Y) =22+ 3y s By (z,y) =32 — 2,V (z,y) €R" = =7 (2,3) = 13 si 9y (2,3) =0.

Fie M (a1, a9, f (a1,a2)) = M (2,3,13) un punct pe suprafata paraboloidului. Se construieste planul
tangent la S in M, de ecuatie
(m):2—13=13(x—-2)+0(y—3) < (7) : 2 = 13z — 13.
Se construieste liniarizata functiei f,
L(z,y) =13z — 13,
al carei grafic este chiar planul tangent la S in M.
Se observa ca L (z,y) aproximeaza f (x,y) intr-o vecindtate a punctului (2,3) : f (z,y) ~ L (z,y),V (z,y) €
V.
Atunci si dz aproximeazd Az intr-o vecindtate apropiatd a punctului (2, 3), de exemplu pentru
(z,y) = (2.05,2.96) . Intr-adevar
df (z,y) = (2x + 3y) - dx + (3x — 2y) - dy.
Consideram x = 2,dx = Az = 0.05,y = 3,dy = Ay = —0.04 =
dz=(2-2+3-3)-0.05+(3-2—2-3) (~0.04) = 0.65
Az = f(2.05,2.96) — f(2,3) = <(2.05)2 +3(2.05) (2.96) — (2.96)2> 13 = 0.6449.

Exemplul 12.1.9. Si se studieze daci f este diferentiabild pe R?, unde

y3

fR SR fay) =] g G @0 F00
0, dacd (z,y) = (0,0)
Rezolvare. R? = (R?\ {(0,0)}) U{(0,0)}.
eSe studiazi daci f este derivabild partial de ordinul 1 pe R2, in raport cu , respectiv y (derivabilitatea
partiala este o conditie necesara pentru diferentiabilitate). S-a ardtat ci

—2zy3
9 0 ————, daca (z, 0,0
Haii:Rz_)R’aii(.%’y): ($2+y2)2 ( y)#( )
0, dacd (z,y) = (0,0)
2 (2,2 | 2
y (322 +97)
H?EWHRgU%m: 7@:}7ﬂdww%w#@®
’ ! 1, daci () = (0,0)

= f poate fi diferentiabils pe R2.
eSe studiazs dacd f este continud pe R? (continuitatea este o conditie necesard pentru diferentia-
bilitate).
eepe R2\ {(0,0)}, care e multime deschis#, f este continua.
eelna=(0,0) € (R?) N (R2)/, f este continuad < El( l)im[%0 0 f(z,y) = f(0,0)
,y)—(0,
& [Ve > 0,35 = § (¢) > 0 astfel incat, V (z,y) € R?\ {(0,0)} cu
0<|lz—0/<dsi0O<|y—0/<éd=|f(z,y)—0] <ce].
Fie Ve > 0. Se cauti § = § (¢) > 0 astfel incat, V (z,y) € R?\ {(0,0)} cu
0<|z—-0[<dsi0<]|y—0| <9 sa rezulte

3

Y y2 |y| "scapam" de z,y
din Teorema de densitate
= 36 (¢)

1y <d<e

x2 + y2 x2 + y2 rdméne &
a R in R

3 lim  f(x,y) =0. Deci f este continud in (0,0).
(z,y)—(0,0)

= f poate fi diferentiabild pe R?
eSe studiazi dacd f este diferentiabild de ordinul 1 pe R2.

intre 0 si €, de exemplu 0 (¢) = %
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of J0f
ox Elay

eepe R?\ {(0,0)}, care e multime deschis#, se va utiliza Teorema 12.1.11. Deoarece 3>

si sunt continue pe R?\ {(0,0)} feorema 12,11 f este diferentiabild pe R? \ {(0,0)} si
0 0
(A1) (2,) = oL (o) - o+ 85 (&0) - dy, ¥ () € B2\ {(0,0))

Oz
—2zy° 3% 4y
(df) (z,y) = 2 Vot 2L )dy,V(:v,y)EW\{(O,O)}
eein ¢ =(0,0) € ( ) (RQ) se va folosi definitia diferentialei de ordinul 1.
of

y2)° (2 +32)°
591

Deoarece Ela— (0,0),3==(0,0) =se poate defini
9y
T:R2 >R T(hl,hg) gf( ,0)-h1+g£(0,0)~h2ZO-h1+1-h2=h2.

Se observd ca T E L (R2 ) .Se verifica daca

~F(@) = T(h) =0, cua=(0,0), adic
hl,hQ)ﬂom\/m +h)— f(a) - T(h) (0,0)

hl,hg)—> (0,0) 4 /h2 + h2
1rn —_—
(h17h2)_>(070) \ h% + h%

(()=0) . 1
Z 1 _— hi,h2) — £(0,0) = T (hy, h
(hlahzlg(QO) m(ﬂ 1,h2) = £ (0,0) (h1,h2))

: 1 h3 . —h3hy
= lim 3 5 —0— he | = lim .
(h1,h2)—(0,0) /B2 + h3 \ 3 + h3 (h1,h2)=(0.0) (I + h3) \/hi + h3
Se face schimbarea de variabile de trecere la limita h; = x, ho = y. Se considera
2
g:DCR?2 =R, g(z,y) = 73; si se verificd daca  lim g (x,y) =0.
(22 4y ) (z,y)—(0,0)
modul 1. Se studiaza existenta limitei functiei g in (0,0) cu directii.

Fie Vh = (h1, hy) € R2\ {(0,0)} o directie in R2.

(()=0) .
3, lim g ((0,0) +1(h1,h2)) = ="" lm g (thy,thy) = t—»ltl){?eU(

+ (h1,h2)) — f((0,0)) =T (h1, h2)) =
+ (h1,h2)) — £((0,0)) = T'(h1, h2))

— (thy)? (the)
(th)? + (th)”)*

—t3 h2h —h3h
= lim — 12 - 2 —-depinde de (hq, h2)

~ 3
t—0,teU ¢t (h%—i—h%) (h2—|—h2)
=-exista limita functiei ¢ in (0,0) dupa o directie h, dar depinde de directia h = nu exista
limita globald a functiei g in (0,0) = f nu este diferentiabild in (0, 0).

modul 2. (nu mai e necesar aici, este doar o alternativa pentru modul 1). Searatacda lim g¢g(z,y) #

(z,y)—(0,0)
0 (in sensul cd sau nu exista limita, sau nu are valoarea 0), cu siruri.

Se alege (zn,yn) = (£, 1) € R\ {(0,0)},Vn € N* astfel incat lim (2,,yn) = (0,0). Se observa
- () () -1 _ -l
no B = lim g(zp,yn) = —.
1\2 172 2 n—00 n~>oo 2\/> 2\/§
(B + )7
lim g (z,y), chiar dacd ar exista, nu ar fi 0.

(z,y)—(0,0)
Deci f nu este diferentiabila in (0, 0).

g ($n, yn) =

lwo
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Y ie s 0> 0
Exemplul 12.1.10. Fie f: D CR? - R, f (z,9) =3 z + Nk aca x Y |
0, daci (z,7) = (0,0)

unde D = {(x, y) €ER%L x>0,y > 0} . In Seminar se aratd ci f are derivate partiale in raport cu
x, respectiv y pe D; mai mult, f este diferentiabila pe D.
1

(2% + y?) sin ————, dacd (z,y) # (0,0)
Va2 +y?
0, daci (z,y) = (0,0)
In Seminar se aratd cii f are derivate partiale in raport cu z, respectiv y pe R?; mai mult, f este
diferentiabila pe D.
Observatia 12.1.6. Conform Teoremei 12.1.9 = C! (A;R) C C (A;R).

fECI(A;R)@Elg—f:Aan—MRgiaaifGC(A;R)éﬂdf:AQR”HRé

Lj Lj
= feC(4;R).

Teorema 12.1.12. (operatii cu diferentiale) Fie A C R” deschisa, f,g: A C R" — R campuri
scalare diferentiabile de ordin 1 in a € A. Fie a € R. Atunci functiile f 4+ g,af si f - g sunt
diferentiabile de ordin 1 in a € A si

[d(f +9)(a) = df (a) + dg (a);d (a- f) (a) = adf (a),

[d(f-g)(a)=df (a)-g(a)+ f(a)-dg(a) .|

Dacd, in plus, g (a) # 0,Va € A atunci functia L este diferentiabild de ordin 1 in a si

Exemplul 12.1.11. Fie f: R?2 = R, f (z,y) =

g
1
b — . _ .
A(4) @ = 5y @ @ 9(@) — f (@) do (@),
Observatia 7C. Daci f : A C R" — RP este diferentiabilf pe multimea deschisi A, atunci
0 0
(df) (1, .oy xy) = / (X1, ey Tp) - dxy + ... + 9f (21, ey Tp) - dzp,V (21, .y ) € A (18)
ox1 Oxy,
dIL‘l
(df) (x1, -y zn) = Jf (1, s Tn) e |,V (21, hxy) €A (19)
dx,

simbolul 2 intelegdndu-se in sensul ca matricea coloana obtinuta se identifica cu p—upla corespun-
zatoare.

De exemplu, dacd f : A CR? — R3, f(x,y) = (f1 (z,v), f2 (z,v), f3(x,y)) este diferentiabili
pe multimea deschisa A, atunci,V (z,y) € A,

A df2 0fs df1 0 f2 0fs

@)= (e 2w L) o+ (L) L 2L wn) 4
0 0
gf (2,9) 3;1( )

@ = (4 )= T e [(§)venea
P ) D)
ox oy Y

(df) (z,y) = %‘Q (z,y) dz + %J;l (z,y) dy, %};2 (z,y) dz + %J; (z,y) dy, %];3’ (z,y) dz + %}S (z,y) dy

(1)) (d2) () (dfs) ()
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Exemplul 12.1.12. S3 se arate ca functia
f:DCR? =R, f(x,y) = (:L'2 — y2) arctg% + (:132 +y2) sing,
unde D = {(m, y) ER%x £ 0,y # 0} , verifica ecuatia diferentiala cu derivate partiale de ordinul
intai
xl(ﬂf y)+yg(aj y) =2f(z,y),V(z,y) € D.
or oy T

" A A

Rezolvare. eSe observa cd functia f este derivabild partial de ordinul 1 pe D in raport cu =z,
respectiv y, adica

of of 9 Y T
-2 :D cR? =R, — 2 2 to 2
o C - i (z,y) = o <($ y)arc ngr( )smy
x este variabila 1 —y T . 1
= 2 — te T4 (22 —92) —— [ =2 2 T (22 12 b Y
de derivare (2z — 0) arctg +(x ’ ) 1+ <g>2 <.’B2 >+( x"‘O)Slny"’_(x +y ) <COS y) <y
Zipew-rY ( y?) arctg 2 + (2% +37) Sinx>
Ay "y - ”

y este variabila (

1 . T T —x
= 0 — 2y) arctg = y (:L' —y ) 72 () +(0 4 2y) sin —+(:L‘2 + y2) (cos ) (2
de derivare T 1+ (y) x Y Y Y

x
eSe verificd ecuatia diferentiala:

af af
T (x,y)+ya—y

. 2 .2 2 2
T =z | 2z arct g+M+2msin£+w ty cosE +
(z,y) 8

x2 4 2 Y Yy Y
m(ch—gf) T
———-= +2ysin — +
x2 + 32 Y y

—r (1‘2 + y2)

+y (—anrctgi + 3 cos 5) =2f(z,y),V(z,y) € D.

Exemplul 12.1.13. S& se arate ca functia
f:DCR® =R, f(x,y,2) = ylnx—l—xarctg

unde D = { r,y,2) ER3% 2> 0,2 7é O} verifica ecuapla cu derivate partiale de ordinul intai:

of of of - zy
ﬂ’,‘% (x7yaz)+yaiy (ZE,y,Z)—I-Z@ (CC,y,Z) _f(xayaz)+ N ,V(x,y,z) €D.

Rezolvare. Se observa ca functia f este derivabild partial de ordinul 1 pe D in raport cu =z,
respectiv y, z, adica

+z

0 0 0
Hai DCR? R,ai(az,y,z):m<”Z/1nm+xarctgy:z>:
x este variabild yl T+ @l +arctgy+z g 1 - (y+2)2

de deuvare z zZ X X y+z 2 x2
1+
x

).
)
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0 0 0
H—f:DCR3—>]R,—f(x,y,z):— ﬁlnx—kxarctgw =
dy dy oy \ z T
y este variabila T 1 1
ded:ivare ;hlijx + 25.
14+ (412
T
0 0 0
3£:DCR3—>R,(9£(:U,y,z)_(%<?lnx+marctgy—;z>_
zzstzgriabilé —2y Inz 4 2 1 21'
e derivare z Xz
1+<y+z)
T
Atunci o/ o/
x%(w,y,z)—i—ya—y(aﬂ,y,z)—i—z%(x,y,z):
1 1 _ 2
=z ylnaz#—ﬁf—l—arctgijz—i-:c : (y;rz) +
z zZ T T Y+ z T
1+< )
T
T 1 1 —zY 1 1
4y | —lnx+x 5, + z ZTlnx—l—:c—z; =
1+ y+z> 1+<y+z>
T T

:f(l'vyaz)"i'?,v(l',y,Z) € D.

12.1'. Derivarea partiala si diferentierea functiilor definite prin compunere

Teorema 12.1".1.(chain rule-regula lantului).Fie f: D1 CR" — Dy CR™ gi g: Dy CR™ —
RP, cu D; si Dy multimi deschise a.i. f(D1) C Ds.

Dy crR* L p, R L R

Vx o f(x) g (f(x) ZF(?

Daca f este diferentiabild de ordinul 1 in a € D; si g este diferentiabild de ord 1 in f(a) € D,
atunci F' = g o f este diferentiabild de ordin 1 in a si

Jr(a) = J, (f(a) - J; (a). (1)

Conventie.

Cu —— se noteaza derivata unei functii de o singura variabila x.

1
Cu Iz se noteaza derivata partiald in raport cu x a unei functii cu "mai multe variabile", pe
x
langa x.

Exemplul 12.1'.1.

a) Fie f: D1 CR—R? f(z) = (u(z),v(z));9: D2 CR* = R, g (u,v) =
DicR-Lp,crRL R
erf(x) = (u(z),v(z)) » g (u(z),v(z)) = F(z)

Se presupune cd D gi Do sunt multimi deschise a.i. f(Dj) C Ds. Se presupune ca f este diferenti-
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abild de ordinul 1 in Va € Dj si g este diferentiabild de ord 1 in f (z) € Dy. Atunci F' = go f este

diferentiabila de ordin 1 in Vz € Dy si
Jr(x) = Jg (f (x)) - J¢ (x),Vx € Dy, adica

<Cfl§<x>> (§i< (@).0@) 2 <:c>,v<:c>>>- E’fE Vo € Dy adich

dac

T @) =2 ), v@) 2@+ % <w>,v<x>>-j—§<x>,vxem
Pe scurt, subintelegand argumentele, pentru F (z) = g (u (z),v (z)),
dfr 99 du 0Og dv
de ~ ou do 9v du
b) Fie f: D1 CR* = R? f (z,y) = (u(z,9),v(2,9));9: D2 CR* = R, g (u,v) =

DicR: L p,cr2 L R

V(z,y) ~ fzy) = (u(@,y),0(2,9)) ~ g (u(z,y),v(zy) = F(2,9)

Se presupune ci D gi Do sunt multimi deschise a.i. f (D7) C Ds. Se presupune ca f este diferenti-
abild de ordinul 1 in V (z,y) € Dj si g este diferentiabild de ord 1 in f (z,y) € Dy. Atunci F = go f

este diferentiabild de ordin 1 in V(x,y) € Dy si
Jr (x7y) = Jg (f (.%',y)) ’ ‘]f ($7 y) ,V(m, y) € Dy, adicd

ou

ou

< 81_( ay) ay( ’y) > - < %(U(:Jc,y),v(x,y)) %(u(x,y),v(x,y))> gl($7y) g:(l‘,y)
V (z,y) € D1, adiczi
8F 3 ov
) = ) v () o (T, y)
Qﬁ - 3u gu T g e e
Gy (@20) = 52 (wlag) o (@) - 5 (2,0) + 5(( Do) 5 ()
y) =

g (u(z,y),v(2,y)),

Pe scurt, subintelegand argumentele pentru F'(z,
OF 8g ou 8g

3 % a Qg 3%
oy " ou 8y v Ay
c)Fie f: D1 CR?2 =R, f(x,y) =u(z,y);9: D2 CR - R, g(u) =
DicR L D,cR-L R
V(z,y) ~ f(2,y) = u(z,y) ~ g (u(z,y) =F (a?,Ty)

Se presupune cd D; si Dy sunt multimi deschise a.i. f(D1) C Ds. Se presupune ca f este diferenti-
abild de ordinul 1 in V (z,y) € D si g este diferentiabild de ord 1 in f (z,y) € Da. Atunci F' = go f

este diferentiabild de ordin 1 in V (z,y) € Dy si
JF ($,y) = Jg (f ($7y)) ’ Jf («T,y) ,V(J?,y) € D17 adica

S(gf)(x,;) %fx’y) )= (Fwen) (Fen Gen ).
z,y) € Dy, adici



Gabriela Grosu / Analizd matematica

) = 2 ) 2 )
gﬁ gllg gu WV (z,y) € D
Pe scurt, subintelegdnd argumentele, pentru F' (z,y) = g (u (z,y)),
OF dg ou
R
Jy —du 9y

d) Fie f : D1 CR? - R2, f (2,9) = (u(z,y),v
Dy CR?-L Dy cR? L,
V(z,y) ~ f(z,y) =

R2

(u(z,y),v(z,y) ~ g (u(z,y),v(z,

(2,9));9: D2 CR?* - R?, g (u,v) =

= (F1 (2,y), Fz (z,9))

28

Se presupune cd D gi Do sunt multimi deschise a.i. f (D7) C Ds. Se presupune cad f este diferenti-
abild de ordinul 1 in V (z,y) € Dj si g este diferentiabild de ord 1 in f (z,y) € Dy. Atunci F = go f
este diferentiabild de ordin 1 in V(x,y) € Dy si

(¢ (u,0) ;9 (u,v))

Jr %xﬁy) =J, (Jé( y)) - Jy(z,y),V(z,y) € Dy, adica ) )
T;(x,y) 81(5'3 Y) _ a—@(u(m,y),v(x,y)) gf(u(x,y),v(x,y)) %(x,y) @(x’y)
T @) 2@ S ) @) G )o@ |\ @) 5 @)

V (z,y) € D1, adica
;f;m,y):a“j(u(x,ym(x,y))-g;‘<x,y>+gj<u<w,y>,v<m,y>>-%ﬁ@@

Gy B 0) = 50 @@ y) 0 (@) 5o () + (@@ )0 @) 5 @)
oFy oY ou o v Y (z,y) € D1
7 (a, —%w 9) <x,y>>.§x<x,y>+gv<u<x,y>,v<$,y>>.§x<$,y>
S ) = S ) o) G @) + 5 ) o) 5 @)

Pe scurt, subintelegand argumentele, pentru F' (z,y) = | ¢ (u(z,y),v(x,y)),¥ (u(z,y),v(x,y))

Fi(zy) Fa(z,y)

oy 9d¢ Ou O
1<PU+80

B ou .81)
GB 8 % 8 &
“ou oy T v oy

613”/ o Ou Oy oy | chiar

_I_ .
&, 3% 3”“" B &
873/ ou + .3y
(o 8F2>_<6w.8u+6w.@v o ou 00 o)
ox Ox  Ox Oou Ox Ov Oz’ Ou Ox Ov O
OF _ (O0Fy OFy\ _ (Op Ou D¢ Ov 0y Ou 0P Ov
ay—<ay’ay>—(may+av‘ay ou aﬂav'ay)'
Exemplul 12.1’.2. Fie
f:D1 =R —R2% f(t) = (sin2t,cost);
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g:Dy=R?2 =R, g(x,y) = 2%y + 3zy*.
S4 se determine, dacd este posibil, F’ (0) = % (0) pentru FF =go f.
Rezolvare. modul 1. Se poate determina explicit F' = g o f, deoarece f si g sunt date explicit.
n=1m=2,p=1
Di=R-LD,=R2-% R
vt T (@ (t),y(t) ~g(x(t),y@))=F(t)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 7
JF:D =R >R, F({t)=g(z(t),y(t) =g (sin2t, cost) = (sin2t)* (cost) + 3 (sin 2t) (cos t)* .
Atunci
IF () = % (t) = % ((sin 2t)% (cost) + 3 (sin 2¢t) (cos t)4) -
= 4sin 2t cos 2t cos t — (sin 2¢)? sin t 4 6 (cos 2¢) (cos t)* — 12 (sin 2¢) (cost)® (sint) =
3F'(0) = 6.
modul 2. Fie

fiD1=R =R f(t)=(x(t),y(t);

g: D =R* = R,g(z,y) = 2y + 3zy".
Di=R-LD,=R2-% R

Vi~ f(t) = (z(t),y (1) ~ g (z(t),y(t) = F(t)

Se observa ca D; si Do sunt multimi deschise a.d. f(D;) = Ds.
Se observa ca f este diferentiabild de ordinul 1 in Vi € D; gi g este diferentiabild de ord 1 in
f(t) € Da. Atunci F' = g o f este diferentiabild de ordin 1 in V¢ € D; si

Jr (t) = Jg (f (1)) - J¢ (t),Vt € Dy, adica

dz
(% 0) = (o) 2 eoa ) 35(;

@
ar . 0Og dx dg dy
ar (t) = e (z(t),y (1) P (t) + oy (@ (t),y () p (t),Vte D,
Pe scurt, subintelegdnd argumentele, pentru F' (t) = g (z (¢),y (¢)),
dFF 9g dx Og dy

At 9z dt Ay dt

,Vt € D1, adica

Aici

dF .
o (t) = (2zy + 3y4)}(t) -2cos2t + (22 + 123:y3)‘(t) - (—sint) = o (0) = 6.

y
(0.1)

Derivata din exemplul anterior poate fi interpretata ca rata de schimb a lui F' in raport cu ¢,
cand punctul (z,y) se migcad de-a lungul curbei v cu ecuatiile parametrice

— gin?2
{ac sin t,tE]R.
Yy = cost
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R dF
In particular, cand ¢ = 0, punctul de pe curba este f (0) = (z(0),y(0)) = (0,1), iar ’ (0)=6
este rata de schimb a lui F' de-a lungul curbei in (0, 1) . De exemplu, daci
z=g(z,y) = 2%y + 3zy*
reprezintd temperatura intr-un punct (x,y), atunci functia compusd

F(t)=g(z(t),yt)) = g(sin2t,cost) = (sin2t)* (cost) + 3 (sin 2¢) (cos t)*
e . D dF e .
reprezinta temperatura in punctele de pe curba ~ si derivata ’ (t) reprezinta rata de schimbare
a temperaturii de-a lungul curbei ~.

Exemplul 12.1'.3. Fie g (s,t) = f (32 — 2,12 — 32) ,(s,t) € D,
unde f este o functie diferentiabila pe D. Sa se arate ca g satisface ecuatia cu derivate partiale
8i( )+s%( t) = 0,(s,t) € D.
Rezolvare. Se considera
z(s,t) =82 —t2 y(s,t) =12 — s
Aplicand Exemplul 12".1.1,b), in notatiile de la acest exemplu, se obtine, prescurtat

0 of 0 of 0 0 0 0

99 _0f 0z  0F Oy 99 _ 08 95+ 9 (Lay)
ds Oxr Js Oy " Os - ds Oz oy N
dg _0f oz Of 09y dg _of af

— — 2 2
ot "oz ot oy ot ot ~or Tt g, 2

dg 0 ) 9 9 9
taﬁ+ a% t(ai-(23)+8§-(—23)>+s<8£ (— 2t)+6£ (275)):0.



