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CURS NR. 9
Analiz¼a matematic¼a, AIA

12:2: Derivata de ordin 2 şi mai mare decât 2 dup¼a direçtii; derivatele paŗtiale de
ordin 2 şi mai mare decât 2 în raport cu "variabilele" funçtiei; diferenţiala de ordin 2

şi mai mare decât 2

Fie A � Rn o muļtime nevid¼a şi deschis¼a (A \A0 = A).

De�ni̧tia 12:2:1: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R, a 2 A şi (h; s) 2 (Rn n f�Rng)2 o
pereche ordonat¼a de direçtii. Se presupune c¼a f este derivabil¼a de ordinul 1 pe o vecin¼atate a

punctului a, V � A, dup¼a direçtia h, adic¼a 9 df
dh

: V � A � Rn ! R.
a) Funçtia f are derivat¼a de ordinul 2 în punctul a în raport cu perechea ordonat¼a de direcţii (h; s)

dac¼a funçtia
df

dh
are derivat¼a de ordinul 1 în a în raport cu direçtia h, adic¼a

9 d
ds

�
df

dh

�
(a) = lim

t!0;t2V

1

t

�
df

dh
(a+ ts)� df

dh
(a)

�
2 R.

b) Funçtia f este derivabil¼a de ordinul 2 în punctul a în raport cu perechea ordonat¼a de direcţii

(h; s) dac¼a exist¼a
d

ds

�
df

dh

�
(a) 2 R: Dac¼a exist¼a, num¼arul d

ds

�
df

dh

�
(a) 2 R se numeşte derivata

funcţiei f de ordinul 2 în a în raport cu perechea ordonat¼a de direcţii (h; s).

Pentru s 6= h; d
ds

�
df

dh

�
(a)

se not.
=

pentru s 6=h

d2f

dsdh
(a) :

Pentru s = h,
d

dh

�
df

dh

�
(a)

se not.
=

pentru s=h

d2f

dh2
(a) : (1)

c) Funçtia este derivabil¼a de ordinul 2 în raport cu perechea ordonat¼a de direcţii (h; s) pe mulţimea
A dac¼a este derivabil¼a de ordinul 2 în raport cu perechea ordonat¼a de direçtii (h; s) în �ecare a 2 A:

De�ni̧tia 12:2:2: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R, a 2 A şi

�
h1; :::;hk�1;hk

�
2

(Rn n f�Rng)k o k-upl¼a ordonat¼a de direçtii.Se presupune c¼a f este derivabil¼a de ordinul k � 1
pe o vecin¼atate a punctului a, V � A, în raport cu o k� 1-upla ordonat¼a de direçtii

�
h1; :::;hk�1

�
:

a) Se numeşte derivata de ordinul k a funcţiei f în punctul a în raport cu k-upla ordonat¼a de
direcţii

�
h1; :::;hk�1;hk

�
, derivata de ordin 1 în raport cu direçtia hk =

�
hk1; :::; h

k
n

�
a funçtiei

"derivat¼a de ordin k � 1 a funçtiei f în punctul a în raport cu k � 1-upla ordonat¼a de direçtii�
h1; :::;hk�1

�
"; dac¼a aceasta exist¼a.

b) Funçtia este derivabil¼a de ordinul k în raport cu k-upla ordonat¼a de direcţii
�
h1; :::;hk

�
pe

mulţimea A dac¼a este derivabil¼a de ordinul k în raport cu k-upla ordonat¼a de direçtii
�
h1; :::;hk

�
în �ecare a 2 A:

Teorema 12:2:1: (de leg¼atur¼a între derivata de ordin 2 dup¼a direçtii şi derivata de or-
din 2 a unei funçtii reale) Fie (h; s) 2 (Rn n f�Rng)2 o pereche ordonat¼a de direçtii: Fie A � Rn
deschis¼a, f : A � Rn ! R câmp scalar şi �e a 2 A. Atunci 9V 2 V (0) şi

9' : V ! R; ' (t) = f (a+ th)
astfel încât urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente

(a) 9d
2f

dh2
(a+ th) 2 R, adic¼a funçtia f este derivabil¼a de ordin 2 în a+ th dup¼a direçtia h;

(b) 9'00 (t) 2 R, adic¼a funçtia ' este derivabil¼a de ordin 2 în t.

În acest caz,
d2f

dh2
(a+ th) = '00 (t) ;8t 2 V şi

d2f

dh2
(a) = '00 (0) :



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 2


Teorema 12:2:2: (de egalitate a derivatelor de ordin 2 dup¼a perechi ordonate de
direçtii) Fie (h; s) 2 (Rn n f�Rng)2 o pereche ordonat¼a de direçtii distincte: Fie A � Rn deschis¼a,

f : A � Rn ! R câmp scalar. Dac¼a exist¼a şi sunt �nite
d2f

dsdh
şi
d2f

dhds
pe o vecin¼atate V � A a

punctului a 2 A şi funçtiile derivate paŗtiale mixte d2f

dsdh
: V � A � Rn ! R şi

d2f

dhds
: V � A �

Rn ! R sunt continue pe V; atunci
d2f

dsdh
(a) =

d2f

dhds
(a) :

De�ni̧tia 12:2:3: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R, a 2 A. Fie j 2 f1; :::; ng. Se presupune c¼a
f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe o vecin¼atate a punctului a, Aj � A, în raport cu variabila
xj ; adic¼a 9

@f

@xj
: Aj � Rn ! R.

a) Fie i 2 f1; :::; ng. Funçtia f are derivat¼a parţial¼a de ordinul 2 în punctul a în raport cu perechea
ordonat¼a de variabile (xj ; xi) dac¼a

9 @
@xi

�
@f

@xj

�
(a) 2 R:

b) Fie i 2 f1; :::; ng. Funçtia f este derivabil¼a parţial de ordinul 2 în a în raport cu perechea

ordonat¼a de variabile (xj ; xi), dac¼a
@

@xi

�
@f

@xj

�
(a) 2 R: Dac¼a exist¼a, num¼arul @

@xi

�
@f

@xj

�
(a) 2 R

se numeşte derivata parţial¼a a funcţiei f de ordinul 2 în a în raport cu perechea ordonat¼a de
variabile (xj ; xi) :

Pentru i 6= j; @

@xi

�
@f

@xj

�
(a)

se not.
=

pentru i6=j

@2f

@xi@xj
(a)

sau se not.
=

pentru i6=j
f 00xjxi (a) (2)

iar dac¼a exist¼a, se numeşte derivata parţial¼a mixt¼a a funcţiei f de ordinul 2 în a, în raport cu
variabilele (xj ; xi) :

Pentru i = j,
@

@xj

�
@f

@xj

�
(a)

se not.
=

pentru i=j

@2f

@x2j
(a)

sau se not.
=

pentru i=j
f 00
x2j
(a) (3)

iar dac¼a exist¼a, se numeşte derivata parţial¼a simpl¼a a funcţiei f de ordinul 2 în a, în raport cu
variabila xj :
c) Fie i 2 f1; :::; ng. Funçtia f este derivabil¼a parţial de ordinul 2 pe mulţimea deschis¼a A în raport
cu variabilele (xj ; xi), dac¼a este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 în 8a 2 A în raport cu perechea
ordonat¼a de variabile (xj ; xi) :
d) Funçtia f este de clas¼a C2 pe mulţimea deschis¼a A şi se noteaz¼a f 2 C2 (A;R) dac¼a este
derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe A în raport cu toate perechile de variabilele (xj ; xi), j 2 f1; :::; ng,

i 2 f1; :::; ng şi funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 2 @2f

@xi@xj
: A � Rn ! R şi

@2f

@x2j
: A � Rn ! R

sunt continue pe A, 8j 2 f1; :::; ng ;8i 2 f1; :::; ng :
Exist¼a n2 derivate paŗtiale de ordin 2:

Interpretare geometric¼a. Se determin¼a derivatele paŗtiale de ordinul întâi şi al doilea pentru
f : R2 ! R; f (x; y) = x3 + x2y3 � 2y2:

Gra�cul lui f are reprezentarea:
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x
z
y xy

z
y x
z

y x
z

Se determin¼a funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 1.

9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
x3 + x2y3 � 2y2

� x este variabil¼a
=

de derivare
3x2 + 2xy3:

Gra�cul lui
@f

@x
are reprezentarea:

x
z
y xy

z
xy

z
xy

z

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
x3 + x2y3 � 2y2

� y este variabil¼a
=

de derivare
3x2y2 � 4y:

Gra�cul lui
@f

@y
are reprezentarea:

z
y x y

z
x

xy

z

xy

z

Se determin¼a funçtiile derivate paŗtiale de ordinul al 2-lea simple:

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
3x2 + 2xy3

�
= 6x+ 2y3:

Gra�cul lui
@2f

@x2
are reprezentarea:
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xy
z z

y x xy
z

xy
z

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@y

�
3x2y2 � 4y

�
= 6x2y � 4:

Gra�cul lui
@2f

@y2
are reprezentarea:

xy
z

x
z
y

z
xy

z
xy

Se determin¼a funçtiile derivate paŗtiale de ordinul al 2-lea mixte:

9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
3x2y2 � 4y

�
= 6xy2:

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y

�
3x2 + 2xy3

�
= 6xy2:

Gra�cul lui
@2f

@x@y
=
@2f

@y@x
este:

xy
z

xy
z

y
z

x y
z

x

În �gura urm¼atoare, pe prima linie apare gra�cul f; pe a doua gra�cele
@f

@x
şi
@f

@y
; pe a treia gra�cele

@2f

@x2
;
@2f

@y@x
=

@2f

@x@y
;
@2f

@y2
; toate pentru (x; y) 2 [�2; 2] � [�2; 2] : Se observ¼a c¼a aceste gra�ce

urmeaz¼a interpretarea conform cu care
@f

@x
şi
@f

@y
într-un punct reprezint¼a pantele tangentelor la

curbele C1; C2 de pe gra�cul lui f (A se vedea Cursul anterior): Mai mult, gra�cul lui f descreşte
când punctul (x; y) se mi̧sc¼a de la (0;�2) în direçtia x-pozitiv. Aceasta se re�ect¼a în valorile negative
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ale
@f

@x
pentru aceste puncte. La fel se observ¼a şi când se compar¼a gra�cele

@2f

@y2
şi
@2f

@y@x
=

@2f

@x@y

cu cel al lui
@f

@y
:

De�ni̧tia 12:2:4: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R, a 2 A. Se presupune c¼a f este derivabil¼a
paŗtial de ordinul k � 1 pe o vecin¼atate a punctului a, V � A, în raport cu toate variabilele
xj ; j 2 f1; :::; ng :
a) Se numesc derivate parţiale de ordinul k ale f în punctul a, derivatele paŗtiale de ordin 1 ale
derivatelor paŗtiale de ordin k � 1 ale f în punctul a; dac¼a acestea exist¼a.
b) Funçtia f este de clas¼a Ck pe mulţimea deschis¼a A (şi se not. f 2 Ck (A;R)) dac¼a este derivabil¼a
paŗtial de ordinul k pe A în raport cu toate k-uplele de variabile, şi funçtiile derivate paŗtiale de
ordinul k sunt continue pe A:
b) Funçtia f este de clas¼a C1 pe mulţimea deschis¼a A (şi se not. f 2 C1 (A;R)) dac¼a este
derivabil¼a paŗtial de ordinul k pe A în raport cu toate k-uplele de variabile, 8k 2 N�.
Observa̧tia 12:2:1: Fie A � Rn muļtime nevid¼a şi deschis¼a. Atunci

::: � Ck (A;R) � Ck�1 (A;R) � ::: � C2 (A;R) � C1 (A;R) � C0 (A;R) ; C1 (A;R) =
1T
ek=0 C

ek (A;R) :
De�ni̧tia 12:2:5: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R.
a) Fie a 2 A. Se presupune c¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 în a, simplu în raport cu

variabilele xj ;8j 2 f1; :::; ng, adic¼a 9
@2f

@x2j
(a) 2 R;8j 2 f1; :::; ng : Se numeşte laplaceanul funcţiei

f în punctul a num¼arul real

(�f) (a) =
@2f

@x21
(a) + :::+

@2f

@x2n
(a) :

b) Se presupune c¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe Ajj � A, simplu în raport cu variabilele
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xj , 8j 2 f1; :::; ng ; adic¼a 9
@2f

@x2j
: Ajj � R2 ! R. Se numeşte laplaceanul funcţiei f pe A11\ :::\Ann

funçtia

�f : A11 \ ::: \Ann � Rn ! R;�f (x) =
@2f

@x21
(x) + :::+

@2f

@x2n
(x) :

c) Funçtia f este armonic¼a pe muļtimea deschis¼a A dac¼a 9�f : A � Rn ! R şi

�f (x) = 0;8x 2 A; adic¼a @
2f

@x21
(x) + :::+

@2f

@x2n
(x) = 0;8x 2 A:

Exemplul 12:2:1: S¼a se determine laplaceanul urm¼atoarelor funçtii
a) f : D � R2 ! R; f (x; y) = ln

p
x2 + y2;b) f : D � R2 ! R; f (x; y) = arctg

y

x
;

z
y x

z
y x

yz x zy x

y x
z

y x
z

y x
z

y x
z

Rezolvare. a) f : D � R2 ! R; f (x; y) = ln
p
x2 + y2;D = R2nf(0; 0)g : Se alegeA = D-deschis¼a.

9@f
@x

: A1 � A � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
ln
p
x2 + y2

�
x este variabil¼a

=
de derivare

1p
x2 + y2

� (2x+ 0)

2
p
x2 + y2

=
x

x2 + y2
;A1 = A.

9@f
@y

: A2 � A � R2 ! R;

@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
ln
p
x2 + y2

�
y este variabil¼a

=
de derivare

1p
x2 + y2

� (0 + 2y)

2
p
x2 + y2

=
y

x2 + y2
;A2 = A:

9@
2f

@x2
: A11 � A1 � R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
x

x2 + y2

�
=

x este variabil¼a
=

de derivare

1 �
�
x2 + y2

�
� x � (2x+ 0)

(x2 + y2)2
=
�x2 + y2

(x2 + y2)2
;A11 = A1:

9@
2f

@y2
: A22 � A2 � R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@y

�
y

x2 + y2

�
=

y este variabil¼a
=

de derivare

1 �
�
x2 + y2

�
� y � (2y + 0)

(x2 + y2)2
=

x2 � y2

(x2 + y2)2
;A22 = A2:
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�f (x; y) =
@2f

@x2
(x; y) +

@2f

@y2
(x; y) =

�x2 + y2

(x2 + y2)2
+

x2 � y2

(x2 + y2)2
= 0;8 (x; y) 2 A

) f este funçtie armonic¼a pe A:
b) f : D � R2 ! R; f (x; y) = arctg

y

x
;D =

�
(x; y) 2 R2;x 6= 0

	
: Se alege A = D-deschis¼a.

9@f
@x

: A1 � A � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
arctg

y

x

�
x este variabil¼a

=
de derivare

1

1 +
�y
x

�2 � �yx2 = �y
x2 + y2

;A1 = A:

9@f
@y

: A2 � A � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
arctg

y

x

�
y este variabil¼a

=
de derivare

1

1 +
�y
x

�2 � 1x = x

x2 + y2
;A2 = A:

9@
2f

@x2
: A11 � A1 � R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
�y

x2 + y2

�
=

x este variabil¼a
=

de derivare

0 �
�
x2 + y2

�
� (�y) � (2x+ 0)

(x2 + y2)2
=

2xy

(x2 + y2)2
;A11 = A1:

9@
2f

@y2
: A22 � A2 � R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@y

�
x

x2 + y2

�
=

y este variabil¼a
=

de derivare

0 �
�
x2 + y2

�
� x � (2y + 0)

(x2 + y2)2
=

�2xy
(x2 + y2)2

;A22 = A2:

�f (x; y) =
@2f

@x2
(x; y) +

@2f

@y2
(x; y) =

2xy

(x2 + y2)2
+

�2xy
(x2 + y2)2

= 0;8 (x; y) 2 A:

) f este funçtie armonic¼a pe A:
c) f : R2 ! R; f (x; y) = ex cos y;d) f : R2 ! R; f (x; y) = ex sin y�funçtii armonice pe A:

xy
z

xy
z z

xy
z

xy

Interpret¼ari �zice. Derivatele paŗtiale apar în ecuaţii cu derivate paŗtiale ce exprim¼a anumite
legi �zice.

a) Ecuaţia
@2f

@x2
(x; y) +

@2f

@y2
(x; y) = 0;8 (x; y) 2 D este numit¼a ecuaţia Laplace (Pierre Laplace,

1749� 1827): Soluţiile f ale ecuaţiei, numite funçtii armonice, joac¼a un rol important în probleme
de conducţie termic¼a, de curgere a �uidului, de potenţial electric.

b) Ecuaţia
@2f

@x2
(x; y; z) +

@2f

@y2
(x; y; z) +

@2f

@z2
(x; y; z) = 0;8 (x; y; z) 2 D apare în geo�zic¼a. Dac¼a

f (x; y; z) reprezint¼a intensitatea câmpului magnetic în pozi̧tia (x; y; z) atunci f satisface ecuaţia.
Intensitatea câmpului magnetic indic¼a distribuţia de minerale bogate în �er din diferite tipuri de
roci. Se pot întocmi h¼aŗti ale curbelor de nivel ale funçtiei f; precum cea de mai jos, înregistrat¼a de
magnetometrul dintr-un avion ce zbura la 200m altitudine deasupra P¼amântului. De menţionat:
curbele de nivel ale f sunt curbe de ecuaţii f (x; y; z) = k; unde k este o constant¼a din imaginea
funçtiei.
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Valorile funçtiilor
@2f

@x2
şi
@2f

@y2
sunt m¼asurabile din harta lui f şi atunci valorile funçtiei

@2f

@z2

pot � calculate din ecuaţia Laplace şi poate � întocmit¼a harta de mai jos, pentru
@2f

@z2
:

c) Ecuaţia
@2u

@t2
(x; t) = a2

@2u

@x2
(x; t)

este numit¼a ecuaţia undei, ce are ca soluţii funçtii u: Ecuaţia descrie mi̧scarea unei forme de
und¼a precum un val de ocean, o und¼a de sunet, o und¼a de lumin¼a, o und¼a de-a lungul unei corzi
vibrante. De exemplu, dac¼a u (x; t) reprezint¼a deplasarea unei corzi vibrante de vioar¼a la timpul t
şi la distanţa x de unul dintre capetele corzii, atunci u (x; t) satisface ecuaţia undei. Constanta a
depinde de densitatea corzii şi de tensiunea în coard¼a.
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Funçtia u : R2 ! R; u (x; t) = sin (x� at) satisface ecua̧tia undelor.

y
z

x y
z

x y
z

x y
z

x

Teorema 12:2:3: (Criteriul Schwarz-Clairaut de egalitate a derivatelor paŗtiale mixte
de ordin 2): Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R şi a 2 A. Fie i 2 f1; :::; ng şi j 2 f1; :::; ng.

Dac¼a exist¼a şi sunt �nite derivatele paŗtiale de ordinul 2 mixte
@2f

@xi@xj
şi

@2f

@xj@xi
pe o vecin¼atate

V � A a punctului a şi dac¼a funçtiile derivate paŗtiale
@2f

@xi@xj
: V � A � Rn ! R şi

@2f

@xj@xi
: V � A � Rn ! R

sunt continue în a, atunci
@2f

@xi@xj
(a) =

@2f

@xj@xi
(a) : (3)


Corolar 12:2:1: (generalizarea Criteriului Schwarz de egalitate a derivatelor paŗtiale
mixte de ordin 2): Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R şi a 2 A. Dac¼a f admite derivate
paŗtiale mixte de ordin k �nite pe o vecin¼atate V a punctului a şi aceste funçtii sunt continue în
a, atunci ele sunt egale dou¼a câte dou¼a în a, adic¼a nu depind de ordinea de derivare.
Teorema 12:2:4: (Criteriul Young de egalitate a derivatelor paŗtiale mixte de ordin
2): Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R şi a 2 A. Dac¼a f este funçtie derivabil¼a paŗtial de
ordinul 1 pe o vecin¼atate V � A a punctului a în raport cu toate variabilele xj ; j 2 f1; :::; ng şi
dac¼a toate funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 1;

@f

@xj
: V � A � Rn ! R; sunt diferenţiabile

în a;8j 2 f1; :::; ng, atunci exist¼a toate cele n2 derivatele paŗtiale de ordinul 2 în a şi derivatele
paŗtiale mixte sunt egale dou¼a câte dou¼a, adic¼a

@2f

@xi@xj
(a) =

@2f

@xj@xi
(a) ;8i 2 f1; :::; ng, 8j 2 f1; :::; ng.


Teorema 12:2:5: (de leg¼atur¼a între derivata de ordin 2 dup¼a o direçtie şi derivatele
paŗtiale de ordin 2) Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R şi a 2 A. Dac¼a f 2 C2 (A;R) atunci,
pentru orice pereche ordonat¼a de direçtii (h; s) 2 (Rn n f�Rng)2 ;h = (h1; :::; hn) şi s = (s1; :::; sn),

exist¼a
d2f

dsdh
(a) 2 R şi d

2f

dhds
(a) 2 R şi

d2f

dsdh
(a) =

d2f

dhds
(a) =

=
@2f

@x21
(a)h1s1 + :::+

@2f

@x1@xn
(a)h1sn+



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 10

+
@2f

@x2@x1
(a)h2s1 + :::+

@2f

@x2@xn
(a)h2sn+

+ :::+

+
@2f

@xn@x1
(a)hns1 + :::+

@2f

@x2n
(a)hnsn: (4)

De�ni̧tia 12:2:6: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R.
a) Fie a 2 A. Se presupune c¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 în a, în raport cu toate perechile
de variabile (xj ; xi) ;8i 2 f1; :::; ng ;8j 2 f1; :::; ng. Se numeşte hessiana funcţiei f în punctul a
matricea0BBBB@

@2f

@x21
(a) :::

@2f

@x1@xn
(a)

::: ::: :::
@2f

@xn@x1
(a) :::

@2f

@x2n
(a)

1CCCCA se not.
= Hf (a) (5)

b) Se presupune c¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe muļtimea deschis¼a A, în raport cu
toate perechile de variabile (xj ; xi) ;8i 2 f1; :::; ng ;8j 2 f1; :::; ng. Se numeşte hessiana funcţiei f
pe A funçtia

Hf : A � Rn !Mn (R) ;Hf (x) =

0BBBB@
@2f

@x21
(x) :::

@2f

@x1@xn
(x)

::: ::: :::
@2f

@xn@x1
(x) :::

@2f

@x2n
(x)

1CCCCA :
Exemplul 12:2:2. S¼a se compare derivatele paŗtiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct, cât şi
utilizând Criteriul Schwarz pentru

f : D � R2 ! R; f (x; y) = arctg
y

x
:

Pentru funçtia anterioar¼a, s¼a se determine hessiana.
Rezolvare. D =

�
(x; y) 2 R2;x 6= 0

	
: Se alege A = D- deschis¼a. S-au determinat, la exemplul

12:2:1; b), funçtiile derivate paŗtiale de ordinul 1 şi 2; simple.
�Se determin¼a şi cele mixte.

9 @
2f

@x@y
: A21 � A2 � R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
x

x2 + y2

�
=

=
1
�
x2 + y2

�
� x (2x+ 0)

(x2 + y2)2
=
�x2 + y2

(x2 + y2)2
;A21 = A2:

9 @
2f

@y@x
: A12 � A1 � R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y

�
�y

x2 + y2

�
=

=
�1
�
x2 + y2

�
� (�y) (0 + 2y)

(x2 + y2)2
=
�x2 + y2

(x2 + y2)2
;A12 = A1:

�Prin calcul direct se observ¼a c¼a
@2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 A:

�Pe de alt¼a parte, 9 @
2f

@x@y
: A � R2 ! R şi 9 @

2f

@y@x
: A � R2 ! R şi aceste funçtii sunt continue în

8 (x; y) 2 A. Atunci, şi conform Criteriului Schwarz,
@2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 R2:

9Hf : A11 \A22 \A21 \A12 = A � R2 ! R,
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Hf (x; y) =

0BB@
@2f

@x2
(x; y)

@2f

@x@y
(x; y)

@2f

@y@x
(x; y)

@2f

@y2
(x; y)

1CCA =

0BB@
2xy

(x2 + y2)2
�x2 + y2

(x2 + y2)2

�x2 + y2

(x2 + y2)2
�2xy

(x2 + y2)2

1CCA :
Exemplul 12:2:3: S¼a se compare derivatele paŗtiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct, pentru
f : R3 ! R; f (x; y; z) = sin (2x� y + 8z) : Se poate utiliza Criteriul Schwarz?
Pentru funçtia anterioar¼a, s¼a se determine hessiana.
Rezolvare.a) Continuitatea pe R3 nu este condiţie necesar¼a pentru existenţa derivatelor parţiale.
Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe R3, în raport cu x, y; respectiv
z. Pe R3-deschis¼a, se va deriva paŗtial f folosind regulile de derivare paŗtial¼a.
9@f
@x

: R3 ! R;
@f

@x
(x; y; z) =

@

@x
(sin (2x� y + 8z)) x este variabil¼a=

de derivare
2 cos (2x� y + 8z) :

9@f
@y

: R3 ! R;
@f

@y
(x; y; z) =

@

@y
(sin (2x� y + 8z)) y este variabil¼a=

de derivare
� cos (2x� y + 8z) :

9@f
@z

: R3 ! R;
@f

@z
(x; y; z) =

@

@z
(sin (2x� y + 8z)) y este variabil¼a=

de derivare
8 cos (2x� y + 8z) :

Etapa 2. Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe R3, mixt în raport cu x; y; z. Pe

R3-deschis¼a, se va deriva paŗtial
@f

@x
;
@f

@y
;
@f

@z
folosind regulile de derivare paŗtial¼a.

9 @
2f

@x@y
: R3 ! R;

@2f

@x@y
(x; y; z) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y; z)

�
=
@

@x
(� cos (2x� y + 8z)) = 2 sin (2x� y + 8z) :

9 @
2f

@y@x
: R3 ! R;

@2f

@y@x
(x; y; z) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y; z)

�
=
@

@y
(2 cos (2x� y + 8z)) = 2 sin (2x� y + 8z) :

9 @
2f

@y@z
: R3 ! R;

@2f

@y@z
(x; y; z) =

@

@y

�
@f

@z
(x; y; z)

�
=
@

@y
(8 cos (2x� y + 8z)) = 8 sin (2x� y + 8z) :

9 @
2f

@z@y
: R3 ! R;

@2f

@z@y
(x; y; z) =

@

@z

�
@f

@y
(x; y; z)

�
=
@

@z
(� cos (2x� y + 8z)) = 8 sin (2x� y + 8z) :

9 @
2f

@z@x
: R3 ! R;

@2f

@z@x
(x; y; z) =

@

@z

�
@f

@y
(x; y; z)

�
=
@

@z
(2 cos (2x� y + 8z)) = �16 sin (2x� y + 8z) :

9 @
2f

@x@z
: R3 ! R;

@2f

@x@z
(x; y; z) =

@

@x

�
@f

@z
(x; y; z)

�
=
@

@x
(8 cos (2x� y + 8z)) = �16 sin (2x� y + 8z) :

�Prin calcul direct se observ¼a c¼a
@2f

@x@y
(x; y; z) =

@2f

@y@x
(x; y; z) ;8 (x; y; z) 2 R3,

@2f

@y@z
(x; y; z) =

@2f

@z@y
(x; y; z) ;8 (x; y; z) 2 R3,

@2f

@z@x
(x; y; z) =

@2f

@x@z
(x; y; z) ;8 (x; y; z) 2 R3.

�Pe de alt¼a parte, 9 @
2f

@x@y
: R3 ! R şi 9 @

2f

@y@x
: R3 ! R şi aceste funçtii sunt continue în 8 (x; y; z) 2

R3. Atunci, şi conform Criteriului Schwarz,
@2f

@x@y
(x; y; z) =

@2f

@y@x
(x; y; z) ;8 (x; y; z) 2 R3: Analog celelalte.

�Se determin¼a derivatele paŗtiale de ordinul 2 simple

9@
2f

@x2
: R3 ! R;

@2f

@x2
(x; y; z)

def
=

@

@x

�
@f

@x
(x; y; z)

�
=
@

@x
(2 cos (2x� y + 8z)) = �4 sin (2x� y + 8z) :
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9@
2f

@y2
: R3 ! R;

@2f

@y2
(x; y; z)

def
=

@

@y

�
@f

@y
(x; y; z)

�
=
@

@y
(� cos (2x� y + 8z)) = � sin (2x� y + 8z) :

9@
2f

@z2
: R3 ! R;

@2f

@z2
(x; y; z)

def
=

@

@z

�
@f

@z
(x; y; z)

�
=
@

@z
(8 cos (2x� y + 8z)) = �64 sin (2x� y + 8z) :

Deci 9Hf : R3 ! R,

Hf (x; y; z) =

0BBBBBB@
@2f

@x2
(x; y; z)

@2f

@x@y
(x; y; z)

@2f

@x@z
(x; y; z)

@2f

@y@x
(x; y; z)

@2f

@y2
(x; y; z)

@2f

@y@z
(x; y; z)

@2f

@z@x
(x; y; z)

@2f

@z@y
(x; y; z)

@2f

@z2
(x; y; z)

1CCCCCCA =

=

0@ �4 sin (2x� y + 8z) 2 sin (2x� y + 8z) �16 sin (2x� y + 8z)
2 sin (2x� y + 8z) � sin (2x� y + 8z) 8 sin (2x� y + 8z)
�16 sin (2x� y + 8z) 8 sin (2x� y + 8z) �64 sin (2x� y + 8z)

1A
Exemplul 12:2:4: Urm¼atorul exemplu arat¼a c¼a derivatele paŗtiale mixte nu sunt, în general, egale.
S¼a se compare derivatele paŗtiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct, pentru

f : R2 ! R; f (x; y) =

8<: xy
x2 � y2
x2 + y2

; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)
0; dac¼a (x; y) = (0; 0)

:

Pentru funçtia anterioar¼a, s¼a se determine hessiana.

x
z
y x

z
y xy

z
xy

z

Rezolvare. R2 =
�
R2 n f(0; 0)g

�
[ f(0; 0)g :

Continuitatea pe R2 nu este condiţie necesar¼a pentru existenţa derivatelor parţiale.
Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe R2, în raport cu x, respectiv y.

��pe R2 n f(0; 0)g, care e muļtime deschis¼a, se va deriva paŗtial f folosind regulile de derivare
paŗtial¼a.

��în a = (0; 0) 2
�
R2
�
\
�
R2
�0 se va folosi de�ni̧tia derivatei paŗtiale în raport cu x, respectiv cu y.

9@f
@x

: A1 � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
xy
x2 � y2
x2 + y2

�
= y

x2 � y2
x2 + y2

+xy
(2x� 0)

�
x2 + y2

�
�
�
x2 � y2

�
(2x+ 0)

(x2 + y2)2
=

= y
x2 � y2
x2 + y2

+
4x2y3

(x2 + y2)2
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@f

@x
(0; 0)

modul 1
=

df

de1
(0; 0) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (t; 0)� f (0; 0)) = lim

t!0;t2V

1

t

�
t � 0 � t

2 � 02
t2 + 02

� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

0 = 0) 9@f
@x
(0; 0) = 0:

9@f
@x
(0; 0)

modul 2
= lim

x!0

f (x; 0)� f (0; 0)
x� 0 = lim

x!0

x � 0x
2 � 02
x2 + 02

� 0

x� 0 = 0:
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Se observ¼a c¼a A1 = R2. Deci:

9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

8<:
x4y + 4x2y3 � y5

(x2 + y2)2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

9@f
@y

: A2 � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
xy
x2 � y2
x2 + y2

�
= x

x2 � y2
x2 + y2

+xy
(0� 2y)

�
x2 + y2

�
�
�
x2 � y2

�
(0 + 2y)

(x2 + y2)2
=

= x
x2 � y2
x2 + y2

+ xy
�4x2y

(x2 + y2)2
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@f

@y
(0; 0)

modul 1
=

df

de2
(0; 0) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (0; t)� f (0; 0)) = lim

t!0;t2V

1

t

�
0 � t0

2 � t2
02 + t2

� 0
�
=

== lim
t!0;t2V

0 = 0) 9@f
@y
(0; 0) = 0:

9@f
@y
(0; 0)

modul 2
= lim

y!0

f (0; y)� f (0; 0)
y � 0 = lim

x!0

0 � y0
2 � y2
02 + y2

� 0

y � 0 = 0:

Se observ¼a c¼a A2 = R2. Deci

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

8<:
x5 � 4x3y2 � xy4

(x2 + y2)2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

Etapa 2. Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe R2, mixt în raport cu x; y.

��pe R2 n f(0; 0)g, care e muļtime deschis¼a, se vor deriva paŗtial @f
@x
;
@f

@y
folosind regulile de

derivare paŗtial¼a.
��în a = (0; 0) 2

�
R2
�
\
�
R2
�0 se va folosi de�ni̧tia derivatei paŗtiale în raport cu x, respectiv

cu y a funçtiilor
@f

@x
;
@f

@y
:

9 @
2f

@x@y
: A21 � A2 � R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
x

�
x2 � y2
x2 + y2

� 4x2y2

(x2 + y2)2

��
=

=

�
x2 � y2
x2 + y2

� 4x2y2

(x2 + y2)2

�
+ x

 
4xy2

(x2 + y2)2
�
8xy2

�
x2 + y2

�
� 4x2y2 � 2 � 2x

(x2 + y2)3

!
=

=
x2 � y2
x2 + y2

+
�4x2y2 + 4x2y2 � 8x2y2

(x2 + y2)2
+

16x4y2

(x2 + y2)3
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@2f

@x@y
(0; 0)

modul 1
=

@

@x

0@ @f

@y|{z}
1A

f2

(0; 0) =

@

�
@f

@y

�
@x

(0; 0) =

d

�
@f

@y

�
de1

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@y
(t; 0)� @f

@y
(0; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
t

�
t2 � 02
t2 + 02

� 4t2 � 02

(t2 + 02)2

�
� 0
�

= lim
t!0;t2V

1 = 1) 9 @
2f

@x@y
(0; 0) = 1:

9 @
2f

@x@y
(0; 0)

modul 2
=

@

@x

0@ @f

@y|{z}
1A

f2

(0; 0) =

@

�
@f

@y

�
@x

(0; 0) = lim
x!0

@f

@y
(x; 0)� @f

@y
(0; 0)

x� 0 =
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= lim
x!0

x

�
x2 � 02
x2 + 02

� 4x202

(x2 + 02)2

�
� 0

x� 0 = 1;A21 = A2: Deci

9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

8<:
x6 + 9x4y2 � 9x2y4 � y6

(x2 + y2)3
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

1; dac¼a (x; y) = (0; 0)

9 @
2f

@y@x
: A12 � A1 � R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y

�
y

�
x2 � y2
x2 + y2

+
4x2y2

(x2 + y2)2

��
=

=

�
x2 � y2
x2 + y2

+
4x2y2

(x2 + y2)2

�
+ y

 
�4x2y

(x2 + y2)2
+
8x2y

�
x2 + y2

�
� 4x2y2 � 2 � 2y

(x2 + y2)3

!
=

=
x2 � y2
x2 + y2

+
4x2y2 � 4x2y2 + 8x2y2

(x2 + y2)2
+
�16x2y3

(x2 + y2)3
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@2f

@y@x
(0; 0)

modul 1
=

@

@y

 
@f

@x|{z}
!

f1

(0; 0) =

@

�
@f

@x

�
@y

(0; 0) =

d

�
@f

@x

�
de2

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@x
(0; t)� @f

@x
(0; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
t

�
02 � t2
02 + t2

+
4 � 02t2

(02 + t2)2

�
� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

(�1) = �1) 9 @
2f

@y@x
(0; 0) = �1:

9 @
2f

@y@x
(0; 0)

modul 2
=

@

@y

 
@f

@x|{z}
!

f1

(0; 0) =

@

�
@f

@x

�
@y

(0; 0) == lim
y!0

@f

@x
(0; y)� @f

@x
(0; 0)

y � 0 =

= lim
y!0

y

�
02 � y2
02 + y2

+
4 � 02y2

(02 + y2)2

�
� 0

y � 0 = �1: A12 = A1: Deci

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

8<:
x6 + 9x4y2 � 9x2y4 � y6

(x2 + y2)3
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

�1; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

�Prin calcul direct, se observ¼a c¼a
@2f

@x@y
(x; y) =

x2 � y2
x2 + y2

+
8x4y2 � 8x2y3

(x2 + y2)3
=
@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

Dar
@2f

@x@y
(0; 0) = 1 6= �1 = @2f

@y@x
(0; 0) :

�Se determin¼a derivatele paŗtiale de ordinul 2 simple

9@
2f

@x2
: A11 � A1 � R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
y

�
x2 � y2
x2 + y2

+
4x2y2

(x2 + y2)2

��
=

= y

 
4xy2

(x2 + y2)2
+
8xy2

�
x2 + y2

�
� 4x2y2 � 2 � 2x

(x2 + y2)3

!
=

=
4xy3 + 8xy3

(x2 + y2)2
� 16x3y3

(x2 + y2)3
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :
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@2f

@x2
(0; 0)

modul 1
=

@

@x

 
@f

@x|{z}
!

f1

(0; 0) =

@

�
@f

@x

�
@x

(0; 0) =

d

�
@f

@x

�
de1

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@x
(t; 0)� @f

@x
(0; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
0

�
t2 � 02
t2 + 02

+
4t202

(t2 + 02)2

�
� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

(0) = 0) 9@
2f

@x2
(0; 0) = 0:

9@
2f

@x2
(0; 0)

modul 2
=

@

@x

 
@f

@x|{z}
!

f1

(0; 0) =

@

�
@f

@x

�
@x

(0; 0) = lim
x!0

@f

@x
(x; 0)� @f

@x
(0; 0)

x� 0 =

= lim
x!0

0

�
x2 � 02
x2 + 02

+
4 � x202

(x2 + 02)2

�
� 0

x� 0 = 0: A11 = A1 Deci

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

8<:
12xy3

(x2 + y2)2
� 16x3y3

(x2 + y2)3
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

9@
2f

@y2
: A22 � A2 � R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@y

�
x

�
x2 � y2
x2 + y2

� 4x2y2

(x2 + y2)2

��
=

= x

 
�4x2y

(x2 + y2)2
�
8x2y

�
x2 + y2

�
� 4x2y2 � 2 � 2y

(x2 + y2)3

!
=

=
�4x3y � 8x3y
(x2 + y2)2

+
16x3y3

(x2 + y2)3
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@2f

@y2
(0; 0)

modul 1
=

@

@y

0@ @f

@y|{z}
1A

f2

(0; 0) =

@

�
@f

@y

�
@y

(0; 0) =

d

�
@f

@y

�
de2

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@y
(0; t)� @f

@y
(0; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
0

�
02 � t2
02 + t2

� 4 � 02t2

(02 + t2)2

�
� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

(0) = 0) 9@
2f

@y2
(0; 0) = 0:

9@
2f

@y2
(0; 0)

modul 2
=

@

@y

0@ @f

@y|{z}
1A

f2

(0; 0) =

@

�
@f

@y

�
@y

(0; 0) = lim
y!0

@f

@y
(0; y)� @f

@y
(0; 0)

y � 0 =

= lim
y!0

0

�
02 � y2
02 + y2

� 4 � 02y2

(02 + y2)2

�
� 0

y � 0 = 0: A22 = A2: Deci

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

8<:
�12x3y
(x2 + y2)2

+
16x3y3

(x2 + y2)3
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:
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Deci 9Hf : A11 \A22 \A21 \A12 = R2 ! R, Hf (x; y) =

0BB@
@2f

@x2
(x; y)

@2f

@x@y
(x; y)

@2f

@y@x
(x; y)

@2f

@y2
(x; y)

1CCA :

Hf (x; y) =

0BB@
12xy3

(x2 + y2)2
� 16x3y3

(x2 + y2)3
x2 � y2
x2 + y2

+
�8x2y2

(x2 + y2)2
+

16x4y2

(x2 + y2)3

x2 � y2
x2 + y2

+
8x2y2

(x2 + y2)2
+
�16x2y3

(x2 + y2)3
�12x3y
(x2 + y2)2

+
16x3y3

(x2 + y2)3

1CCA ;
8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g ;

Hf (0; 0) =

�
0 1
�1 0

�
:

Exemplul 12:2:5: Urm¼atorul exemplu arat¼a c¼a derivatele paŗtiale mixte nu sunt în general egale,
una din ele existând, cealalt¼a nu.
S¼a se compare derivatele paŗtiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct, pentru

f : R2 ! R; f (x; y) =

8<:
y3

x2 + y2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

Pentru funçtia anterioar¼a, s¼a se determine hessiana.

xy
z

xy
z

y x
z

xy
z

Rezolvare. R2 =
�
R2 n f(0; 0)g

�
[ f(0; 0)g :

Continuitatea pe R2 nu este condiţie necesar¼a pentru existenţa derivatelor parţiale.
Etapa 1. Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe R2, în raport cu x, respectiv y.

��pe R2 nf(0; 0)g, care este muļtime deschis¼a, se va deriva paŗtial f folosind regulile de derivare
paŗtial¼a.

��în a = (0; 0) 2
�
R2
�
\
�
R2
�0 se va folosi de�ni̧tia derivatei paŗtiale în raport cu x, respectiv

cu y.

9@f
@x

: A1 � R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x

�
y3

x2 + y2

�
=

�2xy3

(x2 + y2)2
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@f

@x
(0; 0)

modul 1
=

df

de1
(0; 0) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (t; 0)� f (0; 0)) = lim

t!0;t2V

1

t

�
03

t2 + 02
� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

1

t
� 0 = lim

t!0;t2V
0 = 0) 9@f

@x
(0; 0) = 0:

Se observ¼a c¼a A1 = R2. Deci

9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

8<:
�2xy3

(x2 + y2)2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

9@f
@y

: A2 � R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@y

�
y3

x2 + y2

�
=
3y2

�
x2 + y2

�
� y3 � 2y

(x2 + y2)2
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :
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@f

@y
(0; 0)

modul 1
=

df

de2
(0; 0) = lim

t!0;t2V

1

t
(f (0; t)� f (0; 0)) = lim

t!0;t2V

1

t

�
t3

02 + t2
� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

t3

t3
= 1) 9@f

@y
(0; 0) = 1:

Se observ¼a c¼a A2 = R2. Deci

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

8<:
3x2y2 + y4

(x2 + y2)2
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

1; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

Etapa 2. Se studiaz¼a dac¼a f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe R2, mixt în raport cu x; y.

��pe R2 n f(0; 0)g, care e muļtime deschis¼a, se vor deriva paŗtial @f
@x
;
@f

@y
folosind regulile de

derivare paŗtial¼a.
��în a = (0; 0) 2

�
R2
�
\
�
R2
�0 se va folosi de�ni̧tia derivatei paŗtiale în raport cu x, respectiv

cu y a funçtiilor
@f

@x
;
@f

@y
:

9 @
2f

@x@y
: A21 � A2 � R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
3x2y2 + y4

(x2 + y2)2

�
=

=
6xy2

�
x2 + y2

�2 � �3x2y2 + y4� � 2 �x2 + y2� � 2x
(x2 + y2)4

;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@2f

@x@y
(0; 0)

modul 1
=

@

@x

0@ @f

@y|{z}
1A

f2

(0; 0) =

@

�
@f

@y

�
@x

(0; 0) =

d

�
@f

@y

�
de1

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@y
(t; 0)� @f

@y
(0; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
3t202 + 04

(t2 + 02)2
� 1
�
= lim
t!0;t2V

�1
t
:

Cum lim
t!0;t<0

�1
t
= +1 şi lim

t!0;t>0

�1
t
= �1) @ lim

t!0;t2V

�1
t
:Deci @

@2f

@x@y
(0; 0)) A21 ( A2:

9 @
2f

@x@y
: R2 n f(0; 0)g ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

�6x3y2 + 2xy4

(x2 + y2)3
:

9 @
2f

@y@x
: A12 � A1 � R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y

�
�2xy3

(x2 + y2)2

�
=

=
�6xy2

�
x2 + y2

�2 � ��2xy3� � 2 �x2 + y2� � 2y
(x2 + y2)4

;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@2f

@y@x
(0; 0)

modul 1
=

@

@y

 
@f

@x|{z}
!

f1

(0; 0) =

@

�
@f

@x

�
@y

(0; 0) =

d

�
@f

@x

�
de2

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@x
(0; t)� @f

@x
(0; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
�2 � 0 � t3

(02 + t2)2
� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

0 = 0) 9 @
2f

@y@x
(0; 0) = 0;A12 = A1: Deci:

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

8<:
�6x3y2 + 2xy4

(x2 + y2)3
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

�Prin calcul direct se observ¼a c¼a
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@2f

@x@y
(x; y) =

@2f

@y@x
(x; y) ;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g şi @ @

2f

@x@y
(0; 0) ;9 @

2f

@y@x
(0; 0) = 0:

�Se determin¼a derivatele paŗtiale de ordinul 2 simple

9@
2f

@x2
: A11 � A1 � R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
�2xy3

(x2 + y2)2

�
=
�2y3

�
x2 + y2

�
�
�
�2xy3

�
� 2 � 2x

(x2 + y2)3
=
6x2y3 � 2y5

(x2 + y2)3
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@2f

@x2
(0; 0)

modul 1
=

@

@x

 
@f

@x|{z}
!

f1

(0; 0) =

@

�
@f

@x

�
@x

(0; 0) =

d

�
@f

@x

�
de1

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@x
(t; 0)� @f

@x
(0; 0)

�
= lim
t!0;t2V

1

t

�
�2t � 03

(t2 + 02)2
� 0
�
=

= lim
t!0;t2V

(0) = 0) 9@
2f

@x2
(0; 0) = 0;A11 = A1: Deci

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y) =

8<:
6x2y3 � 2y5

(x2 + y2)3
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

9@
2f

@y2
: A22 � A2 � R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@y

�
3x2y2 + y4

(x2 + y2)2

�
=

�
6x2y + 4y3

� �
x2 + y2

�
�
�
3x2y2 + y4

�
� 2 � 2y

(x2 + y2)3
=
6x4y � 2x2y3

(x2 + y2)3
;8 (x; y) 2 R2 n f(0; 0)g :

@2f

@y2
(0; 0)

modul 1
=

@

@y

0@ @f

@y|{z}
1A

f2

(0; 0) =

@

�
@f

@y

�
@y

(0; 0) =

d

�
@f

@y

�
de2

(0; 0) =

= lim
t!0;t2V

1

t

�
@f

@y
(0; t)� @f

@y
(0; 0)

�
lim

t!0;t2V

1

t

�
3 � 02t2 + t4

(02 + t2)2
� 1
�
=

= lim
t!0;t2V

(0) = 0) 9@
2f

@y2
(0; 0) = 0;A22 = A2: Deci

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y) =

8<:
6x4y � 2x2y3

(x2 + y2)3
; dac¼a (x; y) 6= (0; 0)

0; dac¼a (x; y) = (0; 0)
:

Atunci 9Hf : R2 n f(0; 0)g ! R,

Hf (x; y) =

0BB@
@2f

@x2
(x; y)

@2f

@x@y
(x; y)

@2f

@y@x
(x; y)

@2f

@y2
(x; y)

1CCA =

0BB@
6x2y3 � 2y5

(x2 + y2)3
�6x3y2 + 2xy4

(x2 + y2)3

�6x3y2 + 2xy4

(x2 + y2)3
6x4y � 2x2y3

(x2 + y2)3

1CCA :
De�ni̧tia 12:2:7: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R, a 2 A.
a) Funçtia f se numeşte de k ori diferenţiabil¼a în a dac¼a este de k � 1 ori derivabil¼a paŗtial
într-o vecin¼atate V a punctului a şi toate funçtiile derivate paŗtiale de ordin k � 1 ale lui f sunt
diferenţiabile în a.
b) Funçtia f se numeşte de k ori diferenţiabil¼a pe mulţimea A dac¼a este de k ori diferenţiabil¼a în
8a 2 A.



Gabriela Grosu / Analiz¼a matematic¼a 19


Observa̧tia 12:2:2: Din Criteriul Young se observ¼a c¼a, dac¼a f este de k ori diferenţiabil¼a în
a 2 A; atunci f este de k ori derivabil¼a paŗtial în a şi pentru derivatele paŗtiale mixte de ordin � k
nu conteaz¼a ordinea de derivare.
Propozi̧tia 12:2:1: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R, a 2 A. Dac¼a f are derivate paŗtiale de
ordin k şi acestea sunt continue în a, atunci f este diferenţiabil¼a de ordin k în a:

Observa̧tia 12:2:3: Conform Teoremei 12:1:9, dac¼a f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 în a, atunci
f este şi derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 în a în raport cu �ecare variabil¼a şi, pentru 8h 2 Rn n
f�Rng ;h = (h1; :::; hn)

((df) (a)) (h) =
@f

@x1
(a) � h1 + :::+

@f

@xn
(a) � hn:

(6)
Se generalizeaz¼a aceast¼a formul¼a în urm¼atoarea de�ni̧tie:

De�ni̧tia 12:2:8: Fie A � Rn deschis¼a, f : A � Rn ! R, a 2 A. Se presupune c¼a f este
de k ori diferenţiabil¼a în a: Se numeşte diferenţiala de ordin k a funcţiei f în a funçtia notat¼a�
dkf

�
(a) : Rn ! R de�nit¼a prin��
dkf

�
(a)
�
(h) =

�
@f

@x1
(a) � h1 + :::+

@f

@xn
(a) � hn

�(k)
;8h 2 Rn n f�Rng ;h = (h1; :::; hn) ;

(7)
unde puterea simbolic¼a (k) semni�c¼a o dezvoltare de tip binomul lui Newton în care, în loc de
puterea m; apar derivate paŗtiale de ordin m ale f: De exemplu, în loc de�

@f

@xj
(a)

�(m)
apare

@mf

@xmj
(a) ;

adic¼a derivata de ordin m a lui f în raport cu variabila xj de m ori, iar în loc de�
@f

@xj
(a)

�(m�2)
�
�
@f

@xi
(a)

�(2)
apare

@mf

@xm�2j @x2i
(a),

adic¼a derivata de ordin m a lui f în raport cu variabila xj de m� 2 ori, şi în raport cu variabila xi
de 2 ori.

Observa̧tia 12:2:4: Se reaminteşte c¼a, dac¼a f este diferenţiabil¼a de ordinul 1 în a; atunci

(df) (a) =
@f

@x1
(a) � dx1 + :::+

@f

@xn
(a) � dxn:

Atunci, dac¼a f este diferenţiabil¼a de ordin k în a,�
dkf

�
(a) =

�
@f

@x1
(a) � dx1 + :::+

@f

@xn
(a) � dxn

�(k)
:

(8)

Observa̧tia 12:2:5: a) Pentru n = 2; f : A � R2 ! R, f (x; y) = :::; relaţiile (7) ; (8) devin��

dkf
�
(a)
�
(h) =

�
@f

@x
(a) � h1 +

@f

@y
(a) � h2

�(k)
;8h = (h1; h2) 2 R2:

�
dkf

�
(a) =

�
@f

@x
(a) � dx+ @f

@y
(a) � dy

�(k)
=

= C0k
@kf

@xk
(a) � (dx)k + C1k

@kf

@xk�1@y
(a) � (dx)k�1 dy + :::+ Ckk

@kf

@yk
(a) � (dy)k :

S-a utilizat convenţia c¼a dx = p1; dy = p2 sunt funçtiile proieçtie a R2 pe Ox, respectiv Oy, adic¼a
p1;2 : R2 ! R; p1 (h1; h2) = h1; p2 (h1; h2) = h2:

b) Pentru n = 3; f : A � R3 ! R; f (x; y; z) = :::; rela̧tiile (7) ; (8) devin��
dkf

�
(a)
�
(h) =

�
@f

@x
(a) � h1 +

@f

@y
(a) � h2 +

@f

@z
(a) � h3

�(k)
;8h = (h1; h2; h3) 2 R3:
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�
dkf

�
(a) =

�
@f

@x
(a) � dx+ @f

@y
(a) � dy + @f

@z
(a) � dz

�(k)
:

S-a utilizat convenţia c¼a dx; dy; dz sunt funçtiile proieçtie a R3 pe Ox, Oy, respectiv Oz, adic¼a
p1;2;3 : R3 ! R; p1 (h1; h2; h3) = h1; p2 (h1; h2; h3) = h2; p2 (h1; h2; h3) = h3:

Observa̧tia 12:2:6:
a) Dac¼a f : A � R2 ! R este diferenţiabil¼a pe muļtimea deschis¼a A, atunci

(df) (x; y) =
@f

@x
(x; y) � dx+ @f

@y
(x; y) � dy;8 (x; y) 2 A (9)

Dac¼a f : A � R2 ! R este diferenţiabil¼a de ordin 2 pe muļtimea deschis¼a A, atunci�
d2f
�
(x; y) =

@2f

@x2
(x; y) � (dx)2 + 2 @

2f

@x@y
(x; y) � (dx) (dy)

+
@2f

@y@x
(x; y) � (dy) (dx) + @

2f

@y2
(x; y) � (dy)2 ;8 (x; y) 2 A

(10)

sau
�
d2f
�
(x; y) =

@2f

@x2
(x; y) � (dx)2 + 2 @

2f

@x@y
(x; y) � (dx) (dy) + @

2f

@y2
(x; y) � (dy)2 ;8 (x; y) 2 A

(100)
Dac¼a f : A � R2 ! R este diferenţiabil¼a de ordin 3 pe muļtimea deschis¼a A, atunci�

d3f
�
(x; y) =

@3f

@x3
(x; y) � (dx)3 + 3 @3f

@x2@y
(x; y) � (dx)2 (dy)+

+3
@3f

@x@y2
(x; y) � (dx) (dy)2 + @

3f

@y3
(x; y) � (dy)3 ;8 (x; y) 2 A

(11)

b) Dac¼a f : A � R3 ! R este diferenţiabil¼a pe muļtimea deschis¼a A, atunci

(df) (x; y; z) =
@f

@x
(x; y; z) � dx+ @f

@y
(x; y; z) � dy + @f

@z
(x; y; z) � dz;8 (x; y; z) 2 A (12)

Dac¼a f : A � R3 ! R este diferenţiabil¼a de ordin 2 pe muļtimea deschis¼a A, atunci�
d2f
�
(x; y; z) =

@2f

@x2
(x; y; z) � (dx)2 + @2f

@x@y
(x; y; z) � (dx) (dy) + @2f

@x@z
(x; y; z) � (dx) (dz)+

+
@2f

@y@x
(x; y; z) � (dy) (dx) + @

2f

@y2
(x; y; z) � (dy)2 + @2f

@y@z
(x; y; z) � (dy) (dz)+

+
@2f

@z@x
(x; y; z) � (dz) (dx) + @2f

@z@y
(x; y; z) � (dz) (dy) + @

2f

@z
(x; y; z) � (dz)2 ;8 (x; y; z) 2 A

(13)

�
d2f
�
(x; y; z) =

@2f

@x2
(x; y; z) � (dx)2 + @

2f

@y2
(x; y; z) � (dy)2 + @

2f

@z
(x; y; z) � (dz)2+

+2
@2f

@x@y
(x; y; z) � (dx) (dy) + 2 @

2f

@y@z
(x; y; z) � (dy) (dz) + 2 @

2f

@z@x
(x; y; z) � (dz) (dx) ;

8 (x; y; z) 2 A

(130)

Exemplul 12:2:5. c) S¼a se determine diferenţialele de ordin 1 şi 2 pentru
f : D � R2 ! R; f (x; y) = arctg

y

x
:

Rezolvare. A = D =
�
(x; y) 2 R2;x 6= 0

	
-deschis¼a.

Conform exemplului 12:2:2 a) şi b) şi conform Propozi̧tiei 12:2:1; deoarece f are derivate paŗtiale
de ordin 1 şi acestea sunt continue în 8 (x; y) 2 A, atunci f este diferenţiabil¼a de ordin 1 în
8 (x; y) 2 A şi
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(df) (x; y) =
�y

x2 + y2
� dx+ x

x2 + y2
� dy;8 (x; y) 2 A:

Conform exemplului 12:2:2 a) şi b) şi conform Propozi̧tiei 12:2:1; deoarece f are derivate paŗtiale
de ordin 2 şi acestea sunt continue în 8 (x; y) 2 A, atunci f este diferenţiabil¼a de ordin 2 în
8 (x; y) 2 A şi�

d2f
�
(x; y) =

2xy

(x2 + y2)2
� (dx)2 + 2 �x

2 + y2

(x2 + y2)2
� (dx) (dy) + �2xy

(x2 + y2)2
� (dy)2 ;8 (x; y) 2 A

Dac¼a se gândeşte diferenţiala de ordinul 2 în (x; y) �xat ca şi form¼a p¼atratic¼a, atunci matricea
asociat¼a acestei forme p¼atratice este chiar hessiana funçtiei f în (x; y) ; adic¼a

Hf (x; y) =

0BB@
2xy

(x2 + y2)2
�x2 + y2

(x2 + y2)2

�x2 + y2

(x2 + y2)2
�2xy

(x2 + y2)2

1CCA ;8 (x; y) 2 A:
Exemplul 12:2:6. c) S¼a se determine, dac¼a exist¼a, diferenţialele de ordin 1 şi 2 pentru

f : R3 ! R; f (x; y) = sin (2x� y + 8z) :
Rezolvare. A = R3 este muļtime deschis¼a.

Conform exemplului 12:2:3 a) şi b) şi conform Propozi̧tiei 12:2:1; deoarece f are derivate paŗtiale
de ordin 1 şi acestea sunt continue în 8 (x; y; z) 2 R3, atunci f este diferenţiabil¼a de ordin 1 în
8 (x; y) 2 A şi

(df) (x; y; z) = 2 cos (2x� y + 8z)�dx�cos (2x� y + 8z)�dy+8 cos (2x� y + 8z)�dz;8 (x; y; z) 2
R3:

Conform exemplului 12:2:3 a) şi b) şi conform Propozi̧tiei 12:2:1; deoarece f are derivate paŗtiale
de ordin 2 şi acestea sunt continue în 8 (x; y; z) 2 R3, atunci f este diferenţiabil¼a de ordin 2 în
8 (x; y; z) 2 R3 şi�

d2f
�
(x; y; z) = �4 sin (2x� y + 8z) � (dx)2 � sin (2x� y + 8z) � (dy)2�
�64 sin (2x� y + 8z) � (dz)2 + 2 � 2 sin (2x� y + 8z) � (dx) (dy)+
+2 � 8 sin (2x� y + 8z) � (dy) (dz) + 2 (�16) sin (2x� y + 8z) ;8 (x; y; z) 2 R3:

Dac¼a se gândeşte diferenţiala de ordinul 2 în (x; y; z) �xat ca şi form¼a p¼atratic¼a, atunci matricea
asociat¼a acestei forme p¼atratice este chiar hessiana funçtiei f în (x; y; z) ; adic¼a

Hf (x; y; z) =

0@ �4 sin (2x� y + 8z) 2 sin (2x� y + 8z) �16 sin (2x� y + 8z)
2 sin (2x� y + 8z) � sin (2x� y + 8z) 8 sin (2x� y + 8z)
�16 sin (2x� y + 8z) 8 sin (2x� y + 8z) �64 sin (2x� y + 8z)

1A ;
8 (x; y; z) 2 R3:

Exemplul 12:2:7. S¼a se arate c¼a funçtia
f : D � R2 ! R; f (x; y) = ln (ex + ey) ;

unde D = R2; veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a cu derivate paŗtiale de ordinul al doilea:�
@2f

@x2
(x; y)

�
�
�
@2f

@y2
(x; y)

�
�
�
@2f

@x@y
(x; y)

�2
= 0;8 (x; y) 2 D:

xy
z z

y x xy
z z

y x
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Rezolvare.�Se observ¼a c¼a funçtia f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 1 pe D = R2 în raport cu x;
respectiv y; adic¼a

9@f
@x

: R2 ! R;
@f

@x
(x; y) =

@

@x
(ln (ex + ey))

x este variabil¼a
=

de derivare

ex

ex + ey
:

9@f
@y

: R2 ! R;
@f

@y
(x; y) =

@

@x
(ln (ex + ey))

y este variabil¼a
=

de derivare

ey

ex + ey
:

�Se observ¼a c¼a funçtia f este derivabil¼a paŗtial de ordinul 2 pe D = R2 în raport cu x; respectiv y;
adic¼a

9@
2f

@x2
: R2 ! R;

@2f

@x2
(x; y)

def
=

@

@x

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@x

�
ex

ex + ey

�
x este variabil¼a

=
de derivare

ex (ex + ey)� ex � ex

(ex + ey)2
=

ex � ey

(ex + ey)2
:

9@
2f

@y2
: R2 ! R;

@2f

@y2
(x; y)

def
=

@

@y

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@y

�
ey

ex + ey

�
y este variabil¼a

=
de derivare

ey (ex + ey)� ey � ey

(ex + ey)2
=

ex � ey

(ex + ey)2
:

9 @
2f

@x@y
: R2 ! R;

@2f

@x@y
(x; y) =

@

@x

�
@f

@y
(x; y)

�
=
@

@x

�
ey

ex + ey

�
x este variabil¼a

=
de derivare

�ex � ey

(ex + ey)2
:

9 @
2f

@y@x
: R2 ! R;

@2f

@y@x
(x; y) =

@

@y

�
@f

@x
(x; y)

�
=
@

@y

�
ex

ex + ey

�
y este variabil¼a

=
de derivare

�ex � ey

(ex + ey)2
:

�Se veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a:�
@2f

@x2
(x; y)

�
�
�
@2f

@y2
(x; y)

�
�
�
@2f

@x@y
(x; y)

�2
=

ex � ey

(ex + ey)2
� ex � ey

(ex + ey)2
�
�
�ex � ey

(ex + ey)2

�2
= 0;8 (x; y) 2 D = R2:


