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CURS NR. 9
Analiza matematica, ATA

12.2. Derivata de ordin 2 si mai mare decat 2 dupa directii; derivatele partiale de
ordin 2 si mai mare decat 2 in raport cu "variabilele" functiei; diferentiala de ordin 2
si mai mare decat 2

Fie A C R™ o multime nevid4 gi deschisd (AN A’ = A).
ODefinitia 12.2.1. Fie A C R" deschisi, f : A CR" - R, a € Asi (h,s) € (R*\ {fgn})? 0
pereche ordonatd de directii. Se presupune cd f este derivabilda de ordinul 1 pe o vecinatate a
d,
punctului a, V C A, dupa directia h, adica 3% :VCACR" - R

a) Functia f are derivata de ordinul 2 in punctul a in raport cu perechea ordonata de directii (h,s)

daca functia h are derivatd de ordinul 1 in a in raport cu directia h, adica

df . df df _
3ds (dh)( )=t 5 <dh( Tis) - g, (@ )) €k

b) Functia f este derivabild de ordinul 2 in punctul a in raport cu perechea ordonata de directii

(h,s) dacd exista I (;l{l) (a) € R. Daca existd, numarul di <;i{1) (a) € R se numeste derivata

functiei f de ordinul 2 in a in raport cu perechea ordonata de directii (h,s).

2
Pentru s # h, ds<df)(a) senor. 4 f (a).

dh pentru s#h dsdh
- df se not d2f
Pentru s =hy o) (dh) (8) onire son @z &) )

c¢) Functia este derivabila de ordinul 2 in raport cu perechea ordonata de directii (h,s) pe multimea
A daca este derivabild de ordinul 2 in raport cu perechea ordonata de directii (h, s) in fiecare a € A.
ODefinitia 12.2.2. Fie A C R” deschisi, f : A C R® — R, a € A si (h!,..,h* L h*) €
(R™\ {0g»})* o k-upli ordonatd de directii.Se presupune ci f este derivabild de ordinul k — 1
pe o vecinatate a punctului a, V' C A, in raport cu o k — 1-upla ordonata de directii (hl, e hk_l) .
a) Se numeste derivata de ordinul k a functiei f in punctul a in raport cu k-upla ordonatda de
directii (hl,...,hk_l,hk), derivata de ordin 1 in raport cu directia h* = (h’f,...,hfb) a functiei
"derivata de ordin k — 1 a functiei f in punctul a in raport cu k — 1-upla ordonatad de directii
(hl, - hk_l) ” daca aceasta exista.
b) Functia este derivabila de ordinul k in raport cu k-upla ordonatd de directii (hl,...,hk) pe
mulfimea A daci este derivabild de ordinul k£ in raport cu k-upla ordonatd de directii (hl, - hk)
in fiecare a € A.
OTeorema 12.2.1. (de legatura intre derivata de ordin 2 dupa directii si derivata de or-
din 2 a unei functii reale) Fie (h,s) € (R”\ {#gn})? 0 pereche ordonati de directii. Fie A C R"
deschisd, f: A CR"™ — R camp scalar si fie a € A. Atunci 3V € V (0) si

Jp:V =R, p(t) = f(a+th)
astfel 1ncat urmatoarele afirmatii sunt echivalente

(a) EI f 5 (a+th) € R, adica functia f este derivabila de ordin 2 in a + th dupa directia h;

(b) 3@” ( ) € R, adici functia ¢ este derivabild de ordin 2 in ¢.
. d’f d*f
Inacestcaz,w(a+th): O (t),Vt eV si W( a)=¢"(0).
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OTeorema 12.2.2. (de egalitate a derivatelor de ordin 2 dupa perechi ordonate de

directii) Fie (h,s) € (R™\ {frn})? o pereche ordonats de directii distincte. Fie A C R™ deschisi,

&f . &f
51

dsdh * dhds

VCACR" - Rsi

pe o vecindtate V C A a
d*f
dhds

f:ACR"” — R camp scalar. Dacéa exista si sunt finite

d’f
dsdh

:VCAC

punctului a € A si functiile derivate partiale mixte

R"™ — R sunt continue pe V, atunci
d>f d?f
dsdn ¥ = qngs @)
Definitia 12.2.3. Fie A C R" deschisd, f : ACR” — R,a € A. Fiej € {1,...,n}. Se presupune ci

f este derivabila partial de ordinul 1 pe o vecinatate a punctului a, A; C A, in raport cu variabila
0
xj, adica El—f :A; CR®" = R.
83:]-
a) Fiei € {1,...,n}. Functia f are derivata partiala de ordinul 2 in punctul a in raport cu perechea
ordonata de variabile (x;,x;) daca
o (0f —
3 — ] (a) e R.

b) Fie i € {1,...,n}. Functia f este derivabila partial de ordinul 2 in a in raport cu perechea
af o (0f
—— ] (a) € R. Daca exista, numarul — ] (a) eR
se numeste derivata partiala o functiei f de ordinul 2 in a in raport cu perechea ordonatd de
variabile (xj,x;).

2
8 af se Ii)t‘ 8 f sau se not. 1 9
8 8 a _88 a _fa;‘]xl(a) ()
xX; €4 pentru i#j 0X; €4 pentru i#£j
iar daca exista, se numeste derivata parfiald mixta a functiei f de ordinul 2 in a, in raport cu
variabilele (xj,x;) .

i (af) se not. 82f
8&3]‘ 8:17j

iar daca exista, se numeste derivata partiala simpld o functiei f de ordinul 2 in a, in raport cu
variabila x;.

c) Fiei € {1,...,n}. Functia f este derivabila partial de ordinul 2 pe multimea deschisa A in raport
cu variabilele (zj,z;), dacd este derivabila partial de ordinul 2 in Va € A in raport cu perechea
ordonata de variabile (x;,z;) .

d) Functia f este de clasd C* pe multimea deschisi A si se noteazi f € C?(A;R) dacd este
derivabild partial de ordinul 2 pe A in raport cu toate perechile de variabilele (z;,z;), j € {1,...,n},
0% f 0% f

o 2"
;0 7

ordonata de variabile (xj,x;), dacd

Pentru ¢ # j,

(a) "L g7 (a) (3)

Pentru i = ,j7 penta =7 j
= J

penta =7 8.7;3

i € {1,...,n} si functiile derivate partiale de ordinul 2 :ACR"” - Rsi ACR* - R

sunt continue pe A, Vj € {1,...,n},Vi € {1,....,n}.
Existd n? derivate partiale de ordin 2.

Interpretare geometrica. Se determind derivatele partiale de ordinul intai si al doilea pentru
f:R2 =R, f(z,y) =23+ 22> — 292

Graficul lui f are reprezentarea:
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N

Se determina functiile derivate partiale de ordinul 1.

of of 0 te variabils
3% :R? S R, Iz (z,y) = p (:133 + 22y3 — 2y2) v Zied;]:zi:re “ 322 + 213,
0
Graficul lui a—f are reprezentarea:
x
Gf 6f 0 este variabila
3= :R? >R, > = — (2% + 2%y —2y2) VU= 3022 gy,
8y o (9y (.’L‘, y) 8y (:E Ty y ) de derivare Ty y
Graficul lui 9y are reprezentarea:
Yy

4 4 bW

Se determina functiile derivate partiale de ordinul al 2-lea simple:

f 0 f o (0f 0 9 3 3
E@JR —>R,8:1:2(x,y)—am<8x(x,y)>—&c(3m + 2zy3) = 6z + 2y°.
2

Graficul lui 922 are reprezentarea:
x
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oy gl S

0% f o0 f g (0f 0
J—:R? - R, — =— (= = — (32%y? — 4y) = 622y — 4.
o B =R S @) = o (G = st - ay) —oay
2
Graficul lui —5 are reprezentarea:
0y?

A ol

Se determina functiile derivate partiale de ordinul al 2-lea mixte:

0% f 0’ f o0 (of 0
3 :R? > R =— = = — (32%y? — 4y) = 6ay>.
s B R ) = 5 (S ) = oL et - ) = oay

Pf 0% f 9 (of d . 3 5
Elﬁy&z: ‘R HR,% (z,y) = oy <8x (x,y)) =y (32% + 22y%) = 6zy”.
. O*f  OPf
Graficul lui 920y~ dydz este:

. 0 0
In figura urméatoare, pe prima linie apare graficul f, pe a doua graficele Gif si ETf’ pe a treia graficele
€z Y
0%f 0?2 0%f 02
/ I / / toate pentru (z,y) € [—2,2] x [—2,2]. Se observa cd aceste grafice

ox2’ dydx  Oxdy’ 9y’ 5

urmeazd interpretarea conform cu care 8—f si 90 intr-un punct reprezinta pantele tangentelor la
x

curbele C1,Cs de pe graficul lui f (A se vedea Cursul anterior). Mai mult, graficul lui f descreste
cand punctul (z,y) se migcd de la (0, —2) in directia z-pozitiv. Aceasta se reflectd in valorile negative
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0 0? 0? 0?
ale —f pentru aceste puncte. La fel se observa gi cdnd se compara graficele —= si S /

ox

cu cel al lui gy

oy? ° Oydx  Oxdy

Definitia 12.2.4. Fie A C R” deschisa, f: A CR™ — R, a € A. Se presupune ci f este derivabila
partial de ordinul k& — 1 pe o vecindtate a punctului a, V' C A, in raport cu toate variabilele
zj,j €{1,..,n}.
a) Se numesc derivate partiale de ordinul k ale f in punctul a, derivatele partiale de ordin 1 ale
derivatelor partiale de ordin £ — 1 ale f in punctul a, daca acestea exista.
b) Functia f este de clasd C* pe multimea deschisa A (sise not. f € C* (A;R)) daci este derivabild
partial de ordinul k£ pe A in raport cu toate k-uplele de variabile, gi functiile derivate partiale de
ordinul £ sunt continue pe A.
b) Functia f este de clasa C*™ pe multimea deschisi A (si se not. f € C®(A;R)) dacd este
derivabild partial de ordinul £ pe A in raport cu toate k-uplele de variabile, Vk € N*,
Observatia 12.2.1. Fie A C R” multime nevida gi deschisa. Atunci
o0 ~
e CCF(A;R) C CFH(A;R) C ... € C2(A;R) C CH(A;R) € CO(A;R);C® (A4;R) = N CF(A;R).

k=0
Definitia 12.2.5. Fie A C R" deschiss, f: A CR® — R.

a) Fie a € A. Se presupune cid f este derivabild partial de ordinul 2 in a, simplu in raport cu
82
variabilele z;,Vj € {1,...,n}, adica Ela'}; (a) € R,Vj € {1,...,n}. Se numeste laplaceanul functiei
T4
J
f in punctul a numarul real

2
(Af) (a) 0 f(a)—{—...—i-i(a).

~ 9,2 2
Ox] ox?,

b) Se presupune ca f este derivabild partial de ordinul 2 pe A;; C A, simplu in raport cu variabilele

82 f
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82
zj, Vj € {1,...,n}, adicd El(?a:J; : A;; C R? — R. Se numeste laplaceanul functiei f pe A11M...0 Ay,

J
functia ) 5
n o°f o f
Af:AnnN..NAp, CR" - R Af (x) = 87:%(x)+...+8—$%(x).
c) Functia f este armonicid pe multimea deschisa A dacda JAf: A CR" — R si
L 82 32f
Af(x)=0,Vx € A, adica a—x% (x) + ... + 922 (x) =0,Vx € A.

Exemplul 12.2.1. Sa se determine laplaceanul urmatoarelor functii
a) f:DCR2 =R, f(z,y) =ln /a2 + y%b) f: DCR2 >R, f (z,y) = arctg ;
x

Rezolvare. a) f : D CR? = R, f (z,y) = In /22 + y%; D = R®\{(0,0)} . Se alege A = D-deschisi.

ng:AlgACR2—>R,
X
8f 0 T este variabila 1 (256 + 0) x
7 = —_— 1 2 2) = . = N A — A-
ox (3373/) ox (nm de derivare \/3:2 +y2 2\/x2 +y2 2 +y27 1
Sg:AQQACR2—>R’
Ay
of y este variabild 1 ' (0+2y) Y

Ay = A

9] -9 ( 21 .2 — :

Ay (5[573/) dy <I1 S ) de derivare \/.%'2 + y?2 2\/;1;2 + y2 x2+y2’
2 2

L) A11§A1CR2—>Raﬂ($,y) 8<8f(x’y)> ’ ( ; >_

922 a2 ~ 9z \ 0z T 0z \ 2% + 2
x este variabila L- (562 + y2) — - (2‘% + 0) _-%2 + y2
= IV = o An =41
) de derivare (1; +:2U ) (x +y )
O’ f o°f 9 (of 9 Y
35 :An C A CR?—R =— (= = — =
0y? 22 & A2 C R — K, 3y (z,9) ay (8y (:L',y)) Ay (m2 + 42
y este variabild 1. ($2 + y2) -y (2y + 0) z? — y2
= = s Ao = Ao,

de derivare (3;2 + y2)2 (.%‘2 4 y2)2 !
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82f 2f —:c2+y2 x2—y2
Af@fvy) = @(%y) 8 2( y) — (x2+y2)2 + (x2+y2)2 :0,V(x,y) €A

= f este functie armonica pe A
b) f:DCR? =R, f(z, y)—arctg ;D = {(z,y) € R*x #0}. Se alege A = D-deschisa.
x’

af 8f 0 Y\ z este variabild 1 -y —
A CACR2 R 27( t—) varlabila. 2 7Y _ A = A.
895 18 AC — R, O (z,y) 97 arctg . de derivare | N (g)Q 2 2 + y2’ 1=

8f 8f 0 Y\ y este variabila 1 1
3=~ : A, CACR? =R, > = =T A=A
ay 2 = C — K, ay (l’, y) ay <arctg m) de dcrlvarc 1 x .’L’2 + y2’ 2
0*f 0*f 0 (9
3% :A1 CA CR2 R, — = — =
g2 M= AC " 02 (z,9) Oz (81‘ Y > (1‘2 +y? )
& este variabils 0 - (5152 + y2) - (—y) : (21‘ + 0) 2xy
- 2 - g A = Ai.
de derivare (.%'2 +y ) (1;2 +y )
82f 0% f 0 (0f 0 x
: Agy C Ay C R?2 - R, -2 (ZL _ v (Lt \_
ay 22 2 CR* — ' 9y2 (z,y) = y (By (x,y)) dy <$2 —|—y2>
y este variabila 0- (.T +y ) (2y + 0) —2zy
- P} == 2 ; A22 = Ag.
de derivare (332 + y2) (5132 4 y2)
0% f 0% f 2xy —2zxy
fley) =575 @y + a2 (z,y) 2 1 2 + e 0,V (z,y) €

= f este functie armonica pe A.
c) f:R2 =R, f(x,y) =ecosy;d) f:R2 =R, f(z,y) = e®siny—functii armonice pe A.

Interpretari fizice. Derivatele partiale apar in ecuatii cu derivate partiale ce exprima anumite
legi fizice.

82 2

8—J; (x,y) + a9y J; (z,y) =0,V (x,y) € D | este numita ecuatia Laplace (Pierre Laplace,
x

1749 — 1827). Solutiile f ale ecuatiei, numite functii armonice, joaca un rol important in probleme

de conductie termicd, de curgere a fluidului, de potential electric.
0? 0? 0?
8733]20 (z,y,2) + % J; (x,y,2) + P J; (x,y,2) =0,V (z,y,z) € D|apare in geofizica. Daca

f (z,y, z) reprezinta intensitatea cmpului magnetic in pozitia (x,y, z) atunci f satisface ecuatia.
Intensitatea cAmpului magnetic indica distributia de minerale bogate in fier din diferite tipuri de
roci. Se pot intocmi harti ale curbelor de nivel ale functiei f, precum cea de mai jos, inregistrata de
magnetometrul dintr-un avion ce zbura la 200m altitudine deasupra Paméantului. De mentionat:
curbele de nivel ale f sunt curbe de ecuatii f (z,y,2) = k, unde k este o constantd din imaginea
functiei.

a) Ecuatia

b) Ecuatia
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8
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&
E i)
& Mo e
2 2 2
Valorile functiilor ——5 si ——5 sunt mdsurabile din harta lui f si atunci valorile functiei —5
ox oy 0z
32

pot fi calculate din ecuatia Laplace si poate fi intocmitd harta de mai jos, pentru 9.2
z

Courtesy Roger Watson

c) Ecuatia

2 2
% (z,t) = a2% (z,t)
este numita ecuatia undei, ce are ca solutii functii u. Ecuatia descrie miscarea unei forme de
unda precum un val de ocean, o unda de sunet, o unda de lumina, o unda de-a lungul unei corzi
vibrante. De exemplu, daca u (x,t) reprezinta deplasarea unei corzi vibrante de vioara la timpul ¢
gi la distanta = de unul dintre capetele corzii, atunci u (z,t) satisface ecuatia undei. Constanta a

depinde de densitatea corzii si de tensiunea in coarda.
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Functia u : R? — R, u (z,t) = sin (x — at) satisface ecuatia undelor.

® W W

Teorema 12.2.3. (Criteriul Schwarz-Clairaut de egalitate a derivatelor partiale mixte
de ordin 2). Fie A C R" deschisa, f: ACR" - Rsgiac A. Fiei € {1,....,n}sije{l,..,n}.
*f . O*f
81‘1'8.%']' s 89:]6331

Daca exista gi sunt finite derivatele partiale de ordinul 2 mixte pe o vecindtate

V C A a punctului a gi daca functiile derivate partiale

62 62
/ VCACR" - Rsi / :VCACRY - R
8%6:@ .%'ja.%'i
sunt continue in a, atunci
o f 0% f

8:@8:@ (a) N 01‘381‘2 (a) ' (3)
OCorolar 12.2.1. (generalizarea Criteriului Schwarz de egalitate a derivatelor partiale
mixte de ordin 2). Fie A C R" deschisa, f: A CR" — Rgia € A Dacd f admite derivate
partiale mixte de ordin k finite pe o vecinatate V a punctului a si aceste functii sunt continue in
a, atunci ele sunt egale doua cate doud in a, adica nu depind de ordinea de derivare.

Teorema 12.2.4. (Criteriul Young de egalitate a derivatelor partiale mixte de ordin
2). Fie A C R™ deschisa, f : A CR" — Rsi a € A. Daca f este functie derivabild partial de
ordinul 1 pe o vecinatate V' C A a punctului a in raport cu toate variabilele z;,j € {1,...,n} si
of
Ox;j
in a,Vj € {1,...,n}, atunci exists toate cele n? derivatele partiale de ordinul 2 in a si derivatele
partiale mixte sunt egale doua céte doua, adica

Of = O Vie{l Vg 1

i (a) = 9,007 (a),Vie{l,...,n},Vje{l,..,n}

OTeorema 12.2.5. (de legatura intre derivata de ordin 2 dupa o directie si derivatele
partiale de ordin 2) Fie A C R" deschiss, f: A CR" — Rsiac A. Dacd f € C?(A;R) atunci,
pentru orice pereche ordonatd de directii (h,s) € (R™\ {GRn})z yh = (hi,....;hy) sis=(s1,...,5n),

dacd toate functiile derivate partiale de ordinul 1, :V C A CR" — R, sunt diferentiabile

. df . d*f :
exista T dh( a) e Rsi dhds(a)€R§1
LIy = T oy =
dsdh ot dhds oo
= 873;'% (a) hi1s1 + ...+ 9210w, (a) h1s,+
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0% f % f

+8x28x1 (a) hasy + ... + Dra0, (a) hasp+
52 )
o°f o°f
+8:1cn(9 (a)hpsy + ...+ prel (a) hpsp. (4)

Definitia 12.2. 6 Fie A CR" deschlsa f:ACR" - R.

a) Fiea € A. Se presupune ca f este derivabila partial de ordinul 2 in a, in raport cu toate perechile
de variabile (zj,z;),Vi € {1,...,n},Vj € {1,...,n}. Se numeste hessiana functiei f in punctul a
matricea

0% f 0% f
Tm%(a) 0x10x,, a ot
- L =" Hy(a) (5)
o°f o°f
0x,0x1 a o2 (a)

b) Se presupune ca f este derivabild partial de ordinul 2 pe multimea deschisd A, in raport cu
toate perechile de variabile (z;,z;),Vi € {1,...,n},Vj € {1,...,n}. Se numeste hessiana functiei f
pe A functia

0% f 0% f
Ox? (x) " Oz10zy, ()
Hf:ACRn—M/\/ln(R),Hf(X)Z
0% f 0% f
B2, 01 (x) ... a—x% (x)

Exemplul 12.2.2. Sa se compare derivatele partiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct, cat si
utilizand Criteriul Schwarz pentru

f:DCR? =R, f(r,y) = arctgg.
Pentru functia anterioara, sa se detefmine hessiana.
Rezolvare. D = {(x,y) e R?%zx # 0} . Se alege A = D- deschisd. S-au determinat, la exemplul
12.2.1,b), functiile derivate partiale de ordinul 1 i 2, simple.
eSe determina si cele mixte.

92 f of of o (
C 2 _, = — | — ] =
Yomay An A2 CR =R G5 () =50 <a (2 ’y)> B <m2+y2)

:1(:L' +y)—x(2x+0): —2? + y? Ay = A

(22 +y2)? (2 +y?)”
62f 82f 0 3f 0 -y
C 2 — —_ v —_ - frnd
0yox Apc AR SR, " Oydx (@,y) dy (81: (9”’9)) oy <m2+y2)
1@ +9°) = (-9 (0+2y)  —a®+y°
- = ; A1g = Ay

(a2 +12)° (@242
oePrin calcul direct 56 observa ca

2
o7 (z,y) = / (z,y),Y(z,y) € A.

J——

0xdy 0yox
9 02f 9 . O*f 9 . . o
ePe de alta parte, 3 c:ACR* —>Rsid : A C R* — R i aceste functii sunt continue in
0xdy 0yox

YV (z,y) € A. Atunci, si conform Criteriului Schwarz,

82f 82f
— R2.
920y (z,y) yor (z,y),Y(z,y) €

HHf:AllﬂAggﬂAglﬂAu:ACR2—>R,
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o2 f @.9) 82 f @) 2xy —2? + y?
9.2 z,y z,y 2 2\2 2 212
Hwy)=| B O | @Y W
8y81‘ (xay) Tyg (x,y) (.’132 + y2)2 (.7]2 + y2)2

Exemplul 12.2.3. S3 se compare derivatele partiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct, pentru
f:R3 =R, f(z,y,2) =sin (2z — y + 82) . Se poate utiliza Criteriul Schwarz?

Pentru functia anterioara, sa se determine hessiana.

Rezolvare.a) Continuitatea pe R® nu este conditie necesard pentru existenta derivatelor partiale.
Etapa 1. Se studiaza daci f este derivabild partial de ordinul 1 pe R2, in raport cu x, ¥, respectiv
z. Pe R3-deschisi, se va deriva partial f folosind regulile de derivare partiali.

gj: s gj )= 2=y 80)” T -y 8

87; ‘R3 — R, oy (z,y,2) = Bm (sin (2z — y + 82)) o dg, | COS (2 —y +82).

Elgﬁ ‘R? — R, (;]Z‘ (z,y,2) = gz (sin (2z —y + 82)) * ij;z:::ld 8cos (2z —y + 8z).

Etapa 2. Se studiaza daca f este derivabila partial de ordinul 2 pe R3, mixt in raport cu z, ¥, z. Pe
R3-deschis#, se va deriva partial gf gf gf folosind regulile de derivare partiala.

Haag:afy ‘R~ R 8825 (z,y,2) = % (gg (x,y,Z)> = % (—cos (2z —y + 82)) = 2sin (22 — y + 82)..
88;8]; ‘R S R, 8y6f:c (z,y,2) = ;y (gi (z,y, Z)) = (;93/ (2cos (22 — y + 82)) = 2sin (22 — y + 82).
3(;9;8]; :R® > R, 882(; (z,y,2) = aay <g£ (:L‘,y,z)> = ;y (8cos (2z — y + 82)) = 8sin (2z — y + 82)..
386226]; :R3 S R, a;g (z,y,2) = % <g§ (:r,y,z)> = % (—cos (22 —y + 82)) = 8sin (22 — y + 82).
aizafw ‘R3S R, . 26f (r,y,2) = % <g§ (:l?,y,Z)) = % (2cos (2x —y + 82)) = —16sin (22 — y + 82) .
Haasjgz R~ 3825 (@y,2) = 8% @: (:”’y’z)) - a% (8 cos (22 — y + 82)) = —16sin (22 — y + 82).

oPrin 2calcul direct se o2bserva ca

f 3
8$8 ( y7 ) 8 8 (x7y’z)7v(x’y7z)eR Y

an (x,y,2) = 2f (z,y,2),V(z,y,2) €R3

8yaz 7y7 - azay 7y7 ) 7y7 )

0% f 0% f

- v R3.
) >r LR, . i} o

ePe de alta parte, a&tay 'R — Rsi Elay(?a: : R® — R si aceste functii sunt continue in V (z,y, z) €
R3. Atunci, si conform Criteriului Schwarz,

o*f o*f

(z,y,2),Y(x,y,2) € R3. Analog celelalte.

0xdy (2,9,2) = Oyox
eSe determina derivatele partiale de ordinul 2 simple

82f 5, o0 f def O [Of d )
6$ 'R R,W(az,y,z) = (83: (:c,y,z)) = %(QCOS(QQI—y—i-SZ)) = —4sin (2z —y + 8z2).
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Pf 4 0 f df O (Of _ 90 g

Ela—yz ‘R3 — R, 7 (x,y,2) = ay ((%/(x,y,z)) = a—y(—cos(Qw—y—i—Sz)) = —sin 2z —y + 82).

5‘2f. 82f def O (Of 0 - .

3@ :R3 = R, 5.2 (x,y,2) = 5 <8z (:c,y,z)) = a(8cos(2x—y+8z)) = —64sin (22 —y + 82).

Deci dHy : R3 — R,
A P R Y R a By
8:2[:2 Y y? axéay Y y’ 81‘28,2 ? y?
o°f o f o f

H _ >rJ B
£ (z,y,2) g0 (z,9,2) oy (z,9,2) e (z,9,2)

Lewd fLewn Hews

—4sin (2x —y+8z) 2sin(2x —y+8z) —16sin(2z —y + 82)
= 2sin (2x —y+8z) —sin(2x —y+8z) 8sin(2z —y + 8z2)
—16sin (22 —y +8z) 8sin(2z —y +8z) —64sin(2z —y+ 8z)
Exemplul 12.2.4. Urmatorul exemplu arata ca derivatele partiale mixte nu sunt, in general, egale.
Sa se compare derivatele partiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct, pentru

2 2
—y »
9 d Y 070
[iRE =R, f(zy) = oz, O (z.9) # (0.0)
0, dacé (z,y) = (0,0)

Pentru functia anterioard, si se determine hessiana.

o) o) of- o4

Rezolvare. R? = (R?\ {(0,0)}) U {(0,0)}

Continuitatea pe R2 nu este condz§ze necesarda pentru existenta derivatelor partiale.

Etapa 1. Se studiazi dacd f este derivabili partial de ordinul 1 pe R?, in raport cu z, respectiv y.
eepe R?\ {(0,0)}, care e multime deschiss, se va deriva partial f folosind regulile de derivare

partiala.

esina = (0,0) € (R?)N (Rz)/ se va folosi definitia derivatei partiale in raport cu x, respectiv cu y.

of of 0 z? —q? z? — 2 (22 — 0) (22 + y?) — (22 — y?) (22 +0)
3L . A, CR2Z SR = -
or 1= T g, (,y) = Oz (myw2 + 92 V2 + 2 oy (x2 + 3/2)2

2 2
¥ (z,y) € R\ {(0,0)}.

¥ —y 4293
2 4y? (g2 +y2)2’

=Y

8f modul 1 df . 1 . 1 t2 — 02
o0 0= g L0~ 70.0= w5 (0 5550
of
= 1 = J— .
Héglevo 0= D (0,0) =0
T OM —0
Haf (0 0) modul 2 lim f (33,0) — f (0, 0) — lim 2 + 02 —0.

ox z—0 x—0 x—0 x—0



Gabriela Grosu / Analizd matematica 13

Se observi cid A; = R2. Deci:

501

xhy + 4x?y® — o .
a$ R2 ]R gf (:L“ y) (582 + 92)2 ) daca (x,y) 7& (030)
0, dacd (x,y) = (0,0)
of of o ( a?—y? 2=y (0-2y) (2® +4°) — (2% —y?) (0+2y)
J—=: A4, CR?—R — _
dy o Ay (@,y) = Ay (xyx2 + 2 T2 y? Ty (22 +y2)?
2 — y2 —4;U2y
= + zy——————,V (z,y) € R2 0,0)}.
x$2+y2 my($2+y2)2 (J: y) \{( )}
8f modul 1 df . 1 ) 1 02 _ t2
— = — = 1l t = 1 -10-t——=—-0) =
oy 0,0) desy (0,0)= t—>OI1{1€V t (£(0,2) - £1(0,0)) t—>(l)glev t <0 02 + ¢2 0
. of
==, lim 0=0=35(0,0)=0.
0.4V g
02 .2
397 (9, gy medt 2 gy, SO y> FO.0 _py — "0ty —0.
8y y—0 -0 z—0 Yy — 0
Se observi ci Ay = R2. Deci . . s A
x° — 4z y* — xy o
8 0 , daca (=, 0,0
SR T (.9) # (0.0
Y 0, daci (z,y) = (0,0)
Etapa 2. Se studiazi daci f este derivabils partial de ordinul 2 pe R?, mixt in raport cu z,y.
eepe R?\ {(0,0)}, care e multime deschis#, se vor deriva partial 8f 8f folosind regulile de

derivare partiala.
eein a = (0,0) € (RQ) N (RQ)I se va folosi definitia derivatei partiale in raport cu z, respectiv
of

of
cu y a functiilor o' By’

0? 0? o (0 0 x? — 92 4292
83;(;; An C A CR R, 8xéfy (@) = Oz <8§ (x,y)) " Oz (a: (a:2 + 52 B (x2 +gz//2)2>> B
(=Yt APy dry®  Swy? (2® +y?) —4day® 222
- <x2+y2 B (:172+y2)2> +x<(m2—|—y2)2 - (22 4 42)° ) a
2 — g2 —da?y? + day? — 8222 16242

3

_ Y (z,y) € R?\ {(0,0)}.
Ll Y ’Wﬁ+ﬁf (@.9) € B2\ {(0.0))
5 of of
O f modul1 0 [ Of dy dy _
b
2
o of of o1 t2—0%  4t?.0?
=t (5 005 00) =t (¢ (e )
0% f
= dm 1=l 350, 00 =1
of of of
o2 (,0)— 2L (0,0)
o0 f modul 2 0 [ Of <6y> _ e Oy oy 7 _
Haxay(o’o) N &c(ay (0,0) = Ox (0’0)_32%) z—0 N
~—

f2
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z? —0? 42°0°
':U p— —_
22402 (224 02)

= lim = 1; A1 = As. Deci
z—0 x—0 9 4 6
Pl oy O DAY IV TV daca (a,y) # (0,0)
Haa 'R —>R,aa (z,y) = (x2+y2)3
Ty oy 1, dacd (x,y) = (0,0)
0% f 0% f af 0 x? — 92 429/
: A1y C A Cc R?2 - R, - = _
aya 12 & A C - 8 aCE ( 7y) (a (x,y)) 83/ <y <$2 +y2 + ($2 +y2)2>>
_<a:2—y2 43:23/ —4a:y 8a: 2y (2?2 +y?) —42%y? -2 2y B
a4y (fv2 +4?) (a2 +y?)° -
2 y?  4x?y? — 4a? 2 82 —16
SOV M A Sy IO ag) e R\ {(0,0).
ity (a2 +4?)* (w2+y2)
0 of d of
82f modul 1 8 8f % %
fl 2 _ 42 2,42
L of of L 1 0c—t 4.0 B
B t—}OI?EV t <8 (0.2) - oz (©, 0)> B t—}(l)glev t (t <O2 + t2 + (02 —|—t2)2> 0> -
& f
- t_}éf?ev (=D =-1= Elay(?m 0,0) = -
of of of
o= tl
o2 f modul2 @ Of (am> g 0y) =5 (0,0)
3 = — S X X —
a0z 00 ay\ 9z, (0,0) oy (0,0 ==lim y—0
f
02 _ y2 4. 02y2
oy @)
= lim =—1. A12 = Al. Deci
y—0 Yy — 0
6 4,2 _g.2,4 _ .6
Pf oy o 0 TRV IV TV dack (,y) # (0.0)
Haa 'R —>R7aa (z,y) = (a:2+y2)3
yor yer _17 daca (.%',y) = (070)
ePrin calcul direct, se observa ca
2 f 22 —y?  8xly? — 8x2yP 82 f
920y (z,9) = —5 e + 2 1 2 y0r (z,y),¥ (z,y) € R\ {(0,0)}
92 2
o f _ o f
D@Z?(OO) 1#4#-1= 88(00)
oSe determma derivatele parglale de ordmul 2 simple
0% f

1—

52 of B z? — g2 4a%y?
: A1l C A CR? - R, o7 = = =
5p2 -4 1 C R — . -5 (@y) = oz <6w< y)) Oz (y (:c2+y2+(x2+y2)2)>

_ ( 4z1y? +8xy (22 +y)—4x2y2-2-2m>_

(22 +y2)? (22 +y2)°
_ 4ay? + 8xy? B 162333
(z2+y2)* (22 +y2)°

7.V (z,y) € R?\ {(0,0)}.
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of of
a2 a9t
0% f modul 1 0 ( Of <8$> <8$> _
5.2 (0,0) 5 ( &C) (0,0) = (0,0) = ——=(0,0)
f1

, 1 /0f of , 1 2 — 02 4202
L m ( 5z 00 =50, 0))  dm o (o <t2 ST 0

82f
iy 0 =0= 35

2(0,0) =0.

0% f modur2 0  Of o Ox x _
3% (0,0) oz (9:10 (0,0) = Oz (0,0) = limg x—0 B

f
2_02 4. 202
0<z2+02+ 233022)_0
= lim (.%' + ) =0. All = Al Deci
z—0 z—0

12293 16233
o2 — daca (z, 0,0
f(xy){ : (2.9) # (0,0)

0? )
5 / :R? - R (22 +92)° (a2 492)?

153
Ox? O 0, dacét (z,y) = (0,0)

o f 0*f o (of 0 ( (T =y _ %y
v J C 2 N = — —_ - 5 -
Elay cAsy C Ay C R R, ¥n 3 (z,y) By <8y (%?ﬂ) ay <$ <x2 + 42 (x2 +y2)2

. —4a?y B 8z2y (x2 + y2) —4a%y?. 2.2y B
(2 +y2)* (a2 +y2)°

B —4a3y — 83y 162°y

(@ +92)° (22 +y?)°

5,7 (z,9) € R*\ {(0,0)} .
0 0
azfoomodull(9 af 00_8<a§) Oo_d(éyj.) 0.0) =
a2 @0 oy \ 9y, 0.0 ==5,~ 0.0 =g, 0=
f2
L of of 1 02—t  4.0%?
=, g <8y 0.6) =5, ©: 0)) =y (0 <02+t2 N (02+t2)2) _0>

O f
= 1 = q——
im0 =0=353

(0,0) = 0.
of of of
o\ - (0,y) — 5= (0,0)
0% f modul 2 0 [ Of <8y) Oy oy
3872(0,0) 7 o (0,0) = 5 (0,0) = lim 5
f2
0(02_y2 4'O2y2 >
02 2 2 2\2 -
= lim Ty (0° +y°)
y—0 y—-0
—1223 1623y3
Qf(xy){ TV Y dack (2.y) £ (0.0

=0. A22 = A2. Deci

~—

an 2 2 37
13— :R° =R, = (22 + y2) (22 + y2)

oy? " Oy?
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82f 82f
DeCiaHf:AllﬂA22ﬂA21ﬁA12:R2—>R, Hf(x,y): an 82fy
g0 (z,y) a7 (z,y)
1293 _ 16233 2 — 92 — 8292 16x%y?
_ (@2 +y2)? (a2 +y2)° 4y’ (224927 (a2492)°
Hy (z,y) = 22 _ y2 8x2y2 7169:2y3 —129c3y 16w3y3 )
PP @) @+ @) @)
v (z,y) € R*\ {(0,0)};
0 1

Exemplul 12.2.5. Urmatorul exemplu arata ca derivatele partiale mixte nu sunt in general egale,
una din ele existand, cealalta nu.

Sa se compare derivatele partiale mixte de ordinul 2, prin calcul direct, pentru
3

y )
fRE DR f(my) ={ g Lt @y #00)
0, dacit (z,9) = (0,0)

Pentru functia anterioara, sa se determine hessiana.

Rezolvare. R? = (R?\ {(0,0)}) U {(0,0)}.
Continuitatea pe R? nu este conditie necesard pentru existenta derivatelor partiale.
Etapa 1. Se studiazi dacd f este derivabild partial de ordinul 1 pe R?, in raport cu z, respectiv .
eepe R2\ {(0,0)}, care este multime deschis#, se va deriva partial f folosind regulile de derivare
partiala.
eein a = (0,0) € (RQ) N (Rz)/ se va folosi definitia derivatei partiale in raport cu z, respectiv

cu y.
Gf of 0 y3 —2zy3
: A CR?2 - R, = — = R2 )
3%/ ~r Gl = 5 (50 = e Ve € R L0.0)
8f mo@l 1 df . . 1 . . 1 03 .
% (070) - diel (070) - t—}(l)ftnev t (f (t70) - f(0,0)) - t—»l(l)glev n <t2 +02 - O) -
1
~ dim 20= 1m 0=0=3% (0.0 =0
t—0,teV ¢t t—0,teV ox
Se observi cd A; = R2. Deci
_of i B ek (2,y) # (0,0)
eworLey-] o O 0020
07 daca (l',y) - (070)
Jof of 0 Y 3y (22 + %) — - 2y
: Ay CR? S R, = = R? )
s N Yy SR (0.0)
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af modul 1 df . 1 . 1 t3
— (0,0 = —(0,0)0= 1 — 0,t) — f(0,0)) = 1 | =—=—-0]) =
8y(’) de2(’) t_)(lfglevt(f(,) £(0,0)) im e
3
= lim L—liﬂg(O,O):
t—0,teV 13 oy
Se observi cd Ay = R2. Deci
3z2y? + o2
8 0 — )
8f :Rz — R, 87-]{ (l’,y) — (932 +y2)2 ) daca ($7y) ?é (070) )
Y y 1, daci (z,y) = (0,0)
Etapa 2. Se studiazd daci f este derivabild partial de ordinul 2 pe R2, mixt in raport cu z,y.
of 0
eepe R?\ {(0,0)}, care e multime deschisa, se vor deriva partial —f, of folosind regulile de
T oy

derivare partiala.
eein a = (0,0) € (R2) N (RQ)/ se va folosi definitia derivatei partiale in raport cu x, respectiv

of of

ox’ Oy

an 2f 3f 0 (3x 292 gt
- 2 g I ) =

_nyz(:c2+y2)2—(3xy +y)-2(:c2+y)'2

cu y a functiilor

V(@) € RZ\{(0,0)}.

(a2 +y2)*
0*f o (or 0 <g£> (%)
modul 1
f2
202 1 4 _
= i (Y- 00) = tm 2P0 ) o 2L
t—0,,eV £ \ Oy dy t-0.teV ¢ (2 + 02) t—0,teV
. -1 - -1 . -1 2f
Cum  fhn —-=doosi lm —==—c0= ﬂtjaf?ev 5 Deci B 5, (0:0) = An & 4>
0% f 9 0% f —623y% + 2xy*
Ha:zc‘)y R“\ {(0,0)} — R, 920 By (z, y)*w

o f o) 0 (of Y
= AL C A CR2 SR = 9. T oy \(2 1022 )
8ya$ 12 € A1 C y ayax (.%',y) ay (83: (.%',y)) 8y (($2 + y2)2>

2
) —6ay? (22 + 32)% — (=229) -2 (22 + 9?) - 2ij($7y) e R2\ {(0,0)}.

(a2 +42)"
°(50) (o)
an modul 1 0 8f ox or B
m(oyo) - ay<\8/> (0 0) T(O,O)_T@(O7O)_
1
_ . 1 af 8f _ . 1/-2.0- t3 B
o2 f

~ 0= 7
L 0=0=35

—623y? + 2zy*
2 2 —OxTY" T Lxy o
Haaa{ ‘R* >R, 385 (z,y) = @ PP O @) #0.0
yOx Yoz 0, dacd (z,y) = (0,0)

(0,0) = 0; A12 = A;. Deci:

oePrin calcul direct se observa cd
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0? 0? 0? 0?
S (B0 = 5 (,0) Y (o) € B\ {(0,0)) 51 51 0,0), 350 0.0) =0,

eSe determind derivatele partiale de ordinul 2 simple

2 2 _ 3
o5 e mew =R e =5 (5 o) =5 ()

a 2 BZL‘ 8:15 x2 + y2>2
23 (22 4+ 9?) — (—22y3) - 2- 22 6223 — 2
_ 2] S Oy 22 GRS ) e R ((0,0))
(@2 +y?) (@2 +y2)°
9 of J of
o f modul 1 0 [ Of oz _\oz _
522 0= g\ 8e ) 007 T 00 = g (00 =
f1 5
—  lim (af (t,0) — f( )) lim 1 <_2t02 — 0) =
T 0tev ¢ Ox 104V £ \ (12 4 02)
= lim (0)=0=3 J;OO—OAH—Al Deci
t—0,teV
9 y
ngé B2, a 2 (2.9) $2 —I—y dacd (z,y) # (0,0)
dacé (z,y) = (0,0)
32f 9 [3x2y? + 4
C 2, el
622y + 49°) (2% +y 22 +y 2.2y 6zty — 2223
_ Oy + 47 (o 2)( Vi U220 ey € B (0,0).
(22 +92)° ) (g + )
0% f dut 0 [ Of 8(5;0) d<a§>
373/2(0’0) ay 8y (0, O)ZT(O,O):T%(O,O):
f2 22 | 44
— aim (Y 00— 0,0) 1m L(EEEEE_4)
t—0,tev ¢t \ Dy Ay t=0teV £\ (02 4 12)?
92
L -~ o°f A .
= t—}(l)glev (0)=0= EI(9 5 (0,0) = 0; Aoz = Az. Deci
6zty — 22293
2 2 Yry—=ry” 5
3% :R? = R, % (z,y) = (22 + y2)3 , dacd (z,9) # (0,0)
Y y 0, daca (z,y) = (0,0)
Atunci 3H; : R2\ {(0,0)} — R,
*f (2.7) 0 f (z.5) 622y — 2y° —623y% + 2wyt
| 22V Baay | @2+ (2 +y2)°
Hf (z,y) = 32f .9) ﬂ .9) = —6x3y2 + 2xy4 63}4y — 2x2y3
oyor " oy Y @A’ @)

Definitia 12.2.7. Fie A C R" deschisa, f: ACR" - R, a € A.

a) Functia f se numegte de k ori diferentiabila in a dacd este de k — 1 ori derivabila partial
intr-o vecindtate V a punctului a gi toate functiile derivate partiale de ordin k& — 1 ale lui f sunt
diferentiabile in a.

b) Functia f se numeste de k ori diferentiabila pe multimea A dacd este de k ori diferentiabild in
Va € A.
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OObservatia 12.2.2. Din Criteriul Young se observi ci, daci f este de k ori diferentiabili in
a € A, atunci f este de k ori derivabild partial in a si pentru derivatele partiale mixte de ordin < k
nu conteaza ordinea de derivare.

Propozitia 12.2.1. Fie A C R" deschisa, f: ACR" — R, a € A. Daca f are derivate partiale de
ordin k si acestea sunt continue in a, atunci f este diferentiabild de ordin k in a.

OObservatia 12.2.3. Conform Teoremei 12.1.9, daci f este diferentiabils de ordinul 1 in a, atunci
f este si derivabila partial de ordinul 1 in a in raport cu fiecare variabild si, pentru Vh € R™\

{9Rﬂ}7h: (hl,,hg)f af

() () (0) = 52 (@) B+ 5 (@) o
Se generalizeaza aceasta formula in urmatoarea definitie:
ODefinitia 12.2.8. Fie A C R” deschisi, f : A C R — R, a € A. Se presupune ci f este
de k ori diferentiabila in a. Se numeste diferentiala de ordin k a functiei f in a functia notata
(d¥f) (a) : R — R definitd prin

of of ®) . _
((d*f) (a)) (h):(a$1() hy+ .. +87=n() hn> ,Vh € R\ {0gn},h = (hq,...,hn) -

unde puterea simbolicd (k) semnificd o dezvoltare de tip binomul lui Newton in care, in loc de
puterea m, apar derivate partiale de ordin m ale f. De exemplu, in loc de

(m) m
({i{] (a)) apare ngf (a),

adica derivata de ordin m a lui f 1n raport cu variabila x; de m ori, iar in loc de

of (" (o1 o f
(3, >> (ont@ >) P G 2y7 )

adica derivata de ordin m a lui f in raport cu variabila x; de m — 2 ori, si in raport cu variabila x;
de 2 ori.
OObservatia 12.2.4. Se reaminteste ci, dacii f este diferentiabils de ordinul 1 in a, atunci

@) @) = 25 @ der bt 2L @) -,

Atunci, daca f este diferentiabild de ordin & in a,

®
(d’“f)(a)=<af() dzy + .. +af()-dxn> .

OObservatia 12.2.5. a) Pentrun =2, f : ACR? = R, f(x,y) = ..., relatiile (7), (8) devin
(k)
(@) @) () = (5L @)1+ 5 @) ha) v = () € 2

(k)
(d*f) (a) = <?)£ (a) - dx + gi (a) -dy) =

= 02 (@) (e + () @0ty OEL () ()
k Oxk k oxk—10y k oyk
S-a utilizat conventia ci dx = p1, dy = po sunt functiile proiectie a R? pe Oz, respectiv Oy, adici
pr2: R — R,py1 (h1, ha) = h1;p2 (h1, ha) = ha.
b) Pentrun =3, f : ACR? = R, f(z,y,2) = ..., relatiile (7), (8) devin
of of (k)

((d*f) (a)) (h)=<gf() h1+8—y() h2+8—() h3) ,Vh = (h1, hg, hg) € R®.
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(k)
(d¥f) (a) = (gi (a)-dx—i-g‘;(a)-dy—i-g];(a)dz) .

S-a utilizat conventia ci dx, dy, dz sunt functiile proiectie a R? pe Oz, Oy, respectiv Oz, adicg
p1,23 : R® — R, p1 (ha, ha, h3) = h1;p2 (h1, he, hg) = ho; pa (hi, ha, hs) = hs.

Observatia 12.2.6.

a) Dacd f: A C R? — R este diferentiabili pe multimea deschisi A, atunci

@60 =L )t D )y o) < 4 )

Dacid f : A C R? — R este diferentiabili de ordin 2 pe multimea deschisd A, atunci

2 2
(1) (2.9) = 2L (@,y) - (d2)? + 2.2 () - (dn) (dy)
y (10)

) ~ Ox2 ) ox
0T (2 y) - (dy) (da) + gyf (2.) - (dy)* ¥ (z.y) € A

_l’_

oyox
0% f 0% f 0% f
el (z,y) - (dz)* + 2ax8y (z,y) - (dz) (dy) + 92

sau| (d*f) (z,y) = (z,y) - (dy)?,V (z,y) € A

(10"
Daci f : A C R? — R este diferentiabild de ordin 3 pe multimea deschisi A, atunci

B 3f 3f

3_$ 3
0 0
/ ay;f (2.) - (dy)* ¥ (z,) € A

Ggyz (T0) - (dr) (@)? +

b) Daci f: A C R® — R este diferentiabild pe multimea deschisi A, atunci

+3

0 0 0
(@) (9.2) = 5t @) -do+ G )i+ L o) v @ ea] 2

Daci f : A C R® — R este diferentiabils de ordin 2 pe multimea deschisd A, atunci

2 2 2
(1) (2.92) = 55 (0,02 (@0 o+ 5 (0y,2) - (o) (dg) + 54 (o,2) - (o) d2) +

2 2 2
aayé; (2,9,2) - (dy) (dz) + gy]zc (2,9,2) - (dy)* + aé;/af (.9, 2) - (dy) (d=) +

O f O f 02
5o (020:2) - () (o) + 5

_l’_

_l’_

(@92 (d2) (@) + 5L (@.9,2) - (@2 ¥ (,0,2) € 4

2 2 2
(1) (2.9.2) = 55 (2,0.2) - (@) + 5L (@) (@) + G (o) 02+
62 2 2

+23xéfy (z,y,2) - (dz) (dy) + 25 gz (2,9, 2) - (dy) (dz) + 2

V(z,y,2) € A

020z

O (4 y,2) - (d2) (o),

Exemplul 12.2.5. c) S& se determine diferentialele de ordin 1 si 2 pentru
f:DCR? =R, f(x,y) = arctgg.
x
Rezolvare. A =D = {(z,y) € R* z # 0}-deschisi.
Conform exemplului 12.2.2 a) si b) si conform Propozitiei 12.2.1, deoarece f are derivate partiale

de ordin 1 gi acestea sunt continue in V(x,y) € A, atunci f este diferentiabild de ordin 1 in
V(z,y) € Asi

(13')

(13)
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—Y
d =
() (9) = =
Conform exemplului 12.2.2 a) si b) si conform Propozitiei 12.2.1, deoarece f are derivate partiale
de ordin 2 gi acestea sunt continue in V(z,y) € A, atunci f este diferentiabild de ordin 2 in

V(z,y) € Asi
() (z,y) = o (dz)? +2

Daca se gandeste diferentiala de ordinul 2 in (z,y) fixat ca si forma patratica, atunci matricea
asociatd acestei forme patratice este chiar hessiana functiei f in (z,y), adica

x

2xy —z2 + 92 —2zy
(dar) (dy) + 2 (dy)* Y (z,y) € A

(22 + 92 (2 + 1?)

2xy —a? + 92
2 2)2 2 2\2
Hy(z,y) = (:_Ux;rfy)z (m_;rmyy) Y (z,y) € A.

(@2 +y2)* (a2 +12)?
Exemplul 12.2.6. c) S& se determine, daca exista, diferentialele de ordin 1 gi 2 pentru

f:R3 =R, f(z,y) =sin (2 —y + 82).

Rezolvare. A = R3? este multime deschisa.

Conform exemplului 12.2.3 a) si b) si conform Propozitiei 12.2.1, deoarece f are derivate partiale
de ordin 1 si acestea sunt continue in V (z,y,2) € R3, atunci f este diferentiabild de ordin 1 in
V(x,y) € Asi

(df) (z,y,z) = 2cos (2x — y + 82)-dx—cos (2x — y + 82)-dy+8cos (2z — y + 8z)-dz,V (z,y, 2) €
R3.

Conform exemplului 12.2.3 a) si b) si conform Propozitiei 12.2.1, deoarece f are derivate partiale
de ordin 2 si acestea sunt continue in V (z,y,z) € R3, atunci f este diferentiabild de ordin 2 in
Y (z,y,2) € R3si

(d®f) (z,y,2) = —4sin (2z — y + 8z) - (dz)? — sin (22 — y + 82) - (dy)? —

—64sin (22 — y + 82) - (dz)® + 2 2sin (2z — y + 82) - (dz) (dy) +
+2 - 8sin (22 — y + 82) - (dy) (dz) + 2 (—16) sin (2x — y + 82),V (z,y, 2) € R3.
Daca se gandeste diferentiala de ordinul 2 in (z,y, z) fixat ca gi forma pétratica, atunci matricea
asociatd acestei forme pétratice este chiar hessiana functiei f in (z,vy, z) , adica
—4sin(2x —y+8z) 2sin(2zx —y+8z2) —16sin(2x —y + 8z2)
Hyf (z,y,2) = 2sin(2z —y+8z) —sin(2z —y+82) 8sin(2x —y + 82) )
—16sin (2 —y 4+ 82) 8sin(2x —y +8z) —64sin(2z —y + 8z2)
Y (z,y,2) € R3.
Exemplul 12.2.7. Si se arate ca functia

f:DCR? =R, f(x,y)=1In(e"+eY),

unde D = R?, verifici ecuatia diferentiald cu derivate partiale de ordinul al doilea:

(gf @) (gyf @) - ( - <:c,y>)2 =0.¥(z.y) € D.

- T ww
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Rezolvare.eSe observi ci functia f este derivabild partial de ordinul 1 pe D = R? in raport cu z,

respectiv y, adica
x

af af 0 x este variabild €
g‘? o g? (:L" y) 88.%' ( . (6 te )) de derivare €% —Z ey
397 . RQ R.ZL -9 x Y\ Y este V:ariabilé e .
Ay o oy (z,y) oz (In (e” + %)) de derivare e 4 e¥
eSe observi ci functia f este derivabild partial de ordinul 2 pe D = R? in raport cu x, respectiv y,
adica
a2f a2f def O af 0 e’ « este variabili €° (em + €y) —e¥-e”
3= :R? - R, — = — | = = — ya a _
o2 — N, 2 (az,y) ox (833 ($,y) Ox \ e® 4 e¥ de derivare (€$ + ey)Q
ez . ey
(ex + 6y)2 .
3627']0 -R2 R, 82f (CE, y) dZGf 2 g (l‘, y) _ g e¥ y este v:ariabilzi eY (ex + ey) —e¥.eY _
83/2 8:‘/2 33/ 5@/ Oy et 4+ e¥ de derivare (em + ey)2
el .e¥Y
(e 4+ ev)?
0% f O f

R2—>R

(CC ) o g (CC ) o 2 eY x este variabili —e® - eY
81’8?/ . ’ 8$8y W= €T 83/ Y Oz \e® +eY de derivare (em + ey)2 )
82f a2f 0 af 0 e’ y este variabila —e® . eY
Oyox " Oydx () y <8a: (= y)) dy (ex + ey> de derivare (% + e¥)?
/

eSe verifica ecuatia diferentiala:

0% f 0% f 0? 2_ e’ . ey er - e¥ —eT - e¥ \?
<8352 (:C,y)) . <892 (m,y)) - <8x8y (a:,y)) (e 4 ev)? . (e + ev)? - <(6x + ey)2>
=0,V (z,y) € D =R2%




