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CURS NR. 1
EDCO, AIA

ECUAŢII DIFERENŢIALE
ECUAŢII DIFERENŢIALE: introducere, de�ni̧tii, exemple, istoric, modele

matematice

Introducere. Ecuaţiile şi sistemele de ecuaţii diferenţiale au fost introduse şi studiate din interesul
oamenilor de ştiinţ¼a de a prezice, cu o cât mai mare acuratȩte, evoluţia în timp a fenomenelor �zice,
chimice, biologice, sociale etc. Prediçtia cât mai aproape de realitate necesit¼a date cât mai precise,
unele determinate empiric, legate de starea la un moment de studiu al sistemului, dar şi de felul în
care starea sistemului in�uenţeaz¼a variaţia şi viteza de variaţie a sistemului. Modelarea matematic¼a
ofer¼a legi în limbaj matematic, de cele mai multe ori sub forma unor ecuaţii diferenţiale, sisteme
de ecuaţii diferenţiale, ale c¼aror studii faciliteaz¼a prediçtia.

De�ni̧tia 1. Se numeşte ecuaţie diferenţial¼a scalar¼a o relaţie de dependenţ¼a funçtional¼a între vari-
abilele independente, funçtia necunoscut¼a cu valori reale şi derivatele sale ordinare/ paŗtiale pan¼a
la un anumit ordin. Dac¼a funçtia necunoscut¼a depinde de o singur¼a variabil¼a independent¼a, depen-
denţa funçtional¼a se numeşte ecuaţie diferenţial¼a ordinar¼a, iar dac¼a funçtia necunoscut¼a depinde de
mai multe variabile independente, dependenţa funçtional¼a se numeşte ecuaţie cu derivate parţiale.
Ordinul maxim de derivare al funçtiei necunoscute care este efectiv implicat în ecuaţie se numeşte
ordinul ecuaţiei diferenţiale.
Observa̧tia 1. Ecuaţia numeric¼a x2 � 22 = 0 are ca soluţii numerele x1;2 = �2:

Ecuaţia funçtional¼a x2 (t)� t2 = 0; t 2 R; are ca soluţii funçtiile x1;2 : R! R; x1;2 (t) = �t:
Ecuaţia funçtional¼a x00 (t) + x (t) = sin t; t 2 R este o ecuaţie diferenţial¼a ordinar¼a de ordinul al

doilea ale c¼arei funçtii soluţii, care apar în legea descris¼a împreun¼a cu derivatele lor de ordinul al
doilea, se pot determina.

Ecuaţia funçtional¼a
@2u

@x2
(x; y)+

@2u

@y2
(x; y) = 0; (x; y) 2 D este o ecuaţie diferenţial¼a cu derivate

paŗtiale de ordinul al doilea, numit¼a ecua̧tia Laplace, ale c¼arei funçtii soluţii sunt din clasa funçtiilor
armonice şi se pot determina.

Istoric Ecuaţiile diferenţiale sunt o ramur¼a major¼a a matematicii pure şi aplicate din mijlocul
secolului al XV II-lea şi pân¼a în prezent.
secolul al XVII-lea Au început cu Leibniz, fraţii Bernoulli şi aļtii din anii 1680, nu mult dup¼a
"ecuaţiile de �ux" ale lui Newton, în anii 1670. S-au aplicat în mare parte la geometrie şi mecanic¼a;
existând şi problemele izoperimetrice ca exerci̧tii de optimizare.

Denumirea "equatio di¤erentialis" a fost folosit¼a pentru prima dat¼a în 1676 de c¼atre Gottfried
Wilhelm von Leibniz (1646�1716), referindu-se la problema determin¼arii unei funçtii care satisface,
împreun¼a cu una sau mai multe derivate ale sale, o relaţie dat¼a. Acest concept a ap¼arut din
necesitatea de a aborda într-un cadru unitar şi abstract o multitudine de probleme de analiz¼a şi
modelare matematic¼a.

Una dintre primele probleme a fost "problema invers¼a a tangentelor", care const¼a în deter-
minarea unei curbe plane ştiind tangenta în �ecare punct al s¼au

x0 (t) = f (t) ; t 2 I � R; I interval.
Primul care a rezolvat câteva cazuri particulare ale problemei a fost Isaac Barrow (1630 � 1677).
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Se obţine
x (t) =

R t
t0
f (�) d�; t 2 I;

unde t0 2 I este �xat.
Reducerea unei probleme la calculul unei integrale (de�nit¼a sau nede�nit¼a) se numeşte cuadratur¼a

(din geometria greac¼a, când se punea problema determin¼arii unei arii construind doar cu doar rigla
şi compasul un p¼atrat cu aceeaşi arie).

În 1687; Sir Isaac Newton (1643� 1727) a integrat ecuaţiile diferenţiale liniare, de forma
x0 (t) = a (t) � x (t) ; t 2 I;

iar, în 1694; Jean Bernoulli (1667� 1748) a folosit metoda "factorului integrant" pentru a rezolva
anumite ecuaţii liniare de ordin n;

x(n) (t) + a1 (t) � x(n�1) (t) + � � �+ an (t) � x (t) = 0; t 2 I:
În 1693; Leibniz a folosit substituţia x (t) = t � u (t) pentru a rezolva ecua̧tii omogene,

x0 (t) = f

�
x (t)

t

�
; t 2 I;

iar, în 1697; Jean Bernoulli a rezolvat ecuaţii de tipul
x0 (t) = a (t)x (t) + b (t)x� (t) ; t 2 I;

numite ecuaţii Bernoulli, în cazul în care a şi b sunt funçtii constante.
secolul al XVIII-lea Majoritatea dezvolt¼arilor din secolul al XV III-lea au consolidat tradi̧tia
leibnizian¼a, extinzându-le la ecuaţii cu derivate paŗtiale. Generalizarea problemelor izoperimetrice
a condus la calculul variaţional. Au ap¼arut noi studii, efectuate de Euler, Daniel Bernoulli, Lagrange
şi Laplace. Dezvoltarea teoriei generale a soluţiilor a inclus soluţiile singulare, soluţiile funçtionale
şi cele prin serii in�nite. S-au introdus multe aplicaţii în ramuri ale mecanicii, în special ale
astronomiei şi mediilor continue.

�În 1705, Jacopo Riccati (1676�1754) a perfectat o metod¼a de reducere a ordinului unei ecuaţii
diferenţiale p¼atratice

x0 (t) = a (t)x (t) + b (t)x2 (t) + c (t) ; t 2 I;
unde b şi c neidentic nule (pentru b � 0 este o ecua̧tie liniar¼a, iar pentru c � 0 este o ecuaţie
Bernoulli cu � = 2):

În 1760; Leonhard Euler (1707�1783) a observat c¼a, dac¼a se ştie o soluţie particular¼a a ecuaţiei
Riccati, atunci aceasta poate � redus¼a la o ecuaţie Bernoulli. Dac¼a x1 este o soluţie particular¼a,
prin sc¼aderea ecuaţiilor corespunz¼atoare, se obţine

(x� x1)0 (t) = a (t) � (x� x1) (t) + b (t) � (x� x1) (t) � (x� x1 + 2x1) (t) ; t 2 I;
şi, notând y (t) = (x� x1) (t), se obţine

y0 (t) = A (t) y (t) +B (t) y2 (t) ; t 2 I:
Mai mult, Euler a ar¼atat c¼a, dac¼a se cunosc dou¼a soluţii distincte ale unei ecuaţii de tip Riccati,
atunci printr-o substituţie aceste ecuaţii pot � reduse la ecuaţii liniare.

Ulterior, Jean le Rond D�Alembert (1717� 1783) a observat c¼a o ecuaţie diferenţial¼a de ordinul
n este echivalent¼a cu un sistem de n ecuaţii diferenţiale de ordinul 1:

În 1775; Joseph Louis de Lagrange (1736 � 1813) a introdus metoda variaţiei constantelor,
metod¼a care s-a dovedit c¼a fusese deja inventat¼a de Euler.

�Ecuaţiile de forma
P (x; y; z) dx+Q (x; y; z) dy +R (x; y; z) dz = 0; (x; y; z) 2 D;

au fost considerate mult¼a vreme f¼ar¼a sens atribuit dac¼a membrul stâng nu era o diferenţial¼a exact¼a,
adic¼a

dF = Pdx+Qdy +Rdz pe D � R3:
Gaspard Monge (1746 � 1816) le-a ar¼atat importanţa în 1787. Au ap¼arut, astfel, ecuaţiile cu
derivate paŗtiale.
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�Noţiunea de soluţie singular¼a pentru o ecuaţie a fost introdus¼a în 1715 de Brook Taylor (1685�
1731) şi a fost studiat¼a în 1736 de Alexis Claude Clairaut (1713�1765). Acesta a propus şi rezolvat
şi un tip de ecuaţii diferenţiale care îi poart¼a numele.
secolul al XIX-lea În secolul alXIX-lea, teoria general¼a s-a îmbog¼aţit prin dezvoltarea înţelegerii
soluţiilor generale şi particulare şi a teoremelor de existenţ¼a. Au ap¼arut mai multe tipuri de
ecuaţii şi de soluţii pentru acestea; de exemplu, analiza Fourier şi funçtiile speciale. Dintre noii
matematicieni se remarc¼a Augustin Louis Cauchy (1789 � 1857). S-au realizat aplicaţii nu numai
în studiul mecanicii clasice, ci şi al teoriei c¼aldurii, în optic¼a, electricitate şi magnetism, un impact
special având James Clerk Maxwell (1831�1879). A se vedea Electromagnetism-Legile lui Maxwell
de profesor Eugene Khutoryansky, pe https://www.youtube.com/watch?v=9Tm2c6NJH4Y. Mai
târziu, Jules Henri Poincaré (1854� 1912) a introdus teoremele de recurenţ¼a, ini̧tial în leg¼atur¼a cu
problema celor trei corpuri.

�S-a observat c¼a foarte multe clase de ecua̧tii diferenţiale admit soluţii, dar acestea nu pot �
date explicit. De exemplu,

x0 (t) = et
2 , x (t) =

R t
t0
e�

2
d�; t 2 I;

dar integrala, deşi exist¼a, nu poate � scris¼a într-o form¼a explicit¼a. A ap¼arut, astfel, o gam¼a larg¼a
de metode de aproximare a soluţiei unei ecuaţii diferenţiale într-un punct.

�A�rmaţia lui Newton conform c¼areia "orice ecuaţie diferenţial¼a poate � rezolvat¼a utilizând
seriile de puteri" a avut o in�uenţ¼a major¼a în matematica secolului al XV III-lea. Înc¼a din 1768,
Euler a dezvoltat metode de aproximare (care îi poart¼a numele) folosind serii de puteri

x (t) = x (a) +
x0 (a)

1!
(x� a) + x

00 (a)

2!
(x� a)2 + � � �+ x

(n) (a)

n!
(x� a)n + : : : :

În timpul cercet¼arilor sale, Euler a identi�cat anumite funçtii pe care le-a numit funçtii cilindrice,
dar cel care le-a utilizat în mod e�cient a fost.astronomul Friedrich Wilhelm Bessel (1784� 1846).
Funçtiile sunt numite acum funçtii Bessel şi joac¼a un rol major în procesarea semnalelor. De
remarcat c¼a, pân¼a în acel moment, nimeni nu a pus problema convergenţei seriei Taylor de mai
sus. Cel care a reanalizat problema a fost Cauchy, la mijlocul sec al XIX-lea, iar Emile Picard
a dezvoltat metoda aproximaţiilor succesive în 1890 pentru a stabili, în anumite condi̧tii, cu un
caracter general, rezultate de existenţ¼a şi unicitate pentru soluţia unei ecuaţii diferenţiale cu condi̧tii
ini̧tiale (problema Cauchy).
secolul al XX În secolul XX, teoria general¼a a fost in�uenţat¼a de apari̧tia teoriei muļtimilor în
analiza matematic¼a; cu consecinţe pentru teoretizare, inclusiv alte aspecte topologice. S-au obţinut
noi aplicaţii în matematica cuantic¼a, sistemele dinamice şi teoria relativit¼aţii.
secolul al XXI-lea În prezent, modelarea matematic¼a prin ecuaţii diferenţiale apare în toate
domeniile în care se poate studia o m¼arime ce are o vitez¼a de varia̧tie cu lege postulat¼a. Se utilizeaz¼a
simul¼ari de algoritmi de aproximare pe calculator, modelare vizual¼a 3D; 4D pe calculator, cu impact
în creativitate, completate de corectitudinea şi exactitatea oferite de demonstra̧tiile matematice.

De�ni̧tia 2: a) O ecuaţie diferenţial¼a ordinar¼a de ordinul întâi este o relaţie de dependenţ¼a
funçtional¼a de forma

F (t; x (t) ; x0 (t)) = 0; t 2 I
între variabila independent¼a t, funçtia necunoscut¼a x şi derivata ei x0, unde F : DF � R3 ! R este
o funçtie neconstant¼a în raport cu ultima variabil¼a.

O ecuaţie diferenţial¼a ordinar¼a de ordinul n 2 N; n � 2 este o relaţie de dependenţ¼a funçtional¼a
de forma

F
�
t; x (t) ; x0 (t) ; :::; x(n) (t)

�
= 0; t 2 I
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între variabila independent¼a t, funçtia necunoscut¼a x şi derivatele ei x0; : : : ; x(n), unde
F : DF � Rn+2 ! R este o funçtie neconstant¼a în raport cu ultima variabil¼a.

b) În ipotezele teoremei funçtiilor de�nite implicit, se poate scrie forma normal¼a a ecuaţiilor
diferenţiale ordinare anterioare, prin explicitare:

x0 (t) = f (t; x (t)) ; t 2 I; respectiv
x(n) (t) = f

�
t; x (t) ; x0 (t) ; :::; x(n�1) (t)

�
; t 2 I:

De�ni̧tia 3: a) Se numeşte soluţie a ecuaţiei diferenţiale de ordinul întâi o funçtie x : I � R! R,
cu Int (I) 6= ;; cu propriet¼aţile:

�x 2 C1 (I;R) ;
�x; x0 veri�c¼a F (t; x (t) ; x0 (t)) = 0;8t 2 R:
Se numeşte soluţie a ecuaţiei diferenţiale de ordinul n 2 N; n � 2 o funçtie x : I � R ! R, cu

Int (I) 6= ; cu propriet¼aţile:
�x 2 Cn (I;R) ;
�x; x0; :::; x(n) veri�c¼a F

�
t; x (t) ; x0 (t) ; :::; x(n) (t)

�
= 0;8t 2 I:

b) Gra�cele funçtiilor soluţie se numesc curbe integrale.

Exemplul 1. Se arat¼a c¼a, pentru �ecare c 2 R, funçtia
x : R! R; x (t) = ct+

p
1 + c2 este soluţie a ecuaţiei diferenţiale ordinare

(�)x (t)� tx0 (t) =
q
1 + (x0 (t))2; t 2 R:

Rezolvare. Exist¼a o in�nitate de funçtii care sunt soluţii pentru ecuaţia (�), pentru �ecare c 2 R
câte o funçtie, deoarece:
�pentru �ecare c 2 R; x este funçtie derivabil¼a, cu

x0 : R! R; x0 (t) = c şi cu derivata x0 continu¼a;
�pentru �ecare c 2 R, funçtia x veri�c¼a identic (�), adic¼a

ct+
p
1 + c2 � tc =

p
1 + c2;8t 2 R:

Se reprezint¼a gra�c curbele integrale (gra�cele funçtiilor soluţie) pentru
c = 0; c = 1; c = 2; c = 3; c = �1; c = �2; c = �3; c = 1

2 ; c =
�1
2 )

t

x

Modele matematice descrise de ecua̧tii diferenţiale
Procesele modelate de ecuaţii diferenţiale sunt procese continuu diferenţiabile studiate în tehnic¼a

(teoria circuitelor electrice, a oscilaţiilor, a comenzii automate), �zic¼a, biologie, chimie, ecologie,
demogra�e etc. Înlocuirea modelului matematic discret, mai realist, s-a f¼acut din ra̧tiuni pur
matematice.
a) Dezintegrarea unei substanţe radioactive. În 1902; Ernest Rutherford Lord of Nelson
(1871�1937) şi Sir Frederick Soddy (1877�1956) au formulat legea dezintegr¼arii atomilor radioac-
tivi: "Viteza instantanee de dezintegrare a unui element radioactiv este propoŗtional¼a cu num¼arul
de atomi radioactivi existenţi la momentul considerat şi nu depinde de aļti factori externi."
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Atunci, notând cu x (t) num¼arul de atomi radioactivi existenţi la momentul t 2 [0;+1[ şi
presupunând c¼a funçtia x este din C1 ([0;+1[), conform acestei legi se obţine:

x0 (t) = �a � x (t) ;8t � 0;
unde a este o constant¼a speci�c¼a elementului respectiv, numit¼a constant¼a de dezintegrare, care
poate � determinat¼a experimental. Aceasta este o ecuaţie ordinar¼a (funçtia necunoscut¼a depinde
de o singur¼a variabil¼a) de ordinul 1 (apare doar prima derivat¼a a funçtiei necunoscute).

Pentru determinarea soluţiei, alta decât cea nul¼a (singular¼a), formal,
x0 (t)

x (t)
= �a, (lnx (t))0 = �a, lnx (t) = �at+ c, x (t) = e�at+c ,

x (t) = k � e�at; t � 0; unde k = ec = x (0) > 0:
Aceast¼a lege st¼a la baza metodei dat¼arii cu carbon. Conform cercet¼atorilor Hubbard şi West,

în toate organismele vii, în afar¼a de izotopul stabil de carbon 12, C12, apare şi o cantitate mic¼a
de carbon radioactiv C14; provenind din radiaţiile cosmice. Datorit¼a unor procese care au loc în
organismele vii, raportul dintre num¼arul de atomi C14 şi cel de atomi C12 este constant. Atunci
când un organism moare, procesele respective înceteaz¼a şi carbonul C14 începe s¼a se dezintegreze
cu vitez¼a constant¼a, conform Rutherford. Viteza (rata) de dezintegrare, determinat¼a experimental,
este de 1 : 8000. Astfel, dac¼a se cunoaşte rata C14=C12 dup¼a t ani de la moarte, atunci funçtia
t 7�! x (t) veri�c¼a

x0 (t) = � 1

8000
x (t) ) x (t) = k � e� 1

8000
t;

iar k = x(0) not:= r0 este rata constant¼a dintre C14 şi C12 la momentul moŗtii, adic¼a aceeaşi cu cea
din timpul viȩtii.

Atunci, dac¼a se ştie x (t) ; raportul dintre C14 şi C12 la momentul T; se obţine

T = 8000 ln
r0
x (T )

reprezint¼a num¼arul de ani care au trecut de la moartea acelui organism. De menţionat c¼a x (t) se
m¼asoar¼a, experimental, la momentul T , iar r0 ' 1:35 � 10�12; adic¼a în organismele vii exist¼a aprox.
135 atomi de carbon radioactiv C14 la �ecare 1010 atomi de carbon C12: Metoda este destul de
precis¼a pentru intervale de timp pân¼a la 10000 de ani.

b) Ecua̧tiile mi̧sc¼arii. Ecuaţiile mi̧sc¼arii a n particule în spa̧tiul euclidian tridimensional sunt
descrise de Legea a doua a lui Newton,�!

F = m � �!a :
Atunci

Fi (xi (t)) = mi � x00i (t) ; t � 0;
unde xi (t) reprezint¼a coordonatele particulei cu num¼arul i; de mas¼a mi; la momentul t � 0; iar Fi
este foŗta care açtioneaz¼a asupra particulei cu num¼arul i: În funçtie de tipul de foŗte care intervin
(tare, slab¼a, gravitaţional¼a, electromagnetic¼a), se obţin diferite ecuaţii ale mi̧sc¼arii. În cazul foŗtei
gravitaţionale, respectiv electromagnetic¼a, se obţin forme simple în cazul în care viteza de mi̧scare
este mult mai mic¼a decât viteza luminii. În aceste cazuri,

�!
Fi sunt gradienţii potenţialului newtonian

şi coulombian
�!
Fi(xi) =

X
j 6=i

xj � xi
kxj � xik3

(kmimj � eiej) ;

unde k este constanta de atraçtie universal¼a, iar ei este sarcina particulei i:
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În particular:
b1) Oscilatorul armonic. Fie o particul¼a de mas¼a m care se mi̧sc¼a în linie dreapt¼a sub açtiunea
foŗtei elastice. Se noteaz¼a cu x (t) abscisa particulei la momentul t � 0: Deoarece foŗta este elastic¼a,

F (x (t)) = �k � x (t) ;8t � 0;
unde k > 0 este constanta de elasticitate. Din legea a doua a lui Newton,

F (x (t)) = m � a (t) = m � x00 (t) ;8t � 0;
şi rezult¼a

x00 (t) +
k

m
x (t) = 0;8t � 0;

sau, echivalent, notând !2 =
k

m
,

x00 (t) + !2x (t) = 0;8t � 0;
numit¼a ecuaţia oscilatorului armonic.

Pentru determinarea soluţiei, înmuļtind relaţia cu x0 (t), se obţine, formal,�
(x0 (t))2

�0
+ !2

�
x2 (t)

�0
= 0, (x0 (t))2 + !2x2 (t) = c

not:
= p2 > 0,

, x0 (t) = �!
q

p2

!2
� x2 , � x0 (t)q

p2

!2
� x2

= ! ,

, arcsin
! � x (t)
p

= !t+ '0 sau arccos
! � x (t)
p

= !t+ '1 ,
, x (t) = p

! (sin(!t+ '0) + cos(!t+ '1)),
, x (t) = c1 sin!t+ c2 cos!t; 8t � 0

unde ci sunt constante care se obţin prin aplicarea anterior a unor formule trigonometrice.
b2) Pendulul matematic. Se consider¼a un pendul de lungime l şi se noteaz¼a cu s (t) lungimea arcului
descris de extremitatea liber¼a a pendulului. Atunci,

s (t) = l � x (t) ;
unde x (t) este m¼asura în radiani a unghiului f¼acut de pendul la momentul t şi axa vertical¼a.

Foŗta care açtioneaz¼a asupra pendulului este cea gravitaţional¼a, care poate � descompus¼a pe
dou¼a direçtii, una de-a lungul pendulului şi cealalt¼a tangent¼a la arcul de cerc. Componenta care
açtiuoneaz¼a de-a lungul �rului este anulat¼a de rezistenţa �rului, astfel încât singura component¼a
activ¼a este cea tangenţial¼a, adic¼a �mg sinx (t) : Deoarece x se supune legii a doua a lui Newton,
atunci

mlx00 (t) = �mg sinx (t), x00 (t) +
g

l
sinx (t) = 0;

care este o ecuaţie neliniar¼a, numit¼a ecuaţia pendulului matematic sau ecuaţia pendulului gravi-
taţional.

Dac¼a se studiaz¼a doar oscilaţii mici, atunci sinx (t) ' x (t) şi ecuaţia devine
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x00 (t) +
g

l
x (t) = 0;

care, conform celor anterioare, admite soluţii de forma

x (t) = c1 sin

�r
g

l
t

�
+ c2 cos

�r
g

l
t

�
:

Comentariu. Mai mult, în general, ecuaţia
x00 (t) + !2x (t) = 0;8t 2 R;

modeleaz¼a oscilaţiile unui resort (!2 = k
m), oscilaţiile mici ale unui pendul matematic (!

2 = g
l ),

oscilaţiile armonice ale unui circuit electric (!2 = 1
LC ). Pentru soluţiile

x (t) = c1 cos (!t) + c2 sin (!t) ;8t 2 R;8c1; c2 2 R:
se pot g¼asi constantele A =

p
c21 + c

2
2 şi ' din tg' =

c1
c2
astfel încât

c1 cos (!t) + c2 sin (!t) = A sin (!t+ ') ;8t 2 R:
Se numeşte oscilaţie armonic¼a orice mi̧scare descris¼a de un parametru de stare de forma "legii

sinusului"
f : R! R; f (t) = A sin (!t+ ') ; unde A;!; ' sunt constante reale date.
Se poate presupune c¼a ! > 0; deoarece
sin (!t+ ') = � sin (�!t� ') :

Num¼arul A = max
t2R

jf (t)j se numeşte amplitudinea oscilaţiei, iar num¼arul T =
2�

!
se numeşte

perioada oscilaţiei (în s). Num¼arul ! = 2�
T se numeşte frecvenţa ciclic¼a, pulsaţia oscilaţiei (în

rad=s), iar num¼arul ' frecvenţa iniţial¼a a oscilaţiei (în rad).
Amplitudinile oscilaţiilor armonice au importanţa dat¼a de faptul c¼a energia oscilaţiei depinde

de p¼atratul amplitudinii, iar fazele pentru a observa defazajul dintre diferite oscilaţii.
De exemplu, f : R! R; f (t) = 1 sin (1t+ 0) ; f (t) = 2 sin (1t+ 0) ; f (t) = 3 sin (1t+ 0) :

t

x

De exemplu, f : R! R; f (t) = 1 sin (1t+ 0) ; f (t) = 1 sin (2t+ 0) ; f (t) = 1 sin (3t+ 0) :

t

x

De exemplu, f : R! R; f (t) = 1 sin (1t+ 0) ; f (t) = 1 sin
�
1t+ �

3

�
; f (t) = 1 sin

�
1t� �

3

�
:
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t

x

A se vedea Fourier Transform, Fourier Series, and frequency spectrum, de profesor
Eugene Khutoryansky: https://www.youtube.com/watch?v=r18Gi8lSkfM

c) Modele demogra�ce.
c1) Modelul Malthus. A fost propus în 1798 de Thomas Robert Malthus (1766 � 1834) şi a fost
primul astfel de model. Legea lui Malthus a�rm¼a c¼a "Viteza instantanee de creştere a num¼arului de
indivizi este propoŗtional¼a cu num¼arul de indivizi dintr-o anumit¼a populaţie, iar viteza instantanee
de creştere a resurselor este constant¼a în timp". Notând cu x (t) num¼arul de indivizi dintr-o anumit¼a
populaţie la momentul t şi cu y (t) resursele necesare supraviȩtuirii la momentul t; se obţine, conform
legii lui Malthus,�

x0 (t) = cx (t) ; t � 0;
y0 (t) = k; t � 0;

unde c şi k sunt constante strict pozitive. Atunci:�
x (t) = x0e

ct; t � 0;
y (t) = y0 + kt; t � 0;

unde x0 şi y0 reprezint¼a populaţia şi resursele la momentul t = 0: Acest model nu funçtioneaz¼a
pe perioade lungi de timp, din cauza caracterului limitat al resurselor. De aceea au fost propuse
modele mai ra�nate, care s¼a descrie mai bine evoluţia unei populaţii în timp.
c2) O observaţie este aceea c¼a, la un moment dat, populaţia nu poate dep¼aşi o anumit¼a valoare
critic¼a, dat¼a de resursele de la acel moment. Astfel, dac¼a se noteaz¼a cu h > 0 cantitatea de resurse
care este necesar¼a unui individ pentru a r¼amâne în viaţ¼a dup¼a momentul t > 0; se poate presupune
c¼a x şi y veri�c¼a:8<: x0 (t) = cx (t)

�
y (t)

h
� x (t)

�
; t � 0;

y0 (t) = k; t � 0;
model care exprim¼a o leg¼atur¼a mai �reasc¼a între evoluţia resurselor şi creşterea sau descreşterea
populaţiei.
Acest model a fost propus de Verhulst în 1835; iar datele obţinute cu acest model au fost comparate
cu datele demogra�ce din Belgia şi Franţa la momentul respectiv, rezultând o potrivire foarte bun¼a
pe perioade de 10 ani.

Considerând k = 0; indicând faptul c¼a resursele sunt constante, se obţine y (t) = b � h; unde b
este num¼arul maxim de indivizi care poate � suportat de resurse. Mai mult, din prima ecuaţie se
obţine o ecuaţie ordinar¼a de ordinul 1; a c¼arei soluţie, alta decât cea singular¼a nul¼a, se determin¼a,
formal:

x0 (t) = cx (t) (b� x (t)), x0 (t)

x (t) (b� x (t)) = c,
1

b

�
x0 (t)

x (t)
+

x0 (t)

b� x (t)

�
= c,
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, (lnx (t)� ln (b� x (t)))0 = b � c, ln
x (t)

b� x (t) = bct+ k ,
x (t)

b� x (t) = �e
bct ,

, x (t) =
b�ebct

1 + �ebct
;

unde � = ek: La aceast¼a soluţie se adaug¼a soluţia singular¼a x (t) = b; eliminat¼a în timpul procesului
formal de integrare. Atunci, soluţia x este determinat¼a pân¼a la a�area constantei �; care poate �
�xat¼a impunând o condi̧tie, numit¼a condi̧tie ini̧tial¼a:

x(0) = x0 )
b�

1 + �
= x0;

unde x0 este num¼arul ini̧tial de indivizi, care se presupune cunoscut. Se obţine

x (t) =
bx0e

bct

b+ x0 (ebct � 1)
;8t � 0:

Ambele modele pot � puse sub forma
x0 (t) = d (t; x) ;

unde d (t; x) reprezint¼a diferenţa dintre natalitate şi mortalitatea în populaţia x; la momentul t:

d) Modelul prad¼a-r¼apitor (Lotka-Volterra). A se vedea în Bibliogra�e [Vrabie].
În 1910; Alfred James Lotka (1880 � 1949) a propus modelul în studiul reaçtiilor chimice au-

tocatalitice, iar în 1920; independent, Vito Volterra (1860 � 1940) l-a folosit în analiza statistic¼a
a tipurilor de peşti din Marea Adriatic¼a, apoi a descris dinamica sistemelor biologice în care doar
dou¼a specii interaçtioneaz¼a, pr¼ad¼atorul şi prada. Fie x (t) num¼arul de indivizi din populaţia prad¼a
la momentul t şi y (t) num¼arul pr¼ad¼atorilor. Se presupune c¼a se veri�c¼a legile:

-"În absenţa pr¼ad¼atorilor, populaţia prad¼a creşte cu rata x0 (t) = ax (t) ;unde a > 0 este o
constant¼a."

-"În absenţa pradei, populaţia pr¼ad¼atorilor scade cu rata y0 (t) = �by (t) ;unde b > 0 este o
constant¼a."

-"Când ambele populaţii sunt prezente, consumul pradei de c¼atre pr¼ad¼atori duce la o sc¼adere în
x propoŗtional¼a cu xy (adic¼a �pxy; p > 0 este o constant¼a) şi o creştere în y propoŗtional¼a cu xy
(adic¼a qxy; q > 0 este o constant¼a). Motivul de propoŗtionalitate cu xy este c¼a, dac¼a oricare dintre
populaţii se dubleaz¼a, frecvenţa întâlnirii dintre populaţii se dubleaz¼a; iar dac¼a ambele popula̧tii se
dubleaz¼a, num¼arul întâlnirilor creşte de patru ori".

Se obţine sistemul:�
x0 (t) = ax (t)� px (t) y (t)
y0 (t) = �by (t) + qx (t) y (t) :

e) Un model de r¼aspândire a epidemiilor.
e1) În 1976, Ana Lajmanovich şi James Yorke au propus un model de r¼aspândire a bolilor care nu
ofer¼a imunitate, adic¼a un individ se poate reîmboln¼avi dup¼a ce a fost vindecat. Se noteaz¼a cu p
populaţia, considerat¼a constant¼a. Se noteaz¼a cu x (t) num¼arul de indivizi infectaţi la momentul t.
Atunci p�x (t) � 0;8t: Num¼arul p�x (t) reprezint¼a num¼arul indivizilor susceptibili a � infectaţi la
momentul t: Legea propus¼a a�rm¼a c¼a "viteza/ rata de modi�care a num¼arului de persoane infectate
este propoŗtional¼a cu num¼arul tuturor contactelor posibile dintre indivizii s¼an¼atoşi şi cei infectaţi".
Se obţine ecuaţia ordinar¼a neliniar¼a

x0 (t) = ax (t) (p� x (t)) ;
unde a > 0 este o constant¼a. Ca la c), se obţine

x (t) =
p�eapt

1 + �eapt
;
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unde, aici, � se poate determina pe baza num¼arului de indivizi infectaţi la momentul ini̧tial. Notând
x(0) = x0;

x (t) =
px0e

apt

p+ x0 (eapt � 1)
:

La aceast¼a soluţie se adaug¼a soluţia singular¼a x (t) = p; eliminat¼a în procesul formal de integrare.
Se observ¼a c¼a, pentru orice x0 > 0; lim

t!1
x (t) = p;adic¼a în absenţa unei intervenţii externe, întreaga

populaţie se va infecta (oricât de puţini ar � infectaţi la început). Evoluţia este reprezentat¼a gra�c
mai jos.

t

x

e2) Au fost propuse şi modele mai ra�nate. De exemplu, se presupune c¼a popula̧tia este împ¼aŗtit¼a
în n clase disjuncte, �ecare având un num¼ar constant de membri. Se noteaz¼a cu pi num¼arul de
indivizi din clasa i şi cu xi (t) num¼arul de indivizi bolnavi din clasa i; la momentul t � 0; pentru
�ecare i = 1; n: Atunci, num¼arul indivizilor care se pot infecta la momentul t este pi � xi (t) : Se
noteaz¼a cu Ri rata de infectare şi cu Ci rata de recuperare a indivizilor din clasa i = 1; n: Se
presupune c¼a Ri sunt funçtii care depind de x = (x1; :::; xn) 2 Rn, în timp ce rata de recuperare
este speci�c¼a �ec¼arei clase în parte şi nu depinde decât de xi: Se presupune c¼a

@Ri
@xj

(x1; :::; xn) � 0;
ceea ce înseamn¼a c¼a, în absenţa oric¼aror factori externi, num¼arul celor infecta̧ti din �ecare clas¼a
creşte. Toate aceste considerente conduc la urm¼atorul sistem de ecua̧tii diferenţiale:8><>:

x01 = R1 (x1; :::; xn)� C1 (xi)
...
x0n = Rn (x1; :::; xn)� Cn (xi)

Modelul propus de Ana Lajmanovich şi James Yorke are forma simpli�cat¼a

x0i =
nX
j=0

aijxj (pi � xi)� kixi;

unde aij � 0 şi ki � 0 sunt rata de infectare la contactul dintre clasele i şi j, respectiv rata de
vindecare a indivizilor din clasa i:

f) Un model de circuit electric. Se consider¼a circuitul urm¼ator, format dintr-un rezistor R, o
bobin¼a L şi un condensator C în care curentul circul¼a dup¼a s¼agȩtile indicate.

Notând cu iR; iL; iC intensit¼aţile curentului pe poŗtiunile de circuit care conţin rezistenţa R;
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inductorul(bobina) L; respectiv condensatorul C şi cu uR; uL; uC ; tensiunile corespunz¼atoare, se
obţin relaţiile:

Legea I a lui Kircho¤: iR = iL = �iC
Legea lui Ohm(generalizat¼a): uR = f (iR)
Legea a II-a a lui Kircho¤: uR + uL � uC = 0:

Conform legilor lui Faraday,8><>:
L
di

dt
= uL

C
duC
dt

= iC

:

Atunci uC şi iL veri�c¼a sistemul de ecua̧tii�
Lx0 (t) = y (t)� f (x (t))
Cy0 (t) = �x (t) ;

unde s-a renotat x = iL, respectiv y = uC :
Derivând prima ecuaţie, rezult¼a
Lx00 (t) = � 1

Cx (t)� f
0 (x (t)) � x0 (t), CLx00 + Cf 0(x)x0 + x = 0:

Pentru L = C = 1; aceast¼a ecuaţie se numeşte ecuaţia Liénard şi, în particular, pentru
f(x) = x3 � x; se obţine ecuaţia Van der Pol :

x00 + (3x2 � 1)x0 + x = 0:

1: ECUAŢII DIFERENŢIALE REZOLVABILE PRIN CUADRATURI
1:1: Exemple

Vor �prezentate mai multe tipuri de ecuaţii diferenţiale ale c¼aror soluţii pot �determinate prin
operaţii de integrare (intuite sau cu algoritm prestbilit) a unor funçtii cunoscute, numite ecuaţii
rezolvabile prin cuadraturi. Prin cuadratur¼a se înţelege metoda care const¼a în reducerea rezolv¼arii
unei probleme de analiz¼a matematic¼a la calculul unei integrale de�nite sau nede�nite. Denumirea
provine de la procedeul de calcul al ariei unei �guri plane numit cuadrare, utilizat în antichitate,
constând în construirea cu rigla şi compasul a unui p¼atrat având aceeaşi arie cu aria c¼autat¼a.

Exemplul 2. Se rezolv¼a ecuaţia diferenţial¼a
(�)x0 (t) = t2020; t 2 R:

Rezolvare. Pentru t variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, R, se caut¼a
x = x (t) funçtie necunoscut¼a, soluţie a ecuaţiei (�). Prin integrare, se obţin toate funçtiile soluţie

x : R ! R; x (t) =
t2021

2021
+ c; t 2 R variabil¼a, c 2 R constant¼a de indexare a muļtimii funçtiilor

soluţie.
Se reprezint¼a gra�c curbele integrale (gra�cele funçtiilor soluţie) pentru

c = 0; c = 1; c = 2; c = 3; c = �1; c = �2; c = �3; c = 1
2 ; c =

�1
2 )

t

x
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Exemplul 3: Se d¼a ecuaţia diferenţial¼a
(�)x0 (t) = x (t) ; t 2 R:

a) Se determin¼a soluţiile ecuaţiei;
b) Se reprezint¼a gra�c soluţiile;
c) Se adaug¼a o condi̧tie care s¼a asigure existenţa/ unicitatea soluţiei.
Rezolvare: a) Pentru t variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, Ix, se caut¼a
x = x (t) funçtie necunoscut¼a, soluţie a ecua̧tiei (�).
Încercarea 1: Din întrebarea ce funçtii sunt egale cu derivata lor, se intuieşte c¼a sunt soluţii:

x : R! R; x (t) = et
x : R! R; x (t) = 0
x : R! R; x (t) = 2000et:

Prin intuire nu se descoper¼a toate soluţiile.
Încercarea 2: Se integreaz¼a în raport cu t ecuaţia (�))Z

x0 (t) dt =

Z
x (t) ; t 2 R, adic¼a

x (t) =

Z
x (t) ; t 2 R-o ecuaţie integral¼a (ce are funçtia necunoscut¼a sub operatorul de inte-

grare), deci nu s-a rezolvat ecuaţia diferenţial¼a.
Încercarea 3: -rezolvare
�Se observ¼a c¼a

x : R! R; x (t) = 0; este soluţie singular¼a pentru ecuaţia (�).
�Se caut¼a şi alte soluţii decât cea singular¼a.

(�)) x0 (t)

x (t)
= 1;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0

���� R (�) dt)
)
Z
x0 (t)

x (t)
dt =

Z
dt;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0)

) ln jx (t)j = t+ c1;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0 şi c1 2 R:
Din surjectivitatea funçtiei ln, pentru c1 2 R, exist¼a k1 > 0 a.î. c1 = ln k1 )

ln jx (t)j = ln et + ln k1;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0 şi k1 > 0)
jx (t)j = k1� et|{z}

>0

;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0 şi k1 > 0)

x (t) = c2 � et;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0 a.î. c2 2 R�:
La acest exerci̧tiu, Ix � ft 2 I = R;x (t) 6= 0g = R;8x; adic¼a 8c2:
Soluţia general¼a a ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c2 2 R�, de
x : R! R; x (t) = c2 � et;8t 2 R:

�Toate soluţiile ecuaţiei (�) sunt date sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R, de
(��)x : R! R; x (t) = c � et;8t 2 R:

Familia de soluţii corespunz¼atoare unei ecuaţii diferenţiale de ordinul unu depinde de o constant¼a.
De menţionat c¼a, în seminarii, se foloseşte

ln eu = u; 8u 2 R
eln v = v;8v 2 R�+:

b) Fie sistemul cartezian de coordonate tOx. Soluţia singular¼a are drept reprezentare gra�c¼a curba
integral¼a singular¼a dat¼a de axa Ot. Pentru �ecare c 2 R�, se reprezint¼a gra�c şi celelalte curbele
integrale date de (��). Pentru c = 0; c = 1; c = 2; c = 3; c = �1; c = �2; c = �3; c = 1

2 ; c =
�1
2 :
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t

x

c) A ad¼auga o condi̧tie care s¼a asigure existenţa/ unicitatea soluţiei revine la a ad¼auga o condi̧tie
care s¼a asigure alegerea unei curbe integrale unice în plan (care s¼a �e reprezentare pentru soluţia
ecuaţiei), şi reciproc.
�A alege din familia de curbe integrale din plan o curb¼a care trece prin M (t0; x0) din plan (dac¼a
exist¼a, dac¼a este unic¼a) revine la a impune asupra ecuaţiei condi̧tia ini̧tial¼a CI : x (t0) = x0 . Şi
reciproc.

De exemplu, se impune asupra ecuaţiei (�) condi̧tia CI : x (0) = 0. Se determin¼a acea soluţie
particular¼a din (��) ce veri�c¼a x (0) = 0. Din ce0 = 0) c = 0: Soluţia singular¼a

x : R! R; x (t) = 0,
este unica ce veri�c¼a x (0) = 0.

Se impune CI : x (0) = 1. Se determin¼a acea soluţie particular¼a din (��) ce veri�c¼a x (0) = 1.
Din ce0 = 1) c = 1: Soluţia particular¼a

x : R! R; x (t) = 1 � et
este unica ce veri�c¼a x (0) = 1.
�A alege din familia de curbe integrale din plan o curb¼a care are o anumit¼a asimptot¼a orizontal¼a
sau vertical¼a (dac¼a exist¼a, dac¼a este unic¼a) revine la a impune asupra ecuaţiei o condi̧tie la limit¼a,
de exemplu CL : lim

t!+1
x (t) = x0 . Şi reciproc.

De exemplu, se impune asupra ecuaţiei (�) condi̧tia CL : lim
t!�1

x (t) = 0. Se observ¼a c¼a toate

soluţiile ecuaţiei, şi cea singular¼a şi celelalte veri�c¼a CL (toate curbele integrale admit asimptota
orizontal¼a x = 0). Dar nu se obţine prin aceast¼a impunere o soluţie unic¼a.

Se impune asupra ecuaţiei (�) condi̧tia CL : lim
t!+1

x (t) = 1. Se observ¼a c¼a nici una dintre

soluţiile ecuaţiei ecuaţiei nu veri�c¼a CL.
�A alege din familia de curbe integrale din plan o curb¼a care are în punctul M (t0; x (t0)) din plan
o tangent¼a cu o anumit¼a pant¼a m (dac¼a exist¼a, dac¼a este unic¼a) revine la a impune asupra ecuaţiei
o condi̧tie de tipul CT : x0 (t0) = m. Şi reciproc.

De exemplu, se impune asupra ecuaţiei (�) condi̧tia x0 (0) = 1. Se determin¼a acea soluţie
particular¼a din (��) ce veri�c¼a x0 (0) = 1. Cum x0 (t) = c � et, din ce0 = 1 ) c = 1: Soluţia
particular¼a

x : R! R; x (t) = et
este unica ce veri�c¼a x0 (0) = 1. Curba integral¼a corespunz¼atoare are tangenta m = 1 în punctul
de abscisa t0 = 0.

Tipurile de condi̧tii de impus pot continua.
Comentariu. A se vedea "Exponential Growth and its Philosophical Implications" şi "Exponential
Decay" de Eugene Khutoryansky:

https://www.youtube.com/watch?v=Vqc1M1agKgA
https://www.youtube.com/watch?v=e73wGT_R8fM
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Observa̧tia 2: Domeniul de de�ni̧tie a unei soluţii, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se
obţine o soluţie cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere). Chiar dac¼a în
cele ce urmeaz¼a se precizeaz¼a doar condi̧tiile pentru domeniu, se subînţelege c¼a Ix este un interval
cu interior nevid inclus în domeniu. La Exerci̧tiul 3; toate soluţiile date de (��) au acelaşi domeniu,
Ix = R.
Convenţie. a) Pentru x : I! R derivabil¼a pe I se reaminteşte notaţia

x0 (t) =
dx

dt
(t) ;8t 2 I:

Având în vedere relaţia ce d¼a diferenţiala pentru funçtia x,
dx (t) = x0 (t) dt;8t 2 I;

se face convenţia ca, acolo unde este util în calcul, s¼a se foloseasc¼a
dx

dt
(t) =

dx (t)

dt
;8t 2 I:

b) În ecuaţiile diferenţiale pentru care soluţia se caut¼a sub forma x (t), sau t (x), sau o relaţie de
dependenţa algebrico-funçtional¼a între t şi x (f¼ar¼a operatorii de derivare sau integrare), în expresia
ecuaţiei poate ap¼area

x în loc de x (t),
dx în loc de dx (t),
dx

dt
în loc de

dx

dt
(t) sau

dx (t)

dt
sau x0 (t) :


Exemplul 4: S¼a se reprezinte gra�c soluţiile (curbele integrale) ecuaţiei diferenţiale ordinare

a)
dx

dt
=
x+ t

jx+ tj ; t 2 I;b)
dx

dt
=
jxtj
xt
; t 2 I;c) dx

dt
=
x� t
jx� tj ; t 2 I:

Rezolvare. A se vedea Seminar.

t

x

t

x

t

x


