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CURS NR. 1
EDCO, AIA

ECUATII DIFERENTIALE
ECUATII DIFERENTIALE: introducere, definitii, exemple, istoric, modele
matematice

Introducere. Ecuatiile gi sistemele de ecuatii diferentiale au fost introduse si studiate din interesul
oamenilor de stiintd de a prezice, cu o cdt mai mare acuratete, evolutia in timp a fenomenelor fizice,
chimice, biologice, sociale etc. Predictia cdt mai aproape de realitate necesita date cat mai precise,
unele determinate empiric, legate de starea la un moment de studiu al sistemului, dar si de felul in
care starea sistemului influenteaza variatia si viteza de variatie a sistemului. Modelarea matematica
oferd legi in limbaj matematic, de cele mai multe ori sub forma unor ecuatii diferentiale, sisteme
de ecuatii diferentiale, ale caror studii faciliteaza predictia.

Definitia 1. Se numeste ecuatie diferentiala scalard o relatie de dependenta functionald intre vari-
abilele independente, functia necunoscuta cu valori reale si derivatele sale ordinare/ partiale pana
la un anumit ordin. Daca functia necunoscutd depinde de o singura variabild independenta, depen-
denta functionald se numegte ecuatie diferentiald ordinard, iar daca functia necunoscuta depinde de
mai multe variabile independente, dependenta functionald se numeste ecuatie cu derivate partiale.
Ordinul maxim de derivare al functiei necunoscute care este efectiv implicat in ecuatie se numeste
ordinul ecuatiei diferentiale.
Observatia 1. Ecuatia numerici 22 — 22 = 0 are ca solutii numerele T10 = E£2.
Ecuatia functionald 22 (t) —t2 = 0, t € R, are ca solutii functiile 215 : R — R, 212 (t) = +t¢.
Ecuatia functionald z” (t) + z (t) = sint, t € R este o ecuatie diferentiald ordinard de ordinul al
doilea ale cdrei functii solutii, care apar in legea descrisa impreund cu derivatele lor de ordinul al

doilea, se pot determina.
2 2

O7u (x,y)+ gz (z,y) =0, (z,y) € D este o ecuatie diferentiald cu derivate
Y

Ox2
partiale de ordinul al doilea, numita ecuatia Laplace, ale carei functii solutii sunt din clasa functiilor
armonice si se pot determina.

Ecuatia functionald

Istoric Ecuatiile diferentiale sunt o ramurd majord a matematicii pure gi aplicate din mijlocul
secolului al XV II-lea gi pana in prezent.

secolul al XVII-lea Au inceput cu Leibniz, fratii Bernoulli si altii din anii 1680, nu mult dupa
"ecuatiile de flux" ale lui Newton, in anii 1670. S-au aplicat in mare parte la geometrie si mecanica;
existand si problemele izoperimetrice ca exercitii de optimizare.

Denumirea "equatio differentialis" a fost folositd pentru prima data in 1676 de catre Gottfried
Wilhelm von Leibniz (1646 —1716), referindu-se la problema determinarii unei functii care satisface,
impreund cu una sau mai multe derivate ale sale, o relatie datd. Acest concept a aparut din
necesitatea de a aborda intr-un cadru unitar gi abstract o multitudine de probleme de analiza si
modelare matematica.

Una dintre primele probleme a fost "problema inversa a tangentelor”, care constd in deter-
minarea unei curbe plane gtiind tangenta in fiecare punct al sdu

2 (t)=f(t),t € I C R, T interval.
Primul care a rezolvat cateva cazuri particulare ale problemei a fost Isaac Barrow (1630 — 1677).
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Se obtine

z(t)= [ f(r)drtel
unde tg € I este fixat.

Reducerea unei probleme la calculul unei integrale (definitd sau nedefinitd) se numeste cuadratura
(din geometria greacd, cand se punea problema determindrii unei arii construind doar cu doar rigla
si compasul un pétrat cu aceeasi arie).

In 1687, Sir Isaac Newton (1643 — 1727) a integrat ecuatiile diferentiale liniare, de forma

Z@t)=a(t) z(t),tel,
iar, in 1694, Jean Bernoulli (1667 — 1748) a folosit metoda "factorului integrant" pentru a rezolva
anumite ecuatii liniare de ordin n,

2™ () +ay () - a2V )+ +an(t)-x(t)=0,tcl.

In 1693, Leibniz a folosit substitutia « (t) = ¢ - u (t) pentru a rezolva ecuatii omogene,

o) =1 ()

iar, in 1697, Jean Bernoulli a rezolvat ecuatii de tipul

(t)=a(t)x(t)+b(t)z>(t),tel,
numite ecuatii Bernoulli, in cazul in care a si b sunt functii constante.
secolul al XVIII-lea Majoritatea dezvoltarilor din secolul al XV III-lea au consolidat traditia
leibniziana, extinzandu-le la ecuatii cu derivate partiale. Generalizarea problemelor izoperimetrice
a condus la calculul variational. Au apérut noi studii, efectuate de Euler, Daniel Bernoulli, Lagrange
si Laplace. Dezvoltarea teoriei generale a solutiilor a inclus solutiile singulare, solutiile functionale
si cele prin serii infinite. S-au introdus multe aplicatii in ramuri ale mecanicii, in special ale
astronomiei si mediilor continue.

ein 1705, Jacopo Riccati (1676 — 1754) a perfectat o metoda de reducere a ordinului unei ecuatii
diferentiale patratice

o) =at)z(t)+bt)z2(t) +c(t),t e,
unde b si ¢ neidentic nule (pentru b = 0 este o ecuatie liniard, iar pentru ¢ = 0 este o ecuatie
Bernoulli cu a = 2).

In 1760, Leonhard Euler (1707 —1783) a observat ci, dacd se stie o solutie particulard a ecuatiei
Riccati, atunci aceasta poate fi redusa la o ecuatie Bernoulli. Dacé 1 este o solutie particulara,
prin sciderea ecuatiilor corespunzatoare, se obtine

(x—21) () =a(t) (x—21) )+ b)) (x—21)#) - (x — 21+ 221) (), €],
si, notand y (t) = (z — x1) (¢), se obtine

Y () =AMy +B By (), tel.

Mai mult, Euler a aritat ca, daca se cunosc doud solutii distincte ale unei ecuatii de tip Riccati,
atunci printr-o substitutie aceste ecuatii pot fi reduse la ecuatii liniare.

Ulterior, Jean le Rond D’Alembert (1717 —1783) a observat ca o ecuatie diferentiald de ordinul
n este echivalentd cu un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul 1.

In 1775, Joseph Louis de Lagrange (1736 — 1813) a introdus metoda variatiei constantelor,
metoda care s-a dovedit ca fusese deja inventata de Euler.

eEcuatiile de forma

P(z,y,z)dz+ Q (z,y,2z)dy + R(x,y,2)dz =0, (z,y,2) € D,
au fost considerate multa vreme fara sens atribuit dacd membrul stang nu era o diferentiala exacta,
adica

dF = Pdz + Qdy + Rdz pe D C R3.

Gaspard Monge (1746 — 1816) le-a aratat importanta in 1787. Au aparut, astfel, ecuatiile cu
derivate partiale.

,tel,
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eNotiunea de solutie singulara pentru o ecuatie a fost introdusa in 1715 de Brook Taylor (1685 —
1731) si a fost studiatd in 1736 de Alexis Claude Clairaut (1713 —1765). Acesta a propus si rezolvat
si un tip de ecuatii diferentiale care ii poarta numele.
secolul al XIX-lea In secolul al X1 X-lea, teoria generald s-a imbog#tit prin dezvoltarea intelegerii
solutiilor generale gi particulare gi a teoremelor de existentd. Au aparut mai multe tipuri de
ecuatii si de solutii pentru acestea; de exemplu, analiza Fourier gi functiile speciale. Dintre noii
matematicieni se remarcd Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857). S-au realizat aplicatii nu numai
in studiul mecanicii clasice, ci si al teoriei caldurii, in optica, electricitate si magnetism, un impact
special avand James Clerk Maxwell (1831 — 1879). A se vedea Electromagnetism-Legile lui Mazwell
de profesor Eugene Khutoryansky, pe https://www.youtube.com/watch?v=9Tm2c6NJH4Y. Mai
tarziu, Jules Henri Poincaré (1854 — 1912) a introdus teoremele de recurentd, initial in legdtura cu
problema celor trei corpuri.

eS-a observat ca foarte multe clase de ecuatii diferentiale admit solutii, dar acestea nu pot fi
date explicit. De exemplu,

v (t)=e’ ea(t)= [l eTdrtel
dar integrala, desi existd, nu poate fi scrisd intr-o forma explicitd. A aparut, astfel, o gama larga
de metode de aproximare a solutiei unei ecuatii diferentiale intr-un punct.

eAfirmatia lui Newton conform céreia "orice ecuatie diferentiald poate fi rezolvata utilizand
seriile de puteri" a avut o influentd majors in matematica secolului al XV III-lea. Inci din 1768,
Euler a dezvoltat metode de aproximare (care ii poartd numele) folosind serii de puteri

2 (a 72" (a x(")a

In timpul cercetérilor sale, Euler a identificat anumite functii pe care le-a numit functii cilindrice,
dar cel care le-a utilizat in mod eficient a fost.astronomul Friedrich Wilhelm Bessel (1784 — 1846).
Functiile sunt numite acum functii Bessel si joacd un rol major in procesarea semnalelor. De
remarcat cd, pana in acel moment, nimeni nu a pus problema convergentei seriei Taylor de mai
sus. Cel care a reanalizat problema a fost Cauchy, la mijlocul sec al XIX-lea, iar Emile Picard
a dezvoltat metoda aproximatiilor succesive in 1890 pentru a stabili, in anumite conditii, cu un
caracter general, rezultate de existenta si unicitate pentru solutia unei ecuatii diferentiale cu conditii
initiale (problema Cauchy).
secolul al XX In secolul XX, teoria generald a fost influentatd de aparitia teoriei multimilor in
analiza matematica; cu consecinte pentru teoretizare, inclusiv alte aspecte topologice. S-au obtinut
noi aplicatii in matematica cuantica, sistemele dinamice si teoria relativitatii.
secolul al XXI-lea In prezent, modelarea matematici prin ecuatii diferentiale apare in toate
domeniile in care se poate studia o marime ce are o vitezd de variatie cu lege postulata. Se utilizeaza
simulari de algoritmi de aproximare pe calculator, modelare vizuald 3D, 4D pe calculator, cu impact
in creativitate, completate de corectitudinea si exactitatea oferite de demonstratiile matematice.

z(t) =z (a)+

Definitia 2. a) O ecuatie diferentiala ordinara de ordinul intdi este o relatie de dependentd
functionala de forma

F(t,z(t),2' (t))=0,tel
intre variabila independentd ¢, functia necunoscutd x si derivata ei 2/, unde F : Dp C R? — R este
o functie neconstanta in raport cu ultima variabila.

O ecuatie diferentiala ordinara de ordinul n € N,n > 2 este o relatie de dependentd functionald
de forma

Fta(t),s (t),...2™ () =0tel



Gabriela Grosu / EDCO 4

intre variabila independentd ¢, functia necunoscutd x si derivatele ei 2/, . .., (" unde
F:Dp C R"2 — R este o functie neconstantd in raport cu ultima variabili.

b) In ipotezele teoremei functiilor definite implicit, se poate scrie forma normald a ecuatiilor
diferentiale ordinare anterioare, prin explicitare:

' (t) = f(t,z(t)),t €I, respectiv

e () = f (Lo (t),2 (t),...27D (1), tel
Definitia 3. a) Se numeste solutie a ecuatiei diferentiale de ordinul intai o functie z : I C R — R,
cu Int (I) # 0, cu proprietatile:

ox € Ct(I;R);

o,z verificd F (t,z (t),2' (t)) = 0,Vt € R.

Se numeste solutie a ecuatiei diferentiale de ordinul n € N;n > 2 o functie x : 1 C R — R, cu
Int (I) # 0 cu proprietatile:

oz € C" ([;R);

oz, 2, ...,z verificd F (¢, (t),2' (¢), (™ (t)) =0,vt el

b) Graficele functiilor solutie se numesc curbe integrale.

Exemplul 1. Se arata ca, pentru fiecare ¢ € R, functia
x:R— R,z (t) =ct+ V1+ c? este solutie a ecuatiei diferentiale ordinare

() (t) — ta' (t) = /14 (' (£)*,t € R.
Rezolvare. Existd o infinitate de functii care sunt solutii pentru ecuatia (x), pentru fiecare ¢ € R
cate o functie, deoarece:
epentru fiecare ¢ € R, x este functie derivabila, cu
'R — R, 2/ (t) = ¢ si cu derivata 2’ continud;
epentru fiecare ¢ € R, functia = verificd identic (x), adicd
ct+V1+c2—tc=+1+c2VteR.
Se reprezintd grafic curbele integrale (graficele functiilor solutie) pentru

c:O,c:l,c:Q,c:3,c:—1,c:—2,c:—3,c:%,c:%:

Modele matematice descrise de ecuatii diferentiale

Procesele modelate de ecuatii diferentiale sunt procese continuu diferentiabile studiate in tehnica

(teoria circuitelor electrice, a oscilatiilor, a comenzii automate), fizicd, biologie, chimie, ecologie,
demografie etc. Inlocuirea modelului matematic discret, mai realist, s-a ficut din ratiuni pur
matematice.
a) Dezintegrarea unei substante radioactive. In 1902, Ernest Rutherford Lord of Nelson
(1871 —1937) si Sir Frederick Soddy (1877 —1956) au formulat legea dezintegrarii atomilor radioac-
tivi: "Viteza instantanee de dezintegrare a unui element radioactiv este proportionald cu numéarul
de atomi radioactivi existenti la momentul considerat si nu depinde de alti factori externi."
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Atunci, notand cu z (t) numarul de atomi radioactivi existenti la momentul ¢ € [0,+o0] si
presupunand c# functia z este din C! ([0, +-00[), conform acestei legi se obtine:

o' (t) = —a-a(t),Vt >0,
unde a este o constantd specifici elementului respectiv, numita constantd de dezintegrare, care
poate fi determinatd experimental. Aceasta este o ecuatie ordinard (functia necunoscuta depinde
de o singurd variabild) de ordinul 1 (apare doar prima derivatd a functiei necunoscute).

Pentru determinarea solutiei, alta decat cea nuld (singularad), formal,

' (t)

z (t)

z(t)=k-e® t>0,unde k = e =z (0) > 0.

Aceastd lege sti la baza metodei datérii cu carbon. Conform cercetdtorilor Hubbard gi West,
in toate organismele vii, in afard de izotopul stabil de carbon 12, Cis, apare si o cantitate mica
de carbon radioactiv C4, provenind din radiatiile cosmice. Datoritd unor procese care au loc in
organismele vii, raportul dintre numé&rul de atomi C14 si cel de atomi Cyo este constant. Atunci
cand un organism moare, procesele respective inceteaza gi carbonul Chy incepe sd se dezintegreze
cu viteza constantd, conform Rutherford. Viteza (rata) de dezintegrare, determinaté experimental,
este de 1 : 8000. Astfel, daca se cunoagte rata Ci4/Ci2 dupa ¢ ani de la moarte, atunci functia
t — x (t) verifica

x (t) = — ! x

8000
iar k = z(0) not- T este rata constanta dintre Ci4 si Ch2 la momentul mortii, adicd aceeasi cu cea
din timpul vietii.

Atunci, daca se gtie z (t), raportul dintre Cy4 si C12 la momentul 7', se obtine

o

T = 80001n m
reprezintd numérul de ani care au trecut de la moartea acelui organism. De mentionat c& x (t) se
misoars, experimental, la momentul T, iar 79 ~ 1.35 - 10~'2, adic in organismele vii existd aprox.
135 atomi de carbon radioactiv Cy4 la fiecare 1019 atomi de carbon Cjs. Metoda este destul de
precisa pentru intervale de timp pana la 10000 de ani.

=—a<(nz(t) =-aehe(t)=—at+cex(t)=e s

(t) = @ (t) = k - e~ so00",

b) Ecuatiile migcarii. Ecuatiile migcarii a n particule in spatiul euclidian tridimensional sunt
descrise de Legea a doua a lui Newton,

- —

F=m-a.
Atunci
Fy (2 (1) = my -2/ ()£ > 0,
unde x; (t) reprezinta coordonatele particulei cu numarul i, de masa m;, la momentul ¢ > 0, iar F;
este forta care actioneazi asupra particulei cu numsrul 4. In functie de tipul de forte care intervin
(tare, slabd, gravitationald, electromagnetici), se obtin diferite ecuatii ale miscarii. In cazul fortei
gravitationale, respectiv electromagnetica, se obtin forme _s)imple in cazul in care viteza de miscare

este mult mai mica decéat viteza luminii. In aceste cazuri, F; sunt gradientii potentialului newtonian
si coulombian
N T —
_ J i
Folas) = S —S =2 (hmom; — eiey),
i ||xj - $1”
unde k este constanta de atractie universala, iar e; este sarcina particulei <.
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In particular:
b1) Oscilatorul armonic. Fie o particuld de masa m care se misca in linie dreaptd sub actiunea
fortei elastice. Se noteaza cu x (t) abscisa particulei la momentul ¢ > 0. Deoarece forta este elastici,
F(z(t)=-k-z(t),Vt >0,
unde k£ > 0 este constanta de elasticitate. Din legea a doua a lui Newton,
F(x(t)=m-a(t)=m-2"(t),vt >0,
si rezulta
2 () + () = 0,vt > 0,
" k

sau, echivalent, notand w? = —,
m

2" (t) + w?z (t) = 0,Vt > 0,
numita ecuatia oscilatorulut armonic.
Pentru determinarea solutiei, inmultind relatia cu 2’ (¢), se obtine, formal,

(@ @) + 2 (@2 (1) =0 (@ () + w202 () =" 32 > 0 &
o (1)

< (t) = tw g—z—xQ@iizwé
P2 42
w2
. w-x(t) w-z(t)
< arcsin = wt + ¢ sau arccos ——— = wt + Y1 &

p
& x(t) = E (sin(wt + ¢g) + cos(wt + 1)) <
< x(t) = ¢y sinwt + co coswt, Vt > 0
unde ¢; sunt constante care se obtin prin aplicarea anterior a unor formule trigonometrice.
by) Pendulul matematic. Se considerd un pendul de lungime [ si se noteaza cu s (¢) lungimea arcului
descris de extremitatea libera a pendulului. Atunci,
s(t)y=1-z(t),

unde z (t) este masura in radiani a unghiului ficut de pendul la momentul ¢ si axa verticala.

x(1)

Ix(1)

F=mg

Forta care actioneaza asupra pendulului este cea gravitationald, care poate fi descompusa pe
doud directii, una de-a lungul pendulului si cealaltd tangenta la arcul de cerc. Componenta care
actiuoneazid de-a lungul firului este anulatd de rezistenta firului, astfel incat singura components
activa este cea tangentiald, adica —mgsinx (t). Deoarece x se supune legii a doua a lui Newton,
atunci

miz” (t) = —mgsinz (t) (2" (t) + %sinx (t) =0,

care este o ecuatie neliniard, numitd ecuatia pendulului matematic sau ecuatio pendulului gravi-
tational.
Dac4 se studiaza doar oscilatii mici, atunci sinx (t) ~ z (¢) si ecuatia devine
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2 (t) + %’x (t) =0,

care, conform celor anterioare, admite solutii de forma

() = cxsin (\[§1) cxcos (([41).

Comentariu. Mai mult, in general, ecuatia

2" (t) + w?x (t) = 0,Vt € R,
modeleazi oscilatiile unui resort (w? = %), oscilatiile mici ale unui pendul matematic (w? = %),
oscilatiile armonice ale unui circuit electric (w? = %) Pentru solutiile

x (t) = c1 cos (wt) + cosin (wt) , Vt € R, Veq, o € R.
se pot gisi constantele A = \/c3 + ¢35 si ¢ din tgp = 2—; astfel incat

1 cos (wt) + cosin (wt) = Asin (wt + @), Vt € R.

Se numeste oscilatie armonica orice migcare descrisd de un parametru de stare de forma "legii
sinusului”

f:R—=R, f(t) = Asin (wt + ¢), unde A, w, ¢ sunt constante reale date.

Se poate presupune ca w > 0, deoarece

sin (wt 4+ ) = —sin (—wt — ).

< o oo . T

Numarul A = mf:ﬁéd f(t)| se numeste amplitudinea oscilatiei, iar numarul T = — se numeste
te w

perioada oscilatier (in s). Numdarul w = 2% se numeste frecventa ciclica, pulsatia oscilatier (in

rad/s), iar numarul ¢ frecventa initiala a oscilatiei (in rad).

Amplitudinile oscilatiilor armonice au importanta data de faptul ci energia oscilatiei depinde
de patratul amplitudinii, iar fazele pentru a observa defazajul dintre diferite oscilatii.

De exemplu, f: R — R, f(t) = 1sin(1¢+0), f (t) = 2sin (1t +0), f (¢t) = 3sin (1t 4+ 0) .

De exemplu, f: R —= R, f(t) =1sin(1¢+0), f (¢t) = 1sin (2t +0), f (¢) = 1sin (3t +0).

De exemplu, f: R — R, f(t) =1sin(1t+0),f(¢t) =1sin (1t + %), f(¢) = 1sin (1t — ).
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S AR AN GAA NGNS

A se vedea Fourier Transform, Fourier Series, and frequency spectrum, de profesor
Eugene Khutoryansky: https://www.youtube.com/watch?v=r18Gi8ISkfM

¢) Modele demografice.
c1) Modelul Malthus. A fost propus in 1798 de Thomas Robert Malthus (1766 — 1834) si a fost
primul astfel de model. Legea lui Malthus afirmi cd "Viteza instantanee de crestere a numéarului de
indivizi este proportionala cu numarul de indivizi dintr-o anumita populatie, iar viteza instantanee
de cregtere a resurselor este constanta in timp". Notand cu z (¢) numérul de indivizi dintr-o anumita
populatie la momentul ¢ i cu y (t) resursele necesare supravietuirii la momentul ¢, se obtine, conform
legii lui Malthus,

' (t)=cz(t),t >0,
{ y' (t) =kt =0,
unde c¢ si k sunt constante strict pozitive. Atunci:

z (t) = xoe t > 0,

{ y (t) = yo+ kt,t >0,

unde xg si Yo reprezintd populatia gi resursele la momentul ¢ = 0. Acest model nu functioneaza
pe perioade lungi de timp, din cauza caracterului limitat al resurselor. De aceea au fost propuse
modele mai rafinate, care sa descrie mai bine evolutia unei populatii in timp.
c2) O observatie este aceea cd, la un moment dat, populatia nu poate depasi o anumita valoare
criticd, datd de resursele de la acel moment. Astfel, dacd se noteaza cu h > 0 cantitatea de resurse
care este necesara unui individ pentru a raméne in viata dupa momentul ¢ > 0, se poate presupune
cd x si y verifica:

t
2 (t) = cz (¢) (zlz(l) —x(t)) >0,
y' (t) =k, t >0,
model care exprima o legdatura mai fireasca intre evolutia resurselor gi cregterea sau descresterea
populatiei.

Acest model a fost propus de Verhulst in 1835, iar datele obtinute cu acest model au fost comparate
cu datele demografice din Belgia si Franta la momentul respectiv, rezultand o potrivire foarte buna
pe perioade de 10 ani.

Considerand k = 0, indicand faptul c& resursele sunt constante, se obtine y (t) = b - h, unde b
este numdarul maxim de indivizi care poate fi suportat de resurse. Mai mult, din prima ecuatie se
obtine o ecuatie ordinara de ordinul 1, a carei solutie, alta decit cea singulard nula, se determina,
formal:

/ =cx - A:c 1 x,(t) l"(t) =cC
v () =ex)b-zt) & T m T m) ﬂ(w(tﬁb—w(t)) -
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z (t) z (t)
Smrt)—-nb-2@) =b-celn—"—=bt+ke —"—=p s
(tnz (1) — o (b = (1)) o Stk e s =
b /wat
1+ Iuebct’
unde z = €¥. La aceasti solutie se adaugd solutia singulars « (£) = b, eliminat# in timpul procesului
formal de integrare. Atunci, solutia = este determinatd pana la aflarea constantei u, care poate fi

fixatd impunand o conditie, numitd conditie initiala:

S a(t) =

by
z(0) =g = ——— = xo,
(0) 0 1+p 0

unde zg este numaérul initial de indivizi, care se presupune cunoscut. Se obtine
br 0 6bct
Z (t> - b )
b+ xg (ebt — 1)
Ambele modele pot fi puse sub forma
@ () =d(t,7))
unde d (¢, z) reprezintd diferenta dintre natalitate si mortalitatea in populatia x, la momentul .

vt > 0.

d) Modelul prada-rapitor (Lotka-Volterra). A se vedea in Bibliografie [Vrabie].

In 1910, Alfred James Lotka (1880 — 1949) a propus modelul in studiul reactiilor chimice au-
tocatalitice, iar in 1920, independent, Vito Volterra (1860 — 1940) l-a folosit in analiza statisticd
a tipurilor de pesti din Marea Adriatica, apoi a descris dinamica sistemelor biologice in care doar
doud specii interactioneaza, pradatorul si prada. Fie x (t) numarul de indivizi din populatia prada
la momentul ¢ gi y (¢) numarul pradatorilor. Se presupune ca se verifica legile:

-"In absenta priditorilor, populatia pradi creste cu rata 2’/ (t) = ax (t),unde a > 0 este o
constanta."

-"In absenta pradei, populatia priadatorilor scade cu rata 3y’ (t) = —by (¢),unde b > 0 este o
constanta."

-"Céand ambele populatii sunt prezente, consumul pradei de catre pradatori duce la o scadere in
x proportionald cu zy (adicd —pzy,p > 0 este o constantd) si o crestere in y proportionald cu xy
(adica gxy, q > 0 este o constanta). Motivul de proportionalitate cu zy este ci, daca oricare dintre
populatii se dubleaza, frecventa intalnirii dintre populatii se dubleaza; iar dacd ambele populatii se
dubleaza, numarul intalnirilor creste de patru ori".

Se obtine sistemul:
{ﬂ?’(t)zafc(t) pz(t)y
y' (t) = —by (t) + qz (¢)

(t)
y(t).

e) Un model de raspandire a epidemiilor.

e1) In 1976, Ana Lajmanovich si James Yorke au propus un model de rispandire a bolilor care nu
oferd, imunitate, adicd un individ se poate reimbolnavi dupé ce a fost vindecat. Se noteazd cu p
populatia, consideratd constanta. Se noteaza cu z (£) numarul de indivizi infectati la momentul ¢.
Atunci p—z (t) > 0,V¢. Numarul p — z (¢) reprezinta numarul indivizilor susceptibili a fi infectati la
momentul ¢. Legea propusi afirma ca "viteza/ rata de modificare a numarului de persoane infectate
este proportionalda cu numéarul tuturor contactelor posibile dintre indivizii sin&tosi si cei infectati".
Se obtine ecuatia ordinara neliniara

@ () = ax () (p— = (1)),
unde a > 0 este o constanta. Ca la c), se obtine

pueapt

1+ peart’

z(t) =
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unde, aici, u se poate determina pe baza numarului de indivizi infectati la momentul initial. Notand
z(0) = xo,
(1) = proe™”
P+ xo (e“pt — 1)
La aceasta solutie se adauga solutia singulara z (¢) = p, eliminatd in procesul formal de integrare.
Se observa cd, pentru orice xg > 0, tliglo x (t) = p,adicd in absenta unei interventii externe, intreaga

populatie se va infecta (oricat de putini ar fi infectati la inceput). Evolutia este reprezentata grafic
mai jos.

7

e2) Au fost propuse si modele mai rafinate. De exemplu, se presupune cd populatia este impartitd
in n clase disjuncte, fiecare avind un numar constant de membri. Se noteaza cu p; numarul de
indivizi din clasa i gi cu z; (t) numarul de indivizi bolnavi din clasa i, la momentul ¢ > 0, pentru
fiecare i = 1,n. Atunci, numarul indivizilor care se pot infecta la momentul ¢ este p; — x; (t). Se
noteazi cu R; rata de infectare si cu C; rata de recuperare a indivizilor din clasa i = 1,n. Se
presupune ca R; sunt functii care depind de x = (z1,...,2,) € R™, in timp ce rata de recuperare
este specifica fiecdrei clase in parte si nu depinde decat de x;. Se presupune cé
gf; (1, ey ) >0,

ceea ce inseamnd cd, in absenta oricdror factori externi, numérul celor infectati din fiecare clasa
creste. Toate aceste considerente conduc la urmatorul sistem de ecuatii diferentiale:

x’l = R1 (:171, ,(En) — Cl (:L’l)

xl, = Ry (21, ..., xn) — Cy ()
Modelul propus de Ana Lajmanovich si James Yorke are forma simplificata

n
[ § s . . .
xi - aqu:j (pz - 1’1) - kzaju
=0

unde a;; > 0 si k; > 0 sunt rata de infectare la contactul dintre clasele 4 si j, respectiv rata de
vindecare a indivizilor din clasa .

f) Un model de circuit electric. Se considera circuitul urmator, format dintr-un rezistor R, o
bobind L si un condensator C in care curentul circuld dupa sdgetile indicate.

L

Notand cu iR, i1, tc intensitatile curentului pe portiunile de circuit care contin rezistenta R,
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inductorul(bobina) L, respectiv condensatorul C si cu ug, ur, uc, tensiunile corespunzitoare, se
obtin relatiile:
Legea I a lui Kirchoff: iR =1 = —icC
Legea lui Ohm(generalizatd): ur = f (ir)
Legea a I1-a a lui Kirchoff: urp +ur, —uc = 0.
Conform legilor lui Faraday,

Atunci uo gi if, verifica sistemul de ecuatii
{ L' (t) =y (t) — f (z(t))
Cy' (t) = —x () ’
unde s-a renotat x = iy, respectiv y = uc.
Derivand prima ecuatie, rezulta
La" (t) = —~&a (t) = /(@ () - @' (t) & CLa" + Cf'(x)a’ + 3 = 0.
Pentru L = C = 1, aceastd ecuatie se numeste ecuatia Liénard si, in particular, pentru
f(x) = 23 — z, se obtine ecuatia Van der Pol:
2"+ (322 -~ 1)’ + 2 =0.

1. ECUATII DIFERENTIALE REZOLVABILE PRIN CUADRATURI
1.1. Exemple

Vor fi prezentate mai multe tipuri de ecuatii diferentiale ale céror solutii pot fi determinate prin
operatii de integrare (intuite sau cu algoritm prestbilit) a unor functii cunoscute, numite ecuatii
rezolvabile prin cuadraturi. Prin cuadraturd se intelege metoda care consta in reducerea rezolvarii
unei probleme de analizd matematicd la calculul unei integrale definite sau nedefinite. Denumirea
provine de la procedeul de calcul al ariei unei figuri plane numit cuadrare, utilizat in antichitate,
constand in construirea cu rigla si compasul a unui patrat avand aceeasi arie cu aria cautata.

Exemplul 2. Se rezolva ecuatia diferentiala

(x) 2’ (t) =220 ¢t e R.
Rezolvare. Pentru t¢ variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, R, se cauta
x = z (t) functie necunozsoc;llta, solutie a ecuatiei (x). Prin integrare, se obtin toate functiile solutie

z:R—->Rz(t) = 2091 + ¢,t € R variabila, ¢ € R constanta de indexare a multimii functiilor
solutie.

Se reprezintd grafic curbele integrale (graficele functiilor solutie) pentru

c:O,c:l,c:Q,c:3,c:—1,c:—2,c:—3,c:%,c:_—l:>
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Exemplul 3. Se da ecuatia diferentiala
(%)’ (t) =z (t),t € R.
a) Se determind solutiile ecuatiei;
b) Se reprezinta grafic solutiile;
¢) Se adaugd o conditie care si asigure existenta,/ unicitatea solutiei.
Rezolvare: a) Pentru ¢ variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, I,, se cautd
x = z (t) functie necunoscuta, solutie a ecuatiei ().
Incercarea 1. Din intrebarea ce functii sunt egale cu derivata lor, se intuieste c& sunt solutii:
r:R—-Rz(t)=¢€
z:R—=Rz(t)=0
z:R — R,z (t) = 2000€.
Prin intuire nu se descopera toate solutiile.
Incercarea 2. Se integreaz# in raport cu t ecuatia (%) =

/x’(t)dt:/:v(t),teR, adica

xz(t) = [z(t),t € R-o ecuatie integrald (ce are functia necunoscutd sub operatorul de inte-

grare), deci nu s-a rezolvat ecuatia diferentiala.
Incercarea 3. -rezolvare
eSe observa ca
x: R — R,z (t) = 0, este solutie singulard pentru ecuatia ().
eSe cautd gi alte solutii decat cea singulara.

(x) = Z/((f)) =1LVtel, al x(t)#0| [(:)dt =

"(t

:/x((t))dt:/dt,weﬂz al z(t) £0=
x

=Injz(t)=t+c,Vt€l al z(t) #0sicp € R

Din surjectivitatea functiei In, pentru ¢; € R, existd ky > 0 a.l. ¢; =Ilnk; =

In|z(t)| =Ine! +Ink;,Vt €I, ai. z(t) #0si ky > 0=

|z (t)] = kl-\ef_/,Vt €l ai z(t)#0sik >0=

>0

z(t) =co-e,Vt €l ad x(t) #0 ad co € R*.

La acest exercitiu, I, C {t € I = R;z (t) # 0} = R, Vz, adica Vea.

Solutia generald a ecuatiei (x) este data, sub forma explicitd, pentru fiecare co € R*, de

T:R—>Rz(t)=cy-e,Vt €R.
eToate solutiile ecuatiei () sunt date sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R, de

(xx)z:R—>R z(t)=c-e,Vt € R.
Familia de solutii corespunzatoare unei ecuatii diferentiale de ordinul unu depinde de o constanta.
De mentionat ca, in seminarii, se foloseste
Ine* =u,Vu € R
eV =y Yo e R%.
b) Fie sistemul cartezian de coordonate tOz. Solutia singulara are drept reprezentare grafica curba
integrala singulara data de axa Ot. Pentru fiecare ¢ € R*, se reprezinta grafic si celelalte curbele

integrale date de (xx). Pentru c =0,c=1,c=2,c=3,c=—1,c=—-2,c = —-3,c = %,c: _71 :
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c) A adduga o conditie care sd asigure existenta/ unicitatea solutiei revine la a adduga o conditie
care si asigure alegerea unei curbe integrale unice in plan (care si fie reprezentare pentru solutia
ecuatiei), si reciproc.

oA alege din familia de curbe integrale din plan o curba care trece prin M (to,zp) din plan (daca

existd, dacd este unicd) revine la a impune asupra ecuatiei conditia initiald ’CI cx (to) = xo ‘ Si

reciproc.
De exemplu, se impune asupra ecuatiei (%) conditia CI : z (0) = 0. Se determina acea solutie
particulard din () ce verifici z (0) = 0. Din ce® = 0 = ¢ = 0. Solutia singulara
2:R > R,z(t) =0,
este unica ce verifica = (0) = 0.
Se impune CI : z (0) = 1. Se determina acea solutie particulard din («*) ce verificd x (0) = 1.
Din ce® = 1 = ¢ = 1. Solutia particulara
r:R->Raz(t)=1 ¢
este unica ce verificd = (0) = 1.
oA alege din familia de curbe integrale din plan o curba care are o anumité asimptotd orizontald
sau verticald (dacd existd, dacd este unicd) revine la a impune asupra ecuatiei o conditie la limita,

de exemplu |CL : 1tlier x (t) = o | Si reciproc.
——+00

De exemplu, se impune asupra ecuatiei (%) conditia CL : . lim 2 (t) = 0. Se observa ci toate
——00

solutiile ecuatiei, si cea singulara si celelalte verificd C'L (toate curbele integrale admit asimptota
orizontald x = 0). Dar nu se obtine prin aceastd impunere o solutie unica.

Se impune asupra ecuatiei (x) conditia CL : tLieroox (t) = 1. Se observd ca nici una dintre
solutiile ecuatiei ecuatiei nu verifica C'L.
oA alege din familia de curbe integrale din plan o curba care are in punctul M (tg, z (to)) din plan
o tangentd cu o anumitd pantd m (daca existd, dacd este unicdl) revine la a impune asupra ecuatiei

o conditie de tipul ’CT 2’ (tg) = m. ‘ Si reciproc.

De exemplu, se impune asupra ecuatiei (*) conditia 2/ (0) = 1. Se determind acea solutie
particulard din (x*) ce verificd 2/ (0) = 1. Cum z'(t) = c-ef, din e = 1 = ¢ = 1. Solutia
particulara

r:R—-Rz(t)=¢
este unica ce verificd 2/ (0) = 1. Curba integrald corespunzitoare are tangenta m = 1 in punctul
de abscisa tg = 0.

Tipurile de conditii de impus pot continua.
Comentariu. A se vedea "Exponential Growth and its Philosophical Implications" si "Exponential
Decay" de Eugene Khutoryansky:

https://www.youtube.com/watch?v=VqclMlagKgA

https://www.youtube.com/watch?v=e73wGT _R&fM
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Observatia 2. Domeniul de definitie a unei solutii, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare c se
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie i 0o anumita lege de asociere). Chiar daci in
cele ce urmeaza se precizeaza doar conditiile pentru domeniu, se subintelege ca I, este un interval
cu interior nevid inclus in domeniu. La Exercitiul 3, toate solutiile date de (xx*) au acelagi domeniu,
I, =R.

Conventie. a) Pentru x : I — R derivabild pe I se reaminteste notatia

f(t):%(t),\ﬁeﬂ.

Avand in vedere relatia ce da diferentiala pentru functia x,

da (1) = ' (t) dt, Vi €T,
se face conventia ca, acolo unde este util in calcul, sd se foloseasca
dx dx (t)
E(t) = ,Vt el
b) In ecuatiile diferentiale pentru care solutia se caut# sub forma x (t), sau t (), sau o relatie de
dependenta algebrico-functionald intre ¢ si = (farad operatorii de derivare sau integrare), in expresia
ecuatiei poate aparea

x in loc de z (1),

dz in loc de dx (t)

sau ' (t).

OExemplul 4. S§ se reprezinte grafic solutiile (curbele integrale) ecuatiei diferentiale ordinare

de x4+t dr |zt de x—t
B telb) — ="2 telec) — = tel
A G T P Tt e et e
Rezolvare. A se vedea Seminar.
X X X



