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CURS NR. 10
EDCO, AIA


5: INTEGRALA IMPROPRIE f : I � R! R
-se va studia la Statistic¼a şi Prelucrarea Datelor

5:1: De�ni̧tii. Exemple. Propriet¼a̧ti

De�ni̧tia 5:1:1: Fie I un interval necompact din R, adic¼a

I =

8<:
]a; b] ; dac¼a �1 � a < b < +1
[a; b[ ; dac¼a �1 < a < b � +1
]a; b[ ; dac¼a �1 � a < b � +1

O funçtie f : I ! R se numeşte local integrabil¼a pe I dac¼a 8 [c; d] � I un interval compact în R
rezult¼a c¼a f 2 R ([c; d]). Not¼am cu Rloc (I) muļtimea funçtiilor local integrabile pe I:
Observa̧tia 5:1:1: Fie I un interval necompact din R.
a) Dac¼a f : I! R este m¼arginit¼a pe I şi continu¼a a.p.t. pe I, atunci f 2 Rloc (I) :
b) Dac¼a f : I ! R este continu¼a peste tot pe I, atunci f 2 Rloc (I) : De precizat c¼a şi funçtiile
nem¼arginite pe I necompact, care sunt continue peste tot pe I, au proprietatea c¼a f 2 Rloc (I).
De�ni̧tia 5:1:2: a) Fie f : [a;+1[! R;�1 < a; f 2 Rloc ([a;+1[) şi funçtia (corect de�nit¼a)

F : [a;+1[! R; F (�) =
R �
a f (x) dx:

Se numeşte integral¼a improprie de la a la +1 din funcţia f perechea (f; F ), notat¼a

(f; F )
not.
=
R +1
a f (x) dx

not.
=
R
[a;+1[ f (x) dx:

Se numeşte valoarea integralei improprii de la a la +1 din funcţia f limita lim
�!+1

�R �
a f (x) dx

�
;

dac¼a aceasta exist¼a.
În exerci̧tii, se face convenţia s¼a se foloseasc¼a denumirea şi notaţia clasic¼aR +1
a f (x) dx

d. 9
= lim

�!+1

�R �
a f (x) dx

�
:

Integrala
R +1
a f (x) dx este convergent¼a (C) dac¼a limita anterioar¼a exist¼a şi este �nit¼a şi divergent¼a

(D) dac¼a nu exist¼a limita anterioar¼a sau exist¼a şi este �1 sau +1:
Punctul b = +1 se numeşte punct singular pentru integrala improprie

R +1
a f (x) dx:

b) Fie f : ]�1; b]! R; b < +1; f 2 Rloc (]�1; b]) şi funçtia (corect de�nit¼a)
F : ]�1; b]! R; F (�) =

R b
� f (x) dx:

Se numeşte integral¼a improprie de la �1 la b din funcţia f perechea (f; F ), notat¼a

(f; F )
not.
=
R b
�1 f (x) dx

not.
=
R
]�1;b] f (x) dx:

Se numeşte valoarea integralei improprii de la �1 la b din funcţia f limita lim
�!�1

�R b
� f (x) dx

�
;

dac¼a aceasta exist¼a.
În exerci̧tii, se face convenţia s¼a se foloseasc¼a denumirea şi notaţia clasic¼aR b
�1 f (x) dx

d. 9
= lim

�!�1

�R b
� f (x) dx

�
:

Integrala
R b
�1 f (x) dx este convergent¼a(C) dac¼a limita anterioar¼a exist¼a şi este �nit¼a şi divergent¼a

(D) dac¼a nu exist¼a limita anterioar¼a sau exist¼a şi este �1 sau +1:
Punctul a = �1 se numeşte punct singular pentru integrala improprie

R b
�1 f (x) dx:

c) Fie f : ]�1;+1[! R; f 2 Rloc (]�1;+1[).
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Se numeşte valoarea integralei improprii de la �1 la +1 din funcţia f , notat¼a
R +1
�1 f (x) dx

not.
=R

R f (x) dx; suma limitelor
lim

�!�1

�R c
� f (x) dx

�
+ lim
�!+1

�R �
c f (x) dx

�
;

dac¼a acestea exist¼a şi dac¼a are sens suma, unde c este arbitrar ales c 2 ]�1;+1[ :
În exerci̧tii, se face convenţia s¼a se foloseasc¼a denumirea şi notaţia clasic¼aR +1
�1 f (x) dx

d. 9
= lim

�!�1

�R c
� f (x) dx

�
+ lim
�!+1

�R �
c f (x) dx

�
:

Integrala
R +1
�1 f (x) dx este convergent¼a (C) dac¼a valoarea exist¼a şi este �nit¼a, şi c¼a este divergent¼a

(D) dac¼a nu exist¼a m¼acar una din limitele anterioare, sau dac¼a exist¼a amândou¼a şi suma lor este
�1 sau +1:
Punctele a = �1 şi b = +1 se numesc puncte singulare pentru integrala improprie

R +1
�1 f (x) dx:

Noţiunea de valoare principal¼a în sens Cauchy pentru integrala improprie anterioar¼a nu se va
studia studia aici.
d) Integralele improprii anterioare se numesc integrale improprii de speţa întâi sau integrale im-
proprii pe interval nem¼arginit.
Observa̧tia 5:1:2: a) Fie f : [a;+1[ ! R;�1 < a; f 2 Rloc ([a;+1[). Dac¼a F este o primitiv¼a
a lui f atunciR +1

a f (x) dx
dac¼a 9
=

�
lim

x!+1
F (x)

�
� F (a) not.= F (x)jx!+1x=a :

b) Fie f : ]�1; b]! R; b < +1; f 2 Rloc (]�1; b]). Dac¼a F este o primitiv¼a a lui f atunciR b
�1 f (x) dx

dac¼a 9
= F (b)�

�
lim

x!�1
F (x)

�
not.
= F (x)jx=bx!�1 :

De�ni̧tia 3: a) Fie f : [a; b[! R;�1 < a < b < +1; f 2 Rloc ([a; b[), cu lim
x!b;x<b

f (x) = +1 (sau

= �1): Fie funçtia (corect de�nit¼a)
F : [a; b[! R, F (�) =

R �
a f (x) dx:

Se numeşte integral¼a improprie de la a la b din funcţia f nem¼arginit¼a în b perechea (f; F ), notat¼a

(f; F )
not.
=
R b
a f (x) dx

not.
=
R
[a;b[ f (x) dx

not.
=
R b�0
a f (x) dx:

Se numeşte valoarea integralei improprii de la a la b din funcţia f nem¼arginit¼a în b limita lim
�!b;�<b

�R �
a f (x) dx

�
;

dac¼a aceasta exist¼a.
În exerci̧tii, se face convenţia s¼a se foloseasc¼a denumirea şi notaţia clasic¼aR b�0
a f (x) dx

d. 9
= lim

�!b;�<b

�R �
a f (x) dx

�
:

Integrala
R b�0
a f (x) dx este convergent¼a (C) dac¼a limita anterioar¼a exist¼a şi este �nit¼a şi divergent¼a

(D) dac¼a nu exist¼a limita anterioar¼a sau exist¼a şi este �1 sau +1:
Punctul b se numeşte punct singular pentru integrala improprie

R b�0
a f (x) dx:

b) Fie f : ]a; b] ! R;�1 < a < b < +1; f 2 Rloc (]a; b]), cu lim
x!a;x>a

f (x) = +1 (sau = �1):
Fie funçtia (corect de�nit¼a)

F : ]a; b]! R, F (�) =
R b
� f (x) dx:

Se numeşte integral¼a improprie de la a la b din funcţia f nem¼arginit¼a în a perechea (f; F ), notat¼a

(f; F )
not.
=
R b
a f (x) dx

not.
=
R
]a;b] f (x) dx

not.
=
R b
a+0 f (x) dx:

Se numeşte valoarea integralei improprii de la a la b din funcţia f nem¼arginit¼a în a limita lim
�!a;�>a

�R b
� f (x) dx

�
;
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dac¼a aceasta exist¼a.
În exerci̧tii, se face convenţia s¼a se foloseasc¼a denumirea şi notaţia clasic¼aR b
a+0 f (x) dx

d. 9
= lim

�!a;�>a

�R b
� f (x) dx

�
:

Integrala
R b
�1 f (x) dx este convergent¼a (C) dac¼a limita anterioar¼a exist¼a şi este �nit¼a şi divergent¼a

(D) dac¼a nu exist¼a limita anterioar¼a sau exist¼a şi este �1 sau +1:
Punctul a se numeşte punct singular pentru integrala improprie

R b
a+0 f (x) dx:

c) Fie f : ]a; b[! R;�1 < a < b < +1; f 2 Rloc (]a; b[) ; cu
lim

x!a;x>a
f (x) = +1 (sau = �1) şi lim

x!b;x<b
f (x) = +1 (sau = �1).

Se numeşte valoarea integralei improprii de la a la b din funcţia f , notat¼a
R b�0
a+0 f (x) dx

not.
=R

]a;b[ f (x) dx; suma limitelor

lim
�!a;�>a

�R c
� f (x) dx

�
+ lim
�!b;�<b

�R �
c f (x) dx

�
;

dac¼a acestea exist¼a şi dac¼a are sens suma, unde c este arbitrar ales c 2 ]a; b[ :
În exerci̧tii, se face convenţia s¼a se foloseasc¼a denumirea şi notaţia clasic¼aR b�0
a+0 f (x) dx

d. 9
= lim

�!a;�>a

�R c
� f (x) dx

�
+ lim
�!b;�<b

�R �
c f (x) dx

�
:

Integrala
R +1
�1 f (x) dx este convergent¼a (C) dac¼a valoarea exist¼a şi este �nit¼a şi divergent¼a (D)

dac¼a nu exist¼a m¼acar una din limitele anterioare sau dac¼a exist¼a amândou¼a şi suma lor este �1
sau +1:
Punctele a şi b se numesc puncte singulare pentru integrala improprie

R b�0
a+0 f (x) dx:

d) Integralele improprii de la a la b din funçtia f nem¼arginit¼a în b, sau de la a la b din funçtia
f nem¼arginit¼a în a; sau de la a la b din funçtia f nem¼arginit¼a şi în a şi în b se numesc integrale
improprii de speţa a doua sau integrale improprii cu integrant nem¼arginit.
Observa̧tia 3: a) Fie f : [a; b[! R;�1 < a < b < +1; f 2 Rloc ([a; b[), cu

lim
x!b;x<b

f (x) = +1 (sau = �1):
Dac¼a F este o primitiv¼a a lui f atunciR b�0

a f (x) dx
dac¼a 9
=

�
lim

x!b;x<b
F (x)

�
� F (a) not.= F (x)jx!b;x<bx=a :

b) Fie f : ]a; b]! R;�1 < a < b < +1; f 2 Rloc (]a; b]), cu
lim

x!a;x>a
f (x) = +1 (sau = �1):

Dac¼a F este o primitiv¼a a lui f atunciR b
a+0 f (x) dx

dac¼a 9
= F (b)� lim

x!a;x>a
(F (x))

not.
= F (x)jx=bx!a;x>a :

Exemplul 5:1:1: S¼a se studieze natura şi valoarea integralelor de spȩta întâi, pe interval nem¼arginit:
a)
R +1
0 (xex) dx:

Rezolvare. etapa 1. f : [0;+1[! R; f (x) = xex:
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f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe [0;+1[) f 2 Rloc ([0;+1[)
b = +1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de spȩta 1; pe interval nem¼arginit.

etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei, aplicând De�ni̧tia.
pasul 1: Se determin¼a o primitiv¼a pe [0;+1[ pentru f:

F (x; c) =
R
(xex) dx = xex � ex + c;8x 2 [0;+1[ ;8c 2 R.

pasul 2-detaliat:
R +1
0 f (x) dx

dac¼a 9
= lim

�!+1

�R �
0 f (x) dx

�
:

Se calculeaz¼a, pentru � 2 [0;+1[ ;R �
0 (xe

x) dx = (xex � ex)jx=�x=0 =
�
�e� � e�

�
�
�
0� e0

�
:

Se determin¼a, dac¼a exist¼a,

lim
�!+1

�R �
0 (xe

x) dx
�
= lim
�!+1

�
�e� � e� + 1

�
= +1:

pasul 2-direct:
R +1
0 (xex) dx

dac¼a 9
= (xex � ex)jx!+1x=0 = lim

x!+1
(xex � ex) + 1 = +1:

Se deduce c¼a integrala improprie dat¼a este divergent¼a şi are valoarea +1, adic¼aR +1
0 (xex) dx = +1:

b)
R 0
�1 (xe

x) dx:
Rezolvare. etapa 1. f : ]�1; 0]! R; f (x) = xex:

f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe ]�1; 0]) f 2 Rloc (]�1; 0]) :
b = �1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de spȩta 1; pe interval nem¼arginit.

etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei aplicând De�ni̧tia.
pasul 1: Se determin¼a o primitiv¼a pe ]�1; 0] pentru f:

F (x; c) =
R
(xex) dx = xex � ex + c;8x 2 ]�1; 0] ;8c 2 R.

pasul 2-direct
R 0
�1 (xe

x) dx
dac¼a 9
= (xex � ex)jx=0x!�1 = �1� lim

x!�1
(xex � ex) = �1:

c)
R ��
�1 (cosx) dx:

Rezolvare. etapa 1. f : ]�1;��]! R; f (x) = cosx:
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f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe ]�1;��]) f 2 Rloc (]�1;��]) :
a = �1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de spȩta 1; pe interval nem¼arginit.

etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei, aplicând De�ni̧tia.
pasul 1: Se determin¼a o primitiv¼a pe ]�1;��] pentru f:

F (x; c) =
R
(cosx) dx = sinx+ c;8x 2 ]�1;��] ;8c 2 R.

pasul 2-direct:
R ��
�1 (cosx) dx

dac¼a 9
= (sinx)jx=��x!�1 = sin (��) + lim

x!�1
(sinx)�nu exist¼a

)
R ��
�1 (cosx) dx (D).

Exemplul 5:1:2: S¼a se studieze natura şi valoarea integralelor de spȩta a doua, cu integrant
nem¼arginit:

a)
R 2
1

1
3
p
x� 1

dx:

Rezolvare. etapa 1. f : ]1; 2]! R; f (x) =
1

3
p
x� 1

:

f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe ]1; 2]) f 2 Rloc (]1; 2]) :
a = 1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de spȩta 2; cu integrant nem¼arginit,

deoarece lim
x!1;x>1

f (x) = lim
x!1;x>1

1
3
p
x� 1

= +1:
etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei, aplicând De�ni̧tia.
pasul 1:Se determin¼a o primitiv¼a pe ]1; 2] pentru f:R 1

3
p
x� 1

dx =
R
(x� 1)�

1
3 (x� 1)0 dx = (x� 1)

2
3

2
3

+ c;8x 2 ]1; 2] ;8c 2 R.

pasul 2-direct:
R 2
1+0

1
3
p
x� 1

dx
dac¼a 9
=

(x� 1)
2
3

2
3

�����
x=2

x!1;x>1

= 3
2 (2� 1)

2
3 � lim

x!1;x>1

�
3
2 (x� 1)

2
3

�
= 3

2 :

Observa̧tia 5:1:4: Dac¼a pentru
R
[a;b[ f (x) dx, f nu este de�nit¼a în b, dar lim

x!b;x<b
f (x) exist¼a şi

este �nit¼a, atunci integrala scris¼a anterior poate � considerat¼a ca o integrala improprie convergent¼a
identi�cat¼a cu integrala Riemann a prelungirii funçtiei f prin continuitate la [a; b] : De exemplu, �eR
[�1;0[

arctg x

x
dx:

etapa 1. Integrantul f : [�1; 0[ ! R; f (x) =
arctg x

x
este nede�nit în b = 0: Totuşi b = 0 nu este
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punct singular pentru integral¼a, deoarece

lim
x!0;x<0

arctg x

x
= 1:

Integrala poate � identi�cat¼a cu integrala Riemann
R
[�1;0]

ef (x) dx, unde ef este prelungirea prin
continuitate a f pe [�1; 0] ; adic¼a

ef : [�1; 0]! R; f (x) =

( arctg x

x
; dac¼a x 2 [�1; 0[

1; dac¼a x = 0
:

etapa 2. Deoarece ef admite primitive, dar acestea nu pot �exprimate cu funçtii elementare, valoarea
acestei integrale se determin¼a cu metode numerice (calculator):

Teorema 5:1:1: Fie �1 < a < b < +1 �xate. Fie f : [a; b[ ! R; f 2 Rloc ([a; b[), cu
lim

x!b;x<b
f (x) = +1 (sau = �1): Dac¼a f este m¼arginit¼a pe [a; b[, atunci

R b�0
a f (x) dx este (C) :

Analog pentru
R b
a+0 f (x) dx.

Exemplul 5:1:3: Fie 0 < a < +1; 0 < b < +1 �xate. Fie � 2 R �xat.

a)
R +1
a

1

x�
dx este

(C) ; dac¼a � 2 ]1;+1[ ; şi
R +1
a

1

x�
dx =

a1��

1� �; dac¼a � > 1

(D) ; dac¼a � 2 ]�1; 1] ; şi
R +1
a

1

x�
dx = +1; dac¼a � � 1:

De exemplu,
R +1
1

1

x2
dx =

1

1� 2 (C) ;
R +1
1
2

1

x3
dx =

�
1
2

�1�3
1� 3 (C) ;

R +1
2

1

x
p
x
dx =

(2)1�
3
2

1� 3
2

(C) ;R +1
1

1

x
dx = +1 (D) ;

R +1
1
2

1p
x
dx = +1 (D) ;

R +1
2 x3dx = +1 (D) ;

b)
R b
a

1

(b� x)�dx este

(C) ; dac¼a � 2 ]�1; 1[ ; şi
R b�0
a

1

(b� x)�dx =
R
[a;b[

1

(b� x)�dx =
(b� a)1��

1� � ; dac¼a � < 1

(D) ; dac¼a � 2 [1;+1[ ; şi
R b�0
a

1

(b� x)�dx =
R
[a;b[

1

(b� x)�dx = +1; dac¼a � � 1:

De exemplu,
R 2
1

1p
2� x

dx =
1

1� 1
2

(C) ;
R 1
1
2

1
3
p
1� x

dx =

�
1� 1

2

�1� 1
3

1� 1
3

(C) ;R 3
1

1

x� 3dx = +1 (D) ;
R 1
1
2

1

(1� x)
p
1� x

dx = +1 (D) :
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c)
R b
a

1

(x� a)�dx este

(C) ; dac¼a � 2 ]�1; 1[ ; şi
R b
a+0

1

(x� a)�dx =
R
]a;b]

1

(x� a)�dx =
(b� a)1��

1� � ; dac¼a � < 1

(D) ; dac¼a � 2 [1;+1[ ; şi
R b
a+0

1

(x� a)�dx =
R
]a;b]

1

(x� a)�dx = +1; dac¼a � � 1:

De exemplu,
R 2
1

1p
x� 1

dx =
1

1� 1
2

(C) ;
R 1
1
2

1

3

q
x� 1

2

dx =

�
1� 1

2

�1� 1
3

1� 1
3

(C) ;

R 3
2

1

x� 2dx = +1 (D) ;
R 2
1

1

(x� 1)
p
x� 1

dx = +1 (D) :

Observa̧tia 5:1:5: Exist¼a integrale improprii cu dou¼a puncte singulare mixte, în care apar şi puncte
singulare pentru interval nem¼arginit şi puncte sigulare pentru integrant nem¼arginit. De exempluR +1

a+0 f (x) dx
dac¼a 9
= lim

�!a;�>a

�R c
� f (x) dx

�
+ lim
�!+1

�R �
c f (x) dx

�
Integrala

R +1
a+0 f (x) dx este convergent¼a (C) dac¼a valoarea exist¼a şi este �nit¼a şi este divergent¼a

(D) dac¼a nu exist¼a m¼acar una din limitele anterioare sau dac¼a exist¼a amândou¼a şi suma lor este
�1 sau +1:R b�0

�1 f (x) dx
dac¼a 9
= lim

�!�1

�R c
� f (x) dx

�
+ lim
�!b;�<b

�R �
c f (x) dx

�
Integrala

R b�0
�1 f (x) dx este convergent¼a (C) dac¼a valoarea exist¼a şi este �nit¼a şi este divergent¼a

(D) dac¼a nu exist¼a m¼acar una din limitele anterioare sau dac¼a exist¼a amândou¼a şi suma lor este
�1 sau +1:

Exist¼a integrale improprii cu mai mult de dou¼a puncte singulare, unele chiar şi în interiorul
intervalului de integrare.
Teorema 5:1:2:(de aditivitate a integralei improprii în raport cu funçtia integrant )
Fie

R
I f (x) dx;

R
I g (x) dx -integrale improprii ambele de spȩta întâi, sau a doua, sau mixte, cu

f; g 2 Rloc (I) :
Dac¼a

R
I f (x) dx (C) şi

R
I g (x) dx (C), atunci)

R
I (f + g) (x) dx (C) şiR

I (f + g) (x) dx =
R
I f (x) dx+

R
I g (x) dx.

Observa̧tia 5:1:6: În ipotezele Teoremei 2,R
I f (x) dx (C) şi

R
I g (x) dx (C))

R
I (f + g) (x) dx (C) ;R

I f (x) dx (D) şi
R
I g (x) dx (C))

R
I (f + g) (x) dx (D) ;R

I f (x) dx (C) şi
R
I g (x) dx (D))

R
I (f + g) (x) dx (D) ;R

I f (x) dx (D) şi
R
I g (x) dx (D))

R
I (f + g) (x) dx poate � sau (C) sau (D) :

Teorema 5:1:3:(de omogeneitate a integralei improprii în raport cu funçtia integrant )
Fie

R
I f (x) dx -integral¼a improprie de spȩta întâi, sau a doua, sau mixt¼a cu f 2 Rloc (I) : Fie � 2 R

�:
Atunci

R
I (�f) (x) dx şi

R
I f (x) dx au aceeaşi natur¼a (sunt ambele (C) sau (D) simultan) şi, în caz

de convergenţ¼aR
I (�f) (x) dx = �

R
I f (x) dx:

Teorema 5:1:4:(de aditivitate a integralei improprii în raport cu intervalul) Fie
R
]a;b[ f (x) dx

-integral¼a improprie de spȩta întâi, sau a doua, sau mixt¼a cu a şi b exact dou¼a puncte singulare, cu
f 2 Rloc (]a; b[).
a) Dac¼a

R
]a;b[ f (x) dx (C) ; atunci 8c 2 ]a; b[)

R
]a;c] f (x) dx (C) şi

R
[c;b[ f (x) dx (C) şiR

]a;c] f (x) dx+
R
[c;b[ f (x) dx =

R
]a;b[ f (x) dx.
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b) Dac¼a 9c 2 ]a; b[ a.î.
R
]a;c] f (x) dx (C) şi

R
[c;b[ f (x) dx (C) atunci )

R
]a;b[ f (x) dx (C) şiR

]a;b[ f (x) dx =
R
]a;c] f (x) dx+

R
[c;b[ f (x) dx.

Observa̧tia 5:1:7: În ipotezele Teoremei 4; pentru un c 2 ]a; b[ oarecare dat,R c
a f (x) dx (C) şi

R b
c f (x) dx (C))

R b
a f (x) dx (C) ;R c

a f (x) dx (D) şi
R b
c f (x) dx (C))

R b
a f (x) dx (D) ;R c

a f (x) dx (C) şi
R b
c f (x) dx (D))

R b
a f (x) dx (D) ;R c

a f (x) dx (D) şi
R b
c f (x) dx (D))

R b
a f (x) dx poate � sau (C) sau (D) :

Observa̧tia 5:1:8:
I: Fie

R
[a;b[ f (x) dx -integral¼a improprie de spȩta întâi sau a doua cu b unicul punct singular,

f 2 Rloc ([a; b[) :R
[a;b[ f (x) dx (C),

R
[c;b[ f (x) dx (C) unde c 2 [a; b[ este arbitrar ales: Mai mult,Z

[a;b[
f (x) dx| {z }

improprie

=

Z
[a;c]

f (x) dx| {z }
Riemann, deci (C)

+

Z
[c;b[

f (x) dx| {z }
improprie

:

Rezult¼a c¼a este su�cient s¼a se studieze convergenţa pe intervale [c; b[ ; cu c "spre" punctul
singular b.
II: Fie

R
]a;b] f (x) dx -integral¼a improprie de spȩta întâi sau a doua cu a unicul punct singular,

f 2 Rloc (]a; b]) :R
]a;b] f (x) dx (C),

R
]c;b] f (x) dx (C) unde c 2 ]a; b] este arbitrar ales. Mai multZ

]a;b]
f (x) dx| {z }

improprie

=

Z
]a;c]

f (x) dx| {z }
improprie

+

Z
[c;b]

f (x) dx| {z }
Riemann, deci (C)

:

Rezult¼a c¼a este su�cient s¼a se studieze convergenţa pe intervale ]a; c] ; cu c "spre" punctul
singular a.

Exerci̧tiul 4: S¼a se studieze natura şi valoarea integralei:

a)
R +1
1

1

x
p
x� 1

dx:

Rezolvare. etapa 1. f : ]1;+1[! R; f (x) =
1

x
p
x� 1

:

f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe ]1;+1[) f 2 Rloc (]1;+1[) :
b = +1 este punct singular pentru integrala improprie pe interval nem¼arginit.
a = 1 este punct singular pentru integrala improprie cu integrant nem¼arginit, deoarece

lim
x!1;x>1

f (x) = lim
x!1;x>1

1

x
p
x� 1

= +1:
Deci este integral¼a improprie mixt¼a.
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etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei, cu De�ni̧tia.
pasul 0: Se izoleaz¼a cele dou¼a puncte singulare şi se studiaz¼a separat.

I1 =
R 2
1

1

x
p
x� 1

dx şi I2 =
R +1
2

1

x
p
x� 1

dx

pasul 1: Se determin¼a o primitiv¼a pe ]1;+1[ pentru f; F (x; c) =
R 1

x
p
x� 1

dx:

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:

8<:
p
x� 1 = t; t 2 ]0;+1[j invers¼am

x = t2 + 1; t 2 ]0;+1[jdiferenţiem
dx = 2tdt

Se înlocuieşte) F (t;ec) = R 1

(t2 + 1) � t2tdt = 2
R 1

t2 + 1
dt = 2arctg t+ ec;8t 2 ]0;+1[ ;8ec 2 R:

Se revine la substituţie) F (x; c) = 2 arctg
p
x� 1 + c, 8x 2 ]1;+1[ ;8c 2 R

pasul 2-detaliat:�I1 =
R 2
1+0 f (x) dx = lim

�!1;�>1

�R 2
� f (x) dx

�
Se calculeaz¼a, pentru � 2 ]1; 2] ;R 2
�

1

x
p
x� 1

dx =
�
2 arctg

p
x� 1

���x=2
x=�

= 2arctg 1� 2 arctg
p
�� 1:

Se determin¼a, dac¼a exist¼a,

lim
�!1;�>1

�R 2
�

1

x
p
x� 1

dx

�
= lim
�!1;�>1

�
2 arctg 1� 2 arctg

p
�� 1

�
= 2�4 � 0:

�I2 =
R +1
2

1

x
p
x� 1

dx

Se calculeaz¼a, pentru � 2 [2;+1[ ;R �
2

1

x
p
x� 1

dx =
�
2 arctg

p
x� 1

���x=�
x=2

= 2arctg
p
�� 1� 2 arctg 1:

Se determin¼a, dac¼a exist¼a,

lim
�!+1

�R �
2

1

x
p
x� 1

dx

�
= lim
�!+1

�
2 arctg

p
�� 1� 2 arctg 1

�
= 2�2 � 2

�
4 :

pasul 2-direct: I1
dac¼a 9
=

�
2 arctg

p
x� 1

���x=2
x!1;x>1 = 2arctg

p
2� 1 � lim

x!1;x>1

�
2 arctg

p
x� 1

�
=

2�4 � 0:
I2

dac¼a 9
=

�
2 arctg

p
x� 1

���x!+1
x=2

= lim
x!+1

�
2 arctg

p
x� 1

�
� 2 arctg

p
2� 1 = 2�2 � 2

�
4 :

Se deduce c¼a integrala improprie I1 este convergent¼a şi are valoarea
�

2
, adic¼aR 2

1+0

1

x
p
x� 1

dx =
�

2
:

Se deduce c¼a integrala improprie I2 este convergent¼a şi are valoarea
�

2
, adic¼aR +1

2

1

x
p
x� 1

dx =
�

2
:

Atunci, conform Observaţiei 6; se deduce c¼a
R +1
1

1

x
p
x� 1

dx (C) şi are valoareaR +1
1

1

x
p
x� 1

dx =
R 2
1

1

x
p
x� 1

dx+
R +1
2

1

x
p
x� 1

dx = �:

�Uneori se scrie şi directR +1
1

1

x
p
x� 1

dx
dac¼a 9
=

�
2 arctg

p
x� 1

���x!+1
x!1;x>1 = lim

x!+1

�
2 arctg

p
x� 1

�
� lim
x!1;x>1

�
2 arctg

p
x� 1

�
=

�:

b)
R +1
�1

1

1 + x2
dx:
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Rezolvare. etapa 1.f : ]�1;+1[! R; f (x) =
1

1 + x2
:

f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe ]�1;+1[) f 2 Rloc (]�1;+1[)
a = �1 şi b = +1 sunt dou¼a puncte singulare, ambele pentru integrala improprie de spȩta 1;

pe interval nem¼arginit.
etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei, cu De�ni̧tia.
pasul 0: Se izoleaz¼a cele dou¼a puncte singulare, alegând 0 2 ]�1;+1[ şi se studiaz¼a separat

I1 =
R 0
�1

1

1 + x2
dx şi I2 =

R +1
0

1

1 + x2
dx

pasul 1: Se determin¼a o primitiv¼a pe ]�1;+1[ pentru f:

F (x; c) =
R 1

1 + x2
dx = arctg x+ c;8x 2 ]�1;+1[ ;8c 2 R.

pasul 2-direct:I1 =
R 0
�1

1

1 + x2
dx = arctg xjx=0x!�1 = arctg 0� lim

x!�1
(arctg x) =

�

2
:

I2 =
R +1
0

1

1 + x2
dx = arctg xjx!+1x=0 = lim

x!+1
(arctg x)� arctg 0 = �

2
:

Se deduce c¼a
R +1
�1

1

1 + x2
dx (C) şi are valoareaR +1

�1
1

1 + x2
dx =

R 0
�1

1

1 + x2
dx+

R +1
0

1

1 + x2
dx =

�

2
+
�

2
= �:

5:2: Criterii de convergenţ¼a a integralelor improprii

Observa̧tia 5:2:1: Exist¼a funçtii care admit primitive, dar acestea nu sunt exprimabile cu funçtii
elementare. Sau nuse poate studia limita ce apare în de�ni̧tia integralei improprii. În aceste situaţii
nu se poate determina natura şi eventual valoarea integralelor improprii cu de�ni̧tia. Atunci:

-se aplic¼a unul dintre criteriile de mai jos pentru a determina natura integralei;
-în caz de convergenţ¼a, se poate încerca un calcul al valorii integralei, folosind

�metoda integr¼arii prin p¼aŗti în integralele improprii convergente;
�schimbare de variabil¼a de integrare în integralele improprii convergente;
�altele, chiar şi metode numerice (calculator).

Observa̧tia 5:2:2: Fie
R
I f (x) dx -integral¼a improprie de spȩta întâi sau a doua sau mixt¼a.

a) Integrala
R
I f (x) dx este absolut convergent¼a (AC) dac¼a

R
I jf (x)j dx este convergent¼a.

b) Dac¼a
R
I f (x) dx (AC) atunci

R
I f (x) dx (C) : Reciproca nu este adev¼arat¼a.

c) Integrala
R
I f (x) dx este semiconvergent¼a (SC) dac¼a

R
I f (x) dx este (C), dar nu este (AC).

Teorema 5:2:1:(Criteriul compara̧tiei-cu inegalit¼a̧ti)
Fie

R
I f (x) dx -integral¼a improprie de spȩta întâi sau a doua.

a) Dac¼a 9g a.î. 0 � jf (x)j � g (x) ;8x 2 IR
I g (x) dx (C)

�
; atunci

R
I f (x) dx (AC) :
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b) Dac¼a 9g a.î. f (x) � g (x) � 0;8x 2 IR
I g (x) dx (D)

�
; atunci

R
I f (x) dx (D) :

Observa̧tia 5:2:3: Şi folosind criteriile de convergenţ¼a este su�cient s¼a se studieze convergenţa
integralei improprii

R
[a;b[ f (x) dx pe intervale [c; b[ ; cu c "su�cient de aproape" de punctul singular

b. Z
[a;b[

f (x) dx| {z }
improprie

=

Z
[a;c]

f (x) dx| {z }
Riemann, deci (C)

+

Z
[c;b[

f (x) dx| {z }
improprie

:

Analog, este su�cient s¼a se studieze convergenţa integralei
R
]a;b] f (x) dx pe intervale ]a; c] ; cu c

"su�cient de aproape" de punctul singular a.Z
]a;b]

f (x) dx| {z }
improprie

=

Z
]a;c]

f (x) dx| {z }
improprie

+

Z
[c;b]

f (x) dx| {z }
Riemann, deci (C)

:

Exemplul 5:2:1: S¼a se studieze natura integralelor

a)
R +1
1

sinx

x (x+ 1)
dx:

Rezolvare. etapa 1. f : [1;+1[! R; f (x) =
sinx

x (x+ 1)
:

f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe [1;+1[) f 2 Rloc ([1;+1[)
b = +1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de spȩta 1; pe interval nem¼arginit.

etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei, utilizând De�ni̧tia.
f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe [1;+1[) f admite primitive pe [1;+1[ :Dar aceste primitive

nu pot � exprimate cu funçtii elementare. Nu se poate parcurge etapa 2:
etapa 3. Se studiaz¼a natura integralei, utilizând Criterii:
modul 1: Criteriul comparaţiei cu inegalit¼aţi

sau

0 � jf (x)j =
���� sinx

x (x+ 1)

���� = jsinxj
x (x+ 1)

� 1

x (x+ 1)| {z }
g(x)

;8x 2 [1;+1[ :

R +1
1

1

x (x+ 1)
dx (C) deoarece, directR +1

1

1

x (x+ 1)
dx

d. 9
= ln

x

x+ 1

����x!+1
x=1

= ln 1� ln 12 :

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
Crit. Comp.)

R +1
1 f (x) dx (AC) :

sau
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0 � jf (x)j =
���� sinx

x (x+ 1)

���� = jsinxj
x (x+ 1)

� 1

x (x+ 1)
<

1

x2|{z}
g(x)

;8x 2 [1;+1[ :

R +1
1

1

x2
dx (C) deoarece, directR +1

1

1

x2
dx

d. 9
=

�
�1
x

�����x!+1
x=1

= �0 + 1:

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
Crit. Comp.)

R +1
1 f (x) dx (AC) :

Comentariu.Z +1

1

1

x (x+ 1)
dx| {z }

(C);=ln 2

6=
Z +1

1

1

x
dx| {z }

(D);=1

�
Z +1

1

1

x+ 1
dx| {z }

(D);=1

:

Crit. Comp.)
R +1
0 f (x) dx (AC) :

Exemplul 5:2:2: S¼a se studieze natura integralelor

a)
R 2
0

x5p
4� x2

dx:

Rezolvare. etapa 1. f : [0; 2[! R; f (x) =
x5p
4� x2

f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe [0; 2[) f 2 Rloc ([0; 2[) :
b = 2 este unicul punct singular pentru integrala improprie de spȩta 2; cu integrant nem¼arginit,

deoarece lim
x!2;x<2

x5p
4� x2

= +1:
etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei, utilizând De�ni̧tia. Aici este posibil, dar greoi.R x5p

4� x2
dx = �128

15

p
4� x2 � 16

15
x2
p
4� x2 � 1

5x
4
p
4� x2 + c;8x 2 [0; 2[ ;8c 2 R:R 2

0

x5p
4� x2

dx
d.9
=

�
�128
15

p
4� x2 � 16

15
x2
p
4� x2 � 1

5x
4
p
4� x2

�����x!2;x<2
x=0

= 256
15 :

etapa 3. Se studiaz¼a natura integralei improprii date, utilizând Criterii:
modul 1: Criteriul comparaţiei cu inegalit¼aţi

0 � jf (x)j =
���� x5p
4� x2

���� x�0= x5p
4� x2

0�x<2
<

25p
4� x2

;8x 2 [0; 2[ :R 2
0

25p
4� x2

dx (C) deoarece, directR 2�0
0

25p
4� x2

dx
d. 9
=
�
25 arcsin

x

2

����x!2;x<2
x=0

= 25 � �
2
:

9>>>>>>=>>>>>>;
Crit. Comp.)

R 2
0 f (x) dx (AC) :

Teorema 5:2:2:(Criteriul în � pentru integrale improprii de spȩta 1)
I: Fie

R
[a;+1[ f (x) dx -integral¼a improprie de spȩta întâi, cu b = +1 unicul punct singular: Se

presupune c¼a f are semn constant pe intervalul de integrare.
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a) Dac¼a
9� 2 ]1;+1[ a.î.
9 lim
x!+1

x� jf (x)j = l şi 0 � l < +1

)
)
R
[a;+1[ f (x) dx (AC) :

b) Dac¼a
9� 2 ]�1; 1] a.î.
9 lim
x!+1

x� jf (x)j = l şi 0 < l � +1

)
)
R
[a;+1[ f (x) dx (D) :

II: Fie
R
]�1;b] f (x) dx -integral¼a improprie de spȩta întâi, cu a = �1 unicul punct singular: Se

presupune c¼a f are semn constant pe intervalul de integrare.

a) Dac¼a
9� 2 ]1;+1[ a.î.
9 lim
x!�1

(�x)� jf (x)j = l şi 0 � l < +1

)
)
R
]�1;b] f (x) dx (AC) :

b) Dac¼a
9� 2 ]�1; 1] a.î.
9 lim
x!�1

(�x)� jf (x)j = l şi 0 < l � +1

)
)
R
]�1;b] f (x) dx (D) :

Teorema 5:2:3:(Criteriul în � pentru integrale improprii de spȩta 2)
I: Fie

R
[a;b[ f (x) dx -integral¼a improprie de spȩta a doua, cu b < +1 unicul punct singular, adic¼a

lim
x!b;x<b

f (x) = +1 (sau = �1): Se presupune c¼a f are semn constant pe intervalul de integrare.

a) Dac¼a
9� 2 ]0; 1[ a.î.
9 lim
x!b;x<b

(b� x)� jf (x)j = l şi 0 � l < +1

)
)
R
[a;b[ f (x) dx (AC) :

b) Dac¼a
9� 2 [1;+1[ a.î.
9 lim
x!b;x<b

(b� x)� jf (x)j = l şi 0 < l � +1

)
)
R
[a;b[ f (x) dx (D) :

II: Fie
R
]a;b] f (x) dx -integral¼a improprie de spȩta a doua, cu a > �1 unicul punct singular, adic¼a

lim
x!a;x>a

f (x) = +1 (sau = �1): Se presupune c¼a f are semn constant pe intervalul de integrare.

a) Dac¼a
9� 2 ]0; 1[ a.î.
9 lim
x!a;x>a

(x� a)� jf (x)j = l şi 0 � l < +1

)
)
R
]a;b] f (x) dx (AC) :

b) Dac¼a
9� 2 [1;+1[ a.î.
9 lim
x!a;x>a

(x� a)� jf (x)j = l şi 0 < l � +1

)
)
R
]a;b] f (x) dx (D) :

Exemplul 5:2:3: S¼a se studieze natura integralelor
a)
R +1
1

x

3x4 + 5x2 + 1
dx:

Rezolvare. etapa 1. f : [1;+1[! R; f (x) =
x

3x4 + 5x2 + 1
:

f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe [1;+1[) f 2 Rloc ([1;+1[)
b = +1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de spȩta 1; pe interval nem¼arginit.

etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei improprii date, utilizând De�ni̧tia, dac¼a este
posibil-aici este este posibil, dar greoi.

F (x; c) =
R x

3x4 + 5x2 + 1
dx:
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Facem schimbarea de variabil¼a de integrare:
�
x2 = t; t 2 [1;+1[j se diferenţiaz¼a
2xdx = 1dt

Se înlocuieşte) 1

2

R 1

3t2 + 5t+ 1
dt =

1

2 � 3
R 1

t2 + 5
3 t+

1
3

dt =
1

2 � 3
R �

t+ 5
6

�0�
t+ 5

6

�2 � �p136 �2dt =
=

1

2 � 3
1

2
p
13
6

ln
t+ 5

6 �
p
13
6

t+ 5
6 +

p
13
6

+ ec;8t 2 [1;+1[ ;8ec 2 R:
Se revine la substituţie) F (x; c) =

1

2
p
13
ln
x2 + 5

6 �
p
13
6

x2 + 5
6 +

p
13
6

+ c;8x 2 [1;+1[ ;8c 2 R:

R +1
1

x

3x4 + 5x2 + 1
dx =

 
1

2
p
13
ln
x2 + 5

6 �
p
13
6

x2 + 5
6 +

p
13
6

!�����
x!+1

x=1

=
1

2
p
13
ln
12 + 5

6 �
p
13
6

12 + 5
6 +

p
13
6

=
1

2
p
13
ln
11�

p
13

11 +
p
13
:

etapa 3. Se studiaz¼a natura integralei improprii date, utilizând Criterii:
modul 1: Criteriul comparaţiei cu inegalit¼aţi

0 � jf (x)j =
���� x

3x4 + 5x2 + 1

���� = x

3x4 + 5x2 + 1
� x

3x4 + 0 + 0
� 1

3x3|{z}
g(x)

;8x 2 [1;+1[ :

R +1
1

1

3x3
dx (C) deoarece, directR +1

1

1

3x3
dx

d. 9
=

1

3
� x

�2

�2

����x!+1
x=1

= 0� 1
3
� 1�2 :

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
Crit. Comp)

R +1
1

x

3x4 + 5x2 + 1
dx (AC) :

modul 2: Criteriul în � cu limit¼a pentru integrale improprii de spȩta 1.

f (x) =
x

3x4 + 5x2 + 1
� 0;8x 2 [1;+1[ :

l = lim
x!+1

x� jf (x)j = lim
x!+1

x�
x

3x4 + 5x2 + 1
= lim
x!+1

x�+1

3x4 + 5x2 + 1
:

�Se încearc¼a � = 3:9? lim
x!+1

x� jf (x)j �=3= lim
x!+1

x3
x

3x4 + 5x2 + 1
=
1

3
:

9� = 3 2 ]1;+1[ a.î.
9 lim
x!+1

x� jf (x)j = l = 1

3
şi 0 � l < +1

9=; Crit. în �)
R +1
1

x

3x4 + 5x2 + 1
dx (AC) :

Exemplul 5:2:4: S¼a se studieze natura integralelor

a)
R 3
2

1

x2 (x3 � 8)
2
3

dx:

Rezolvare. etapa 1. f : ]2; 3]! R; f (x) =
1

x2 (x3 � 8)
2
3

:
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f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe ]2; 3]) f 2 Rloc (]2; 3]) :
a = 2 este unicul punct singular pentru integrala improprie de spȩta 2; cu integrant nem¼arginit,

deoarece lim
x!2;x>2

f (x) = lim
x!2;x>2

1

x2 [(x� 2) (x2 + 2x+ 4)]
2
3

= +1:


etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei improprii date, utilizând De�ni̧tia, dac¼a este
posibil-aici este este posibil, dar greoi.

pasul 1: F (x; c) =
R 1

x2 (x3 � 8)
2
3

dx =
R
x�2

�
x3 � 8

�� 2
3 dx-integral¼a binom¼a cu a = 1; b = �8;

m = �2; n = 3; p = �2
3 : Conform teoriei de la substituţii Cebâşev, deoarece

p = �2
3 =2 Z şi m+ 1

n
=
�2 + 1
3

=2 Z şi m+ 1
n

+ p =
�2 + 1
3

+ �2
3 2 Z

)facem schimbarea de variabil¼a de integrare
1 � x3 � 8
x3

= t3:

x3 2 ]8; 27], 1

x3
2
�
1
27 ;

1
8

�
, �8 1

x3
2
�
�8
8 ;�

8
27

�
, 1� 8 1

x3
2
�
0; 1927

�8>>>>>>><>>>>>>>:

1� 8 1
x3
= t3; t 2

i
0;

3p19
3

i��� invers¼am
x3 =

8

1� t3 ; t 2
i
0;

3p19
3

i���
x =

2
3
p
1� t3

; t 2
i
0;

3p19
3

i��� diferenţiem
dx = 2�13

�
1� t3

��4
3
�
�3t2

�
dtR 1

x2 (x3 � 8)
2
3

dx =
R 1

x2 (x3)
2
3

�
1� 8 1

x3

� 2
3

dx

F (t;ec) = R 1
16�

3
p
1� t3

�4 t2 2
�1
3

�
1� t3

��4
3
�
�3t2

�
dt =

1

8

R
dt =

1

8
t+ ec;8t 2 i0; 3p19

3

i
;8ec 2 R:

F (x; c) =
1

8x
3
p
x3 � 8 + c;8x 2 ]2; 3] ;8c 2 R:

pasul 2� direct:
R 3
2+0

1

x2 (x3 � 8)
2
3

dx =

�
1

8x
3
p
x3 � 8

�����x=3
x!2;x>2

=
1

8 � 3
3
p
33 � 8� 0

etapa 3. Se studiaz¼a natura integralei improprii date, utilizând Criterii:
modul 1: Criteriul comparaţiei . NU:
modul 2: Criteriul în � cu limit¼a pentru integrale improprii de spȩta 2.

f (x) =
1

x2 (x3 � 8)
2
3

� 0;8x 2 ]2; 3] :
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l = lim
x!2;x>2

(x� 2)� jf (x)j = lim
x!2;x>2

(x� 2)� 1

x2 (x� 2)
2
3 (x2 + 2x+ 4)

2
3

:

�Se încearc¼a � = 2
3 :9? lim

x!2;x>2
(x� 2)� jf (x)j

�= 2
3= lim
x!2;x>2

1

x2 (x2 + 2x+ 4)
2
3

=
1

4 � 12 23
:

9� = 2
3 2 ]0; 1[ a.î.

9 lim
x!2;x>2

(x� 2)� jf (x)j = l = 1

4 � 12 23
şi 0 � l < +1

9=; Crit. în �)
R 3
2

1

x2 (x3 � 8)
2
3

dx (AC) :

Exemplul 5:2:5: S¼a se studieze natura integralelor

a)
R +1
0

1p
x+ 3

p
x+ 5

p
x
dx� a se vedea Seminar.

Exerci̧tiul 5:2:6: S¼a se studieze natura integralelor:
a) integrala Gauss-Poisson sau a probabilit¼aţilorR +1

0 e�x
2
dx

� a se vedea Seminar.
b) Pentru p > 0 dat; integralele Dirichlet

R +1
0

sinx

xp
dx şi

R +1
1

cosx

xp
dx� a se vedea Seminar.

Concluzii:8><>:
-pentru p 2 ]0; 2[) I1 � (C) şi I2 � (C))

R +1
0

sinx

xp
dx (C) ( chiar (SC)):

-pentru p 2 [2;+1[) I1 � (D) şi I2 � (C))
R +1
0

sinx

xp
dx (D) :8<: -pentru p 2 ]0; 1[) I1 � (C) şi I2 � (C))

R +1
0

cosx

xp
dx (C) ( chiar (SC)):

-pentru p 2 [1;+1[) I1 � (D) şi I2 � (C))
R +1
0

cosx

xp
dx (D) :

c) Pentru p > 0 dat; integralele Fresnel (folosite în optic¼a)R +1
0 sinx2dx şi

R +1
0 cosx2dx

Rezolvare

-a se vedea Seminar
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R +1
0 sin

�
x2
�
dx (C) :

R +1
0 cos

�
x2
�
dx (C) :

Observa̧tia 5:2:4. Teorema de liniaritate a integralei impropriiR
I (�f (x) + �g (x)) dx = �

R
I f (x) dx+ �

R
I g (x) dx;

teorema integr¼arii prin p¼aŗti, precum şi teoremele de schimbare de variabil¼a se pot aplica numai
dac¼a, anterior, s-a stabilit, pe baza unui criteriu, c¼a integralele şi limitele ce apar în formule sunt
convergente.

Este posibil ca, printr-o schimbare de variabil¼a, o integral¼a improprie s¼a se transforme într-o
integral¼a Riemann şi reciproc.

Exemplul 5:2:6: S¼a se studieze natura urm¼atoarelor integrale şi, în caz de convergenţ¼a, s¼a se
determine valoarea lor

a)
R 1
0 x �

r
x

1� xdx:

Rezolvare. etapa 1. f : [0; 1[! R; f (x) = x �
r

x

1� x:

f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe [0; 1[) f 2 Rloc ([0; 1[) :
b = 1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de spȩta 2; cu integrant nem¼arginit,

deoarece lim
x!1;x<1

f (x) = lim
x!1;x<1

x �
r

x

1� x = +1:

etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei improprii date, utilizând De�ni̧tia, dac¼a este
posibil-aici este posibil, dar greoi.

pasul 1: F (x; c) =
R
x �
r

x

1� xdx =
R
x�2

�
x3 � 8

�� 2
3 dx-integral¼a binom¼a cu a = 1; b = �8;

m = �2; n = 3; p = �2
3 :

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare:
�
x = sin2 t; t 2

�
0; �2

��� diferenţiem
dx = 2 sin t cos tdt

F (t;ec) = R sin2 t � sin t
cos t

2 sin t cos tdt =

= 2
R
(sin t)4 dt = 2

R �1� cos 2t
2

�2
dt = 1

2

R �
1� 2 cos 2t+ 1 + cos 4t

2

�
dt =

= 1
2

�
t� 2sin 2t

2
+ 1

2 t+
1
2

sin 4t

4

�
+ ec;8t 2 �0; �2 � ;8ec 2 R:

Se revine la substituţie)greoi.
etapa 3. Se studiaz¼a natura integralei improprii date, utilizând Criterii:
Criteriul în � cu limit¼a pentru integrale improprii de spȩta 2.

f (x) = x �
r

x

1� x � 0;8x 2 [0; 1[ :

l = lim
x!1;x<1

(1� x)� jf (x)j = lim
x!1;x<1

(1� x)� � x �
r

x

1� x:

�Se încearc¼a � = 1
2 :9? lim

x!1;x<1
(1� x)� jf (x)j

�= 1
2= lim
x!1;x<1

x � x 12 = 1:

9� = 1
2 2 ]0; 1[ a.î.

9 lim
x!1;x<1

(1� x)� jf (x)j = l = 1 şi 0 � l < +1

)
Crit. în �)

R 1
0 x �

r
x

1� xdx (AC) :

etapa 3. Se calculeaz¼a integrala improprie folosind integrare prin p¼aŗti sau schimbare de variabil¼a
în integrala improprie convergent¼a:
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R 1�0
0 x �

r
x

1� xdx =?

Se face schimbarea de variabil¼a de integrare8>><>>:
x = sin2 t; t 2

�
0; �2

��� diferenţiem
dx = 2 sin t cos tdt

capete:
�
x = 0) t = 0
x! 1; x < 1) t! �

2 ; t <
�
2R 1�0

0 x �
r

x

1� xdx =
R �
2
�0

0 sin2 t � sin t
cos t

2 sin t cos tdt =

= 2
R �
2
�0

0 (sin t)4 dt = 2
R �
2
�0

0

�
1� cos 2t

2

�2
dt = 1

2

R �
2
�0

0

�
1� 2 cos 2t+ 1 + cos 4t

2

�
dt =

= 1
2

�
t� 2sin 2t

2
+ 1

2 t+
1
2

sin 4t

4

�����t!�
2
;t<�

2

t=0

= 3�
8 :


6: INTEGRALA IMPROPRIE CU PARAMETRI. FUNCŢIILE EULER � şi B
-se va studia la Statistic¼a şi Prelucrarea Datelor


6:1: Integrala improprie cu parametri. De�ni̧tii. Exemple. Criterii...

6:2: Funçtiile � şi B ale lui Euler

Propozi̧tia 1: Este bine de�nit¼a funcţia gamma a lui Euler

(1) � : ]0;+1[! R;� (p) =
R +1
0 xp�1e�xdx

ca şi integral¼a improprie cu parametri punctual convergent¼a.

Demonstra̧tie. Integrala � are tipul, natura şi valoarea în funçtie de parametrul p:
etapa 1.�Pentru parametrul p � 1) f : [0;+1[! R; f (x) = xp�1e�x:

f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe [0;+1[) f 2 Rloc ([0;+1[)
b = +1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de spȩta 1; pe interval nem¼arginit.

�Pentru parametrul p 2 ]0; 1[) f : ]0;+1[! R; f (x) =
e�x

x1�p
:

f este bine de�nit¼a şi continu¼a pe ]0;+1[) f 2 Rloc (]0;+1[)
b = +1 este punct singular pentru integrala improprie de spȩta 1; pe interval nem¼arginit.
a = 0 este punct singular pentru integrala improprie de spȩta 2; cu integrant nem¼arginit,

deoarece lim
x!0;x>0

f (x) = lim
x!0;x>0

e�x

x1�p
= +1

etapa 2. Se studiaz¼a natura şi valoarea integralei, utilizând De�ni̧tia-aici nu este posibil.
etapa 3. Se studiaz¼a natura integralei improprii date, utilizând Criterii. Se studiaz¼a separat

�1 : ]0;+1[! R;�1 (p) =
R 1
0 x

p�1e�xdx şi �2 : ]0;+1[! R;�2 (p) =
R +1
1 xp�1e�xdx:

�Se studiaz¼a �1 :
-pentru p � 1) �1 (p) =

R 1
0 x

p�1e�xdx (C) ca şi integral¼a Riemann, chiar (AC) :
-pentru p 2 ]0; 1[) �1 (p) =

R 1
0 x

p�1e�xdx-se studiaz¼a natura cu
Criteriul în � pentru integrale improprii de spȩta 2:
f (x) = xp�1e�x � 0;8x 2 ]0; 1]

l1 = lim
x!0;x>0

(x� 0)�1 f (x) = lim
x!0;x>0

x�1xp�1e�x = lim
x!0;x>0

x�1
e�x

x1�p
:

�Se încearc¼a �1 = 1� p 2 ]0; 1[ :9? lim
x!0;x>0

(x� 0)�1 f (x) �1=1�p= lim
x!0;x>0

e�x = 1:
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9�1 = 1� p 2 ]0; 1[ a.î.
9 lim
x!0;x>0

(x� 0)� jf (x)j = l1 = 1 şi 0 � l < +1

)
Crit. în �) �1 (p) (AC) :

Deci �1 (p)� (C) pentru p 2 ]0; 1[ şi �1 (p)� (C) pentru p 2 [1;+1[ :
�Se studiaz¼a �2 :

-pentru p 2 ]0;+1[) �2 (p) =
R +1
1 xp�1e�xdx-se studiaz¼a natura cu

Criteriul în � pentru integrale improprii de spȩta 1:
f (x) = xp�1e�x � 0;8x 2 [1;+1[

l2 = lim
x!+1

x�2f (x) = lim
x!+1

x�2xp�1e�x = lim
x!+1

x�2
xp�1

ex
:

�Se încearc¼a �2 = p+ 1 2 ]1;+1[ :9? lim
x!+1

x�2f (x)
�2=p+1
= lim

x!+1
x2p

ex
= 0:

9�2 = p+ 1 2 ]1;+1[ a.î.
9 lim
x!+1

x�2 jf (x)j = l2 = 0 şi 0 � l < +1

)
Crit. în �) �2 (p) (AC) :

Deci �2 (p)� (C) pentru p > 0:
Concluzie. 8p > 0 parametru dat, �1 (p)� (C) şi �2 (p)� (C)) � (p)� (C) :
Propozi̧tia 2: (Propriet¼a̧ti ale �)
a) Funçtia � : ]0;+1[! R este bine de�nit¼a şi continu¼a pe ]0;+1[ :
b) (2) � (p) > 0;8p > 0:
c) � (1) = 1:

(formula de recurenţ¼a): (3) � (p+ 1) = p� (p) ;8p > 0
În particular, (4) � (n+ 1) = n!;8n 2 N.
d) (rela̧tia complementelor): (5) � (p) � � (1� p) = �

sin�p
;80 < p < 1

e) (rela̧tia de dedublare): (6) 22p�1 � � (p) � � (p+ 1) =
p
� � � (2p) ;8p > 0.

Demonstra̧tie.
a) Fie 8 [a; b] � ]0;+1[ : Cum 8p 2 [a; b] rezult¼a �1 < a� 1 6 p� 1 6 b� 1; se deduce�

dac¼a x > 1 atunci xp�1e�x 6 xa�1
dac¼a 0 6 x 6 1 atunci xp�qe�x 6 xb�1 :

Atunci se obţin pentru �1 (p) şi �2 (p) major¼ari independente de p: De aici uniforma convergenţ¼a a
integralei � (p) ; şi deci continuitatea lui �:
b) Are loc deoarece, acolo unde este de�nit, integrantul f (x) = xp�1 � e�x este pozitiv.
c) � (1) =

R +1
0 e�xdx = e�x

�1

���x!+1
x=0

= lim
x!+1

e�x

�1 �
e�0

�1 = 1:

� (p+ 1) =
R +1
0 x(p+1)�1�e�xdx =

R +1
0 xp�

�
e�x

�1

�0
dx

Obs.
= xp �

�
e�x

�1

����x!+1
x!0;x>0

�
R +1
0 pxp�1 e

�x

�1 dx =

= lim
x!+1

xp �
�
e�x

�1

�
� lim
x!0;x>0

xp �
�
e�x

�1

�
+ p

R +1
0 xp�1e�xdx =
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= � lim
x!+1

xp

ex
+ lim
x!0;x>0

(e�x � xp) + p � � (p) = p � � (p) :

Exerci̧tiul 1:a) (7)
R +1
0 e�x

n
dx = �

�
1 + 1

n

�
;8n 2 N�:

Indica̧tie: Se obţine din (1), f¼acând schimbarea de varibail¼a y = xn:
b) (8)

R +1
0 x� � e�ax�dx = 1

�a
�+1
�

�
�
�+1
�

�
; unde � > 0; � > �1; a > 0:

Indica̧tie: Se face schimbarea de variabil¼a8>>>>><>>>>>:

ax� = y

x =
�y
a

� 1
� ;

dx = 1
�

�y
a

� 1
B
�1 � 1ady

capete:
�
x! 0; x > 0) y ! 0; y > 0
x! +1) y ! +1

)

R +1
0 xa�e�ax�dx =

R +1
0

�y
a

��
� �e�y� 1�

�y
a

� 1
�
�1� 1ady =

1

�a
�+1
�

R +1
0 y

�+1
�
�1�e�ydy = 1

�a
�+1
�

�
�
a+1
�

�
:

Propozi̧tia 3: Este bine de�nit¼a funcţia beta a lui Euler

(9) B : ]0;+1[� ]0;+1[! R; B (p; q) =
R 1
0 x

p�1 (1� x)q�1 dx;
ca şi integral¼a improprie cu parametri punctual convergent¼a.

Demonstra̧tie. Într-adev¼ar:
�Pentru p > 1; q > 1; integrantul f : [0; 1]! R; f (x) = xp�1 (1� x)q�1
este m¼arginit şi continuu pe [0; 1], deci B (p; q) este convergent¼a ca integral¼a Riemann.

�Pentru 0 < p < 1 şi q > 1; integrantul f : ]0; 1] ! R; f (x) =
(1� x)q�1

x1�p
este nem¼arginit în

x = 0; deoarece lim
x!0;x>0

f (x) = lim
x!0;x>0

(1� x)q�1

x1�p
= +1: Deci B (p; q) este integral¼a improprie

cu integrant nem¼arginit.

Cum lim
x!0;x>0

(x� 0)� � (1� x)
q�1

x1�p
pentru �=1�p

= 1
Criteriul în �) integrala B (p; q) este convergent¼a.

�Pentru p > 1 şi 0 < q < 1 integrantul f : [0; 1[ ! R; f (x) =
xp�1

(1� x)1�q
este nem¼arginit în

x = 1; deoarece lim
x!1;x<1

f (x) = lim
x!1;x<1

xp�1

(1� x)1�q
= +1: Deci B (p; q) este integral¼a improprie

cu integrant nem¼arginit.

Cum lim
x!1;x<1

(1� x)� � xp�1

(1� x)1�q
pentru �=1�q

= 1
Criteriul în �) integrala B (p; q) este convergent¼a.

�Pentru 0 < p < 1 şi 0 < q < 1 integrantul f : ]0; 1[! R; f (x) =
1

x1�p � (1� x)1�q
este nem¼arginit

şi în x = 0 şi în x = 1:
Se studiaz¼a analog cu situaţiile anterioare.

Propozi̧tia 4: (Propriet¼a̧ti ale B)
a) (10) B (p; q) = B (q; p) ;8p; q > 0;

b) (11) B (p; q) =
R +1
0 yp�1 � 1

(1 + y)p+q
dy;

c) (12) B (p; q) = 1
(b�a)p+q�1 �

R b
a (y � a)

p�1 � (b� y)q�1 dy;
d) (13) B (p; q) = 2

R 2
0 (cos y)

2p�1 � (sin y)2q�1 dy:
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Demonstra̧tie: În (2) se fac schimb¼arile de variabile
a) y = 1� x; b) y = x

1+x ; c) y = a+ (b� a)x; d) y = (cosx)
2 :

Exerci̧tiul 2: (14) B
�
1
2 ;
1
2

�
= �:

Rezolvare. modul 1. Din (13)) B
�
1
2 ;
1
2

�
= 2

R �
2
0 dy = 2

�
�
2 � 0

�
= �:

modul 2. Din De�ni̧tia (9) ) B
�
1
2 ;
1
2

�
=
R 1
0 x

1
2
�1 (1� x)

1
2
�1 dx =

R 1
0

1p
x� x2

dx este integral¼a

improprie cu punctele singulare 0; 1; integrala este cu integrant nem¼arginit, deoarece

lim
x!0;x>0

f (x) = lim
x!0;x>0

1p
x� x2

= +1 şi lim
x!1;x<1

f (x) = lim
x!1;x<1

1p
x� x2

= +1:
Din de�ni̧tia funçtiei B; integrala este convergent¼a.

B
�
1
2 ;
1
2

�
=
R 1
0

1q�
1
2

�2 � �x� 1
2

�2dx = arcsin
x� 1

2
1
2

�����
x!1;x<1

x!0;x>0

=

= lim
x!1;x<1

 
arcsin

x� 1
2

1
2

!
� lim
x!0;x>0

 
arcsin

x� 1
2

1
2

!
= arcsin 1�arcsin (�1) = �

2�
�
��
2

�
=

�:

Propozi̧tia 5: (Leg¼atura între funçtiile � şi B) (15) B (p; q) =
� (p) � � (q)
� (p+ q)

;8p; q > 0:

Exerci̧tiul 3: S¼a se arate c¼a:
a) �

�
1
2

�
=
p
�:

Rezolvare. B
�
1
2 ;
1
2

� (15)
=

�( 12)��(
1
2)

�(1) ) �
�
1
2

�
=
p
� sau

�
�
1
2

�
� �(1� 1

2) =
�

sin �
2
) �

�
1
2

�
=
p
�:

b) �
�
3
2

�
=

p
�
2 :

Rezolvare. �
�
3
2

�
= �

�
1 + 1

2

� (3)
= 1

2�
�
1
2

�
= 1

2

p
�:

c)
R +1
0 e�x

2
dx =

p
�
2 (integrala Euler-Poisson-Laplace)

Rezolvare.
R +1
0 e�x

2
dx

x2=y
= �

�
3
2

�
=

p
�
2 :
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Exerci̧tiul 4: S¼a se calculeze:
a)
R 1
0

p
x� x2dx; b)

R 1
0

p
x5 (1� x)dx; c)

R 1
0 x

4
p
x4 (1� x)dx:

Rezolvare. În toate cazurile, presupunem ca s-au parcurs etapele de studiu a integralei (este
Riemann sau este improprie); încât s¼a se poat¼a trece direct la calcul.

a)
R 1
0

p
x� x2dx =

R 1
0 x

3
2
�1 � (1� x)

3
2
�1 dx = B(32 ;

3
2) =

�( 32)��(
3
2)

�(3) =
1
2
�( 12)�

1
2
�( 12)

2! =
1
2
�
p
�� 1
2

p
�

2 = �
8 ;

b)
R 1
0

p
x5 (1� x)dx =

R 1
0 x

7
2
�1 (1� x)

3
2
�1 dx = B

�
7
2 ;
3
2

�
=

�( 72)��(
3
2)

�(5) =
5
2
� 3
2
� 1
2

p
�� 1
2

p
�

4! = 5�
128 ;

c)
R 1
0 x

4
p
x4 (1� x)dx =

R 1
0 x

7
4 (1� x)

1
4 dx = B

�
11
4 ;

5
4

�
=

�( 72)��(
5
4)

�( 164 )
=

7
4
� 3
4
��( 34)�

1
4
��( 14)

3! =

= 7
2�43�

�
1
4

�
� �
�
1� 1

4

�
= 7

2�43 �
�

sin �
4
= 7�

p
2

128 :

Exerci̧tiul 5: S¼a se calculeze:

a)
R �
2
0 sin

n xdx; b)
R +1
0

1

1 + xn
dx:

Rezolvare. În toate cazurile, presupunem ca s-au parcurs etapele de studiu a integralei (este
Riemann sau este improprie); încât s¼a se poat¼a trece direct la calcul.

a)
R �
2
0 sin

n xdx
y=sin3 x
= 1

2

R 1
0 y

n+1
2
�1 � (1� y)

1
2
�1 dy = 1

2B
�
n+1
2 ;

1
2

�
= 1

2

�(n+12 )�(
1
2)

�(n+22 )
=

p
�
2

�(n+12 )
�(n+22 )

:

b)
R +1
0

1
1+xndx

y= 1
1+xn

=
R 1
0 y �

�
y�1
y

� 1
n
�1
� 1n �

�1
y2
dy = � 1

n

R 1
0 y

� 1
n (1� y)

1
n
�1 dy =

= 1
nB
�
� 1
n + 1;

1
n

�
= 1

n

�(� 1
n
+1)��( 1n)
�(1) = 1

n
�

sin �
n
:


