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CURS NR. 10
EDCO, AIA

O5. INTEGRALA IMPROPRIE f:ICcR—R
-se va studia la Statisticd si Prelucrarea Datelor

5.1. Definitii. Exemple. Proprietati

Definitia 5.1.1. Fie I un interval necompact din R, adica
la,b], dacd —oco<a<b<+oo
I=4q [a,b], dacd —oco0o<a<b<+o0
la,b[, dacd —oco<a<b<+co
O functie f : T — R se numeste local integrabili pe I dacd V[c,d] C I un interval compact in R
rezultd cd f € R ([¢,d]). Notadm cu Ry (I) multimea functiilor local integrabile pe I.
Observatia 5.1.1. Fie I un interval necompact din R.
a) Dacd f : I — R este marginita pe I gi continud a.p.t. pe I, atunci f € Rioc (I) .
b) Dacd f : I — R este continud peste tot pe I, atunci f € Rjo (I). De precizat ca si functiile
nemarginite pe I necompact, care sunt continue peste tot pe I, au proprietatea ca f € Rioc (I).
Definitia 5.1.2. a) Fie f : [a, +o0[ = R, —00 < a, f € Ric ([a, +00[) si functia (corect definita)
F:[a,+o0[ = R, F(\) = [} f (z) da.

Se numeste integrala improprie de la a la +oo din functia f perechea (f, F'), notata
(f, F) n&t. fa+oof(:13) dIL‘ n%t. f[anLoo[f(Q?) di]j

Se numeste valoarea integralei improprii de la a la +oo din functia f limita lim (f;‘ f(z) dx) ,
+oo

li
A—
dacd aceasta exista.

In exercitii, se face conventia s se foloseascd denumirea si notatia clasica

S5 F @) da = lim (J2 f @yaz).

Integrala fa+°° f (z) dx este convergenta (C') dacd limita anterioara exista si este finita si divergenta
(D) daca nu existd limita anterioara sau exista si este —oo sau 400.
Punctul b = 400 se numeste punct singular pentru integrala improprie f(joo f(z)dx.
b) Fie f :]—00,b] = R,b < 400, f € Rioc (]—00,b]) si functia (corect definita)
F:]-o0,b] = R, F(\) = [} f(2)dz.
Se numeste integrala improprie de la —oo la b din functia f perechea (f, F'), notatd
(L F) " [ fa)da ™ [ ) f (@) da.

Se numeste valoarea integralei improprii de la —oo la b din funclia f limita )\lim ( J )Ij f(z) dm) ,

daca aceasta exista.
In exercitii, se face conventia sa se foloseasca denumirea si notatia clasica

oot @)de ' tim ([ f (2)de).

Integrala ffoo f (z) dz este convergenti(C') daca limita anterioard existd si este finitd si divergenta
(D) dacd nu existd limita anterioard sau existd si este —oo sau +00.

Punctul a = —oco se numeste punct singular pentru integrala improprie ffoo f(z)dx.
c) Fie f : ]—00,400] = R, f € Rioc (|—00, +00[).
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Se nume§te valoarea integralei improprii de la —oo la +00 din functia f, notata fj;o f(z)dx not-

Jg f (z) dz, suma hmltelor
Ag@w (5 f (@) da) + Jim (fF ] (2) da),

daca acestea exista §i dacd are sens suma, unde c este arbitrar ales ¢ € |—o0, +00].
In exercitii, se face conventia s se foloseascd denumirea si notatia clasica

J2Z f@yde 'S i ([ f (@)da) + lim ([ f (2)de).

Integrala fj;o f (x) dx este convergenta (C') dacd valoarea exista i este finitd, si cd este divergenta

(D) daca nu existd macar una din limitele anterioare, sau daca existd amandoud si suma lor este

—00 sau +o0.

Punctele a = —o0 si b = 400 se numesc puncte singulare pentru integrala improprie fj;o f (z)dx.
Notiunea de valoare principald in sens Cauchy pentru integrala improprie anterioard nu se va

studia studia aici.

d) Integralele improprii anterioare se numesc integrale improprii de speta intdi sau integrale im-
proprii pe interval nemarginit.

Observatia 5.1.2. a) Fie f : [a,+00] = R, —00 < a, f € Rioc ([@, +00[). Dacd F este o primitiva
a lui f atunci

[ @ (in F@) - F@" F @R

Tr——+00

b) Fie f :]—00,b] = R,b < 400, f € Ripc (]|—00,b]). Dacd F este o primitiva a lui f atunci
[l f @da ™27 F @) =l F@) " F @R

T——00

Definitia 3. a) Fie f: [a,b] > R, —0c0 < a < b < 400, f € Rioc ([a, b[), cu l})m bf( x) = 400 (sau
T—0,x<

= —00). Fie functia (corect definitd)
F:la,b[ =R, F(\) = [} f(z)da
Se numeste integrald improprie de la a la b din functia f nemarginita in b perechea (f, F'), notata

P [ f @ de™ [y f @)de ™S [ f @)

Se numeste valoarea integralei improprii de la a la b din functia f nemdrginita in blimita \ l%)H/\l ) < f f(z
—b,A<

daca aceasta exista.
In exercitii, se face conventia sa se foloseasca denumirea si notatia clasica

[0f @) da s dim () (@) da).

/\b)\

Integrala f;_o f (z) dz este convergenta (C') daca limita anterioara exista si este finita si divergenta
(D) daca nu existd limita anterioard sau exista si este —oo sau +o0.

Punctul b se numeste punct singular pentru integrala improprie fffo f(z)dz.
b) Fie f : ]a,b] - R,—00 < a < b < 400, f € Ripe (Ja, b)), cu lim> f(z) = +o0 (sau = —o0).
r—a,x>a
Fie functia (corect definita)
F:la,b) =R, F(\) = [} f(z)dz
Se numeste integrala improprie de la a la b din functia f nemarginita in a perechea (f, F'), notata

F)™ [V f(@)da S [ f (@) de ™ [T f (2) da.

Se numeste valoarea integralei improprii de la a la b din functia f nemdarginita in a limita hH)\I ( f A\
A—a, \>a
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daca aceasta exista.
In exercitii, se face conventia sa se foloseasca denumirea si notatia clasica

Jiiof @das tim (3 f (@) de).

Integrala f_boo f (z) dz este convergenta (C) daca limita anterioara existd si este finita si divergenta
(D) daca nu existd limita anterioard sau existd si este —oo sau 400.

Punctul a se numeste punct singular pentru integrala i 1mpropr1e f +0 f(z)dx
c) Fie f:]a,b[ — R, —00 < a < b < 400, f € Riee (Ja, b)), ¢
lim f(z) =400 (sau = —c0) gi lim f(z) =+o0 (sau = —00).

T—a,r>a r—b,x<b

Se numeste wvaloarea integralei improprii de la a la b din functia f, notata ab-:(?f(x) de "%
f}a b[f( x) dx, suma limitelor

i ([ @ dn) ¢ ([ () d),

daca acestea exista si dacd are sens suma, unde c¢ este arbitrar ales ¢ € ]a, b|.
In exercitii, se face conventia s se foloseasca denumirea §i notatia clasica

fab;gf(x)dxd'za hm (f)\ )—l— hm (f“ )

Integrala fj;o f (z)dzx este convergenta (C') dacd valoarea existd si este finitd gi divergenta (D)
daca nu existd macar una din limitele anterioare sau daca exista amandoua si suma lor este —oo
sau +00.

Punctele a si b se numesc puncte singulare pentru integrala improprie f:;g f(z)dx.

d) Integralele improprii de la a la b din functia f neméarginitd in b, sau de la a la b din functia
f nemarginitd in a, sau de la a la b din functia f nemé&rginitd si in a si in b se numesc integrale
improprii de speta a doua sau integrale improprii cu integrant nemdarginit.

Observatia 3. a) Fie f: [a,b] > R, —00 < a < b < 00, f € Rioc ([a,b]), cu

lim f(x)= 400 (sau = —o0).
x—b,x<b

Daca F este o primitiva a lui f atunci

f;)fo f (x) dx ddC:‘;‘ 3 (x*lj)n;<bF (x)) —F (a) H&t- F (x)‘i:ﬁ’w<b .

b) Fie f :]a,b] = R, —00 < a < b < 400, f € Rioc (Ja, b]), cu
hm> f(x) = +o0 (sau = —00).
Daca F este o primitiva a lui f atunci
b daca 3 . not. r=
Sl f(@)de "ETF ()~ lim (F(2) "= F(2)2=)

— .
r—a,x>a r—a,x>a

Exemplul 5.1.1. Si se studieze natura si valoarea integralelor de speta intai, pe interval nemarginit:

a) [y (ze"

Rezolvare. etapa 1. f : [0,4+00] = R, f () = ze”.
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f este bine definita si continud pe [0, +oo[ = f € Ripe ([0, +0])

b = +o0 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiazd natura gi valoarea integralei, aplicind Definitia.
pasul 1. Se determind o primitiva pe [0, 4+o00[ pentru f.

F(z;c) = [ (ze”)dz = ze® — e + ¢,V € [0, +00[, Ve € R.
pasul 2-detaliat. f0+oo f(z)dzx dacd3 )i (fo/\ f(x) dw) .

A——400

Se calculeazd, pentru A € [0, +-00],

fo/\ (ze®) dx = (ze” — e¥)[*=) = (At —e*) — (0—¢€Y).

Se determing, dacs exista,

lim (f())‘ (ze®) d:c) = lim (Ae*—e*+1) = +oo.

A—4o00 A——+00
pasul 2-direct. f0+oo (ze*) dx dacd 3 (ze® — e™)|P2,F® = lir_ir_l (xze® —€e") +1 = +o0.
- Tr—T00
Se deduce ca integrala improprie data este divergentd gi are valoarea +o00, adica
0+°° (xe”) dx = +00.

b) fi;o (ze®) dx.
Rezolvare. etapa 1. f :]—00,0] — R, f () = ze”.

f este bine definita si continud pe |—00,0] = f € Rioe (]—00,0]) .

b = —oo este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei aplicAnd Definitia.
pasul 1. Se determind o primitiva pe |—oo, 0] pentru f.

F(z;¢) = [ (z€*)dx = xe® — e* + ¢,V € |—00,0],Ve € R.
pasul 2-direct jfoo (ze®) dx dagh 3 (ze* —e®)[*=Y = —1— lim (ze® —e®) = —1.

T—==0 r——00
c) [~7 (cosx)dz.

Rezolvare. etapa 1. f:]—o0,—7] — R, f () = cosz.
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b

f este bine definitd si continud pe |—o0o, —7] = f € Ripc (|—00, —7]) .

a = —oo este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiazd natura gi valoarea integralei, aplicind Definitia.
pasul 1. Se determind o primitivd pe |—oo, —| pentru f.

F(z;¢) = [ (cosz)dz =sinz + ¢,Va € |—o00, —7] , Ve € R.
pasul 2-direct. [~ (cosx)dx dogh 3 (sinz)|?

= [77 (cosz)dx (D).

=—T

a o =sin(—m)+ lim (sinz)—nu exista
T——00

Exemplul 5.1.2. Si se studieze natura si valoarea integralelor de speta a doua, cu integrant
nemarginit:

W [} o=
1 3 T — 1
Rezolvare. etapa 1. f:]1,2] = R, f(x) =

dx.

f este bine definita si continua pe |1,2] = f € R (]1,2]) .
a = 1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,

1
deoarece x_%lrgg ) flz) = m_llfgﬂ V-1

etapa 2. Se studiaza natura gi valoarea integralei, aplicand Definitia.
pasul 1.Se determind o primitiva pe |1, 2] pentru f.

= +o00.

2
1 —1)3
J \/7d:v = [(z— 1)_§ (x—1) do = <x§> +c,Vz €]1,2],Vc e R.
=2
asul 2-direct f2 1 dg 13 1) 1)% =3(2- 1)% — lim (3 (x — 1)%) =
pasul £-dIrect. Jiiq V-1 - 2 2 eolms1 \2 =3

rz—1lx>1

Observatia 5.1.4. Dacid pentru f[a b[f (x)dx, f nu este definitd in b, dar lim f (z) exista si

z—b,x<b
este finitd, atunci integrala scrisd anterior poate fi considerata ca o integrala improprie convergenta

identificata cu integrala Riemann a prelungirii functiei f prin continuitate la [a, b] . De exemplu, fie
arctgx
f[_LO[

etapa 1. Integrantul f : [-1,0] = R, f (z) =

xT.
arctgx

este nedefinit in b = 0. Totusi b = 0 nu este
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punct singular pentru integrala, deoarece
. arctg x
lim =1.
z—0,2<0 T
Integrala poate fi identificatd cu integrala Riemann f[—l 0] f(z)dz, unde f este prelungirea prin
continuitate a f pe [—1,0], adicd

t
- { AT Jack z € [-1,0]

fA-L0 =R, f(z) = x
1, daca z =0
etapa 2. Deoarece f admite primitive, dar acestea nu pot fi exprimate cu functii elementare, valoarea
acestei integrale se determind cu metode numerice (calculator).
vl

X

Teorema 5.1.1. Fie —00 < a < b < +o0o fixate. Fie f : [a,0] — R, f € Rioc([a,b]), cu

libm bf(:p) = 400 (sau = —o0). Dacd f este mérginita pe [a, b[, atunci f;_of () dz este (C).
T—0,x<

Analog pentru f;+0 f(z)dx.

Exemplul 5.1.3. Fie 0 < a < +00,0 < b < 400 fixate. Fie a € R fixat.

1
a) f;roo m—adx este

l—«

1 a
< . —+00 v
(C), dacd a € ]1, 400, si| [, x—adarzl_a,dacaa>1

1
(D), dack o € |—00,1], 51 | [.7° —dx = 400, dacd a < 1.
T

1

1-3 1-3
+o0 1 1 . [too 1 (5) . [Foo 1 (2) 2 .
De exemplu, [, ?dm:1—2(0)7 L Eda:: 13 )5 Iy ﬂdm‘: 13 (C);
1 1
+ooi _ . +ooi — . too 3 _ .
| mdw +o0 (D); f% \/:de 400 (D); [, 7 a?de = +o00 (D) ;
b) fb$dx este
¢ (b—=)"
) oo 1 1 (b—a)™
(C), dacd a € ]—o0,1[, si| [, Wd$ = f[a,b[ (b—x)o‘dx = dacd a < 1
_ 1 1
(D), daca o € [1,400[, si f: 0 mdas = f[a”b[mdx = 400, dacad o > 1.
1
1 1 1 1-1)'s
De exemplu, ff dr = - (C); Ik dr = (1-5) (C);

V2 -1 1-1 g 1-1

3 1 el 1 B
fl x_gdx:—i—oo(D),f% M—lmd:c_—i-oo(D).
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C) famdix este
. o 1 1 b-a)™
(C), dacd « € |—00, 1], si faMde:f]a,b} (:E_a)ad:p: T , dacd a < 1
1 1
(D), dacd o € [1,400], si fabJrO md:p = f]a,b] mdm = 400, daca a > 1.
De exepi, 2 Lo = L0, i —ae = 2D
e exem = ; = ;
exempiu, Jy :L'—lx 1_% ’%3x_lm 1_% ;
2
3 1 2 1
dx = D); | —————=dx = D).
f2$_2 z=+o00(D); [ (:U—l)\/xjx +00 (D)

Observatia 5.1.5. Exista integrale improprii cu doud puncte singulare mizte, in care apar si puncte
singulare pentru interval nemarginit §i puncte sigulare pentru integrant nemarginit. De exemplu

a+0f( ) dx dac:éa hm (f/\ d:c)+ hm ([* f (z) dx)

oo . v . ol . . v
Integrala fa Lo [ (@) da: este convergenta (C) daca valoarea exista si este finita si este divergenta
(D) daca nu existd macar una din limitele anterioare sau daca existd amandoud si suma lor este
—00 sau +oo

fb Of dacaﬂ hr_noo (f):\:f(x) dﬂj) + hm (fll )

Integrala f_go f (z)dzx este convergenta (C) daca Valoarea existd si este finitd si este divergenta
(D) daca nu existd macar una din limitele anterioare sau daca existd amandoua si suma lor este
—00 sau +o0.

Exista integrale improprii cu mai mult de doua puncte singulare, unele chiar si in interiorul
intervalului de integrare.
Teorema 5.1.2. (de aditivitate a integralei improprii in raport cu functia integrant )

Fie J;I x)dx f]l x)dx -integrale improprii ambele de speta intdi, sau a doua, sau mixte, cu
g€ Rloc ( )
Daca [; f ( ) si fﬂ , atunci= [; (f +g) (z) dz (C) si

i(f+9) (@ dw—]ﬁ d@”n& z) dz.
Observagia 5.1.6. In ipotezele Teoremel 2,
Jf @) de (C) si fg(@)da (C) = [ (f +g) () do (C);
Jif( ) (D) si fyg(x)dz (C) = [ (f+g)(x)dz (D);
J, f (x) de ) Jog9(@)dz (D)= [, (f +9) (x) d (D);
i f(x)dx (D) si [;g(x)de (D)= [{(f+g)(x)dz poate fi sau (C) sau (D).
Teorema 5.1. 3 (de omogeneitate a integralei improprii in raport cu functia integrant )
Fie fI[ x) dx 1ntegrala 1mpr0prle de speta intai, sau a doua, sau mixtd cu f € Rjoc (I) . Fie a € R*.
Atunci fﬂ af)(z)dr si [; f(x)dz au aceeasi naturd (sunt ambele (C) sau (D) simultan) si, in caz
de convergenta
f(af) (@) de = a f; f (z)dz.
Teorema 5. 1 4.(de ad1t1v1tate a integralei improprii in raport cu intervalul) Fie f]a’b[ f(z)dx
-integrala improprie de speta intéi, sau a doua, sau mixta cu a si b exact doua puncte singulare, cu
[ € Rioc (Ja, b).
a) Daca f b[f x (C), atunci Ve € Ja, b[ = fac f(z (C) si f[qb[f (x)dx (C) si
fa,cf dx+f[c,b[f _f]a,[f( )dl’
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b) Daci Jc € ]a, b] a.i. f] f(x)dx (C) §i f[ o f () dz (C) atunci = f]a,b[f (z)dz (C) si
jia,b[f (x)dx = f]a,c] [ (z)dx + fcb z)dx.
Observatia 5.1.7. In ipotezele Teorernel 4, pentru un ¢ € |a, b[ oarecare dat,
Ji 1 (@)da (C)si [ f (x)de (C) :f"f (©);
Jo f (@) dz (D) si [ f (2) da (C) = [ f(as) (D);
Ji f(@)dz (O) st [ f (2)de (D) = [} f (¢)dz (D);
[2f (@) dz (D) si fcb f(z)dz (D) = fa f (z) dz poate fi sau (C) sau (D).
Observatia 5.1.8.
I. Fie f[mb[ f (z) dx -integrald improprie de speta intai sau a doua cu b unicul punct singular,

J € Rioc ([CL bD

f[a bl )& fcb (x)dz (C) unde ¢ € [a, b] este arbitrar ales. Mai mult,
f (:c) dx = f(z)dz + f(z)dx
[a,b] J la,] [e,b]
improprie Riemann, deci (C) improprie

Rezulta cd este suficient sa se studieze convergenta pe intervale [c,b[, cu ¢ "spre" punctul
singular b.
II. Fie f]a’b] f (z) dz -integrald improprie de speta intai sau a doua cu a unicul punct singular,
f € Rioc (Ja,b]) .

f]a,b} f(z)dx (C) & f}c’b] f(z)dz (C) unde ¢ € ]a, b] este arbitrar ales. Mai mult

f(z)dx = f(z)dx + f(z)dx
]a,b] ]a,c} [C,b]
imp;orprie improprie Riemann, deci (C)

Rezultd ca este suficient sa se studieze convergenta pe intervale |a,c], cu ¢ "spre" punctul
singular a.

Exercitiul 4. S3 se studieze natura gi valoarea integralei:

1
+o0
R

1
Rezolvare. etapa 1. f:]1,+oo] = R, f (z) =

e —1

-
T

f este bine definita si continud pe |1, +oo[ = f € Ripe (]1, +00]) .
b = 400 este punct singular pentru integrala improprie pe interval nemarginit.
a = 1 este punct singular pentru integrala improprie cu integrant nemarginit, deoarece

1
1 = lim ——— = to0.
LR ACE Wiy By

Deci este integrald improprie mixta.
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etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei, cu Definitia.
pasul 0. Se izoleaza cele doua puncte singulare si se studiaza separat.

2 1 1
b=l

de siTy = [ ——da
pasul 1. Se determind o primitiva pe |1, 4o0o[ pentru f, F’

2 ayr—1
=t
Ve—1=t,te }O +00[| inversdm

Se face schimbarea de variabils de integrare:{ = = t? 4+ 1, t € ]0, +-oo[| diferentiem
dr = 2tdt

1 1 ~
Se inlocuieste= F' (t;¢) = [ W%dt =2/ oo dt = 2arctgt + ¢, Vt € ]0,4o00[,Vc € R.
Se revine la substitutie= F' (z;¢) = 2arctg vz — 1 + ¢, Va: €]l,+o0[,Vc e R
. 2 : 2
pasul 2-detaliat.eZ; = fl+0 f(z)de = AJ?EM (f)\ f(z) d:v)

Se calculeaza pentru A € ]1,2],

ff $\/$7dx = (2arctg\/ )} = 2arctgl — 2arctg v — 1.

Se determing, dacd exista,

lim <f>\ dz | = lim (2arctg1—2arctg 1) =2% —0.
) VAT =23

A—1,A>1 A—=1,A>
1
o7y = +°o ———dx

v —1

Se calculeaza pentru p € [2, +o00],

f2 w\/xidx— (2arctg\/xf )‘ = 2arctg/pu — 1 —2arctg 1.

Se determind, daca exista,

1
lim <f2“ x\/mdx) :uhm (2arctg /p— 1 — 2arctgl) = 2% — 27,

p—-oo
pasul 2-direct. 7 dacd 3 (2 arctg v/ x — )! = 2arctgyv/2—1— lim (2 arctg v/ — 1) =
— r—la>1 z—1,2>1

T —0.

4

I, 27 (arotg Vo~ )" = lim _ (2erotg Vo —T) ~ 2aretg VI =1 = 25 — 27,

m

Se deduce ca integrala improprie Z; este convergenta si are valoarea 5 adica
Jlo -z =1,
v —1 2

v e . . v . ™ LY

Se deduce ca integrala improprie Zs este convergenta si are valoarea 5 adica
oo ! do =T

2 oz —1 2

1
Atunci, conform Observatiei 6, se deduce c& [;7> dx (C) si are valoarea
b f1 v —1 (C) s
1 1 1
+o00 2 +o0
———dr =[] ———=d ———dx =m.
1 av\/xflx fl x\/xflx—’_fQ x\/xflx g

xUneori se scrie si direct

1+°o édaj dogk 3 (2 arctg vz — 1) ‘i:i;;l = zgr—il-loo (2 arctg v — 1) hm (2 arctg vz — 1) =

x\/x—l rz—1,2>1

.

)fool_’_x2
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1
Rezolvare. etapa 1.f :]—co, +oo[ = R, f (2) = ;0.
v ]
SN S

f este bine definita i continud pe |—o00, +00[ = f € Rioc (|—00, +00[)
a = —00 gi b = 400 sunt doud puncte singulare, ambele pentru integrala improprie de speta 1,
pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei, cu Definitia.
pasul 0. Se izoleaza cele doud puncte singulare, alegand 0 € |—o00, +00[ si se studiaza separat
1
Ilzfooo1+ dx si Iy = oo dx

0 1422
pasul 1. Se determind o primitiva pe |—o0, +00[ pentru f.

1
F (z;¢) :f1+ sdr = arctgx + ¢,V € |—o0, +oo[ , Ve € R.
. T
pasul 2-direct.Z; = f ©T¥ 2 sdr = arctg x]mﬂ o = arctg0 — xgglm (arctgz) = 5
1
Iy = O+°O T 2d13: = arctga|*, > = mgrfoo (arctgx) — arctg 0 = g
Se deduce ca f ~ 1122 dx (C) si are valoarea
+oo 0 T
dx = dr=5+5=m.
B s L A e L 1+2$ 23T

5.2. Criterii de convergenta a integralelor improprii

Observatia 5.2.1. Exista functii care admit primitive, dar acestea nu sunt exprimabile cu functii
elementare. Sau nuse poate studia limita ce apare in definitia integralei improprii. In aceste situatii
nu se poate determina natura si eventual valoarea integralelor improprii cu definitia. Atunci:
-se aplica unul dintre criteriile de mai jos pentru a determina natura integralei;
-in caz de convergentd, se poate incerca un calcul al valorii integralei, folosind
—metoda integrarii prin parti in integralele improprii convergente;
—schimbare de variabild de integrare in integralele improprii convergente;
—altele, chiar si metode numerice (calculator).
Observatia 5.2. 2 Fie f]l x) dx -integrald improprie de speta intai sau a doua sau mixta.
a) Integrala fH x) dz este absolut com)ergenta (AC) dacd [;|f (x)| dz este convergenta.
b) Dacad [; f ( d:z: (AC) atunci [; f (x)dz (C). Reciproca nu este adevirat.
c) Integrala j;l x) dzx este semzconvergenta (SC) daci [ f (x)dx este (C), dar nu este (AC).
Teorema 5.2.1. (Crlterlul comparatiei-cu inegalitati)
Fie ﬁl x) dx -integrald improprie de speta intai sau a doua.

a) Dacd dg a.i. (}S f (@) < g (@), Vo el } atunci [} f (z)dz (AC).

19 ({IJ) dx (C)
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b) Dacd Jg a.i.

)>g()>OVm€]I} atunci [} f (z)dx (D).

fu

Observatia 5.2.3. Si folosind criteriile de convergenta este suficient si se studieze convergenta
integralei improprii f[a b f (z) dz pe intervale [c, b[, cu ¢ "suficient de aproape" de punctul singular

f(x)de = f(x)dx + f(x)dz

[a,b[ [a7c] [C,b[

improprie Riemann, deci (C) improprie
Analog, este suficient sa se studieze convergenta integralei f o] f (z) dx pe intervale ]a, c], cu ¢
"suficient de aproape" de punctul singular a.

f@di= [ @it [ f@)i

la,b] la,c] [e,b]

Vv Vv
improprie improprie Riemann, deci (C)

Exemplul 5.2.1. Sa se studieze natura integralelor
sinx

a) f ———dx.

z(r+1)

Rezolvare. etapa 1. f: [1,+oo[ = R, f (z) = S

z(r+1

[ este bine definitd gi continud pe [1, +00] :>(f € R)loc ([1,400])

b = 400 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei, utilizind Definitia.

f este bine definita si continud pe [1, +oo[ = f admite primitive pe [1, 400 . Dar aceste primitive
nu pot fi exprimate cu functii elementare. Nu se poate parcurge etapa 2.
etapa 3. Se studiazd natura integralei, utilizand Criterii:
modul 1. Criteriul comparatiei cu inegalitati

L "
X _ 1
i :hp——.—xn
) sau sin \
sin x sin x
= - V€ [1
< |f (@) eE RIS R FICEE z € [1,+oo
(z)
g Crit. Comp. pr+4oc0
o0 1 s
% ———dz (C) deoarece, direct = L f(x)dz (AC)
xz(zx+1)
1 T——+00
1+oo 7(137(1.:3 In x :1111_111%.
z(x+1) z+1],_,

Sau
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sin x |sin x| 1 1 )
= = = — 1 :
0<1f @) x(x+1)' x($+1)_x(x+1)< xQ,VmE[,—i—oo[
9(x) Crit. Comp. 400
0o 1 AC).
1+ ?dx (C) deoarece, direct = 1 [ (x)dz (AC)
. 1 1 T—+00
[ Sda = <—) =—0+1.
z z r=1
Comentariu.
+o0 1 +oo ld +oo 1 J
- 4 it S ‘
/1 x(m—l—l)x#/l I /1 zr1
) (C),:ln? (D),:oo (D)7:OO
Crlt.:C>omp. O+oo f (1’) de (AC) '

Exemplul 5.2.2. Si se studieze natura integralelor

2 X
a —dx.
)fO /4_:[;2
T
Rezolvare. etapa 1. f:]0,2] - R, f(z) = ——
bl [ 02 =R (@)= oy

f este bine definita gi continud pe [0,2[ = f € Ry ([0,2]) .
b = 2 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,

5

deoarece lim —— = +o0.
—2,0<2 /4 — 12

etapa 2. Se studiazé natura si valoarea integralei, utilizadnd Definitia. Aici este posibil, dar greoi.

5 128 16
J \/%da: = _E\MI — 2 — ﬁxQ\/él — % — %x4\/4 — 22+, Vr €[0,2][,Vec € R.
-z

P2 2 4z ((128 ps 16 5 s 14 RIS
——dz = (— 4—a?— —a*Vi4—2?—zx 4—x2> =22,
O Va—ga2 15 15 5 . 15
etapa 3. Se studiaza natura integralei improprii date, utilizand Criterii:
modul 1. Criteriul comparatiei cu inegalitati
i 5 5 5
z >0 I 0<z<2 2
0<|f@)| == = —, < —,Vzel0,2].
TS|~ vime = = e
2 2 . Crit. Comp. 2
I ﬁdx (C) deoarece, direct = [y f(z)dx (AC).
5 —2,x<2
2-0 2 d. 3 A Eane T
——dzr = (25 arcsin —) =25 _,
Jo Vi — 22 2/ lz=0 2

Teorema 5.2.2.(Criteriul in o pentru integrale improprii de speta 1)

I. Fie f[a oo f (z) dx -integrald improprie de speta intai, cu b = 400 unicul punct singular. Se

presupune ca f are semn constant pe intervalul de integrare.



Gabriela Grosu / EDCO 13

o Jae]l, 4oof ad.
a) Daca J lim xo‘|f(m)|:l§10§l<—|—oo }?f[a’_’_oo[f(ﬂf)dﬂj(AC)

r—+00
. Ja€]-o0,1] ai.
b) Daca = hg_l wa’f(x)‘ :l§l 0<1< 400 } = f[a7+oo[f($)d$(D)

I1. Fie f]—oo,b} f (z) dx -integrald improprie de speta intai, cu a = —oo unicul punct singular. Se
presupune ca f are semn constant pe intervalul de integrare.

o Jae]l, 4oof ad.
a) Daca ngmoo(_x)a f(2)| =1si0<l<+00 (= f]—oo,b] f(x)dz (AC).

. Ja€]-00,1] ad.
b) Dack 3 Jim (—)?|f (2)| =151 0 <1< +oo [ Jjroep F (@) dw (D).

Teorema 5.2.3.(Criteriul in o pentru integrale improprii de speta 2)
I. Fie f[a bl f () dx -integrald improprie de speta a doua, cu b < +o0o unicul punct singular, adica

libm , f(z) =400 (sau = —00). Se presupune cd f are semn constant pe intervalul de integrare.
. Jae]0,1] ad
a) Dacd g libm b(b— o) |f(x)|=15i0< 1< +oo (7 f[a,b[f(x) dx (AC).
T—0,x<

_ Jae[l,+oof ad.
b) Daci 3 im (h— )" |f(z)] =151 0<1< +oo (= Jap S (@) dz (D).

z—b,x<b

II. Fie f]a ] f (z) dz -integrald improprie de speta a doua, cu a > —oo unicul punct singular, adica

lim> f(x) = 400 (sau = —00). Se presupune cd f are semn constant pe intervalul de integrare.
T—a,r>a
_ 3aelo,1] ad.
) Dack 3 fim_(z—a)*|f ()| =151 0 <1< +oo [ = Sy [ (2)d2(AC).
T—a,x>a

o Ja e [l,4oof ad.
b)Dacd 3 Jiy (z—a)*|f(x)| =150 <1< +oo (= JunS (@) dz(D).

r—a,r>a

Exemplul 5.2.3. Si se studieze natura integralelor

+o00 £
IEEE—
AN e

Rezolvare. etapa 1. f: [1,4+00[ = R, f (x) °

BRI

f este bine definita si continud pe [1, +oo] = f € Rioc ([1, +00])

b = 400 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei improprii date, utilizdnd Definitia, dacd este
posibil-aici este este posibil, dar greoi.

Flwe) =) g sez ™
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2= 1 if iazi
Facem schimbarea de variabild de integrare: { 7" =1, € [1, +oof| se diferentiazd

2xdx = 1dt
1 1 1 1 1 t+2)
Se inlocuieste= = [ 5 dt = f T5 Tdt = S ( 6) 5dt =
27 3tc+5t+1 2-3 t+3 2-3 (t—|—§)2— @)
6 6

11 1t+6—@
239413 E
2:39¥8 4154

4Vt € [l,+oo[,VCER.

1 22+ 3-¥B
Se revine la substitutie= F' (z;¢) = In 6 +¢,Vz € [1,+00[,Vec € R.
2413 £L'2+ % + %
—+
oo z 1 1x2+§—@ R SN L e N S C
T = = n = n .
b Bat+522+1 2V13 g2 45 4 VI3 2V13 12434 ¥ 2V/13 11+V13

etapa 3. Se studiaza natura integralei i 1mpr0pr11 date utilizand Criterii:
modul 1. Criteriul comparatiei cu inegalitati

T T T 1
0< = = < < —,Vzx el .
SV = g 5 1| T et r st 41 S 3ty 050 = 3 o € Lol
<X~
) g(z)
1+°° ——=dx (C) deoarece, direct
33
oo 1 o a3l 72 %*"":0_1 1
b 323 3 -2, 3 -2
Crit. Comp (400 X
> N e 0.
modul 2. Criteriul in « cu limita pentru integrale improprii de speta 1.
T
—— >0,V 1
J@) = g gy = Ve e Lol
T xa-i—l
I= 1 o = lim — = lim ———M—mMmMm—.
w—rtoo I @)= —1>+oo$ 3zt + ba? + 1 z—rFoo 3zt + ba? + 11
oSe incearcd a = 3.37 mll)r_{loofr |f (2)] = mll)m x?’m =3
Ja =3 €1, +o0] ad. .
Crit. in a p+o00 x
1 ————dx (AC).
E|11m$|f()|: :§§10§l<+oo - 3$4+5$2+1:1;( ¢)

Exemplul 5 2.4. Sa se studieze natura integralelor

a 7(1117.
)f2 x? (x3 — 8)%

Rezolvare. etapa 1. f:]2,3] = R, f(x) =
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Yooz
Q.08
0,020
0,013
0,010
0,00

f este bine definita gi continud pe ]2,3] = f € Rioc (]2, 3]) .
a = 2 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,
1

deoarece lim f(xz)= lim 5 = +00.

T—2,2>2 T—2,2>2 72 [(1‘ _ 2) (xg 49+ 4)}5
Oetapa 2. Se studiazi natura si valoarea integralei improprii date, utilizand Definitia, daci este
posibil-aici este este posibil, dar greoi.

1 _2
pasul 1. F (z;¢) = [—————dx = [a72 (:133 — 8) 3 dz-integrald binoma cu a = 1,b = —8,
- x? (3 — 8)3
m=-2n=3,p= —%. Conform teoriei de la substitutii Cebasev, deoarece
1 —-2+41 1 —2+1
p:%¢Z§im+ _ =T ¢Z§im+ +p= + Y/
3 n 3
cx® — 8
=-facem schimbarea de variabild de integrare :1:73 =3,
x
1 1 1
3 11 8 _ 8 19
x 6]8,27] iS4 E S [ﬁ,g[@—SE G]—g,—ﬁ] <~ 1—8? G]O,ﬁ]
1
1-— 8—3 =3, te }O, %} inversam
x
8 3
3 _ V19
v 1—t3’t€]0’ 3 ”
2 3197 4 .
rT=——F—=,t€ ]O —} ’ diferentiem
3/1 _ 13’ v 3
¢ —4
| de =23 (1-13)" (-3t%)dt
1 1
f 2 dr = f 5 dzx
22 (23 — 8)3 2 1\3
2 3\3 1—-—8—
1 =4 1 1 ~
Ft;0)=[——5—273 (1-1°)% (=3%)dt = éfalt = gttevte }0, @} Ve eR.
7152

1
(vi=w)
1
F(z;c) = 8—\3/333 —8+¢,Vz €]2,3],Vc e R.
X

12— direct. [} L 4 <133 8)363 !

pasul 2— direct. [, ——————Fdzx = | —Vz° — = —
* x2 (£E3 — 8)3 8x T—2,2>2 8-3

etapa 3. Se studiaza natura integralei improprii date, utilizand Criterii:

modul 1. Criteriul comparatiei . NU.

modul 2. Criteriul in « cu limita pentru integrale improprii de speta 2.

fl@)=—  >ovee]23).

x? (z3 — 8)

V33 -8 —0
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= lim (z-2%f(@)]= lim (z-2)° | .
22,72 T—2,7>2 22 (z— 2)7 (22 + 2z + 4)3
eSe incearc a = 2.37 m_}i2171;>2 (x —2)Y|f (o) a;% m_}i2rél>2 (@ +12$ N 4)% = Iy 123
Ja=2€]0,1] adi. , crt e |3 1 4o (4C)
Hm_}izr,lzl>2<m_2>a‘f(m>‘:l:4.12§ 0t < 4o Y a2 (a3 - 8)5 ’ '

Exemplul 5.2.5. Sa se studieze natura integralelor

1
+o00 ;
dr— dea S .
a) fo N r— a se vedea Seminar
Exercitiul 5.2.6. Sa se studieze natura integralelor:

a) integrala Gauss-Poisson sau a probabilitatilor
+oo —Jj2
fo e dx

— a se vedea Seminar.

b) Pentru p > 0 dat, integralele Dirichlet f0+°° Sl;lp:c dx gi 1+°o C(;pr dx— a se vedea Seminar.
Concluzii:
“pentru p €0,2[ = Ty — (C) 5i o — (C) = fy *>-"dx (C) ( chiar (SC)).
-pentru p € [2,+o0[ =71 — (D) siZo — (C) = 0+°° Sl;)md:v (D).
] Lo COST ]
-pentru p € ]0,1[ = Z; — (C) si o — (C) = [, o—dx (C) ( chiar (SC)).
-pentru p € [1,400] =71 — (D) siZo — (C) = 0+°° cospxd:B (D).

c) Pentru p > 0 dat, integralele Fresnel (folosite in optica)
f0+°° sin 22dx si f0+°° cos 2dx
Rezolvare

-

¥i

-a se vedea Seminar

16
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Jor % sin (22) da (C) .|| [57*° cos (2?) dz (C).

Observatia 5.2.4. Teorema de liniaritate a integralei improprii

J, (@f (@) + By (@) dz = o f, f (2) dz+ B [, g (
teorema integrarii prin parti, precum si teoremele de schimbare de variabila se pot aplica numai
dacd, anterior, s-a stabilit, pe baza unui criteriu, ca integralele gi limitele ce apar in formule sunt
convergente.

Este posibil ca, printr-o schimbare de variabild, o integrald improprie sa se transforme intr-o
integrald Riemann si reciproc.

Exemplul 5.2.6. Si se studieze natura urmadatoarelor integrale si, in caz de convergentd, si se
determine valoarea lor

1 x
a) [y 1_xdx.

Rezolvare. etapa 1. f:[0,1[ = R, f(z) ==

T

1—a

f este bine definita si continud pe [0,1][ = f € Rioc ([0,1]) .

b = 1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,

. . x
deoarece lim f(x)= lim z-,/—— = +oc.
r—1,x<1 r—1lz<1 11—z

etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei improprii date, utilizdnd Definitia, daca este
posibil-aici este posibil, dar greoi.

_2
= fx*Q (:Jc3 — 8) 3 dx-integrala binoma cu ¢ = 1,b = —8§,

pasul 1. F'(z;¢) = [z -

co\w

m=-2n=3p=—%.
x = sin? t, te [ [|d1ferentlem

Se face schimbarea de variabild de 1ntegrare:{ do — 9 sin £ cos td t

sint
F(t;¢) = [sin®t- %2sintcostdt =

COS
1—cos2t\? 1 At
:2f(sint)4dt:2f<c20$> dt:§f<1—2cos2t++(;os> dt =
1 sin2t 1 sin4t ~
=3 t—2 5 +§ +§T +C,Vt€[ g[ Ve e R.

Se revine la substitutie=greoi.
etapa 3. Se studiazd natura integralei improprii date, utilizand Criterii:
Criteriul in « cu limitd pentru integrale improprii de speta 2

f(a:)zx-ﬂ%ZO,V:cG[O,l[.

T
Jim Q-a)tf @)= lim (- i
1
N v 1 . « *Z2 1 3
=137 lim (1 = 1 w2 =1L
eSe incearcd o = m_>1117§1<1( z)* | f (2)] e T

Ja=1€]0,1] ai

2 o Crit. iIn o p1
3 lim<1(1—x)a\f(a:)\—l—1§10§l<+oo} = fox- \/1_ dz (AC).

rz—1,x
etapa 3. Se calculeaza integrala improprie folosind integrare prin parti sau schimbare de variabila

in integrala improprie convergenta:
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fl_ox- v dr =7

0 1—2z
Se face schimbarea de variabila de integrare
x =sin’t, t € [0, 5 H diferentiem
dx = 2sint costdt

capete: r=0=1=0
pete: x—>1,:r<1:>t—>£t<ﬂ

1-0 z 50
€ - de = 2 sin®t- —2 sint costdt =
Jo Vi-z Jo co

T_g 2t z 1 4t
=2/ (smt) dt—2f0 < — o8 > 02 <1—200$2t++cos) dt =

2
1 sin2t 1sm47§

l <
—2 2
3

:§'

t=0

O6. INTEGRALA IMPROPRIE CU PARAMETRI. FUNCTIILE EULER T si B
-se va studia la Statistica gi Prelucrarea Datelor

O6.1. Integrala improprie cu parametri. Definitii. Exemple. Criterii...
06.2. Functiile I' si B ale lui Euler

Propozitia 1. Este bine definita functia gamma o lui Fuler

(1)T:]0,+00[ = R, T (p) = 0+OOCL‘p le=%dg
ca gi integralda improprie cu parametri punctual convergenta.
ODemonstratie. Integrala I' are tipul, natura si valoarea in functie de parametrul p.
etapa 1.ePentru parametrul p > 1 = f : [0, 400 — R, f (z) = 2P~ te 2.
f este bine definita i continua pe [0, +00[ = f € Rioc ([0, +00])
b = +00 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
—X
ePentru parametrul p € ]0,1[ = f:]0,400] = R, f (z) = elip'
f este bine definitd si continud pe |0, +oo[ = f € Ripc (]0, +00])
b = 400 este punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.

= 0 este punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,
—T

. . €
deoarece lim f(r)= lim —— = +00
r—0,2>0 z—0,2>0 £+~ P

etapa 2. Se studiaza natura gi valoarea integralei, utilizdnd Definitia-aici nu este posibil.
etapa 3. Se studiazi natura integralei improprii date, utilizand Criterii. Se studiaza separat

Iy :]0, 400 — R, Ty (p f aP~le="dzx §i Ty 1 ]0,+00[ — R, T (p) = [;7 P~ Le "dx.
eSe studiazi I'y :

-pentrup >1=T7(p f xP~le=%dx (C) ca si integrald Riemann, chiar (AC).

-pentru p € 10, 1] = F1 f 2P~ le % dx-se studiazi natura cu

Criteriul in « pentru 1ntegrale improprii de speta 2.
f(z)=a2P"te® >0,Vz €]0,1]

Lh= 1 —0)™ = i agp—le=® — 1 .
1=, W O @) = e e = e
eSe incearcd vy =1 —p €]0,1[.37 lim (z—0)* f(z) R T A

r—0,2>0 r—0,2>0

e*lE
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doa; =1-p€]0,1] a.. Crit. in o
3 lim (z—0)"|f(z)] =L =15 0<I< 400 = Ti(p) (AC).

z—0,2>0
Deci I'y (p) — (C) pentru p € ]0,1[ si I'; (p) — (C) pentru p € [1, 00| .
eSe studiaza I's :
-pentru p € ]0, +oo[ = T'2 (p) = 1+°° zP~le % dz-se studiazi natura cu
Criteriul in « pentru integrale improprii de speta 1.
f(z) =aP~te™® > 0,Vx € [1, +o0[

—1
. . _ xP
lo = lim 2°2f(x) = lim z*zP le™® = lim 2z .
T—+00 T—+00 T——400 et
2p
N v . ags=p+1 X
eSe incearcd ap = p+ 1 €]1,400[.3? lim z2f (z) *Z" 1 — =0.
T——400 r——4o0 et

3042 =p + le ]1? +OO[ a.l. Crit. in «
3 tim_a® |f (o) =2 = 051 0 < I < +oc = T2(p) (AC).
Deci T's (p) — (C) pentru p > 0.
Concluzie. Vp > 0 parametru dat, I'; (p) — (C) si T2 (p) — (C) =T (p) — (C).
Propozitia 2. (Proprietati ale I')
a) Functia I": ]0, +oo[ — R este bine definitd si continud pe |0, +oo].
b) |(2) T (p) > 0,%p > 0.
0
(formula de recurenta): ’ B)T'(p+1)=pI'(p),vp> O‘
(4)T(n+1)=nlVneN|
d) (relatia complementelor): (5) I'(p) - I'(1 —p) = p T NVMOo<p<1
inmp

e) (relatia de dedublare): (6) 22?1 . T (p)-T'(p+1) = /7 -T'(2p),V¥p > 0.
Demonstratie.

In particular,

a) Fie V]a,b] C |0, 4o00[. Cum Vp € [a,b] rezultd —1 <a—1<p—1<b—1, se deduce

dacdi z >1 atunci 2P~ le=% L g1
daci 0 < x <1 atunci 2P % % < z0~1

19

Atunci se obtin pentru I'1 (p) si I's (p) majorari independente de p. De aici uniforma convergenta a

integralei I' (p) , si deci continuitatea lui I'.

b) Are loc deoarece, acolo unde este definit, integrantul f (z) = 2P
oo g ez |t = a0
c)I'(1) = fo e dr = % . = xEToo 4 -4 =1L

-1

T—+00

—x / S. —x
L(p+1) = fo 72 evde = [ mp'(e—l ) do = at (6—1 )

= lim 2P - (%) — lim zP- <§> +p [y ar e dy =

T—+00 z—0,2>0

z—0,2>0

- e~ T este pozitiv.

_fo+oo paP~!

e * _
T dr =
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p
=~ lim =+ lim (e aP)+p-T'(p)=p-T(p).

z—+o0 e¥ z—0,2>0

Exercitiul 1.a) | (7) f0+°° e dr =T (1+1),Vn e N*.

Indicatie: Se obtine din (1), facand schimbarea de varibaila y = ™.

b) (8) too pa gmadf gy = —Ll.T (L“> ,unde 8 > 0, > —1,a > 0.
a B

0 B
Indicatie: Se face schimbarea de variabila
ar? =y

T — 400 =y — +00

—azh® + a L1 ofl 1 _
+00 a. p—az’ g, _ ® (1)5.¢ y.%(ﬂ)ﬁ Ly = —L [0y 5 ey = a+lr(a+1>.

—Jo a+l JQ atl
¢ Ba P Ba P

Propozitia 3. Este bine definita functia beta a lui Euler

(9) B :]0,4+00[ x ]0, +00[ = R, B (p,q) = [} 21 (1 — )" ' dx,
ca gi integrald improprie cu parametri punctual convergenta.
ODemonstratie. Intr-adevir:

ePentru p > 1,¢ > 1, integrantul f:[0,1] — R, f (z) = 2?1 (1 — 2)7*

este marginit si continuu pe [0, 1], deci B (p, q) este convergenti ca integrald Riemann.

1— )t
ePentru 0 < p < 1 si ¢ > 1, integrantul f : ]0,1] — R, f(z) = % este neméarginit in
T
) ) (1—a)?t ) . - .
r = 0, deoarece lim f(z) = lim -~—-——— = +oo. Deci B (p,q) este integrald improprie
z—0,2>0 z—0,2>0 T

cu integrant nemarginit.

1—xz) ! ua=1- iteriyl 1
Cum lim (z—0)*- A== pentrua=1-p 4 Criteriyl in integrala B (p, q) este convergenta.

z—0,2>0 xl-P
P!
ePentru p > 151 0 < ¢ < 1 integrantul f : [0,1] — R, f(z) = W este nemdrginit in
—x
P!
r =1, decarece lim f(z) = lim ——5— = +o00. Deci B(p,q) este integrala improprie
z—1,2<1 z—1l,x<1 (1 _ :L') q

cu integrant nemadarginit.

-1
xP entru a=1— Criteriul © . v
PR e=amd ) P @ integrala B (p, q) este convergenta.

1
ePentru 0 < p < 1i 0 < g <1 integrantul f:]0,1[ = R, f (z) = 7 este nemarginit
=P (1—x) 1

li 1-2)% ———
Cum xﬂllrygd (1—2x) - :L')l_q

silnx=0g¢linx=1.

Se studiaza analog cu situatiile anterioare.
Propozitia 4. (Proprietati ale B)
a) | (10) B (p,q) = B(q,p),¥p,q > 0;

00 1
b) (11) B (p,q) = fo <y Tyt
b — _
c) (12) B (p,q) = gegyrrrr - Jo = @)’ - (b — )" " dy;
d) (13) B(p.q) = 2 Jg (cosy)™ ™" - (siny)** " dy.
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Demonstratie: In (2) se fac schimbirile de variabile
a)y=1-zb)y=1ic)y=a+(b—a)r;d) y= (cosz)?.

Exercitiul 2. |(14) B (3,1) = .

Rezolvare. modul 1. Din (13) = B (4, 1) =2 [2 dy = 2 (5-0)=r
modul 2. Din Definitia (9) = B(3,3) = f01m2 (1—2)2 tde = fo \/7

improprie cu punctele singulare 0, 1; integrala este cu integrant nemarginit, deoarece

————dx este integrala

li f(z) li =+oosi i f(x) li ! +
im = lim =+4ocosi lim )= lim — = 4o00.
x—0,2>0 z—0,2>0 \/ & r—1,2<1 r—1,2<l \/p — 12
Din definitia functiei B, 1ntegrala este convergenta.
r—1,x<1
1 T — %
B(3,3) = fo - : de: arcsin — =
(5) - (.’lf - ) 2 —0,2>0

5

. L z—1 . T3 . . i i

= lim arcsin — — lim arcsin — = arcsin 1 —arcsin (—1) = § — (—5) =
r—1lx<1 5 r—0,2>0 5

T -T
Propozitia 5. (Legatura intre functiile I" si B) | (15) B (p,q) = W,Vp, q > 0.

Exercitiul 3. Si se arate ca:
2|1 () = v
Rezolvare. B (% —ZLo2l

r() T} =g =T (d)=vr

b) |I'(§) =%

Rezolvare. F(%) F(1+ ) (3:) ( ) g\f
c) f0+°° e~ dy = \/; (integrala Euler—Pozsson—Laplace)

Rezolvare. f0+°° e dx v=y T (%) = @
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ta

Exercitiul 4. Si se calculeze:

a) fol Vo — z2dz; b) fol V? (1 — z)dzx; c) fol /(1 — z)dz.

Rezolvare. In toate cazurile, presupunem ca s-au parcurs etapele de studiu a integralei (este
Riemann sau este improprie), incit sa se poata trece direct la calcul.

a) fol de:fl x%_l- 1 —ZC)%_l dr=B(3,3) = ACIRNC I %F(%)%F(%) _ 2 f v = I,
7)p(3 5.3.1 /=1 /o

b) fi /25 (1 —z)de = [} 22~ l1-a)2 ldw =B (L,3) = F(2P)(;(2) 22 ZY[QI = 1577%;

c)fox\/x‘ll—xdx—fo ot 1—x)‘11d:c:B(%, RN

o ORI ER

— 243
Exercitiul 5. S& se calculeze:
« 1
2 i . +oo
a) [,? sin xdaf, b) [, 1+$nd$
Rezolvare. In toate cazurile, presupunem ca s-au parcurs etapele de studiu a integralei (este
Riemann sau este improprie), incit sa se poaté trece direct la calcul.

us —sind n 1 1 ntl
a) fOQSinnxdxyis: r1 13/ ;1—1.<1_ ) 1dyle(n+l 1)_1P( 2 (2) fr( 2

—

2 Jo 2/ 7 2 r(2R2) 2 r("3%)"
1 1_
by i phads 57 (yT) LSy =L [fy T -y dy =
1 1
1 1 1 1 A)TGE) 1«
= B( zt 17%)25( (1) ) nEmT



