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CURS NR. 11, REZOLVARI
EDCO, AIA

CALCUL OPERATIONAL

Una dintre ideile Calculului Operational consta in introducerea transformarilor integrale pentru
a reduce rezolvarea unor ecuatii diferentiale sau sisteme de ecuatii diferentiale la rezolvarea unor
ecuatii sau sisteme algebrice care, cel putin din punct de vedere teoretic, sunt mai ugor de analizat.

7. TRANSFORMATA LAPLACE

Utilizarea transformatei Laplace este o metoda alternativa de rezolvare ecuatiilor si sistemelor
de ecuatii diferentiale studiate in cursurile anterioare.

Transformata Laplace a fost introdusa de matematicianul, fiziacianul gi astronomul Pierre-Simon
(marchiz) de Laplace (1749-1827), in lucrarea " Essai philosophique sur les probabilités" (1814), unde
a folosit o formulé similara cu cea actuald si cu un alt scop. Teoria a fost dezvoltatd de matematicieni
ca Mathias Lerch (1860-1922), Oliver Heaviside (1850-1925) si Thomas Bromwich (1875-1929),
iar forma actuald a transformatei Laplace si utilizarea acesteia s-a conturat in preajma celui de-
Al Doilea Razboi Mondial. Denumirea de transformats Laplace i se datoreazd matematicianului
Gustav Doetsch (1892-1977), care a evidentiat avantajele folosirii acestei transformari in inginerie
g1 pentru rezolvarea unor ecuatii/sisteme diferentiale.

O maniera de intelegere grafica/ vizuald a transformatei Laplace va fi prezentatd si ulterior,
la Matematici Speciale, dupa intelegerea analizei matematice a functiilor complexe. A se vedea
Fugene Khutoryansky, "Laplace Transform Explained and Visualized Intuitively",

https://www.youtube.com/watch?v=6MXMDrs6ZmA .

Transformata Laplace are aplicabilitate in studiul proceselor aproape continue din matematica,
fizic, opticd, inginerie electricd, automaticsi, prelucrarea semnalelor si teoria probabilititilor. In
matematics, este folositi la rezolvarea ecuatiilor diferentiale si integrale. In fizics, este folositi
la analiza sistemelor liniare invariante in timp, cum ar fi circuitele electrice, oscilatorii armonici,
dispozitive optice si sistemele mecanice.

7.1. Definitii. Determinare de tranformata Laplace (functie imagine) pentru o functie
original data, respectiv de functie original pentru o functie imagine data

Transformata Laplace se utilizeaza in studiul proceselor aproape continue, in rezolvarea unor
ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale, integro-diferentiale.
Definitia 7.1.1. O functie f : R — R (sau f : R — C, f(¢t) = z (¢) + iy (t)) se numeste functie
original daca:
(i) f(t) =0,Vt € ]—00,0[ (supp f C [0, +0o0l);
(ii) pe orice interval marginit, f are cel mult un numar finit de puncte de discontinuitate de speta
intai (exista limite laterale finite);
(iii) f are o crestere de tip exponential, adicd IM € R, M > 0, 3o € R, astfel incat
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If (#)] < Met )Vt €0, +o0].
Numarul real o = inf {o € R;|f (¢)| < Me?",Vt € ]0, +00[} se numeste abscisd de convergenti sau
indice de crestere.

Se noteazd cu O multimea tuturor functiilor original.
OObservatie Matematici Speciale.
a) (ii) si (iii) se pot inlocui cu

Jo € R astfel incat t —— e~ - f (t) este in L' (R).

Atunci,

-pentru o > o5 = t+— e 7 - f(t) este in L (R),

-pentru o < oy =t e 7" f(t) nu este in L' (R).
b) Se numeste spatiu Heaviside de ordin « spatiul

H (a) = {f € O; f are indicele de crestere oy < a}.
f € H(a)dacd f € OsiVo > a,t— e . f(t) este in L' (R), adicd 3g € L' (R) astfel incat
F () =etg (1)
Observatia 7.1.1. Dacd f si g sunt doud functii original cu acelasi indice de crestere o, atunci
combinatia liniard a.f + Bg este functie original cu acelagi indice de crestere. A se vedea Teorema
de Liniaritate. Atunci multimea functiilor original (chiar daca au indicele de crestere diferit) este
un spatiu liniar/ vectorial complex.

. 0, dacat<O0

Exemplul 7.1.1. a) Functian: R — R (saun: R — C),n(¢t) = { 1. daci t > 0.
se numeste functia treapta unitate (functia Heaviside). In alte materiale pot apirea notatii diverse,
precum H (t),u (t), 6 (t) — ase vedea https://mathworld.wolfram.com/HeavisideStepFunction.html
sau Mary Attenborough, Mathematics For Electrical Engineering And Computing.

n € O cu abscisa de convergenta o, = 0.
b) Daca f verifica (ii) si (iii) din Definitia 1 atunci functia f - n este functie original. Din acest
motiv, in unele dintre exercitii se va scrie doar f, subintelegand f - 7.
c) Dacd f: R — R este o functie elementara, atunci f -7 indeplinegte (i) si (ii). Daca existd 5 > 0
astfel incat tiiinoo f(t) e Bt =0, atunci este indeplinitd si conditia (iii).

d) Fie f : R — R,f (t) = e (P (t) cos Bt + Q (t) sin Bt),
unde «, 8 € R, iar P, @ sunt polinoame. Atunci functia f - n este functie original.
In particular, functia
0 ,t <0
f‘R_)C’f(t)_{aot”—l—alt”_l—i---‘—i—an_lt—f—an ’tzo
este functie original, deoarece:
(i) f(t) =0,Vt € |—00,0[;
(ii) pe orice interval marginit, f are cel mult un numar finit de puncte de discontinuitate, iar
in aceste puncte de discontinuitate exist# limite laterale finite. Intr-adevir, t; = 0 si

{ 15(0) = 05i 14 (0) = an;
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(iii) f are o crestere de tip exponential, adicd IM > 0, Jo = 0 € R, astfel incat
laot™ + a1t" M+ apattan| S M- (1+ ft+ .+ 4t7) < Mel,Vt €10, 400]
unde
M =max{n!|ag|,(n — 1) |ai|,..., 1! |ap—1],|an|} -
Atunci f € O, cu abscisa de convergentd oy = 1.
e) Dacd f: R — R (sau f : R — C) este o functie continud si marginitd (sau indeplinegte (i7) si
este marginita), atunci f -7 este functie original cu abscisa de convergenta o.,, = 0.
f) Functia

f:R—>(C,f(t):{

nu este functie original, desi (7) si (i7) sunt indeplinite, deoarece t; = 0 este punct de discontinuitate
de speta a doua, Bl (0) (oscilatii mari inspre 0).

0 <0
1
sin; ,t >0

Definitia 7.1.2. Fie f € O o functie original cu abscisa de convergentd oy. Fie D = {s € C;Res > o}-
un semiplan in planul complex ca in imagine.

In unele studii, D = {s € C;Res > oy} initial si ulterior se prelungeste sau nu cu frontiera,
devenind D = {s € C;Res > o4}
Functia

+oo
F:D—>(C,F(8):/ eSUF () dt
0

se numeste transformata Laplace a functiei f sau imaginea functiei f prin transformata Laplace.
Se noteaza

F(s)=L{f @)} (s)
Comentariul 7.2.1 a) Transformata Lapace "transforma" o functie original intr-o functie com-
plexa de variabild complexd, numitd functie imagine. Aceasta are domeniul de definitie semiplanul
situat la dreapta verticalei z = Reoy.

In studiul general, se considerd c& functiile original au valori numere complexe,
f () =z (t)+iy(t). Acestea includ functiile reale de variabild reald (y = 0).

b) Transformata are proprietéti care o fac utild in analiza liniara a sistemelor dinamice. Cel mai
semnificativ avantaj este acela cd derivarea si integrarea devin, respectiv, inmultire cu s si impaértire
la s (similar cu modul in care logaritmii transforma o operatie de inmultire a numerelor in adunare
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a logaritmilor lor). Aceasta transforma ecuatiile integrale si diferentiale in ecuatii polinomiale,
care sunt mult mai usor de rezolvat. Odata rezolvate ecuatiile in domeniul frecventa, se foloseste
transformata Laplace inversa pentru a aduce rezultatele inapoi in domeniul timp.
Oc) Transformata Laplace poate fi extinsa la toate functiile pentru care integrala exista, chiar
dacd functia nu este original Laplace. De exemplu, fie functia
0 , dacd t <0
FAR=R, f(2) = i ,dacd t > 0.

Vit

Se observa ca f ¢ O, deoarece [ (0) = 4o0.
Totusi, pe baza teoriei de la functia I' (Gamma) a lui Euler,
I:]0,+oo[ = R, T (p) = [y et P~ da,
cu proprietatile enuntate in Cursul anterior:
eFunctia I' : |0, +00[ — R este bine definitd si continua pe |0, +o00] .
.]r(p) > 0,Vp > 0.\
oI'(1)=1.
(formula de recurenta): ’F (p+1)=pl(p),Vp > 0‘
.]r(n+ 1) =nl,Vn €N,
se poate arata ca integrala din Definitia 7.1.2 este convergentad pentru Res > 0 si

+OO 1 2 +Oo nctii T
F(S) :/ 6_Stfdt — / 6_“2du fu 1c§:Eu1e E
0 VE  t=a2/s /5 ) .

Mai mult, chiar pentru « € |—1, co[, functia

0 ,dacat<0
f'R_)R’f(t)_{ta dacat>0 °
1 I'(a+1)
oo oo
F(S) :fO Ooe Sttadtstiu 3a+1 fO 006 tuadu: W,Res>0,a> —1.

Observatie Matematici Speciale. Transformata Laplace provine dintr-o transformata Fourier.

Intr-adevir, pentru f € H (a),
+00

Flertr b = [ ertpmeta= [

—+00

+oo
e @HWLf () dt = / e St f (t)dt =
_ 0

=LA{f(t)}(s) :Foo(s), unde s =0 +jw,cu Res=0 >0 > a.
Observatia 7.1.2 (Teorema fundamentala a transformatei Laplace). Daca f € O este o
functie original cu abscisa de convergenta o s, atunci integrala improprie pe interval nemarginit, cu
parametrul s € D, din Definitia 7.1.2, este absolut convergenta si uniform convergents pe D, deci

transformata Laplace f este bine definitd. Mai mult, este continud si marginita, cu
lim F(s)=0.

|s]|—o0

Schiti de demonstratie. Intr-adevir
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LI ertp gyat] < [ lenty ()] de= 37 || If () dt <

e(of —Re s)t t—=+oo

M

< fOOO e~ Rest  pNr.ocort g — MIOOO 6(0’ffRes)tdt - M 71:{ — Ri
of —hes €S —0f
t=0

Observatie Matematici Speciale. Fie f € H («) cu F transformata sa Laplace. Atunci are loc
formula de inversare Mellin-Fourier

1 c+joo
F(t) = L~ {F ()} (1) = / F(s)- estds, vt € R, c > a
27TJ c—joo

A se vedea din nou filmul propus, Eugene Khutoryansky, "Laplace Transform Explained and Visu-
alized Intuitively".
Din acest motiv, apare si notatia

£ () F(s)],
punandu-se in evidentd variabila ¢ a originalului (in domeniul timp) si variabila s a transformatei
(in domeniul frecventd).

Exemplul 7.1.2. Utilizand definitia, sd se determine transformata Laplace pentru:

0, dacat <0, 0 dacid t <1
a) f:RSR f(H) =4 £, mdngtgL;OMf:RﬁRJ@F:{@_b” daci t > 1
0, dacat > 1. 7 o

unde n € N* este dat.

0, dacat<0 ) _ ~v_J 0, dacdt<a
SRR ={ ' o1 S0 ko RO =n@-a={ T Peise
unde a > 0 este dat.

e) [:R—R, f(t)=e n(t), unde A € R;.(f : R — C, pentru A € C);

f) f:R—>R, f(t) = (chwt) -n(t), unde w € R,w > 0; (f : R — C, pentru w € C*);
g) f:R—=R,f(t) = (shwt) -n(t), unde we R,w>0; (f : R — C, pentru w € C*);
h) f:R—R, f(t) = (coswt) -n(t), unde w € R,w > 0; (f : R — C, pentru w € C*);
i) f:R—=R,f(t) = (sinwt)-n(t), unde w € R,w > 0; (f : R — C, pentru w € C*);
DI R-RT(E) =" n(t).

Rezolvare. ¢) Fien: R - R,n(t) = {

)

0, dacat<O0
1, dacat>0
eSe observa ca f € O, cu abscisa de convergenta oy = 0.
oD = {s € C;Res > 0}. Se calculeazi

oo +oo . oty —1 t——4o00
F (s) = 6751‘,77 (t) dt — e—stdt t este variabild Tl st _
0 0 de integrare S =0
-1 -1 -1 1
=lim [(—e ™) - —e*0=0—- —==-,Vse D.
t—o0 S s S 5
1
Deci F': D — C, F(s) = —. Se scrie
S
1
LAn(t == 1
{n@®}(s) slsau|f(t)=n(t) = F(s)=~.
S

d) Se obtine, cu definitia, pentru a > 0 dat,
e*CLS
L{n(—a)}(s)=

—as

(&

sau|f(t)=n(t—a)=F(s)= .

e) Fie f:R—R,f(t)=eM-n(t), unde A€ R ( f:R — C, pentru A € C).
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eSe observa cd f € O, cu abscisa de convergentd oy = A(respectiv oy = Re \).
oD = {sc C;Res > oy}. Se calculeaza

oo too oo t este varnblla -1
F(s) = / e St (t)dt = / e SteMdt = / —(=Ntatdt =
0 0 0 de mtegrare s— A
-1 -1 -1

=1 et} T o= (5=N0 g = )

tiglo<s—)\e > s—AC 0 5—A
1

Deci F: D — C,F (s) = T Se scrie
5 —
I

LN W} s) = — )= Mo (t) > F (s) =

f), g) analog cu e). Se obtine

£ {(chet) n (O} (5) = o3 £{(shwt) 7 (B} () = 5.

s?2 —w
h) Fie f : R = R, f(t) = (coswt) - 1 (t) .- a se vedea Seminar:

EAcoswt) (0} %) = 5703 o [ £.0) = (cosewt) - n (8) = F (s) = T
i) analog cu h). Se obtine
CAGet) 0O ) = 573 o | £ (1) = (sinwt) - (1) = F(s) = 323:7002

Teorema 1 (de liniaritate). Transformata Laplace este o functie liniara, adica
Vf,g € OVa,p € C:

[L{af (0) + By (D)} (5) = aL {J (0} (5) + BL{g (D} (5) Vs € C cu Res > max{oy,0,}

Observatia 7.1.2. Transformatele Laplace pentru

f () = (chwt) -n(t); f(t) = (shawt) -0 (@); f () = (coswt) - (£); f () = (sinwt) -7 (1)

se pot determina folosind Teorema 7.2.1 ¢i £ {e)‘t - (t)} (s) = Y

A
Folosind | chwt = ewt—;_m;shwt = ewt_;—wt =
ewt e—wt de lin
£t (0} () = £ { (S5 ) no o
= SL{() @} 6+ 3L {( ) O} ()= g by =
£ltshet) w0} () = £{ (S5 ) nf o
Lty Lo g (it 1 (4 11 11w
= fAE) O ()~ U)W (= 5 T e
Folosind | coswt = ert_i_;Jwt; sinwt = ert_2j6Jwt =
Elleosen) () (9= £{ (5 ) o
1 ot 1 N _1 1 1 1 _ s
=§fs{<a ) w0} () + S L) @} () = st w il
ejwt_e jwt e lin
ﬁ{(sinwt) ﬁ{( )U(t)}(s) T1, del
ACORIONOE z{<e ) 1 (0} 6) = 5rmrs 3 7s = T
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OExemplul 7.1.3. a) Fie functia parte intreaga:
f:R—=R,f(t)=][t], unde [t] =n € Z, daci n <t < n+ 1, adica

-1, daca —1<t<0
0, daca0<t<1
Ft) = 1, dacdl1<t<?2
2, daca2<t<3
\
fl —
_._|_.__._|_._|_.t

Formal, daca exista,

F6) = L1 @} E [ et @ar= [ e iar=
-y < /k ey dt) i:j (k /k k+1e‘8tdt> -y (—ikze_st )

k=0 k=0 k=0 k
1 1—e™® l—e® d [
_ _ - k —(k+1)s _ ,—ks\ — L —ks _ _ et —ks
5D k(e ) =D ke bl DL
k=0 k=0
Ultima suma este o serie geometica de ratie e~ gi atunci
1—e™® d e ® 1—¢e"° —e ° e’
s ds \1—es s (1 —e9) s(1—e*)
b) Fie functia parte fractionara:
[TR=R, f(t)={t} =t—[t], unde [t] =n € Z, dacd n <t < n + 1, adicd

t+1, daca —1<t<0
t—0, daca0<t<1
1) = t—1, daca1<t<?2
t—2, daca2<t<3

Formal, daci exista,
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F(s) =1ﬁ{{t} 1 ()} (5) EL{t =) n®} () = L{O) @} (s) = L) -m (@)} () "2
T2 s s(1—e%)
Teorema 7.1.2 (a asemanarii, comportarea la omotetie). Fie f € O cu oy abscisa de
convergenta i F (s) = LA{f (t)} (s). Atunci, Vw € R,w > 0

E{f(wt)}(s):%F (5),‘756@ cu Res > oy.

Observatia 7.1.3. Transformatele Laplace pentru

a) f(t) = (chwt) -7 (t); b) f(t) = (shwt)-n(t);

¢) (1) = (coswt) -1 () d) £ (£) = (sinewt) - (£) A

se pot determina folosind Teorema 2 si transformatele functiilor f cu w = 1. Intr-adevar:

a) J (1) = (cht) - (1) = F () = L{(cht) - n (D} () = 57— =

1

c{<ch<wt>>-n<t>}<s>=iﬁ(j)=i<3)°é e
b) F(t) = (ht) (1) = F(s) = £{(sht) - n ()} (5) = 52 =
LA @) n (D)} (5) = - F j)=i<s“é e
c) f(t) = (cost) -n(t) = ﬁ(s) = LA{(cost) -n(t)}(s) = 3211

1~/s 1 m s

£{(cos @t) - n (O} ()= ~F (2) = 2w

" w (w) w<5>2+1 52 + w?

@) F(0) = (snt) () = F(5) = £{(smt) (0} (5) = 5

. ~ 1
E{(sm(wt)).n(t)}(s)_;F<;) w(8>2+1_s2—|—w2'
Teorema 7.1.3 (a deplasarii, frequency-shift). Fie f € O cu oy abscisa de convergentd si
F(s)=L{f(t)}(s). Atunci, VA € C,
L{eMft)}(s)=F(s+A),Vs€C cuRes>osr—Re.
Exemplul 7.2.4. Utilizand teorema deplasirii , si se determine transformata Laplace pentru :
a) f:R—R,f(t)=eM(ch(wt)) -n(t), € C,wecR,w>0;
b) f:R =R, f(t)=e(sh(wt) nt),\€C,wecR,w>0;
) fR-R f(t)= _’\t(cos(wt))- t), e C,weR,w > 0;
d) f:R =R, f(t)=eM(sin(wt))-1n(t),A € C,w € R,w > 0;
(rezultatele sunt valablle si pentru f: R — C, dacd w € R*);
e) f:R—=R, f(t)=e 2 (sin(3t)) n(t);
f) f:R—R,f(t)=eM" (), € C,nec N,

Rezolvare. A se vedea Seminar.

Teorema 7.1.4 (a intarzierii argumentului, comportarea la translatie, positive time-
shift.). Fie f € O cu oy abscisa de convergenta si F (s) = L{f (t)} (s). Atunci, Vto € R,y > 0,

LA{f({t—1to)}(s)=e"5F(s),Nse€C cuRes>oy.
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Exemplul 7.1.5. Utilizadnd teorema intarzierii argumentului, s& se determine transformata Laplace
pentru :

a) fAR—R,f(t)=(sin(t—{5)) n(t);b) f:R—-R, f(t)=e""1.n(t)
Rezolvare. A se vedea Seminar.

Teorema 7.1.5 (de periodicitate). Fie f € O cu oy abscisa de convergentd si F(s) =
LA{f(t)}(s). Daca f este functie periodica pentru t > 0, de perioada T > 0, atunci

1 T
£{f(t)}(s)zle_sT/ e st f(t)dt,Ws € C cu Res > oy.
- 0

Exemplul 7.1.6. Utilizadnd teorema de periodicitate, sa se determine transformata Laplace pentru

a)f:RHR’f(”:{ ysig’ﬂ, §§§§f§§ 1 Ob) SR =R f(8) = {1}

Rezolvare. A se vedea Seminar.

Teorema 7.1.6 (de derivare a originalului, imaginea derivatei originalului).

a) Fie f o funclie continua pentru t > 0 astfel incit f € O cu oy abscisa de convergentd si
F(s)=L{f(t)}(s). Se presupune ca 3f" peste tot, eventual cu exceptia originii, si f' € O cu oy
abscisa de convergenta. Se noteaza f(04) = t—E)I?>Of (). Atunci

’E{f’ (t)}(s) =sF (s) — f(O.Q,NS € C cu Res >max {of,0p}.
b) Fie f o functie continua pentru t > 0 astfel incit f € O cu oy abscisa de convergentd gi
F(s) = L{f(t)}(s). Se presupune ci f este de n ori derivabila, f', ..., f™ € O cu Tfry ey O pm)

abscise de convergentd i cu f', ..., "~V continue pentru t > 0. Se noteazi f (04) = . 1%)1? . f(t),...,
—0,t>
(n—1) — (n—1) : *
f (04+) tlbgl>0f (t). Atunci, ¥n € N*,

LLF™ ()} () = 5°F () — [ (04) + 8" 21 (04) + o 572 (04) + 701 (0]
Vs € C cu Res > max{af,af/,...,of(n)} .

0, dacat<0
OExercitiul 7.1.7. Fie f :R - R, f(t) =< 2t, daci0<t <1
0, dacat>1

a) Sa se calculeze L{f (t)};
b) S& se calculeze L {f' (t)};
c) Se poate aplica formula £{f" (t)} (s) = sF (s) — f (0+)? Justificare.

Rezolvare. a) eSe observa ca f € O, cu abscisa de convergentd oy = 0.
oD = {s € C;Res > 0}. Se calculeazi
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+o0 1
F(s) = / e Stf (t)dt = / e 52t dt.
" 1 ’ d 1
T (t;c) = / e~ 512tdt = / 2 (e=st) dp " B <2te_5t / 26_5tdt) -
dt de 1ntegrare —S
1 —st
= — <2te_5t _9f > + ¢, pentru Vt € [0,1],Ve € R, Vs € D. Atunci

—S
) 22)- 3 5).
—S —S —S —S —S

! _ 1
/ e~ttdt = T (t;0)[\=h = — (2 —9f
0 —S
(-5
e — .
—S

-5
0, dacat<O
2, daca0<t<1
0, dacat>1
eSe observa cd f' € O, cu abscisa de convergentd o = 0.
eD; = {s € C;Res > 0}. Se calculeaza

+oo 1 ] .
Fy (s) = / e—Stf/ (t) di = / e—5todt __teste V:arla,blla, 26’
0 0

de integrare —S
. e s 1
Deci Fy : D1 — C, Fy (s) =2 —2—.
—S —S
c) Nu se poate aplica formula £{f’ (t)} (s) = sF' (s) — f (04), deoarece f nu este continud in ¢ = 1.

| o

Deci F: D — C,F(s) =

b) Se observa ca f': R\ {0,1} = R, f' (t) = {

=1 _
e S

=2
t=0 -5

—st

1
—2—,VseD.
-5

Teorema 7 (de derivare a imaginii). Fie f € O cu oy abscisa de convergenta si F'(s) =

LA{f(t)}(s). Atunci
a)’ﬁ{(—t) f()}(s)=F'(s),Vs € C cu Res > oy.

b) ¥n € N*|L{(~t)" f (t)} (s) = F™ (s),|Vs € C cu Res > oy.

Exemplul 7.1.8. Utilizand teorema de derivare a imaginii, s& se determine transformata Laplace
pentru :

a) f[:R—-R,f(t
c) f:R—-R,f(t

) n(t),ANe€Cb) f:R =R, f(t) =t -n(t),nec N

)
e)f:R—MR,f(t))

(

t(ch(wt)) n(t);d) f:R—R,[f(t)=t(sh(wt)) n(t);
t(cos (wt)) -7 (1):F) f:R — R, f(t) =t (sin (wt)) - (£);
t2 (bln 2t) (cos 3t) - (t).

g) fR-R, f(t

Rezolvare. a) f t) = n(t) = F =L {e’\t )} (s) = . i 3 =
~d 1 o
f{ } F(S)ds(s—)\)(f_)\)z'
b) f(t)=eM n(t)=F(s)=L{eM 7 n(®)}(s) = — =
ci{met @)} (s) =T ()L N n ()} (s) = (<1)" F®) (s) = .. = r ”A’)W
Intr-adevar, F (s) =(s— )\)_1 .
F'(s)=(-1) (s = N)7%;
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Deci | £ {tnekt > (t)} (s) = (S_n/\')n_H In particular, | £ {t" -7 (t)} (s) = s:i‘:‘l
c)-g) -a se vedea Seminar
32 -+ w2 2sw
LAt (ch(wt)) n(t)}(s) = s LAt (sh(wt))-n(t)}(s) = 22
s2 — 2 ] 25w
L{t (cos (wt)) -1 (£)} (s) = m; LA{t (sin(wt)) -n ()} (s) = R

Teorema 7.1.8 (de integrare a imaginii). Fie f € O cu o abscisa de convergentd gi F (s) =

LA{f@t)}(s). Fie g: R — R (sau g : R — C) definita prin g (t) = fit),Vt € R*. Daca g € O cu
o4 abscisa de convergenta, atunci
f(®) I
L e (s) = F(p)dp, Vs € C cu Res > max{of,04}.

Exemplul 7.1.9. Utilizadnd teorema de integrare a imaginii, sa se determine transformata Laplace
pentru :

sint
a) frR=R f(t)=——n(t).
1
Rezolvare. Deoarece f (t) =sint -7 (t) = F (s) = L {sint-n(t)} (s) = o 1,atunci
1
L {smt n(t } / F(p)dp= / 1 dp = arctgp|p—>+°° = § —arctgs.
S

Transformata Laplace a functiei sinus atenuat conduce la valoarea integralei Dirichlet

& t sint
/ e st &dt T _arctgs = / —dt =
0 0

t

Teorema 7.1.9 (de integrare a originalului, imaginea originalului integrat). Fie f € O cu
oy abscisa de convergenta si F (s) = L{f (t)}(s). Atunci, fara a scrie "-n(t)",

E{/Otf(T)dT}(s):iF(s),VsE(C cu Res > oy.

a

N

t T1 Tn—1 1
b) Vn € N*| L / / (/ f (o) dTn) droy | dr1 p (s) = —F (s),Vs € C cu Res > oy.
o \Jo 0

STL

-~

Exemplul 7.1.10. Utilizadnd teorema de integrare a originalului, sd se determine transformata
Laplace pentru :

a)f:RHR,f(t)=</0t

Rezolvare. a) Deoarece f () =

sinT

dT>-77(t);
.n(t):»ﬁ’(s)zc{

c{(/OtS“T”dT) -77(75)} (s) T:EF(S) = (5 —arctgs).

Definitia 7.1.4. Fie f,g € O functii original. Functia f x g : R — R (sau f x g : R — C), definita
prin

sin T sin T

- (t)} (s) = § — arctg s, atunci
-
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daca t <0
(f /f g(t—7)dr, dacdt>0

se numeste produs de convolutie a functiilor original f si g, si se noteaza f * g.

Operatia de convolutare a doua functii se regéseste in teoria probabilitatilor gi are numeroase
aplicatii gi in procesarea imaginilor digitale sau a semnalelor. A se vedea ulterior Transformata
Fourier pentru explicatiile legate de regularizarea semnalului poarta temporala. Tot la Transfor-
mata Fourier se vor pune in evidentd proprietéti ale operatiei (comutativitate, asociativitate).
Teorema 7.1.10 (Borel, a imaginii produsului de convolutie a doua functii original). Fie
f € O o functie original cu abscisa de convergentd o si F'(s) = L{f (t)}(s), respectiv g € O o
functie original cu abscisa de convergentd g si G (s) = L{g (t)} (s). Atunci f xg € O si

’E{f*g}(s) = F(s)'G(s),Ns € CcuRes > max{sé,sg}

Se scrie, prin conventie, si

{(/ F)gt—) dT) - <>}<s> — L)) LG (O} (s).
Exemplul 7.1.11. a) Fie f:R — R, f(t) =sint-n(t). Sa se determine f* f si L{f % f}.
Rezolvare. ePentru t > 0,

t
/f ft—mr) dT—/SinT-sin(t—T)dT:
0

t— — t— 1 ¢ ar. integrar
:/ cos ( 7)) — cos (T + ( T))dT:/ (cos (27 — 1) — cost)dr ™ ™ de integrare
0 2 2Jo
L (sin(2r—t) =t 1 gy int 1
:§<%—(cost)-7) T:0:§(%—(Cost)-t—%+0):§(smt—tcost).

eFolosind Teorema Borel, se obtine imediat:

LS+ ) D) () = LS D} (s)- L{f ()} (s) =
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TRANSFORMATA LAPLACE

f (t) -functia original F(s)=LA{f(t)} (s)-functia imagine
1. | 6 (t)-distributia Dirac (impuls unitar) | 1
0, dacat<O 1
2 ”(t)_{l, daci t > 0, 5 Res >0
1
3. M.ont), eC 7/\,Res>Re/\
5 —
4. | ch(wt) - n(t),weRw>0 ———5,Res >0
s —w
5. (wt) - n(t),weR,w>0 820072,}{63>0
6. | cos(wt) -n(t),weRw>0 2 wQ’ReS>O
7. | sin(wt) -n(t),weR,w>0 2 w2,/\Res>0
8 |eM.ch(wt)-n(t),xeC L,Res>—f{e)\
2
(s + )" —w?
9. | eM-sh(wt)-n(t),\eC d ,Res > —ReA
(w010 T
A
10. | e - cos (wt) -n(t), A€ C S+2 ,Res > —ReA
(s + )+ w?
11. | e M .sin (wt) -n(t),A € C L,Res>—Re/\
(@t) -0 (®) (S+)\)2+w2
[
12. | t"-eM.n(t),A\ e C,n e N* ni,Res>Re)\
77() (8_)\)714-1
nl
13. | " (t),n € N* +1,Res>0
14. | t-ch(wt) - n(t),w e R,w>0 LQ,RGS>O
(s o)
2
15. | t-sh(wt) - n(t),w e R,w >0 Lz,Res>O
(2 — )
A
16. | t-cos(wt) -n(t),weRw>0 87002,1:{68>0
(5?2 + w?)
2
17. | t-sin(wt) -n(t),w € R,w >0 (2_1(_%)2)2,Res>0
2 +w
18. | f(t—to) e WSE (s)
0, t<0 —
19. b~ F(s)-G
FMgt—rydr, t>0 ()G s)
0
[L{z (1)} (s) = X (s)
[L{a" (8)} (s) = sX (s) = (2 (04))
[L{2" ()} (s) = 52X (s) — (52 (04) + 2" (04))
|L{z" (t)} (s) = $3X (s) — (s (04) + s2’ (04) + =" (04))
|£{z® )} (s) = s*X (s) — (532 (04) + s%2’ (04) + sz” (04) + 2" (04))
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Exemplul 7.1.12. Sa se determine functiile original pentru :

£) F(S):m;g) F(S): (3+1)(82+1);h) F(S):m;
i) F(s) = ma.l) F(s) = siltsz;k)F@):Szxsi_

Rezolvare. Se cauta f (t) =7 functie original astfel incat F'(s) = L{f ()} (s).
a)-j) A se vedea Seminar.

Se descompune F' in fractii din tabel (chiar simple) =

1 1 1 1 1 s iubl
F(s)=—-.— 4+ =. z.
=g i ti 5312 241

Fis) = $£{etn(0)} () + 3L{e™ n()} (5) + 3£ {(cost) - (1)} (5) =

in 1 1 1
e {Je @+ et om0+ g eost n (0] )
1 1 1
I P .
= f(t) = (46 +4e +2czost> n(t).
1
h) F(s) = ¥————;
) F(s) s2 —3s+2’
modul 1. Se descompune F' in fractii din tabel (chiar simple) =
1 1 takel
F(s)=—— =
(#) 152

F(s)zfc{e-n@)} )+ L{e gt >}<>T“m£{ et (t)+ e -n ()} (s)

= ft) = (—et—i-th) n(t) sau f(t) = —et + 2, >0

modul 2. F(s) = tabel

l\)l\')\»—t

%)2 sau T3, a deplasaru

e
=2L {62 sh (3) } T p {Qeitsh (5t) 'n(t)} (s)

34 eit—e 2

= f(t) = 2e2! — n(t)=(—e +e*) -n(t)sau f(t) = —e' +e* t>0
modul 3. Se folosegte 110, a lui Borel:
1 1
F(s) = : .
() s—1 s—2
— =
Fis) G(s)
= abel 7
F(s)= — S JW)=¢-n()
~ 1 ahel
Gls) = —5 g =e"n().
= =~ ui T t
Atunci F(s) = F(s)-G(s) 02 0 { / Fmg—m) dT}() ﬁ{ / eT-eZ“T)dT} (s).
t e2t—7 7=t 2t ’
:>f(t)=/e2t_7d7': = - _—e+e2tt>0
0 1|, -1 71

sau f (1) = (—e' +€*) -n(t).

14

Observatie. Existd o metodd de determinare a functiei original f atunci cand se cunoaste functia

imagine F, bazata pe analiza matematica a functiilor complexe (se va studia la Matematici Speciale),
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si anume:
Definitie. Fie G: D C C — C.
a) sp € C este pol simplu (sau pol de ordin 1) pentru G daci
lim G (s) =00 si lim (s — s9)G (s) € C.
s— S0

S— S0

In acest caz reziduul lui G in so este numérul complex notat rez (G so) dat de
rez(G; so) = lim ((s — s0)G(s)).
s—80

b) sg € C este pol de ordin k € N* pentru G daca
lim (s — 50)*"!G(s) = oo si lim (s — s9)*G(s) € C.
s—80

S$— S0

In acest caz se reziduul lui G in sg este numsrul complex notat Rez(Gj s0) dat de

1 ) dkfl .
rez(Gi o) = (= Jim <d5k_1 ((s — s0)*G (8))> :
Teorema. Fie o functie rationala

F:DCC—)C’F(S):SEZ;’

unde P si @ sunt polinoame cu coeficienti din C, grad P < grad ). Atunci F' este imaginea Laplace
a originalului Laplace

f:R—=C, f(t)= Zrez (et F(s);s5),

J
unde suma este calculata dupa toti polii s; ai functiei F'.
In particular, daci F admite doar poli simpli 1, ..., Sm (sau, echivalent, @) are radacini distincte),
atunci

= P(Sj) it
ft) =) ——%e%"t>0.
]Z:; Q'(s;)

Exemplul 7.1.13. S& se determine functiile original pentru :

241
F(s)= —5——.
W P = 5at g
Rezolvare. Se cautd f (t) =? functie original astfel incat F'(s) = L{f (t)}(s).
modul 1. Se descompune F' in fractii din tabel (chiar simple)-usor folosind calculatorul:
s2+1 1 1 tahel
Fls)=——_"- _—1_ .3 e
() s2(s24+4) 4 2+432+4

s
f@t)=(§t+2sin2t) -n ().
modul 4. Cu reziduuri.

s24+1
Fs)= -~
&)= 2T
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xs1 = 2i este pol de ordin 1 pentru F), si pentru e5'F (s).

xs9 = —2i este pol de ordin 1 pentru F, si pentru e*tF (s).

xs3 = 0 este pol de ordin 2 pentru F, si pentru e F (s).

Se poate aplica teorema de calcul a reziduurilor pentru reziduurile lui F :

. . 2
1 -3 -3
rez (F';27) 2 e pol de ordin 1 lim ( (s — 2i) 5 + — | = S = —.
conform 2 5—21 52 (Z — 22) (S + 22) —167 16
. . 2
_ 1 -3 3
rez (F'; —21) 2 e pol de ordin 1 lim | (s+ 2i) i + — | = — = —1.
conform 2 s——21 52 (Z — 22) (S =+ 21) 162 16

s24+1 (2-1)
) -

0 e pol de ordin 2 1 . 2
F-0 = =_—— lim -0
rez ( ! ) conform 2 (2 - 1)' 51_)0 <(8 ) 52 (Z - 2i) (‘9 2i

/
1. (s2+1 . [2s(sP44)—(s*+1)2s
= — lim { — = lim 5 =0

1's=0\s2+4 5—0 (32 + 4)

Se observa cd, in urma calculelor, se obtin numere complexe. Prin sumare, rezultatul ar fi
mereu un numdar complex si nu o lege de asociere pentru o functie.

Este de dorit sa nu se faca o confuzie in calcul, ci sd se aplice mereu modularea in frecventa,
adica si se calculeze reziduurile functiei G (s) = et - F (s) :

. . 2
1 -3 -3 5
rez (e - F (s);2i) 2repoldeordint (5 —2i) — i + —est ) = it = g2t
conform 2 s—21 S (Z — 2Z) (S =+ 21) —167 16
. . 2
_ 1 -3 ) 3 .
rez (est . F (5) ; _21) 2 e pol:de ordin 1 lim (8 " 22) S —|— . st) _ 7,6_2” D -2t
conform 2° s——2i s2 (z —21) (s + 2i) 167 16
. 2 2-1)
st ) 0 e pol d:e ordin 2: 1 I M2 s“+1 st _
res (6 (8) 70) conform 2° (2 — 1)' sl—r% (S O) 82 (Z - 21) (S + 27,) ¢
o l im 52 + 168t ' s este variabild de derivare lim (2568t + (52 + 1) est . t) (32 + 4) - (52 + 1) et - 2s
1150 s2+4 N s—0 (82—1—4)2

o et ((2s+ (s +1)-t) (s°+4) — (s°+1)-25) | 4t L
e (s2 +4)? T2y

Atunci, din Teorem# si din formula Euler | e*+t% = e% (cosy + isiny) |, rezults

_ =3 ai 3. o, 1,
f(t)—lﬁze +16ze +4t—

3 3 1 3 1
= EZ (cos 2t + isin2t) + 1—6z (cos 2t — isin 2t) + Zt =3 sin 2t + Zt'



