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CURS NR. 12
EDCO, AIA

7.2. Metode operationale folosind operatorul Laplace

Conform teoremelor, utilizarea transformatei Laplace (a operatorului Laplace) permite ca op-
eratiile de integrare, derivare din clasa functiilor original s fie transformate in operatii algebrice
de adunare, inmultire, ridicare la putere din clasa functiilor imagine si invers.

7.2.1. Rezolvarea de ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti
constanti, omogene sau neomogene (cu termeni liberi functii original) cand se dau

Regula. Conform Teoremei Cauchy pentru problemele Cauchy cu ecuatiile i sistemele din titlu,
acestea admit o solutie unicé, despre care se poate demonstra cad este functie original (sau vector
coloand de functii original); pentru neomogene se impune ca termenii liberi sa fie functii original.
Atunci:

ese aplicd ecuatiei (sau fiecdrei ecuatii a sistemului) transformata Laplace;

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate);

ese utilizeazd Teorema 6(de derivare a originalului), CT si tabelul (pentru neomogene);

ese obtine o ecuatie functionald algebrica sau sistem functional algebric (fird derivate sau
integrale), avand ca necunoscute functii imagine; o (il) rezolvam;

ese determind originalele corespunzatoare imaginilor gasite.
Observatie. Utilizand metoda legata de transformata Laplace se obtin atat pentru ecuatiile cat
sl pentru sistemele de ecuatii diferentiale din titlu solutiile definite doar pe [0, 400 .

Exemplul 7.2.1. Utilizand transformata Laplace si se rezolve urmatoarele probleme Cauchy cu
ecuatii diferentiale:
a { @ 42" 4 22" + 2’ + 2 = —2(cost)n (1), b) { o (t) — 22’ (¢) = (2 +t* = 1)n(t),
CI:xz(0)=0,2'(0)=2,2"(0) =0,2" (0) = —4; CI:z(0)=4,2'(0)=1;
" 2 _ —At
) { gl(f);()“)" ? g?x_,(%e) B 72§t>’ unde a,w, A 1,1y € R, w, A > 0.
(xpn) @ (8) + 2" (t) + 22" (t) + 2’ (t) + 2z (t) = =2 (cost) n (1),
CI:z(0)=0,2'(0)=2,2"(0) =0,2" (0) = —4;
Ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin 4, liniara, cu coeficientii constanti a; = 1,
az =2, ag = 1, ag = 1, neomogena cu termenul liber f: R — R, f(t) = —2(cost) n (t).
Metoda clasica. Pentru ¢t > 0, variabild independenta din domeniul de definitie al solutiei, se
poate determina x (t;c1, ..., cq), solutia generald pentru ecuatia (xgy) ca anterior, etapele 1,2, 3.
Apoi se impune asupra solutiei generale CI si se determind acea solutie particulara a (xgyn) ce
verificd (CT). Altd metoda de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace. Se observa ca ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin
4, liniard, cu coeficientii constanti, neomogena cu termenul liber
FiR =R, f () = ~2(cost) (1),
care este functie original. Se dau CT in ¢ty = 0. Se cauta direct x (t) =7 unica solutie a problemei
Cauchy (xgn) + CI. Atunci z € O i se noteazi

Rezolvare. a) Fie {
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X (s) = L{z ()} (s)-

ese aplicd ecuatiei (xgy) transformata Laplace=
L {x(4) )+ 2" () + 22" (t) + 2 (t) + x (t)} (s) = L{—=2(cost)-n(t)}(s)
ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =
L{zW ()} (s)+L {z" (1)} (s)+2L {2" B} (5)+£ {z' @)} (s)+LA{z (1)} (s) = —2L{(cost) - 7 (1)} (5)
Din tabel = £ {(cost)-n(t)}(s) = SR
Se utilizeazaTeorema 6 (de derivare a originalului) =
L [L{z (1)} (s) = X (s)
1 [L{a" (1)} (s) = sX (s) = (¢ (04))
i |L{a" ()} (s) = s°X (s ) (sz (04) + 2" (04))
1

L2 (t)}( ) =s3X (s (s (04) + sz’ (O+) + 2" (04))
|£{x )} (s) = s4X — (%2 (04) + s?2’ (04) + s’ (04) + =™ (04))
T -2 = (1+s+2s? +s +st) X (s)— (1+2s+ s+ %)z (04)—
s =
—(2+s+sH)2" (04) — (1+s)2" (04) — 2" (04),Ys € D.
2 0 —4

Se aplica CI =
—2 211 =(s*+1)(1+s5+5*) X(s)—2(2+s+5*) +4,Vse D.
S
S-a obtinut o ecuatie functionald algebricd avand ca necunoscutd functia imagine X (s); se
rezolva.

(2
X (s) = s +1
(s2+1)(14s+s?2) (s24+1)% (1 + 5+ 52)

252 (1 + 5+ 32) B 25>
(2 + 1) (14s+s2)  (s2+1)°

ese determing originalul z (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gasite.

modul 1. X este deja fractie simpld. Descompunerea X (s) in altfel de fractii din tabel este
dificila.

modul 2. Se folose@te T10, Borel:

4425 +2s%2—4
>+( testis ) —25 + 25 + 252 + 25% + 25%

S
X()_22+1 241
N~ =
F(s) G(s)
= S tabel
F =
(5) = s "B F(6) = (cost) (1)

s2+1
Atunci, prescurtat, far

X(s) = 2F(s)-G(s) |02 25{/ Fgt—r) dT}( y L hn[,{Q/OtCOST-cos (t—1) dT} (s)

conventie

t t
t— —t
:>:v(t):2/ cos (7 +1—17)+cos(r +T>d7:/ (cost + cos (21 —t)) dT =
0 0

Sln(?TQt)) :: — <(cost)t+_sm(22t_ﬂ>—<(cosﬂo+_méo_ﬂ> N

- (iomtyr =

=tcost+sint,t > 0sau z (t) = (tcost +sint) - n (t).
Comentariu. Din exercitiul precedent se observa ca, aplicAndu-se transformata Laplace asupra
unei EN se obtine ecuatia algebrica:

) =
Gls) = 5o 25 <> <cost> n(t).
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P(s)X (s)+Q(s)=F(s),se D,
unde P (s) este polinomul caracteristic atagat,
P(s)=s"4+a1s" ' +... +a,_15+ an,
iar
Q(s)=1-(s""1 2(0)+s"2-2/(0)+...+s- 22 (0) + "~V (0)) +
tan—1 (s"2 2 (0)+ 532 (0) + ... + 22D (0)) +

+ag - (gc (0)) .
Se obtine

X(s)= EO+QE) oo p

P (s)

Originalul x (t), care existd din formula de inversare Mellin-Fourier, se poate determina in
exercitii cu:

-metoda descompunerii in fractii simple din tabel;

-metoda reziduurilor, mai ales pentru ecuatii diferentiale de ordin n mare, pentru care si poli-
nomul caracteristic, adica numitorul fractiei, are grad mare; si in cazul utilizarii acestei metode,
pentru n mare apare dificultatea rezolvarii ecuatiei caracteristice pentru determinarea polilor cu
ordinul corespunzator.
by Fic { (se) @ (1) =20 (1) = e (B +1+3) 0 (1),

CI:z(0)=2,2'(0)=2;

Ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniara, cu coeficientii constanti a; = —2,
az = 0, neomogend cu termenul liber f: R — R, f (t) = €' (2 +t 4 3) n (¢).

Metoda clasica. Pentru ¢ > 0, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se
poate determina x (¢; ¢1, ca), solutia generald pentru ecuatia (xgy) ca anterior, etapele 1,2,3. Apoi
se impune asupra solutiei generale CT si se determind acea solutie particulard a (xgy) ce verificd
(CI). Alta metoda de rezolvare este

Metoda transformatei Laplace. Se observa ca ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin

2, liniar#, cu coeficientii constanti, neomogeni cu termenul liber f : R — R, f (¢) = € (t2 +t+ 3) n (1),
care este functie original. Se dau CT in ¢ty = 0. Se cautd direct x (t) =7 unica solutie a problemei
Cauchy (xgn)+ CI. Atunci x € O si se noteaza
X (s) =LAz ()} (s).

ese aplicd ecuatiei (xgy) transformata Laplace=

L{z" (t) — 22" (t)} (s) = L {(t%e" + te! + 3e') - ()} (s)

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =

£4a" (0} (3) = 2/ (9} () = £ {0} () + £ {1 - n (0} (5) = 3 {e"-n 1)} ()

: n At _ .

Din tabel= £ {t" - e - (t)} (s) (s T
Se utilizeazdTeorema 6 (de derivare a originalului) =

0 -[L{z(®)}(s) = X (s)

2 L ()} (5) = 5X (5) — (2 (04)
L JE (@ (0} () = X () — (5w 0) 4./ (0)

- 1! 0! /
F ey o Py T X e 0)-gGpvec o

Se aplica CI =
2! 1! 1
+ +3 =s5(s—2)X(s)—2(s—2)—2,VseD.
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S-a obtinut o ecuatie functionald algebricd avand ca necunoscutd functia imagine X (s); se

rezolva.
< I S )+(2(s—2)+2)
X(s): (3_1)3 (5_1)2 s—1 N
s(s—2)
X(s):2+8_1+3(82_28+1) 25 —2 _ 332_53+4 1 ldcscomgmomin

+ = +
s(s—2)(s—1)° s(s—2) s(s—2)(s—1)> s5—2 s infr simple

= 21+3 1 5 1 1 2 1 + L +1 =
o S s—2 s—1 (3_1)2 (3_1)3 s—2 s)

1 1 1 1 1
=3-+4 -5 - -2 .
s 5—2 s—1  (s—1)? (s—1)3

ese determing originalul z (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gasite.
Din tabel, folosind T'1, de liniaritate=

t t?
() =3-n (1) +4e*n (1) = 5e'n (£) — ren (1) — 255¢"n (1) =
= (3+4e? — 5e' —te! — t2e') (1) .
sauz(t) =3+4e* — (5+t+1t%) et >0.
Comentariu. eDescompunerea

35 —bs+4 A, B _C _ D _ E
s(s—2)(s—1)?% s s5-2 s-1 (s—1)* (s—1)°

se poate face:

-folosind calculatorul;

-folosind modul general, adicd rezolvarea sistemului liniar algebric neomogen cu necunoscutele
A, B,C, D, E, obtinut prin identificarea coeficientilor puterilor lui s;

-folosind modul general combinat cu un mod particular (a se vedea Anexa 4, AM), adica in
sistemul liniar algebric neomogen cu necunoscutele A, B, C, D, E, necunoscutele A gi B corespun-
zdtoare sunt determinate ca si coeficienti corespunzatori radacinilor simple reale 0 si 2.

eMai mult, pethru functia

Gr(s) = 3s —5s+43
s(s—=2)(s—1)
e*tG4 (s) calculati in polii simpli 0,2 si in polul triplu 1.
¢) Fie { (xpNn) 2" () + w/2a: (t) = ae M (1),

CI:z(0)=11,2'(0) = lg;

Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti a; = 0,
as = w?, neomogend cu termenul liber f : R — R, f(t) = ae 7 (t). Modeleazi un oscilator
armonic (circuit RLC, pendul, ...)

Metoda clasica. Pentru ¢ > 0, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se
poate determina x (¢; c1, ¢2), solutia generald pentru ecuatia (xgy) ca anterior, etapele 1,2,3. Apoi
se impune asupra solutiei generale CT si se determing acea solutie particulard a (xgy) ce verificd
(CI). Alta metoda de rezolvare este

Metoda transformatei Laplace.

Se observa ca ecuatia (xgpy) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniara, cu coeficientii con-
stanti, neomogend cu termenul liber f : R — R, f (t) = ae *n (t), care este functie original. Se
dau CI in ty = 0. Se cautd direct x (t) =7 unica solutie a problemei Cauchy (xgy) + CI. Atunci
z € O si se noteaza

X (s) = L{z ()} (s).

ese aplicd ecuatiei (xgy) transformata Laplace=

se poate determina originalul folosind suma reziduurilor pentru

unde a,w, A, l1,lo € R,w, A > 0.
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L{z" (t) +w?x ()} (s) = L{(ae™) -n (1)} (5)

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =
L{a" ()} (s) + W’ L{z ()} (5) = aL {e - (1)} (5)
1 —At . = —
Din tabel= £ {e n(t)} (s) Y
e

Se utilizeazaTeorema 6 (de derivare a originalului) =

w? - |[L{z ()} (s) = X (s)

0 - |L{z" (D)} (s) = sX (s5) = (z(04))
1 -\ﬁfﬂc”( )} (s) = s*X (s) — (sz (04) + 2’ (04))
F a5 = (@) X (5) = (0+8)z(04) —2'(04), Vs € D.

I Iy
Se aplica CI =

(2 4 g2 e
a8+)\—(w +5?) X (s) — lhs —lz,Vs € D.

S-a obtinut o ecuatie functionald algebricd avand ca necunoscutd functia imagine X (s); se
rezolva.

s+ A
X (s) = 52 + w2
a l18 + l2 descompunem in
(s) = =

- (S+ )\) (82 +w2) 82 +w2 in fr._simple

=5 ! SRR VY VA S NI S
SN 4w \s+A sPHw? s+ w? YWt P2 pe?)
B a 1 n —a ' s n al 1—|—l 1 w
TN w254 A A2+ w? ) 2+ w2 A4 wZw 20) s+ 2

ese determing originalul z (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gasite.
Din tabel, folosind T'1, de liniaritate=

a o a 1 1 a)\-i-lg .
z(t) = me A (1) + <)\2 5+ l1) cos (wt)-n (t)+ <)\2—|—w2w 2w> sin (wt)
0= A1 1
a  _ —a a .
= <)\2 +w2€ Moy <)\2 5+ l1> cos (wt) + (W + l2> sin (wt)) n(t).
a _ —a a\ 1 .
sau z (t) = v +w2e Ay ()\2—i—w2 + ll) cos (wt) + Tt —+ lo— ) sin (wt) , ¢ > 0.

Exemplul 7.2.2. Utilizand transformata Laplace sd se rezolve urmatoarele probleme Cauchy cu
sisteme diferentiale:

x/':y—i—z '+ —-3y=0
SRR w{ {0
CI:a(0)=—1,4(0) =1,z (0) = 0; CI:2(0) =0,y (0) = 0;
o' (t)=0-z(t)+1-y(t)+1-2(t)+0
Rezolvare. a) Fie ((s0)q ¥ () =1-2@)+0-y(t)+1-2(t)+0
) ZW)=1-z2(t)+1-y@t)+0-2(t)+0
CI:2(0)=—1,4(0)=1,2(0) =0
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) =x2+ 23
(*SO) 37,2 =x3+ I )
Th =1 + T2
CI:z1(0)=—1,22(0)=1,23(0) = 0;
Sistemul (xg0) este un sistem de ecuatii diferentiale de ordin 1, liniar, cu coeficientii constanti dati

(poate aparea si notatia

011 0
de matricca A= 1 0 1 |, omogen cu termenul liber b(¢t) =1 0
110 0

Metoda clasica. Pentru ¢ > 0, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se

To (t7 C1,C2, 63)

poate determina Yo (t;c1,c2,c3) |, solutia generald pentru sistemul (xgp) ca anterior. Apoi se
2o (t; c1, 2, €3)

impune asupra solutiei generale C'T gi se determind acea solutie particulara a (xgo) ce verifica (CT) .

Alta metoda de rezolvare este

Metoda transformatei Laplace. Se observa ca sistemul (xgp) este un sistem de ecuatii difer-

entiale de ordin 1, liniar, cu coeficientii constanti, omogen. Se dau C1I in ty = 0. Se cautd direct

y (t) | =? unica solutie a problemei Cauchy (xgs0) + CI. Atunci z,y,z € O si se noteazi

X (s) = L{z )} (s)-
Yi(s)=L{y @)} (s).
Z(s)=LA{z 1)} (s)-
ese aplicd fiecdrei ecuatii a sistemului (xgp) transformata Laplace=-
LAa" (0} (s) = L{y () + 2 (1)} (s)
LAy (0)} (s ) LAz (t) +z (1)} (s)
L{Z (1)} (s) = LAz () +y (1)} (s)
(t

9

esc utilizeazd Teorema 1(de hmarltate)

Teo

LAz ()} (s) = LAy ()} (s) + L{z (1)} (s)

LAy (1)} (s) = L{=z (1)} (s) + L{z (8)} (s)

L{Z' (1)} (s) = L{z (1)} (s) + L{y (1)} (s)
Se utilizeaza Teorema 6 (de derivare a originalului). Se aplica CI =
((sX(s) —2(04) =Y (s) + Z(s)

T
sY (s) =y (04) = Z(s) + X (s)

sZ(s)—z(04) =X (s)+Y (s)

\ 0
sX(s)=Y(s)—Z(s)=-1
modul 1. ¢ —X (s)+sY (s)—Z(s) =1

—X(s) =Y (s)+sZ(s)=0
S-a obtinut un sistem functional algebric avand ca necunoscute functiile imagine X (s),Y (s), Z (s);
se rezolva (rezolvare de tip Cramer, deoarece problema Cauchy are solutie unicd). Se calculeaza:
S -1 -1
As)=| -1 s —1|=s*-35s—2=(s+1)*(s—2)#0,Yse D.
-1 -1 s
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-1 -1 -1
Aj(s)=1 s —1|=-s’+s+2=—(s+1)(s—2),VseD.
0 -1 s
s -1 -1
Ag(s)=] -1 1 —1|=s>-s5-2=(s+1)(s—2),VseD.
-1 0 s
s -1 -1
As(s)=| -1 s 1 |=0,VseD.
-1 -1 0
( Al(s) 1
X=X = 511
. _AQ(S)_ 1
Atunciq Y (s) = Als) sil
Az (s)
Z(s) = =
\ ) A(s)

-1) =Y (s)+ Z(s)
modul 2.(!!'bnumai pentru acest exercitiu) ¢ sY ( =7 (s)+ X (s)
sZ(s)—0=X(s)+Y (s)
Se noteaza cu S(s) = X (s) + Y (s) + Z(s),¥s € D. Atunci, adunand ecuatiile sistemului
anterior=-
$-S(s)—(-14140)=S(s)+S(s)=(s—2)S(s)=0,Vse D= S(s)=0,Vs € D.

V)
~—
|
=~

5X (5) = (~1) = =X (s) X ="
Atunci ¢ sY (s) =1 ==Y (s) =9 Y (s) = ,,Vs € D.
sZ(s)—0=—2Z(s) Z(s):§+1

ese determind originalele z (t),y (¢), z (t) corespunzitoare functiilor imagine X (s),Y (s), Z (s)
gasite. Din tabel=

o () = —e (1) 2 (t) = —e
y(t)=et-n(t) sau{ y(t)=e! ,VE > 0.
z(t)=0 z(t)=0
¥ +x—-3y=0 ) +a1 =312 =0
b) { y —x—y=e¢ (poate apdrea si notatia { xh—x1 — 19 =€ )
CI:2(0)=0,y(0)=0; CI:z1(0) = 0,22 (0) = 0;
(xsn) ' (t)=—z(t)+3y(t)+0
Se scrie NV Y =x(t) +y @) +e-n(t)

CI:z(0)=0,y(0) =0;
Sistemul (xgx) este un sistem de ecuatii diferentiale de ordin 1, liniar, cu coeficientii constanti dati

. -1 3 .
de matricea A = 11 > , neomogen cu termenul liber b (t) = ot Vit > 0.
Metoda clasica. Pentru ¢ > 0, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se
. t; . o . . .
poate determina < ;:(( tf?’?; >, solutia generald pentru sistemul (xgx) ca anterior. Apoi se im-
3 €1, C2

pune asupra solutiei generale CI si se determind acea solutie particulard a (xgy) ce verificd (CT).
Altd metoda de rezolvare este

Metoda transformatei Laplace. Se observa ca sistemul (xgy) este un sistem de ecuatii difer-
entiale de ordin 1, liniar, cu coeficientii constanti, neomogen. Se dau CI in ty = 0. Se cauta direct
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< ;jg; ) =7 unica solutie a problemei Cauchy (xgn) + CI. Atunci z,y € O si se noteazi
X (s) =LAz ()} (s).
Yi(s)=LA{y )} (s).
ese aplica fiecdrei ecuatii a sistemului (xgy) transformata Laplace=-
{ LA{a" (1)} (s) = L{—z (t) + 3y (¢) + 0} ()
LAy )} (s)=LA{z () +y(t)+e}(s)
ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =
{{ LA{2" ()} (s) = =LAz (1)} (s) +3L{y (1)} (s) + 3L{0} (s)
LAy )} (s) = LAz ()} (s) + LAy (1)} (s) + L {e"} (s)
Se utilizeaza Teorema 6 (de derivare a originalului). Se aplicd C1I, tabelul=
sX(s)—x2(04)=—-X(s)+3Y(s)+0
— (s+1)X (s)—3Y (s) =0

0
1 = 1
sY (s)—y(04) = X (s)+Y (s) + —— —X () +(5-1)Y(5) = —
N—— s—1 S
0
S-a obtinut un sistem functional algebric avand ca necunoscute functiile imagine X (s),Y (s);

se rezolva (rezolvare de tip Cramer, deoarece problema Cauchy are solutie unicd). Se calculeaza:

A(s) = S:rll s_—gl‘282_4:(8”)(8_2)7&0’%60
0 -3 3
Al(s): 1 s—1 :8_71,\7861).
s—1
s+ 1 0 1
A2(S): 1 1 :jtl’vseD
s—1
Aq (s) 3
X = =
Atunci (#) AA (s) (s—1)(s+ 12) (s —2)
Y (s) = 2(3)_ s+

COAG) (s=1)(s+2)(s—2)
ese determing originalele x (t) ,y (t) corespunzitoare functiilor imagine X (s),Y (s) gasite.
Se descompun functiile imagine X (s),Y (s) in fractii simple

3
X = _ = )
() 1T as—2 1542
Y (s) 2 1 +3 1 1 1
§)=—= - - —
3s—1 4s5—2 12s5+2
Din tabel=
z(t) = _et+§e2t+le—2t -1 (t) by 3o 1 o
= 1 1 n z(t) =—e et e
9 3 1 Sau 2 32 1 9 ,thO
[ _ct 22t~ -2t 1) = —Zet 4 Zp2t — o2t
y (¢) ( 3¢ + e Tk ) n (t) y (t) 3¢ +3¢ 3¢

O4.2.2. Rezolvarea de ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale liniare avand
coeficienti variabili, omogene sau neomogene cand se dau conditii initiale in ;5 =0

Sunt situatii in care metoda Transformatei Laplace se poate folosi si pentru rezolvarea de ecuatii
si sisteme de ecuatii avand coeficienti variabili de un anume tip (in general, monoame; in particular,
pentru ecuatii Euler) sau nu.

OExemplul 7.2.3. Utilizand transformata Laplace s& se rezolve urmatoarele probleme Cauchy:
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{ tz” (t) — 22’ (t) —tx (t) =0-n(t),
CI:z(0)=1,2"(0) = 0;

)
CI:z(0)=1,42'(0) =0;

Ecuatia (xgo) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniara, cu coeficientii variabili ag (t) = t,
ay (t) = =2, ag (t) = —t, omogena cu termenul liber f: R — R, f (¢t) =0-n(t).

Metoda clasica. Pentru ¢t > 0, variabild independenta din domeniul de definitie al solutiei, este
dificil de determinat x, (¢; ¢1, c2), adicd un sistem fundamental de solutii. Altd metoda de rezolvare
este

Metoda transformatei Laplace.

Se observi cd ecuatia (xgo) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniara, cu coeficientii variabili,
omogend. Se dau CI in tg = 0. Se cauta direct z (¢) =7 unica solutie a problemei Cauchy (xpo)+C1I.
Se presupune z € O si se noteaza

X (s) = L{z ()} (s).

ese aplicd ecuatiei (xgy) transformata Laplace=

LAta" (t) = 20 (t) — tx ()} (s) = L{0- 1 (£)} (5)

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =

LA{ta" (1)} (s) = 2L {a' (1)} (s) — L {ta’ ()} (s) = 0.

)
Se utilizeaza Teorema 6 (de derivare a originalului) =
)

L{z ()} (s) = X (s

L4 (1)} (5) =X (s) = | 2 (04) | =X (s) -1
1

Rezolvare. Fie { (xpo) ta" (t) — 22’ (t) —tx (t) =0-n(t),
)
) =

JL " (B} (5) = 82X () — 53 (04) + 27 (04) | = $2X (5) — s
\1,—/ T
Conform Teoremei de derivare a imaginii= | £ {(—t)" f (t)} (s) = F" (s) | =
1L {0} (5) = X' (s)
2 L ()} ) = $X (s) -
1 Ltz (8)} (s) = — (25X (s) + s2X' (s) — 1)
| 0=(1—-s*)X"(s)+(-25—2s) X (s) +2+1,Vs € D.
S-a obtinut
(1-s*)X'(s)+(—4s) X (s)+3=0,Vs € D =

-3
X/(S) = _7(92X(8)+W,V8 & D1 C D7 a.l. 82 —1 > O,

care este o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta X (s) =7
Un factor integrant este

/ 4s .
'u(t) —e 1—s2 _ ten(szfl) — (52 _ 1)2
Atunci ecuatia devine:
X/( )'(82—1)2+X(s)~43(32—1) :%(32—1)2,V36D1<:>
( (s) - (s? )2):3(52—1),V56D1:>
(2 ) =5 —3s+c¢1,Vs € D1,V e R =
3s +c1

X(S):W ,Vs € D1,Vey € R.
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Se descompune X (s) in fractii simple, din tabel

X (s) = A + = + ¢ + =
Cs—1 0 s+1 0 (s—1) (s+1)?

C1 1 1 C1 1 1 C1 1 1 C1 1 1
X(Gs)=(-——= L= 2o ) (2 ——
() < 4 6)3—1+<4 6>s—|—1+<4 2) (5_1)2+<4+2> (s +1)?

ese determind originalul x (¢) corespunzator functiei imagine X (s) gasite.
Din tabel, folosind T'1, de liniaritate=

C1 1 n C1 1 ¢ C1 1 ¢ C1 1 —t
H=((-2-= gz T o)t t
x (t) <( 1 6>6+(4 6>e + 13 e’ + 4+2 e ") n(t)
1 1 1 1
Saux(t):<—Zl—6>et+<2—6)6_t+<2—2>tet+<2+2>t6_t,t20.

7.2.3. Rezolvarea de ecuatii integrale si integro-diferentiale

Reguli. In anumite ipoteze asupra ecuatiilor din titlu, acestea admit o solutie unic#, ce poate fi
presupusa drept functie original. Atunci

ese aplicd ecuatiei transformata Laplace;

ese utilizeaza Teorema 1(de liniaritate), Teorema 10( Borel), Teorema 6(de derivare a originalului),
CI-pentru ecuatii integro-diferentiale— si tabelul; se obtine o ecuatie functionald, avand ca necunos-
cutd o functie imagine; se rezolvé,

ese determind originalul corespunzator imaginii gasite.
Observatie. Utilizand metoda legata de transformata Laplace se obtine pentru ecuatiile din titlu
solutiile definite doar pe [0, +oo[.

Exemplul 7.2.4. Utilizand transformata Laplace sa se rezolve urmatoarele ecuatii integrale :
t

a) / cos(t — 1)z (7)dr =sht, t > 0.
0

Rezolvare. a) Fie
t

(*1)/ cos(t — 1)z (r)dr =sht,t >0

Ecuatia ((Zk 1) este o ecuatie integrald, deoarece functia necunoscutd x (t) apare sub operatorul de
integrare. Se cauta x (t) =?,t > 0 solutia ecuatiei (7).
Metoda transformatei Laplace. Se presupune = € O si se noteazd X (s) = L{z (t)} (s).

ese aplicd ecuatiei (x7) transformata Laplace=

c {/0 2 (7) cos (t — 7) dr} (s) = £{sht-n(®)} (s)
eDin tabel = L{sht-n(t)} (s) =

Se utilizeaza Teorema 10, Borel:
fA)=z(t),t>0= F(s)=X(s).

s2—1

g (t) =cost,t >0 takel G(s) = ﬁ
Atunci )
s 1 s°+1
X (s) - = = X(s)= ———.
() 241 s2-1 () s(s2—1)

ese determind originalul x (t) corespunzitor functiei imagine X (s) gasite. Se descompune X in
fractii din tabel (simple) =
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X(S): _1

X(s )2—5{77( )} (s) +2L{(cht) -n(t)}(s) LA{-=n(t)+2(cht) -n(t)}(s)
():( 1+2cht)-n(t) sauz(t) =—1+2cht,t > 0.

Comentarlu Fie o ecuatie integrald de tip Volterra (al doilea tip)
t

m(t):f(t)—l-/k(t—T)x(T)dT,tZO,

Tl Jin

unde f (poate fi EOO sau # 0) si k (kernel=nucleu) sunt functii continue date, originale Laplace,
iar = este functia necunoscutd (are necunoscuta sub operatorul de integrare).

Din exercitiul precedent se observa ci, aplicindu-se transformata Laplace asupra ecuatiei, se
obtine ecuatia algebrica:

X(s)=F(s)+ K(s)-X(s),s€ D,
de unde

X(s):%,seD.

Originalul x (t), care existd din formula de inversare Mellin-Fourier, se poate determina in
exercitii ca in sectiunile anterioare.

Exemplul 7.2.5. Sa se rezolve urmaéitoarele ecuatii integrale :
¢

a) x(t)+ Qw/ cosw (t — 1)z (7)dr = bsinwt, vVt > 0, unde b,w € R.
Q
Rezolvare. a) Fie
t
(x7) x () + Qw/ cosw (t — 1)z (7)dr = bsinwt,Vt > 0, unde b,w € R
0

Ecuatia (x7) este o ecuatie integrald, deoarece functia necunoscuta x (t) apare sub operatorul de
integrare. Se cautd x (t) =7,¢ > 0 solutia ecuatiei (xj) .
Metoda transformatei Laplace. Se presupune = € O si se noteazd X (s) = L{z (t)} (s).

ese aplica ecuat);iei (*7) transformata Laplace=

L {x(t) + Qw/ cosw (t — 1)z (7) dT} (s) = £ {bsinwt -7 (£)} (s)

0
ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =

LA{x(t)}(s) + 2wl {/0 x(T)cosw (t — ) dT} (s) =bL{sinwt-n(t)}(s).

. . w
Din tabel = L {sinwt -7 (t)} (s) = bm.
Se utilizeaza Teorema 10, Borel:
f)=x(),t>0= F(s) =X (s).
~ tabel S

= > =
g(t) =cost,t >0 G(s) o
Atunci )
s w W

X 20X : =b X =—.

12X () gz = b > X )=

ese determing originalul z (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gasite
R X (s) =L {bwte™t - (t)} (s) = z (t) = bwte ', > 0.

Exemplul 7.2.7. Si se rezolve urmatoarele probleme Cauchy atagate unor ecuatii integro-diferentiale:
1 t
a) R-i(t)+L-i’(t)+C/Ui(T)dT:u(t),VtZO
CI :i(0)=0;
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unde functia necunoscutd este i (t), intensitatea curentului intr-un circuit in care sunt inseriate o
bobind cu inductanta L, un rezistor cu rezistenta R si un condensator de capacitate C| constante
in timp. Intr-adevar, dacd in circuit se aplica o tensiune u (t), atunci, conform legii lui Kirchhoff,

ur, (t) + ur () + ue () = u (b).
In 1p0teza ca L, R,C sunt constante, legile lui Faraday implica
dz
—L— (¢
ur, (t) o (t) siuc(t C/ T)dT,
iar legea lui Ohm implica
UR — R (t)
(*]D>Rl(t)+LZI(t)+* i(T)dT:u(t),thO

CI :i(0) = 0;

Ecuatia (x7p) este o ecuatie integro-diferentiald, deoarece functia necunoscutd i (¢) apare gi sub
operatorul de integrare si sub operatorul de derivare. Se cauta i (t) =7,¢ > 0 solutia problemei
(*ID) +CI.

Metoda transformatei Laplace. Se presupune i € O si se noteazd I (s) = L{i(t)} (s). Atunci,
formal (matematic, u este o functie cu salt- a se vedea transformata Fourier, distributii, la Matem-
atici Speciale):

ese aplicd ecuatiei (x7p) transformata Laplace=

c{R.mHL.a(mé/oide}(s):c{w)).n(t)}(s)

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate)

R-LA ()} (s)+L-LA" ()} (s)+5 C{/ } = LA{(u () -n @)} (s)+L{(cht)-n(t)}(s).
Se utilizeaza Teorema 10, Borel:
fH)=2(),t=0=F(s) = X (s).
70— 11208 G = 1.
Se utilizeazdTeorema 6 (de derlvare a originalului) =
L{i' (1)} () = s (s) = (04)

——

0

Rezolvare. a) Fie

Atunci L )
R-I(s)—FL-sI(s)—i—a-I(s)g:U(s):>

11 s
<R+Ls+08>l(s):U( )= 1(s) = CLCS2+RCS+1 U (s)
ese determind originalul z (t) corespunzator functiei imagine I (s) gésite cu metoda reziduurilor,
in ipoteza ci U (s) si LCs? + RCs + 1 nu au rad&cini comune.
Polii functiei I (s) sunt radacinile ecuat;iei
VR2C? —ALC . o A
LCs>+RCs+1=0= s; 2= _ﬁ + By Fo cu ordinul de multiplicitate algebrica in

discutie dupa cazuri.
Se noteaza

A= (RC)*-4ALC,a =

si se observa ca

VR2C? —ALC

9= 2LC

L
2R
-daci R? > % atunci § > 0,

4L
-daci R? = rel atunci g = 0.
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\/4LC R2C?

cazul 1. (aperiodic) Daca A > 0, ecuatia admite doua solutii reale distincte

L  VR2C?-4LC

-daca R? < % atunci g =

=——a+f=——+ =1
s12=—a*xf= R oL m(s1,2) )
deci poli simpli.
R
cazul 2. Dacd A = 0, ecuatia admite doud solutii reale coincidente, s1 = s9 = —a = 57 € R,

deci pol de ordin 2.
cazul 3. (periodic) Dacd A < 0, ecuatia admite doud solutii complexe conjugate

L | VALC — R2C?
s1g=—atf=—=+it—" L

2R src M) =1,

deci poli simpli.
Se studiazi separat:

cazul B # 0 Se obtine s12 = —a & 3 i descompunerea in fractii simple din tabel
s 1 [/ —a+p L@ +
LOs2+ ROs+1 LO \2B(s—s1) 2B(s—s2)/)"

Atunci

. 1 —o + ,B o+ ﬂ Teorema Borel
I““‘(mﬂs—a>+2ﬁw—sﬁ>‘U“) -

. a+f (1— a+p )
=)=+ es1 =y (r) dr + 222 Ny (r)dr ) =
0-1 (5" (r)dr + 252 [ e
L (ot B [ carpu-n, o+ B [ (a-pt-r
_ = « T & T > 0.
I 55, (r)dr + % u(r)dr ), t>0
cazul 8 = 0 Se obtine s1 2 = —a si descompunerea in fractii simple din tabel

s 11
LCs2+ RCs+1 LC \ (s —s1) (3—51)2 '
Atunci ) )
— Teorema Borel
I == -U =
W=7 () U

t t
=1i(t) = % </0 e~ =Ty (1) dr — a/o e =) (t — ) u(r) d7> ,t>0.

O7.2.4. Calculul unor integrale improprii (cu parametri sau fird) cu operatorul
Laplace

Reguld. Conform Teoremelor de la Transformata Laplace, de calcul pentru F'(s), se pot calcula
integrale improprii cu parametrul s, de forma

+oo

/ e Stf(t)dt = F(s),Vs € D,
0

daca f € O.

OExemplul 7.2.8. Si se determine valoarea integralelor:
400 t +00 ,—t t

a) Ip = / Sidt si Iy = / ¢ S
0 0

t
+oo
b) I (a,b) = / te~*sinbtdt,a,b € R, a > 0.
0
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o0
sint
efst

Rezolvare. a) Fie F' (s) = dt,Res > 0.

Conform Exemplului 7.1.9, utilizand teorema de integrare a imaginii, s-a aratat ca
7 =~ 1
F() =sint-n(t) = F(s) = L{sint -5 (1)} (5) = 5 atunci
- .

r {51? } T8 / F dp / piz n ldp = arctgp\p +oo _ g — arctg s.
t

Atunci F (s) = / st 51

0

+o0 t
Ioz/ Otsm dt = F(O)z%—arcthzg.
0

——dt = % — arctgs.

+oo
t
11:/0 tSI?d—F() 5 —arctgl = 7.

+oo
b) Fie F (s) = / e St sin btdt, Re s > 0.

0
Utilizdnd teorema de derivare a imaginii, se aratat ca

f(t) =sinbt-n(t) = F(s) = L{sinbt-n(t)}(s) = SJ_T_Zﬁ,atunci

C{tsinbt-n(t)}(s)i_( b >':(b-2s

s2 4 b2 $2 4+ b2)?
oo 2sb
Atunci F (s) = / e St sinbtdt = ————.
0 (s24+b?2)
+o0o
I(a,b) = / e~ %tsinbtdt = F (a) = le?
0 (a? +1?)

O7.2.5. Calculul unor sume de serii cu operatorul Laplace-...



