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CURS NR. 13
EDCO, AIA

8. SERII FOURIER. Dezvoltarea in serie Fourier a unei functii reale cu valori reale

Preliminarii 1. Dezvoltarea in serie Taylor a functiilor trigonometrice era utilizata pentru aprox-
imarea functiilor transcendente cu functii polinomiale:

oo (—1)*
cosle—i-z( ) " Yz € R
n=1

(2n)!
sinz = § ﬂx%ﬂ Vz € R.
n=0 (2n + 1)' ’

Aici se pune problema: data f(x), se poate scrie

f(@)=ao+ 21 (wmeos () +sin ()7

Réspunsul afirmativ se utilizeaza la transformarea semnalelor (unele liniare) in semnale sinusoidale/
cosinusoidale (unde). Uneori semnalele se raporteaza la spatiul x, uneori la timpul ¢. Deoarece
ecuatiile diferentiale sunt studiate cu functia necunoscutad in variabila ¢, se va apela la aceasta
maniera de notatie in acest material.

Seriile Fourier au utilizdri practice in ingineria electrica, prelucrarea semnalelor si a imaginilor,
compresia datelor, analiza undelor, acustica, opticd; in analiza armonicd a modelelor mecanice
(oscilatorul liniar); in spectroscopie gi astronomie. Inginerii pot optimiza proiectarea unui sistem
de comunicatii cu ajutorul informatiilor pe care le oferd componentele spectrale ale unui semnal de
date pe care sistemul le transporta.

Seriile Fourier sunt numite dupd matematicianul si fizicianul francez Joseph Fourier (1768 —
1830), care a studiat exprimarea unei functii prin serii trigonometrice/ transformata Fourier. In
1822, in cartea "Teoria analiticd a caldurii", a stabilit ecuatia ecuatia propagarii caldurii, reprezen-
tand pentru prima datd solutia acestei ecuatii (care poate fi gi discontinud) sub forma de serie
trigonometrica.

Preliminarii 2. De vizualizat "Fourier Transform, Fourier Series, and frequency spectrum" de
profesor Eugene Khutoryansky,

https://www.youtube.com/watch?v=r18Gi8ISkfM ,
minutele 0 — 10, drept euristicd pentru notiunea de serie Fourier atasata unui semnal. Pen-
tru intelegerea vizualizarii spatiale a functiei sin, plecand de la cercul trigonometric, a se vedea
"Trigonometry - Easy to understand 3D animation" de profesor Eugene Khutoryansky,

https://www.youtube.com/watch?v=0ovLbCvq7FNA&list=PLkyBCj4JhHt9G55ulvegx

DF0C7DXVsBS8&index=19&t=244s ,
minutele 11 — 16.

Definitia 1. Functia f: R — R se numeste periodicd daca 31T € R, T # 0 a.i.
f@+7T)=71(1),vteR.

Daca exista, numarul 7" minim cu proprietatea anterioara se numeste perioada principala a f.

Definitia 2. Fie f : R — R periodica, cu T > 0 perioada principala, a.i. f € R ([, +T]),Va € R.

Se numeste serie Fourier sau serie trigonometrica atasata lui f pe [a,« + T] (pe R) seria
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o0
50 Z (an, cos (nwt) 4 by, sin (nwt)) ||Vt € [a,a + T, chiar t € R, (1)
27T
unde numarul w = — se numeste pulsatie iar numerele
= / ) cos (nwt) dt, ¥n € N¥;
/ ) sin (nwt) dt, ¥n € N*;

se numesc coeficientit Fourier ai functiei f.

F,(t) = ?0 + kg—:l (ay cos (kwt) + by sin (kwt)) ,Vt € [, + T, chiar t € R,Vn € N*

se numesc polinoame Fourier sau polinoame trigonometrice.
Propozitia 1. Fie f : R — R periodica, cu T' > 0 perioada principald, a.i. f € R ([o,a + T]),Va €

a+T
R. Atunci / f (t) dt este un numdr independent de a € R.

(03
Observatia 1. Daci, in definitia anterioard, o« = —I,T = 2l > 0si f € R([-1,1]), atunci seria
Fourier sau seria trigonometrica atasatd lui f pe [—[,1] (pe R) devine
e t
@0 + 3 (an Cos nl + by, sin n;r) ,Vt € [—=1,1], chiar t € R, (2)
n=1

i3 7T . .
unde numarul w = 7 este pulsatia iar numerele

l
—;/_lf(t)dt

1 7
:l/f(t)cosnlﬂtdt,VnEN*;
1

1! t
= l/ f () sin nTﬂdt,Vn € N¥;
-1

sunt coeficientit Fourier ai functiei f. Sunt coeficienti chiar in raport cu sistemul trigonometric

ortogonal
1 7wt . mt 27t . 2wt nwt . nwt
—,coS —, sin —, cos —, sin —, ..., cOS ——, sin —, ...
27 l M l ) l b l M M l ) l )

Pentru [ = 7, sunt coeficienti chiar in raport cu sistemul trigonometric ortogonal in (C' ([—7, 7] ; R), (-, *)standard)
1
o cost,sint, cos 2t,sin 2t, ..., cosnt, sin nt, ...

Observatia 2. Se impun urmatoarele intrebari:

eSeria Fourier (1) este punctual, uniform convergenta? Pe ce interval?

ePe intervalul de convergentd suma seriei s () coincide cu f (t)?
Definitia 3. Se spune ci functia f : [a,b] — R satisface conditia Dirichlet pe [a,b] daca

(1) f este marginitd pe [a,b] si are un numar finit de puncte de discontinuitate de prima speta
pe [a,b] (in punctele de discontinuitate are limite laterale diferite, dar finite);

(1) intervalul [a, b] poate fi descompus intr-un numar finit de intervale pe care f este monotona
(este monotona pe portiuni).
Teorema 1. (Dirichlet) Fie f : R — R o functie periodica cu perioada principald 7" > 0 ce
satisface conditia Dirichlet pe [, & + T, o € R. Atunci seria Fourier (1) atasatd lui f este punctual
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convergentd pe [a,  + T'| (chiar pe R) si suma ei este

f@, daci t e punct de continuitate pentru f
s(t) = t—0 t+0 .
®) il ) ; ft+ ), dacd t e punct de discontinuitate pentru f.

Observatia 3. Se reaminteste ca:

l
edacd f este impard i integrabild Riemann pe intervalul simetric [—[,1] = / f(t)dt =0;
1

! !
edacd f este pard gi integrabild Riemann pe intervalul simetric [, ] = / f@)dt=2 / f(t)dt.
I 0

Consecinta 1. (dezvoltarea unei functii in serie Fourier pe interval simetric) Dacd f: [-1,]] = R
este o functie netedd pe portiuni, atunci seria Fourier atasata lui f
a s nnt nmt
304- > (ancos?+bnsin?> Ve [-1,1], (3)
n=1

l
ap = ;/lf(t) dt;

1! t
undeq a, = l/ f(t)cos nTﬁdt,Vn € N¥;
—

1/t t
b, — z/ F(b) sin¥dt,vn c N*;
-1

este convergentd in V¢ € [—[,[] (chiar pe R) si suma ei este
ft=0)+ f(t+0)

, dacdte]-l1]

s(t) =

f(il—O)—%f(ilJrO)

2

)

dac

dt=—lsaut=1

Mai mult, daca f este para pe [—I,1] (adicd f (—t) = f (t),Vt € [-,1]), atunci
1
apg = 2/ f (t) dt
L Jo

2 [t t
an = l/ f(t)cos nTﬂdt,Vn e N*
0

b, =0,Vn € N*,
iar dacd f este impara pe [—1,1] (adica f(—t) = —f (¢t),Vt € [-I,1]), atunci
ap = 0
an, = 0,Vn € N*
2 (! t
by = l/ £ (t)sin %dt,vn e N*.
0

Consecinta 2. (dezvoltarea unei functii in serie de cosinusuri) Daca f : [0,1] — R este o functie
netedd pe portiuni, atunci seria de cosinusuri atasata lui f

S t
204 ZancosE,Vte[O,l}, (4)
2 l
9 [l
unde 0

9"
a, = l/ f(t) cos ndet,Vn € N*,
0

este convergentd in V¢ € [0,!] si suma ei este
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fE-0)+f(+0)

, dacd t €]0,(]
s(t) = 2

- f(0+0), dacad t =0

f(—-0), daca t = 1.
(prin extindere, seria obtinutd ar corespunde pentru prelungirea lui f prin paritate la [—[,1], apoi
prin periodicitate la R; de mentionat ca
f(=t), dacate]-L,0]
e R =
Jo:l=LU = RSy (0) { f(t), dacite o]

este functia para pe intervalul simetric |—[, [[, utilizata ulterior pentru prelungirea prin periodicitate).
Consecinta 3. (dezvoltarea unei functii in serie de sinusuri) Dacd f : [0,l] — R este o functie
netedd pe portiuni, atunci seria de sinusuri atagatd lui f

x t
> bnsin %,\ﬁ 0,1, (5)

l
unde {bn - ?/ F(t)sin ”T“dt,\m € N,
0

este convergentd in V¢ € [0,!] si suma ei este

s (t) = f(t—O)—QFf(t—i—O)’ daca t € ]0,1[

0, dacit=0saut=1

(prin extindere, seria obtinutad ar corespunde pentru prelungirea lui f prin imparitate la [—[, (],
apoi prin periodicitate la R; de mentionat ca
—f(=t), dacidte]-1,0]
| — R, f; =
fit =L =R, fi (1) { f(t), daci t € [0, 1]

este functia impara pe intervalul simetric |—[, [[ , utilizatd ulterior pentru prelungirea prin periodicitate).

Exemplul 1. Si se studieze dacd urmdtoarele functii satisfac conditiile teoremei lui Dirichlet si,
daca da, sa dezvolte in serie Fourier functiile prelungite prin periodicitate:
t, dacd —mw<t<m
a) fil=mm] = R, f () = { 0, dacat=—msit=m
t, daca —Il<t<l
b) J: H’”_’R’f(t)_{ 0, dacat=—Isit=1
o) frl-mal =R, f(t)=t;d) f:[-LU =R, f(t)=1%1>0;
Oe) f:[-m n] — R, f(t) = arcsin (sint) ;

Rezolvare: a) Fie f: [-m, 7] = R, f (t) = {

)

, 1> 0;

t, dacd —mw<t<m
0, dacdt=—nwsgit=m
Se reprezintd grafic f pe [—m, 7], apoi se prelungeste prin periodicitate la f : R — R.

LSS
S S0

Din grafic se observa cd f este impard pe [—7, 7] (pe [—m, 7|, G este simetric fatd de O).

)
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etapa 1. Se atageaza lui f seria ei Fourier (tri

perloada
o= =

Se determind coeficientii Fourler

’[O&,Oz—i—T] :[—7'(,7'(]‘:>

igonometrica) :

1| pulsatia

ag = — _Wf (Bt ao=—[ _t_dt mpard pe [l g
impara
4 1 /[7 impara -,
an = — f(t)cos(nt)dt,VnEN*ian:/ t  -cos(nt)dt paré pe | ’}O,VnEN*.
™ TS g N ——
1mpa 11“1 paré
1 [" 1 /7 ars pe [-mm] 2 [T
bp=—[ f(t)sin(nt)dt,vn e N*|= b, = — t  -sin(nt)dt” pe [=md / t-sin (nt) dt
T _n T) g N —— T Jo
impara impara
T ! = s
_ 2/ . (cos (nt)> gt — 2 (t cos (nt)|'= _/ L. cos (nt)dt> _
7 Jo -n T -n |, -n
_2 <(7T.cos(n7r) _O.COS0> 1 (Sln nt)) )
T -n -n n n
2 cos(nm) 1 sin(nm) —sin(0) g - 1 0-0Y\ _ 2( et
e R — n n T -n n n ) n ’
Vn € N*.
.. | cos(nm)=(-1)",Vn € N*.
S-a folosit sin (nm) = 0,Vn € N*.

Atunci seria Fourier atagatd lui f este

0 X 2

—+ > (0 -cos (nt) + = (—1)" "' . sin (nt)) WVt e [-m
2 n=1 n

> 2
Z -
n=1"M
etapa 2. Se studiaza daca si pe ce multime suma seriei (*;) coincide cu f.

7|, chiar ¢t € R, adici

(=1)™*! . sin (nt),Vt € |-, 7], chiar ¢ € R.

Din grafic se observa ca f verificd ipotezele Teoremei Dirichlet=- suma seriei (*;) este

f(t),
0+0

, dacdt=—nm+2knsaut=mn+2kn, ke’
Deoarece pe |—m, 7| se observa cd f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar
x 2
t=> = (=1)"" -sin(nt),Vt € |-, 7[.
n=1"T

dacat € | |—7m + 2km, m + 2kn|
S(t) — keZ

etapa 3. In particular, pentru ¢ 5 € ]—m, [, din (x2) se obtine

T x 2
S-S i)
2= 2, Y
T io: (-t (mr)
— = ~——— .sin | —
4 n=1 n 2
—1)? -1)» —-1)* —1)° -1)° ~1
Z:( 1) sing—i—( sm7r+( 3) sin327r+(4)sin27r+(5)sin527r+...+(i i
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(1, n=
0 n=
_ — 0 = 2n,n € N*
Se foloseste sin(ﬂ): L, n = N " ?,n€~ =
2 0, n= (-D)", n=2n+1,neN
1 n=
\

oo (_1)2AH1+1 o (1"
12;0(2%“-(—1)” % ﬁZOQ( —i-)l sau, renotand n cu n,
T = (—1)" T 1 1 1 (—1)"

RS el bl bl Sl S S ey S

Comentariu: Se reprezinta grafic pe |—m, 7[, chiar pe R.
f (t) = t-albastru

Fi(t)=— smt rosu
2 2
Fy (t) = —sint — — sin (2t)-galben
) 3 2
F5(t) = —sint — = sin (2t) + = sin (3t)-verde
) 3 ) 2
Fy(t) = 1 sint — 5 sin (2t) + 3 sin (3t) — 1 sin (4t)-magenta

si se observd aproximarea din ce in ce mai buna a functiei cu polinoame Fourier, care sunt la acest
exemplu combinatii liniare de sinusuri, precum in filmul prezentat.

A se vedea din nou filmul propus initial.
. —t, daca —m<t<0
) Fie f: [omn] ~ R (0 =l = { 1 G TS0

Se reprezintd grafic f pe [—m, 7], apoi se prelungeste prin periodicitate la f : R — R.

Din grafic se observa ca f este para pe [—m,w| (pe [—m, 7|, G este simetric fata de Oy).
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etapa 1. Se atageaza lui f seria ei Fourier (trigonometricd) :

perloada
w=: = 1| pulsatia

Se determind coeficientii Fourler

1 " 1 " 1 0 4 ara pe |—m,m
a = — f(t)dt:aoz/ d dt:</ (—t)dt+/tdt>|t|p pe [
P TJ ™~~~ e o 0

’[O&,Oz—i—T] :[—7'(,7'(]‘:>

1 1 [7 ara pe [—m,m
an = / f (t)cos (nt)dt,¥n € N* |= a,, = / |t| - cos(nt)dt"® pe [=]
_ ~ N——

™ —T

para para

</(jT (—t) - cos (nt) dt + /Oﬂt cos (nt) dt) % ‘Q/ﬂtcos (nt) dt =
/;r(smfznt)),dt:i(t.sm /0_1 sin ( ) _
t:O) N

I —— / #] - sin (ne)dt " T 0 v e N
™ ~ ——

—m
para impara

Mol 30 30 3~

by, = / f (t)sin (nt) dt,Vn € N*

1
)

Atunci seria Fourier atagatd lui f este
) 2
g + Z <2 ((=1)" —1) - cos (nt) + 0 - sin (nt)) ,Vt € [—m, 7], chiar t € R, adici
=1\

us 2 D" —1
L2 )

2 n—1 nem
etapa 2. Se studiaza daca si pe ce multime suma seriei (*;) coincide cu f.

Din grafic se observa ca f verificd ipotezele Teoremei Dirichlet. Cum f este continua pe R
=-suma seriei (¥1) este

s(t) = f(t),Vt € [-m, x|, chiar t € R.

Se scrie chiar

cos (nt),Vt € [—m, 7], chiar t € R. (%1)

x© 2((-1)" -1
t] = Iy > 22D cos (nt) ,Vt € R. (2)
2 n=1 TL27T
etapa 3. In particular, pentru t = 7, din (*3) se obtine
> 2((-1)" -1 > 2((-1)" -1
= g + ngl ((nQ)w) cos (nm) sau g = ngl (<ng7r) cos (nm) sau
2 o (—1)"—1
7r
z= ngl 3 cos (n)
2 n
-2 0 -2 0 -2 — —1
T T2 oST+ 5 COS2M + —o - COSIT + 5 - COSAT + — - COS 5T + —i—( ) (=)™ +

4 12 22 32 42 52 n?
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|-y [0 n=2WAEN
Se foloseste | ——5—"— = { 2 RS
e foloseste 2 —, n=2n+1,neN

n

7'('2 00
— = Y, ———— sau, renotand 7 cu n, se obtine
4 = @2nt)
P =1 s =t m et gt
T _ — | sau | — — — + ..
S S @nt1) ] 32 52 (2n + 1)

Comentariu: Se reprezintd grafic pe [—, 7], chiar pe R
f (t) = |t|-albastru
4

s
Fi(t) = = — — cost-rosu
T

4
— —cost 4 0-galben subtire
s

4 4
— —cost+ 0 — — cos (3t)-verde
T 9

CE T O O N

Fy(t) =

si se observa aproximarea din ce in ce mai buna a functiei cu "polinoame" Fourier.

4 4
— —cost+0 — g, 08 (3t) + 0-magenta subtire
™

Exemplul 2. Si se studieze dacd urmdtoarele functii satisfac conditiile teoremei lui Dirichlet si,
daca da, sa dezvolte in serie Fourier functiile prelungite prin periodicitate :
a) f:]-m,m] =R, f(t)=m—t;

‘ B 1, dacite]-m0] ) [0, dacate]-m0[
b) filomal ~Rr0={ ) Gt S s~ rso = { ) g
1
e

) _ [ m—t, dacate]-m 0] . , _ daca t € |-1,0]
N SR L s e LS TR IR N OR B
Rezolvare: a) f:|—7 7T]—>R ft)y=n—1t;

Se reprezintd grafic f pe | , apoi se prelungeste prin periodicitate la f : R — R.

NN

Din grafic se observa ca f NU este nici para, nici impard pe |—m, 7][.
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etapa 1. Se atageaza lui f seria ei Fourier (trigonometricd) :

perloada
w=: = 1| pulsatia

Se determind coeficientii Fourler

G 1T 1 N
ao_ﬂ_ﬂf(t)dt:ao_ﬁ/ (W—t)dt—;(m‘—gﬂ_ = or.

—T

’[oz,a—i—T] :[—7'(,7'(]‘:>

1 (™ 1 [7
an = — [ f(t)cos(nt)dt,Vn € N* = a, = / (m—1t)-cos(nt)dt =
r T

™ -7
T 1 [
= / cos (nt)dt — / t -cos(nt)dt =
i N—— T —W.vv ——
par# unpara pari
_, <Sln(nt)> t=7r_l'0:2sin(n7T)—Sin(0) :07\V/’I’ZEN*
n o T n

1 [7 1 (7
bo = 2 [ F (#)sin (nt) dt, ¥n € N* > b, = / (70— 1) - sin (nt) dt —
ﬂ- —TT

™

—T

™

1 (7 2 [T
= / sin (nt)dt — / t  -sin(nt)dt =0— / t-sin (nt)dt =
N—— TS g~ —— T Jo
impara mmpara  jmparg
_ =2 Wt- <cos(n )) gt = -2 ( cos (nt) t_”_/ﬂl. COS(nt)dt) _
™ Jo —n ™ —n +—0 0 —n

2 ((W cos (nm) cos(0)> L1 sin(nt)

s -n -n n
_ 2 <7r- cos (n) —i—l sin (nm) — si (0)) _ 2 . (=1)" +l ' ()—0) _ g(—l)",
T -n n n T -n n n n
Vn € N*.
Atunci seria Fourier atagatd lui f este
0 2
5t > (0 -cos (nt) + — (—1)" - sin (nt)) ,Vt € ]—m, 7], chiar t € R, adica
n=1 n
x 2
> = (=1)"-sin(nt),Vt € |—m,n|, chiar t € R. (%1)
n

n=1
etapa 2. Se studiaza daca si pe ce multime suma seriei (*;) coincide cu f.

Din grafic se observa ca f verificd ipotezele Teoremei Dirichlet=- suma seriei (*;) este
f(t), dacate | |-m+ 2km,m+ 2kn]

s(M=14 0+0 e
———, dacat=-—-nm+2knsaut=n+2km, ke’

Deoarece pe |—m, 7| se observa cd f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar
x 2
T—t=> = (=1)"" sin(nt),Vt € |—m, 7. (%2)
n=1"M
Exemplul 3. Si se studieze dacd urmdtoarele functii satisfac conditiile teoremei lui Dirichlet si,
daca da, sa dezvolte in serie Fourier functiile prelungite prin periodicitate :
—1, daca —mw<t<O0
a) f:[-m,7m =R, f(t) = 0, dacdt=-—-msaut=0saut=m ;
1, dacal0<t<m
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—a, daca —m <t <
b) f:[-m7n] =R, f(t)= a, daca & <t< 73 , unde a > 0;
—a, daca2<t§7r
—28(t+7), dacd —m <t < F
c) f:[-mm =R, f(t) = =2 dacd 5 <t < 7§ , unde a > 0;
20 (r —¢), dacd ] <t<7r
—t —m, daca—7r<t<_7r
In particular, f : [-m, 7] = R, f () = t, daca 5 <t < 3
—t+m, dacd §<t<m
1, dacda —n<t<-m+a
0, daca —m+a<t<0
1, daca0<t<a
0, dacaa<t<m
0, daca —m<t<0
1, dacda0<t<m ’

0, daca —1<t<0
{1 daca 0 <t <1 ’
0,
{1

d) f:[-m7n] =R, f(t)= , unde a € ]0,7[;

¢) J:[-m] —>R,f(t)={

Analog f: [-1,1] = R, f(¢)

dacat <0
daca 0 <t
() n(t—m))+ (nt+7)—n(t)), unde A > 0 si

(provine din n : R — R, n(t
£) f:l-m7] =R f(t)=
0,
n: R—>Rn {1 da
g) f:|-mx =R, ()=t ( t+7r) n(t —m)), unde
n: R—>Rn {(1) day

, functia treapta unitate a lui Heaviside)

1, daca —7T§t§7r )
0, 1in rest ’
(provine din semnalul rectangular d4 : R — R, fereastra dreptunghiulara centratd in origine de
latime 2A, A > 0 sau poarta temporald cu 7 = 7).

i) f:[—l,l]—>]1{7f(t):{ c1, dacd —1<t<0

h) dﬂ:]R—MR,dW(t)—{

o ,unde ¢; € R, c2 € R;
ca, daca 0<t<lI ! 2

J) f:[-m 7] =R, f(t) =sin(at), unde a € R\Z;k) f: [-7, 7] = R, f (t) = sh(at), unde a € R;
1) f:[-m,7] =R, f(t) =|cost]|.
Rezolvare: A se vedea Seminar.

Exemplul 4. Sa se studieze dacd urmatoarele functii satisfac conditiile Consecintei 2 si, daca da,
sd dezvolte in serie de cosinusuri functiile:

a)f:[o,w]aR,fu):{l’ daci 0 <t < a

0, dacaa<t<m , unde a € ]0, 7[;
1—
b) 7 0r~ g0 ={ 7,

o-t, daci 0 <t <2a
, daca 2a <t <
daca 0 <t < %

,undeaE]O,%[;
_m_
2v/3’

s 4 _ T
m, dacat—g

c) f:]0,7] =R, f(t) = 0, dacé%<t<2% ;
4\/3, datcéut:%7r
2\/5, daca T <t<m
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d) £ [0, =R f(H)=1—t€) f:[0,7] =R, f () = e
Rezolvare: a) Fie
1, daca 0<t<a

fi[U,W]*R’f(t):{ 0, dacia<t<m

Se observa ca f este netedd pe portiuni pe [0, 7] .
etapa 1. Se atageaza lui f seria ei de cosinusuri. Se determina coeficientii:

ao:i/oﬂf(t)dtia():i/oﬂf(t)dt:i(/OaldtJr/;()dt) =
a

,unde a € |0, 7[;

2 t=a t=m 2
T ( |t:0 ¢ tza) T
2 (7 2 (7
an = / f(t) cos (nt) dt,¥n € N* |= a,, = / f(t) - cos(nt)dt =
TJo m™Jo
2 ([ i 2 (sin(nt) ="
=— </ 1 cos (nt) dt+/ 0 cos (nt) dt) e (nt) — =7 ) =
T 0 a T n +—0
2 [si — sin (n0
—Z (3 (na) — sin (n0) — = —sinna, Vn € N*.
0 n nm
Atunci seria de cosinusuri atagata lui f este
a x 2
— — si : t)),vt € [0,n], adica
- + nz::1 <mr sinna - cos (n )> [0, 7], adica

a. 2 i (sin na
T T = n
etapa 2. Se studiaza dacd suma seriei (¥1) coincide cu f.
Conform Consecintei 2 suma seriei (1) este:
1, daca0<t<a
s(t)=1¢ 3, dacdit=a (x2)
0, dacaa<t<m
Seria (*1) poate fi considerata ca fiind, prin extindere, seria functiei f prelungitd prin paritate la
[—m, 7], apoi prin periodicitate la R.
Comentariu. De mentionat ca

- oS (nt)> ,Vt € [0, 7], (*1)

0 dacd —w<t<a
1 [ f(-t), dacate]|-m 0 ) 1, dacd —a<t<0
fp:] W’W]_)R’fp(t){ f), dacdte0,n] ) 1, dacdi0<t<a

0, dacaa<t<m
este functia pard pe intervalul simetric |-, 7[ ce are Gy, obtinut prin simetrizarea Gy fata de Oy,
utilizata ulterior pentru prelungirea prin periodicitate.

_— e e

Exemplul 5. Si se studieze dacd urmatoarele functii satisfac conditiile Consecintei 3 si, daca da,
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sd dezvolte in serie de sinusuri functiile:

0, daca0<t<a

a)f:[0,7r]—>]R,f(t):{ L dacia<t<m , unde a € |0, 7[;

mt daca 0<t< T

25 3
t, daca0<t<7F 2 5 2
: = ) == . : = T daca T <t<<f
YR EEFIURS B WD L DA B IC G g<i<
OV dacaggtgw
d) f:[0,]] >R, f(t)=1—te) f:]0,7] > R, f(t) =cos(at), unde a € R.
Rezolvare: a) Fie
0, daca0<t<a
foloa] =R, (1) = { 1, dacda<t<m
Se observa ca f este netedd pe portiuni pe [0, 7] .
etapa 1. Se atageaza lui f seria ei de sinusuri. Se determina coeficientii:
2 (" 2 (7
by, = / f (t)sin (nt) dt,Vn € N* |= b, = / 1 -sin (nt)dt =
m™Jo T™Ja
2 —cos(nt)|™" 2 [—cos(nm) —cosna\) _
o n iy T n n N
L2 (20 Do)
T n n
Atunci seria de sinusuri atasatd lui f este
= 2 3 s s s 3
ngl <7m2 (sm ”7 — ”7 cos ”7) -sin (nt)) ,Vt € [0,7], (%1)
etapa 2. Se studiazd dacd suma seriei (%1) coincide cu f.
Conform Consecintei 3 suma seriei (1) este:
0, dacal0<t<a
st)=< %l dacit=a (*2)

1, dacaa<t<mw
Seria (*1) poate fi consideratd ca fiind, prin extindere, seria functiei prelungitd prin imparitate la
[—m, 7], apoi prin periodicitate la R.
Comentariu. De mentionat ca
—1 daca —nm<t<a
—f(-t), dacate]-m0 0, daca —a<t<0
firl=mml =R, fi(t) = { fEt) ,) dacéte][o,w] = 0, dac0<t<a
1, dacaa<t<mw
este functia impard pe intervalul simetric |—7, 7[ ce are Gy, obtinut prin simetrizarea G fatd de
O, utilizata ulterior pentru prelungirea prin periodicitate.

Exemplul 6. Si se studieze dacd urmatoarele functii satisfac conditiile Consecintelor 2 si 3 si,
daca da, sd dezvolte in serie de cosinusuri, respectiv de sinusuri functiile:

)
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dacs 0<t<1
a) [:[0,2] =R, (1) {2 t, dacal<t<2’
2
dacéOﬁtgg
b)f: [0, 7] = R, f(?) r ;
(m—1) , daca § <t<m

c) f:]0,7] =R, f(t) =1

. t, daca 0<t<1
Rezolvare. a) Fie f. [0,2] = R, f(t) = { 9t dacil<t<2
Se observa cd f este netedd pe portiuni pe [0, 2], cu

T = 2.2 = 4-perioada
[0,1] =10,2] = . SN

=7 = 5 pulsatia

etapa 1.. Se atageaza lui f seria ei de cosinusuri. Se determind coeficientii:

—;A?@Mhﬁm— /f £ dt = (A%m+ﬁam4moz
-3 (Bl (-9)l0) -

2
2/f COS< >dtVn€N*:>an—2(/t cos(m>dt+/ (2—t)cos<mTt
2 2 2 . 2

. ([ nmt ' . [ nmt !
1 Sin 7 2 S1n 7
2 2

iy i i
2 2
t=0 t=1
nm nwt [T nm
sin (—) R W sin (—) —Cos
nmw <n7r)2 nmw (mr
2 2 2

13

)o)-

(mr) 4 cos0 (n7) + (mr)
—cos | — ) +cos0 —cos(n cos | — n
2 " _1-(-1
(5)
o : N\ 2 :
Atunci seria de cosinusuri atagata lui f este
1—(=1)" nmt
—(nﬂ_>2‘COS 7 ,VtG [0,2]
2
etapa 2.. Se studiaza dacd suma seriei (1) coincide cu f.
Conform Consecintei 2 suma seriei (1) este:

1

2

||M8

sin (mrt) - sin( Wt) sin <n7rt> = i

- 1 a5 e 2

= t-72 —/1-2dt + (Q_t).iz _/ (_1>.7
0 1



Gabriela Grosu / EDCO 14

t, daca 0 <t <1
s(t) = 1, dacat=1 (x2)
2—t, dacal<t<2
Seria (*1) poate fi considerata ca fiind, prin extindere, seria functiei f prelungitd prin paritate la
[—2,2], apoi prin periodicitate la R.
Comentariu.. De mentionat ca
24+t daca —2<t< -1
f(=t), dacate]-2,0 —t, dacda —1<t<0
fot]=22 =R £ (t) = { f((t)), daci t € ][0, 2] - t, daci0<t<1
2—t, dacal<t<2
este functia para pe intervalul simetric |—7, 7| ce are Gy, obtinut prin simetrizarea G fata de Oy,
utilizata ulterior pentru prelungirea prin periodicitate.

etapa 1. Se atageazd lui f seria ei de sinusuri. Se determiné coeficientii:

<n7rt> ! <n7rt> !
1 COs o 9 coS -
0 1

)| J| )
5 5 o 2 2 t=1
2nmw nry =2
cos <%) sin (E) —sin0 cos (%) . <> o (7)
= T - (nﬁ)2 + _T - (_1) (mr)Q
5 5 2 2 t=1
. /nT . . (T
sin (7> —sin 0 — sin (n7) + sin (7> 2\?2 . (NT
_ =4+ = -281H(*)avn€N*'
n nmw 2

_(2>2

Atunci seria de sinusuri atagata lui f este

2 [? t 2( (! t 2 t
bn:/f(t)sin nme dt,¥n € N* = b, = = /t-sin nme dt+/ (2 —t)sin DT gt ) =
2o 2 2 \Us 2 . 2
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3 <nfﬂ2 sin (%) - sin (T)) vt e[0,2]. (1)

n=1
etapa 2;. Se studiaza daca suma seriei (*1) coincide cu f.
Conform Consecintei 2 suma seriei (x1) este:
t, daca 0 <t <1
s(t) = 1, dacat=1 (x2)
2—t, dacal<t<2
Seria (*1) poate fi consideratd ca fiind, prin extindere, seria functiei prelungitd prin imparitate la
[—m, 7], apoi prin periodicitate la R.
Comentariug. De mentionat ca
—2—t daca —2<t< -1
—f(—t), dacate]-m0 t, dacda —1<t<0
firl=mm] =R fi(t) = { fgt) ,) dacéte][o,w] - t, daca0<t<l1
2—t, dacal<t<?2
este functia impara pe intervalul simetric |-, 7| ce are G, obtinut prin simetrizarea G fatd de
O, utilizatd ulterior pentru prelungirea prin periodicitate.

NN




