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CURS NR. 13
EDCO, AIA

8: SERII FOURIER. Dezvoltarea în serie Fourier a unei funçtii reale cu valori reale

Preliminarii 1. Dezvoltarea în serie Taylor a funçtiilor trigonometrice era utilizat¼a pentru aprox-
imarea funçtiilor transcendente cu funçtii polinomiale:

cosx = 1 +
1P
n=1

(�1)n

(2n)!
x2n;8x 2 R

sinx =
1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)!
x2n+1;8x 2 R:

Aici se pune problema: dat¼a f (x) ; se poate scrie

f (x) = a0 +
1P
n=1

�
:::|{z} cos� :::|{z}�+ :::|{z} sin� :::|{z}��?

R¼aspunsul a�rmativ se utilizeaz¼a la transformarea semnalelor (unele liniare) în semnale sinusoidale/
cosinusoidale (unde). Uneori semnalele se raporteaz¼a la spaţiul x; uneori la timpul t: Deoarece
ecuaţiile diferenţiale sunt studiate cu funçtia necunoscut¼a în variabila t; se va apela la aceast¼a
manier¼a de notaţie în acest material.

Seriile Fourier au utiliz¼ari practice în ingineria electric¼a, prelucrarea semnalelor şi a imaginilor,
compresia datelor, analiza undelor, acustic¼a, optic¼a; în analiza armonic¼a a modelelor mecanice
(oscilatorul liniar); în spectroscopie şi astronomie. Inginerii pot optimiza proiectarea unui sistem
de comunicaţii cu ajutorul informaţiilor pe care le ofer¼a componentele spectrale ale unui semnal de
date pe care sistemul le transport¼a.

Seriile Fourier sunt numite dup¼a matematicianul şi �zicianul francez Joseph Fourier (1768 �
1830), care a studiat exprimarea unei funçtii prin serii trigonometrice/ transformata Fourier. În
1822, în cartea "Teoria analitic¼a a c¼aldurii", a stabilit ecua̧tia ecuaţia propag¼arii c¼aldurii, reprezen-
tând pentru prima dat¼a soluţia acestei ecuaţii (care poate � şi discontinu¼a) sub form¼a de serie
trigonometric¼a.
Preliminarii 2. De vizualizat "Fourier Transform, Fourier Series, and frequency spectrum" de
profesor Eugene Khutoryansky,

https://www.youtube.com/watch?v=r18Gi8lSkfM ,
minutele 0 � 10; drept euristic¼a pentru noţiunea de serie Fourier ataşat¼a unui semnal. Pen-
tru înţelegerea vizualiz¼arii spaţiale a funçtiei sin, plecând de la cercul trigonometric, a se vedea
"Trigonometry - Easy to understand 3D animation" de profesor Eugene Khutoryansky,

https://www.youtube.com/watch?v=ovLbCvq7FNA&list=PLkyBCj4JhHt9G55u1vgx_
DF0C7DXVsBS8&index=19&t=244s ,

minutele 11� 16:

De�ni̧tia 1: Funçtia f : R! R se numeşte periodic¼a dac¼a 9T 2 R; T 6= 0 a.î.
f (t+ T ) = f (t) ;8t 2 R:

Dac¼a exist¼a, num¼arul T minim cu proprietatea anterioar¼a se numeşte perioada principal¼a a f:
De�ni̧tia 2: Fie f : R! R periodic¼a, cu T > 0 perioada principal¼a, a.î. f 2 R ([�; �+ T ]) ;8� 2 R.
Se numeşte serie Fourier sau serie trigonometric¼a ataşat¼a lui f pe [�; �+ T ] (pe R) seria
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a0
2
+

1P
n=1

(an cos (n!t) + bn sin (n!t)) ;8t 2 [�; �+ T ] ; chiar t 2 R; (1)

unde num¼arul ! =
2�

T
se numeşte pulsaţie iar numerele8>>>>>><>>>>>>:

a0 =
2

T

Z �+T

�
f (t) dt;

an =
2

T

Z �+T

�
f (t) cos (n!t) dt;8n 2 N�;

bn =
2

T

Z �+T

�
f (t) sin (n!t) dt;8n 2 N�;

se numesc coe�cienţii Fourier ai funçtiei f:

Fn (t) =
a0
2
+

nP
k=1

(ak cos (k!t) + bk sin (k!t)) ;8t 2 [�; �+ T ] ; chiar t 2 R;8n 2 N�

se numesc polinoame Fourier sau polinoame trigonometrice.
Propozi̧tia 1: Fie f : R! R periodic¼a, cu T > 0 perioada principal¼a, a.î. f 2 R ([�; �+ T ]) ;8� 2

R. Atunci
Z �+T

�
f (t) dt este un num¼ar independent de � 2 R:

Observa̧tia 1: Dac¼a, în de�ni̧tia anterioar¼a, � = �l; T = 2l > 0 şi f 2 R ([�l; l]) ; atunci seria
Fourier sau seria trigonometric¼a ataşat¼a lui f pe [�l; l] (pe R) devine

a0
2
+

1P
n=1

�
an cos

n�t

l
+ bn sin

n�t

l

�
;8t 2 [�l; l] ; chiar t 2 R; (2)

unde num¼arul ! =
�

l
este pulsaţia iar numerele8>>>>>>><>>>>>>>:

a0 =
1

l

Z l

�l
f (t) dt;

an =
1

l

Z l

�l
f (t) cos

n�t

l
dt;8n 2 N�;

bn =
1

l

Z l

�l
f (t) sin

n�t

l
dt;8n 2 N�;

sunt coe�cienţii Fourier ai funçtiei f: Sunt coe�cienţi chiar în raport cu sistemul trigonometric
ortogonal�

1

2
; cos

�t

l
; sin

�t

l
; cos

2�t

l
; sin

2�t

l
; :::; cos

n�t

l
; sin

n�t

l
; :::

�
:

Pentru l = �; sunt coe�cienţi chiar în raport cu sistemul trigonometric ortogonal în (C ([��; �] ;R) ; h�; �istandard)�
1

2
; cos t; sin t; cos 2t; sin 2t; :::; cosnt; sinnt; :::

�
:

Observa̧tia 2: Se impun urm¼atoarele întreb¼ari:
�Seria Fourier (1) este punctual, uniform convergent¼a? Pe ce interval?
�Pe intervalul de convergenţ¼a suma seriei s (t) coincide cu f (t)?

De�ni̧tia 3: Se spune c¼a funçtia f : [a; b]! R satisface condiţia Dirichlet pe [a; b] dac¼a
(i) f este m¼arginit¼a pe [a; b] şi are un num¼ar �nit de puncte de discontinuitate de prima spȩt¼a

pe [a; b] (în punctele de discontinuitate are limite laterale diferite, dar �nite);
(ii) intervalul [a; b] poate � descompus într-un num¼ar �nit de intervale pe care f este monoton¼a

(este monoton¼a pe poŗtiuni).
Teorema 1: (Dirichlet) Fie f : R ! R o funçtie periodic¼a cu perioada principal¼a T > 0 ce
satisface condi̧tia Dirichlet pe [�; �+ T ] ; � 2 R: Atunci seria Fourier (1) ataşat¼a lui f este punctual
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convergent¼a pe [�; �+ T ] (chiar pe R) şi suma ei este

s (t) =

8<: f (t) ; dac¼a t e punct de continuitate pentru f
f (t� 0) + f (t+ 0)

2
; dac¼a t e punct de discontinuitate pentru f:

:

Observa̧tia 3: Se reaminteşte c¼a:

�dac¼a f este impar¼a şi integrabil¼a Riemann pe intervalul simetric [�l; l])
Z l

�l
f (t) dt = 0;

�dac¼a f este par¼a şi integrabil¼a Riemann pe intervalul simetric [�l; l])
Z l

�l
f (t) dt = 2

Z l

0
f (t) dt:

Consecinţa 1: (dezvoltarea unei funcţii în serie Fourier pe interval simetric) Dac¼a f : [�l; l]! R
este o funçtie neted¼a pe poŗtiuni, atunci seria Fourier ataşat¼a lui f

a0
2
+

1P
n=1

�
an cos

n�t

l
+ bn sin

n�t

l

�
;8t 2 [�l; l] ; (3)

unde

8>>>>>>><>>>>>>>:

a0 =
1

l

Z l

�l
f (t) dt;

an =
1

l

Z l

�l
f (t) cos

n�t

l
dt;8n 2 N�;

bn =
1

l

Z l

�l
f (t) sin

n�t

l
dt;8n 2 N�;

este convergent¼a în 8t 2 [�l; l] (chiar pe R) şi suma ei este

s (t) =

8><>:
f (t� 0) + f (t+ 0)

2
; dac¼a t 2 ]�l; l[

f (�l � 0) + f (�l + 0)
2

; dac¼a t = �l sau t = l
:

Mai mult, dac¼a f este par¼a pe [�l; l] (adic¼a f (�t) = f (t) ;8t 2 [�l; l]); atunci8>>>><>>>>:
a0 =

2

l

Z l

0
f (t) dt

an =
2

l

Z l

0
f (t) cos

n�t

l
dt;8n 2 N�

bn = 0;8n 2 N�;
iar dac¼a f este impar¼a pe [�l; l] (adic¼a f (�t) = �f (t) ;8t 2 [�l; l]); atunci8>><>>:

a0 = 0
an = 0;8n 2 N�

bn =
2

l

Z l

0
f (t) sin

n�t

l
dt;8n 2 N�:

Consecinţa 2: (dezvoltarea unei funcţii în serie de cosinusuri) Dac¼a f : [0; l] ! R este o funçtie
neted¼a pe poŗtiuni, atunci seria de cosinusuri ataşat¼a lui f

a0
2
+

1P
n=1

an cos
n�t

l
;8t 2 [0; l] ; (4)

unde

8>><>>:
a0 =

2

l

Z l

0
f (t) dt

an =
2

l

Z l

0
f (t) cos

n�t

l
dt;8n 2 N�;

este convergent¼a în 8t 2 [0; l] şi suma ei este
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s (t) =

8><>:
f (t� 0) + f (t+ 0)

2
; dac¼a t 2 ]0; l[

f (0 + 0) ; dac¼a t = 0
f (l � 0) ; dac¼a t = l:

:

(prin extindere, seria obţinut¼a ar corespunde pentru prelungirea lui f prin paritate la [�l; l] ; apoi
prin periodicitate la R; de menţionat c¼a

fp : ]�l; l]! R; fp (t) =
�
f (�t) ; dac¼a t 2 ]�l; 0[
f (t) ; dac¼a t 2 [0; l]

este funçtia par¼a pe intervalul simetric ]�l; l[ ; utilizat¼a ulterior pentru prelungirea prin periodicitate):
Consecinţa 3: (dezvoltarea unei funcţii în serie de sinusuri) Dac¼a f : [0; l] ! R este o funçtie
neted¼a pe poŗtiuni, atunci seria de sinusuri ataşat¼a lui f

1P
n=1

bn sin
n�t

l
;8t 2 [0; l] ; (5)

unde
�
bn =

2

l

Z l

0
f (t) sin

n�t

l
dt;8n 2 N�;

este convergent¼a în 8t 2 [0; l] şi suma ei este

s (t) =

8<: f (t� 0) + f (t+ 0)
2

; dac¼a t 2 ]0; l[
0; dac¼a t = 0 sau t = l

:

(prin extindere, seria obţinut¼a ar corespunde pentru prelungirea lui f prin imparitate la [�l; l] ;
apoi prin periodicitate la R; de menţionat c¼a

fi : ]�l; l]! R; fi (t) =
�
�f (�t) ; dac¼a t 2 ]�l; 0[
f (t) ; dac¼a t 2 [0; l]

este funçtia impar¼a pe intervalul simetric ]�l; l[ ; utilizat¼a ulterior pentru prelungirea prin periodicitate):

Exemplul 1. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile teoremei lui Dirichlet şi,
dac¼a da, s¼a dezvolte în serie Fourier funçtiile prelungite prin periodicitate:

a) f : [��; �]! R; f (t) =
�
t; dac¼a � � < t < �
0; dac¼a t = �� şi t = � ;

b) f : [�l; l]! R; f (t) =
�
t; dac¼a � l < t < l
0; dac¼a t = �l şi t = l ; l > 0;

c) f : [��; �]! R; f (t) = jtj ; d) f : [�l; l]! R; f (t) = t2; l > 0;
e) f : [��; �]! R; f (t) = arcsin (sin t) ;

Rezolvare: a) Fie f : [��; �]! R; f (t) =
�
t; dac¼a � � < t < �
0; dac¼a t = �� şi t = � ;

Se reprezint¼a gra�c f pe [��; �] ; apoi se prelungeşte prin periodicitate la f : R! R.

Din gra�c se observ¼a c¼a f este impar¼a pe [��; �] (pe [��; �] ; Gf este simetric faţ¼a de O).
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etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei Fourier (trigonometric¼a) :

[�; �+ T ] = [��; �] )

8<:
T = 2� -perioada
� = ��
! = 2�

2� ) ! = 1 pulsaţia
Se determin¼a coe�cienţii Fourier:

a0 =
1

�

Z �

��
f (t) dt ) a0 =

1

�

Z �

��
t|{z}

impar¼a

dt
impar¼a pe [��;�]

= 0.

an =
1

�

Z �

��
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

1

�

Z �

��
t|{z}

impar¼a

� cos (nt)| {z }
par¼a

dt
impar¼a pe [��;�]

= 0;8n 2 N�:

bn =
1

�

Z �

��
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

1

�

Z �

��
t|{z}

impar¼a

� sin (nt)| {z }
impar¼a

dt
par¼a pe [��;�]

=
2

�

Z �

0
t � sin (nt) dt =

=
2

�

Z �

0
t �
�
cos (nt)

�n

�0
dt =

2

�

 
t � cos (nt)�n

����t=�
t=0

�
Z �

0
1 � cos (nt)�n dt

!
=

=
2

�

 �
� � cos (n�)�n � 0 � cos 0�n

�
+
1

n

�
sin (nt)

n

�����t=�
t=0

!
=

=
2

�

�
� � cos (n�)�n +

1

n
� sin (n�)� sin (0)

n

�
=
2

�

�
� � (�1)

n

�n +
1

n
� 0� 0
n

�
=
2

n
(�1)n+1 ;

8n 2 N�:

S-a folosit
cos (n�) = (�1)n ;8n 2 N�:
sin (n�) = 0;8n 2 N�:

Atunci seria Fourier ataşat¼a lui f este
0

2
+

1P
n=1

�
0 � cos (nt) + 2

n
(�1)n+1 � sin (nt)

�
;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R, adic¼a

1P
n=1

2

n
(�1)n+1 � sin (nt) ;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R: (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a şi pe ce muļtime suma seriei (�1) coincide cu f:
Din gra�c se observ¼a c¼a f veri�c¼a ipotezele Teoremei Dirichlet) suma seriei (�1) este

s (t) =

8<:
f (t) ; dac¼a t 2

S
k2Z

]�� + 2k�; � + 2k�[
0 + 0

2
; dac¼a t = �� + 2k� sau t = � + 2k�; k 2 Z

:

Deoarece pe ]��; �[ se observ¼a c¼a f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar

t =
1P
n=1

2

n
(�1)n+1 � sin (nt) ;8t 2 ]��; �[ : (�2)

etapa 3: În particular, pentru t = �
2 2 ]��; �[ ; din (�2) se obţine

�

2
=

1P
n=1

2

n
(�1)n+1 � sin

�n�
2

�
sau

�

4
=

1P
n=1

(�1)n+1

n
� sin

�n�
2

�
�

4
=
(�1)2

1
sin

�

2
+
(�1)3

2
sin�+

(�1)4

3
sin

3�

2
+
(�1)5

4
sin 2�+

(�1)6

5
sin

5�

2
+:::+

(�1)n+1

n
sin
�n�
2

�
+

:::
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Se foloseşte sin
�n�
2

�
=

8>>>>>><>>>>>>:

1; n = 1
0 n = 2
�1; n = 3
0; n = 4
1 n = 5
::: :::

=

�
0; n = 2en; en 2 N�
(�1)en ; n = 2en+ 1; en 2 N )

�

4
=

1P
en=0

(�1)2en+1+1
2en+ 1 � (�1)en , �

4
=

1P
en=0

(�1)en
2en+ 1 sau, renotând en cu n;

�

4
=

1P
n=0

(�1)n

2n+ 1
sau

�

4
=
1

1
� 1
3
+
1

5
+ :::+

(�1)n

2n+ 1
+ :::

Comentariu: Se reprezint¼a gra�c pe ]��; �[ ; chiar pe R:
f (t) = t-albastru

F1 (t) =
2

1
sin t-roşu

F2 (t) =
2

1
sin t� 2

2
sin (2t)-galben

F3 (t) =
2

1
sin t� 2

2
sin (2t) +

2

3
sin (3t)-verde

F4 (t) =
2

1
sin t� 2

2
sin (2t) +

2

3
sin (3t)� 2

4
sin (4t)-magenta

şi se observ¼a aproximarea din ce în ce mai bun¼a a funçtiei cu polinoame Fourier, care sunt la acest
exemplu combinaţii liniare de sinusuri, precum în �lmul prezentat.

A se vedea din nou �lmul propus ini̧tial.

c) Fie f : [��; �]! R; f (t) = jtj =
�
�t; dac¼a � � � t < 0
t; dac¼a 0 < t � � ;

Se reprezint¼a gra�c f pe [��; �] ; apoi se prelungeşte prin periodicitate la f : R! R.

Din gra�c se observ¼a c¼a f este par¼a pe [��; �] (pe [��; �] ; Gf este simetric faţ¼a de Oy).



Gabriela Grosu / EDCO 7

etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei Fourier (trigonometric¼a) :

[�; �+ T ] = [��; �] )

8<:
T = 2� -perioada
� = ��
! = 2�

2� ) ! = 1 pulsaţia
Se determin¼a coe�cienţii Fourier:

a0 =
1

�

Z �

��
f (t) dt ) a0 =

1

�

Z �

��
jtj|{z}
par¼a

dt =
1

�

�Z 0

��
(�t) dt+

Z �

0
tdt

�
jtj par¼a pe [��;�]

=

=
1

�
� 2
Z �

0
tdt =

2

�

t2

2

����t=�
t=0

= �:

an =
1

�

Z �

��
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

1

�

Z �

��
jtj|{z}
par¼a

� cos (nt)| {z }
par¼a

dt
par¼a pe [��;�]

=

=
1

�

�Z 0

��
(�t) � cos (nt) dt+

Z �

0
t � cos (nt) dt

�
=
1

�
� 2
Z �

0
t cos (nt) dt =

=
2

�

Z �

0
t �
�
sin (nt)

n

�0
dt =

2

�

 
t � sin (nt)

n

����t=�
t=0

�
Z �

0
1 � sin (nt)

n
dt

!
=

=
2

�

 �
� � sin (n�)

n
� 0 � sin (0)

n

�
� 1

n

� cos (nt)
n

����t=�
t=0

!
=

=
2

�

�
0� 1

n

� cos (n�) + cos (0)
n

�
=

2

n2�
((�1)n � 1) ;8n 2 N�:

bn =
1

�

Z �

��
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

1

�

Z �

��
jtj|{z}
par¼a

� sin (nt)| {z }
impar¼a

dt
impar¼a pe [��;�]

= 0;8n 2 N�:

Atunci seria Fourier ataşat¼a lui f este
�

2
+

1P
n=1

�
2

n2�
((�1)n � 1) � cos (nt) + 0 � sin (nt)

�
;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R, adic¼a

�

2
+

1P
n=1

2 ((�1)n � 1)
n2�

cos (nt) ;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R: (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a şi pe ce muļtime suma seriei (�1) coincide cu f:
Din gra�c se observ¼a c¼a f veri�c¼a ipotezele Teoremei Dirichlet: Cum f este continu¼a pe R

)suma seriei (�1) este
s (t) = f (t) ;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R:
Se scrie chiar

jtj = �

2
+

1P
n=1

2 ((�1)n � 1)
n2�

cos (nt) ;8t 2 R: (�2)

etapa 3: În particular, pentru t = �; din (�2) se obţine

� =
�

2
+

1P
n=1

2 ((�1)n � 1)
n2�

cos (n�) sau
�

2
=

1P
n=1

2 ((�1)n � 1)
n2�

cos (n�) sau

�2

4
=

1P
n=1

(�1)n � 1
n2

cos (n�)

�2

4
=
�2
12
cos�+

0

22
cos 2�+

�2
32
� cos 3�+ 0

42
� cos 4�+ �2

52
� cos 5�+ :::+ (�1)

n � 1
n2

(�1)n + :::
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Se foloseşte
1� (�1)n

n2
=

(
0; n = 2en; en 2 N�
2

n2
; n = 2en+ 1; en 2 N

�2

4
=

1P
en=0

2

(2en+ 1)2 sau, renotând en cu n; se obţine
�2

8
=

1P
n=0

1

(2n+ 1)2
sau

�2

8
=
1

12
+
1

32
+
1

52
+ :::+

1

(2n+ 1)2
+ :::.

Comentariu: Se reprezint¼a gra�c pe [��; �], chiar pe R
f (t) = jtj-albastru
F1 (t) =

�

2
� 4

�
cos t-roşu

F2 (t) =
�

2
� 4

�
cos t+ 0-galben subţire

F3 (t) =
�

2
� 4

�
cos t+ 0� 4

9�
cos (3t)-verde

F4 (t) =
�

2
� 4

�
cos t+ 0� 4

9�
cos (3t) + 0-magenta subţire

şi se observ¼a aproximarea din ce în ce mai bun¼a a funçtiei cu "polinoame" Fourier.

Exemplul 2. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile teoremei lui Dirichlet şi,
dac¼a da, s¼a dezvolte în serie Fourier funçtiile prelungite prin periodicitate :
a) f : ]��; �]! R; f (t) = � � t;

b) f : ]��; �]! R; f (t) =
�

1; dac¼a t 2 ]��; 0[
t+ 1; dac¼a t 2 [0; �] ;c) f : ]��; �]! R; f (t) =

�
0; dac¼a t 2 ]��; 0[
t; dac¼a t 2 [0; �] ;

d) f : ]��; �]! R; f (t) =
�
� � t; dac¼a t 2 ]��; 0[
�; dac¼a t 2 [0; �] ;e)f : ]�1; 1]! R; f (t) =

�
1; dac¼a t 2 ]�1; 0[
et; dac¼a t 2 [0; 1] :

Rezolvare: a) f : ]��; �]! R; f (t) = � � t;
Se reprezint¼a gra�c f pe ]��; �] ; apoi se prelungeşte prin periodicitate la f : R! R.

Din gra�c se observ¼a c¼a f NU este nici par¼a, nici impar¼a pe ]��; �[ :
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etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei Fourier (trigonometric¼a) :

[�; �+ T ] = [��; �] )

8<:
T = 2� -perioada
� = ��
! = 2�

2� ) ! = 1 pulsaţia
Se determin¼a coe�cienţii Fourier:

a0 =
1

�

Z �

��
f (t) dt ) a0 =

1

�

Z �

��
(� � t) dt = 1

�

�
�t� t2

2

����t=�
t=��

= 2�:

an =
1

�

Z �

��
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

1

�

Z �

��
(� � t) � cos (nt) dt =

=

Z �

��
cos (nt)| {z }
par¼a

dt� 1

�

Z �

��
t|{z}

impar¼a

� cos (nt)| {z }
par¼a

dt =

= 2

�
sin (nt)

n

�����t=�
t=0

� 1

�
� 0 = 2sin (n�)� sin (0)

n
= 0;8n 2 N�

bn =
1

�

Z �

��
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

1

�

Z �

��
(� � t) � sin (nt) dt =

=

Z �

��
sin (nt)| {z }
impar¼a

dt� 1

�

Z �

��
t|{z}

impar¼a

� sin (nt)| {z }
impar¼a

dt = 0� 2

�

Z �

0
t � sin (nt) dt =

=
�2
�

Z �

0
t �
�
cos (nt)

�n

�0
dt =

�2
�

 
t � cos (nt)�n

����t=�
t=0

�
Z �

0
1 � cos (nt)�n dt

!
=

=
�2
�

 �
� � cos (n�)�n � 0 � cos (0)�n

�
+
1

n
� sin (nt)

n

����t=�
t=0

!
=

=
�2
�

�
� � cos (n�)�n +

1

n
� sin (n�)� sin (0)

n

�
=
�2
�

�
� � (�1)

n

�n +
1

n
� 0� 0
n

�
=
2

n
(�1)n ;

8n 2 N�:
Atunci seria Fourier ataşat¼a lui f este
0

2
+

1P
n=1

�
0 � cos (nt) + 2

n
(�1)n � sin (nt)

�
;8t 2 ]��; �] ; chiar t 2 R, adic¼a

1P
n=1

2

n
(�1)n � sin (nt) ;8t 2 ]��; �] ; chiar t 2 R: (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a şi pe ce muļtime suma seriei (�1) coincide cu f:
Din gra�c se observ¼a c¼a f veri�c¼a ipotezele Teoremei Dirichlet) suma seriei (�1) este

s (t) =

8<:
f (t) ; dac¼a t 2

S
k2Z

]�� + 2k�; � + 2k�[
0 + 0

2
; dac¼a t = �� + 2k� sau t = � + 2k�; k 2 Z

:

Deoarece pe ]��; �[ se observ¼a c¼a f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar
� � t =

1P
n=1

2

n
(�1)n+1 � sin (nt) ;8t 2 ]��; �[ : (�2)

Exemplul 3. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile teoremei lui Dirichlet şi,
dac¼a da, s¼a dezvolte în serie Fourier funçtiile prelungite prin periodicitate :

a) f : [��; �]! R; f (t) =

8<:
�1; dac¼a � � < t < 0
0; dac¼a t = �� sau t = 0 sau t = �
1; dac¼a 0 < t < �

;
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b) f : [��; �]! R; f (t) =

8<:
�a; dac¼a � � � t < ��

2
a; dac¼a ��

2 � t � �
2

�a; dac¼a �
2 < t � �

; unde a > 0;

c) f : [��; �]! R; f (t) =

8<:
�2a
� (t+ �) ; dac¼a � � � t < ��

2
2a
� t; dac¼a ��

2 � t � �
2

2a
� (� � t) ; dac¼a �

2 < t � �
; unde a > 0;

În particular, f : [��; �]! R; f (t) =

8<:
�t� �; dac¼a � � � t < ��

2
t; dac¼a ��

2 � t � �
2

�t+ �; dac¼a �
2 < t � �

:

d) f : [��; �]! R; f (t) =

8>><>>:
1; dac¼a � � � t < �� + a
0; dac¼a � � + a � t < 0
1; dac¼a 0 � t < a
0; dac¼a a � t � �

; unde a 2 ]0; �[ ;

e) f : [��; �]! R; f(t) =
�
0; dac¼a � � � t < 0
1; dac¼a 0 � t � � ;

Analog f : [�1; 1]! R; f(t) =
�
0; dac¼a � 1 � t < 0
1; dac¼a 0 � t � 1 ;

(provine din � : R! R, �(t) =
�
0; dac¼a t < 0
1; dac¼a 0 � t , funcţia treapt¼a unitate a lui Heaviside)

f) f : [��; �]! R; f (t) = A � (�(t)� �(t� �)) + (�(t+ �)� �(t)) ; unde A > 0 şi

� : R! R, �(t) =
�
0; dac¼a t < 0
1; dac¼a 0 � t .

g) f : [��; �]! R; f (t) = jtj � (�(t+ �)� �(t� �)) ; unde

� : R! R, �(t) =
�
0; dac¼a t < 0
1; dac¼a 0 � t .

h) d� : R! R; d�(t) =
�
1; dac¼a � � � t � �
0; în rest

;

(provine din semnalul rectangular dA : R ! R, fereastra dreptunghiular¼a centrat¼a în origine de
l¼aţime 2A;A > 0 sau poarta temporal¼a cu � = �):

i) f : [�l; l]! R, f (t) =
�
c1; dac¼a � l � t � 0
c2; dac¼a 0 < t � l , unde c1 2 R, c2 2 R;

j) f : [��; �]! R; f (t) = sin (at), unde a 2 RnZ;k) f : [��; �]! R; f (t) = sh (at), unde a 2 R;
l) f : [��; �]! R; f (t) = jcos tj.
Rezolvare: A se vedea Seminar.

Exemplul 4. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile Consecinţei 2 şi, dac¼a da,
s¼a dezvolte în serie de cosinusuri funçtiile:

a) f : [0; �]! R; f (t) =
�
1; dac¼a 0 � t � a
0; dac¼a a < t � � ; unde a 2 ]0; �[ ;

b) f : [0; �]! R; f (t) =
�
1� 1

2a t; dac¼a 0 � t � 2a
0; dac¼a 2a < t � � ; unde a 2

�
0; �2

�
;

c) f : [0; �]! R; f (t) =

8>>>>><>>>>>:

�
2
p
3
; dac¼a 0 � t < �

3
�
4
p
3
; dac¼a t = �

3

0; dac¼a �
3 < t <

2�
3��

4
p
3
; dac¼a t = 2�

3
��
2
p
3
; dac¼a 2�

3 < t � �

;
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d) f : [0; l]! R; f (t) = l � t; e) f : [0; �]! R; f (t) = et;
Rezolvare: a) Fie

f : [0; �]! R; f (t) =
�
1; dac¼a 0 � t � a
0; dac¼a a < t � � ; unde a 2 ]0; �[ ;

Se observ¼a c¼a f este neted¼a pe poŗtiuni pe [0; �] :
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei de cosinusuri. Se determin¼a coe�cienţii:

a0 =
2

�

Z �

0
f (t) dt ) a0 =

2

�

Z �

0
f (t) dt =

2

�

�Z a

0
1dt+

Z �

a
0dt

�
=

=
2

�

�
tjt=at=0 � cj

t=�
t=a

�
=
2a

�
:

an =
2

�

Z �

0
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

2

�

Z �

0
f (t) � cos (nt) dt =

=
2

�

�Z a

0
1 cos (nt) dt+

Z �

a
0 cos (nt) dt

�
=
2

�

 
sin (nt)

n

����t=a
t=0

� cjt=�t=a

!
=

=
2

�

�
sin (na)� sin (n0)

n
� 0
�
=

2

n�
sinna;8n 2 N�:

Atunci seria de cosinusuri ataşat¼a lui f este
a

�
+

1P
n=1

�
2

n�
sinna � cos (nt)

�
;8t 2 [0; �] ; adic¼a

a

�
+
2

�

1P
n=1

�
sinna

n
� cos (nt)

�
;8t 2 [0; �] ; (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a suma seriei (�1) coincide cu f:
Conform Consecinţei 2 suma seriei (�1) este:

s (t) =

8<:
1; dac¼a 0 � t < a
1
2 ; dac¼a t = a
0; dac¼a a < t � �

(�2)

Seria (�1) poate � considerat¼a ca �ind, prin extindere, seria funçtiei f prelungit¼a prin paritate la
[��; �], apoi prin periodicitate la R:
Comentariu. De menţionat c¼a

fp : ]��; �]! R; fp (t) =
�
f (�t) ; dac¼a t 2 ]��; 0[
f (t) ; dac¼a t 2 [0; �] =

8>><>>:
0 dac¼a � � < t < a
1; dac¼a � a � t < 0
1; dac¼a 0 � t � a
0; dac¼a a < t � �

este funçtia par¼a pe intervalul simetric ]��; �[ ce are Gfp obţinut prin simetrizarea Gf fa̧t¼a de Oy;
utilizat¼a ulterior pentru prelungirea prin periodicitate:

Exemplul 5. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile Consecinţei 3 şi, dac¼a da,
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s¼a dezvolte în serie de sinusuri funçtiile:

a) f : [0; �]! R; f (t) =
�
0; dac¼a 0 � t � a
1; dac¼a a < t � � ; unde a 2 ]0; �[ ;

b) f : [0; �]! R; f (t) =
�
t; dac¼a 0 � t � �

2
0; dac¼a �

2 < t � �
;c) f : [0; �]! R; f (t) =

8><>:
�t
2
p
3
; dac¼a 0 � t � �

3
�2

6
p
3
; dac¼a �

3 < t <
2�
3

�(��t)
2
p
3
; dac¼a 2�

3 � t � �
;

d) f : [0; l]! R; f (t) = l � t;e) f : [0; �]! R; f (t) = cos (at) ; unde a 2 R:
Rezolvare: a) Fie

f : [0; �]! R; f (t) =
�
0; dac¼a 0 � t � a
1; dac¼a a < t � � :

Se observ¼a c¼a f este neted¼a pe poŗtiuni pe [0; �] :
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei de sinusuri. Se determin¼a coe�cienţii:

bn =
2

�

Z �

0
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

2

�

Z �

a
1 � sin (nt) dt =

=
2

�
� � cos (nt)

n

����t=�
t=a

=
2

�

�
� cos (n�)

n
� � cosna

n

�
=

=
2

�

�
� (�1)n

n
� � cos (na)

n

�
;8n 2 N�:

Atunci seria de sinusuri ataşat¼a lui f este
1P
n=1

�
2

�n2
�
sin n�2 �

n�
2 cos

n�
2

�
� sin (nt)

�
;8t 2 [0; �] ; (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a suma seriei (�1) coincide cu f:
Conform Consecinţei 3 suma seriei (�1) este:

s (t) =

8<:
0; dac¼a 0 � t < a
0+1
2 ; dac¼a t = a
1; dac¼a a < t � �

(�2)

Seria (�1) poate � considerat¼a ca �ind, prin extindere, seria funçtiei prelungit¼a prin imparitate la
[��; �], apoi prin periodicitate la R:
Comentariu. De menţionat c¼a

fi : ]��; �]! R; fi (t) =
�
�f (�t) ; dac¼a t 2 ]��; 0[
f (t) ; dac¼a t 2 [0; �] =

8>><>>:
�1 dac¼a � � < t < a
0; dac¼a � a � t < 0
0; dac¼a 0 � t � a
1; dac¼a a < t � �

este funçtia impar¼a pe intervalul simetric ]��; �[ ce are Gfi obţinut prin simetrizarea Gf fa̧t¼a de
O; utilizat¼a ulterior pentru prelungirea prin periodicitate:

Exemplul 6. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile Consecinţelor 2 şi 3 şi,
dac¼a da, s¼a dezvolte în serie de cosinusuri, respectiv de sinusuri funçtiile:



Gabriela Grosu / EDCO 13

a) f : [0; 2]! R; f (t) =
�

t; dac¼a 0 � t � 1
2� t; dac¼a 1 < t � 2 ;

b)f : [0; �]! R; f (t) =

8><>:
2

�
t; dac¼a 0 � t � �

2

2

�
(� � t) ; dac¼a �

2 < t � �
;

c) f : [0; �]! R; f (t) = 1:

Rezolvare. a) Fie f : [0; 2]! R; f (t) =
�

t; dac¼a 0 � t � 1
2� t; dac¼a 1 < t � 2 :

Se observ¼a c¼a f este neted¼a pe poŗtiuni pe [0; 2] ; cu

[0; l] = [0; 2])
�
T = 2 � 2 = 4-perioada
! = 2�

4 ) ! = �
2 pulsaţia

etapa 1c: Se ataşeaz¼a lui f seria ei de cosinusuri. Se determin¼a coe�cienţii:

a0 =
2

2

Z 2

0
f (t) dt ) a0 =

2

2

Z 2

0
f (t) dt =

2

2

�Z 1

0
tdt+

Z 2

1
(2� t) dt

�
=

=
2

2

�
t2

2

���t=1
t=0

�
�
2t� t2

2

����t=2
t=1

�
= 1:

an =
2

2

Z 2

0
f (t) cos

�
n�t

2

�
dt;8n 2 N� ) an =

2

2

�Z 1

0
t � cos

�
n�t

2

�
dt+

Z 2

1
(2� t) cos

�
n�t

2

�
dt

�
=

=

Z 1

0
t �

0BB@sin
�
n�t

2

�
n�

2

1CCA
0

dt+

Z 2

1
(2� t) �

0BB@sin
�
n�t

2

�
n�

2

1CCA
0

dt =

=

0BBB@ t �
sin

�
n�t

2

�
n�

2

��������
t=1

t=0

�
Z 1

0
1 �
sin

�
n�t

2

�
n�

2

dt

1CCCA+
0BBB@(2� t) �

sin

�
n�t

2

�
n�

2

��������
t=2

t=1

�
Z 2

1
(�1) �

sin

�
n�t

2

�
n�

2

dt

1CCCA =

=

0BBB@
0@1 � sin

�n�
2

�
n�

2

� 0

1A� � cos
�
n�t

2

�
�n�
2

�2
��������
t=1

t=0

1CCCA+
0BBB@
0@0� sin

�n�
2

�
n�

2

1A� (�1) � cos
�
n�t

2

�
�n�
2

�2
��������
t=2

t=1

1CCCA =

=

0B@sin
�n�
2

�
n�

2

�
� cos

�n�
2

�
+ cos 0�n�

2

�2
1CA+

0BBB@�sin
�n�
2

�
n�

2

� (�1)
� cos

�
2n�

2

�
+ cos

�n�
2

�
�n�
2

�2
��������
t=2

t=1

1CCCA =

= �
� cos

�n�
2

�
+ cos 0� cos (n�) + cos

�n�
2

�
�n�
2

�2 = �1� (�1)
n�n�

2

�2 ;8n 2 N�:

Atunci seria de cosinusuri ataşat¼a lui f este

1

2
+

1P
n=1

0B@�1� (�1)n�n�
2

�2 � cos
�
n�t

2

�1CA ;8t 2 [0; 2] : (�1)

etapa 2c: Se studiaz¼a dac¼a suma seriei (�1) coincide cu f:
Conform Consecinţei 2 suma seriei (�1) este:
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s (t) =

8<:
t; dac¼a 0 � t < 1
1; dac¼a t = 1

2� t; dac¼a 1 < t � 2
(�2)

Seria (�1) poate � considerat¼a ca �ind, prin extindere, seria funçtiei f prelungit¼a prin paritate la
[�2; 2], apoi prin periodicitate la R:
Comentariuc. De menţionat c¼a

fp : ]�2; 2]! R; fp (t) =
�
f (�t) ; dac¼a t 2 ]�2; 0[
f (t) ; dac¼a t 2 [0; 2] =

8>><>>:
2 + t dac¼a � 2 < t < �1
�t; dac¼a � 1 � t < 0
t; dac¼a 0 � t � 1

2� t; dac¼a 1 < t � 2
este funçtia par¼a pe intervalul simetric ]��; �[ ce are Gfp obţinut prin simetrizarea Gf fa̧t¼a de Oy;
utilizat¼a ulterior pentru prelungirea prin periodicitate:

etapa 1s: Se ataşeaz¼a lui f seria ei de sinusuri. Se determin¼a coe�cienţii:

bn =
2

2

Z 2

0
f (t) sin

�
n�t

2

�
dt;8n 2 N� ) bn =

2

2

�Z 1

0
t � sin

�
n�t

2

�
dt+

Z 2

1
(2� t) sin

�
n�t

2

�
dt

�
=

=

Z 1

0
t �

0BB@cos
�
n�t

2

�
�n�
2

1CCA
0

dt+

Z 2

1
(2� t) �

0BB@cos
�
n�t

2

�
�n�
2

1CCA
0

dt =

=

0BBB@ t �
cos

�
n�t

2

�
�n�
2

��������
t=1

t=0

�
Z 1

0
1 �
cos

�
n�t

2

�
�n�
2

dt

1CCCA+
0BBB@(2� t) �

cos

�
n�t

2

�
�n�
2

��������
t=2

t=1

�
Z 2

1
(�1) �

cos

�
n�t

2

�
�n�
2

dt

1CCCA =

=

0BBB@
0@1 � cos

�n�
2

�
�n�
2

� 0

1A� sin

�
n�t

2

�
�
�n�
2

�2
��������
t=1

t=0

1CCCA+
0BBB@
0@0� cos

�n�
2

�
�n�
2

1A� (�1) sin
�
n�t

2

�
�
�n�
2

�2
��������
t=2

t=1

1CCCA =

=

0B@cos
�n�
2

�
�n�
2

�
sin
�n�
2

�
� sin 0

�
�n�
2

�2
1CA+

0BBB@�cos
�n�
2

�
�n�
2

� (�1)
sin

�
2n�

2

�
� sin

�n�
2

�
�
�n�
2

�2
��������
t=2

t=1

1CCCA =

= �
sin
�n�
2

�
� sin 0� sin (n�) + sin

�n�
2

�
�
�n�
2

�2 = +

�
2

n�

�2
� 2 sin

�n�
2

�
;8n 2 N�:

Atunci seria de sinusuri ataşat¼a lui f este
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1P
n=1

�
8

n2�2
sin
�n�
2

�
� sin

�
n�t

2

��
;8t 2 [0; 2] : (�1)

etapa 2s: Se studiaz¼a dac¼a suma seriei (�1) coincide cu f:
Conform Consecinţei 2 suma seriei (�1) este:

s (t) =

8<:
t; dac¼a 0 � t < 1
1; dac¼a t = 1

2� t; dac¼a 1 < t � 2
(�2)

Seria (�1) poate � considerat¼a ca �ind, prin extindere, seria funçtiei prelungit¼a prin imparitate la
[��; �], apoi prin periodicitate la R:
Comentarius. De menţionat c¼a

fi : ]��; �]! R; fi (t) =
�
�f (�t) ; dac¼a t 2 ]��; 0[
f (t) ; dac¼a t 2 [0; �] =

8>><>>:
�2� t dac¼a � 2 < t < �1
t; dac¼a � 1 � t < 0
t; dac¼a 0 � t � 1

2� t; dac¼a 1 < t � 2
este funçtia impar¼a pe intervalul simetric ]��; �[ ce are Gfi obţinut prin simetrizarea Gf faţ¼a de
O; utilizat¼a ulterior pentru prelungirea prin periodicitate:


