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CURS NR. 14
EDCO, AIA

9 TRANSFORMATA FOURIER

În Teoria Semnalelor, transformata Fourier se utilizeaz¼a pentru a modela ca reprezentare spec-
tral¼a semnale aperiodice, iar seriile Fourier pentru cele periodice. A se revedea Fourier Transform,
Fourier Series and frequency spectrum, de prof. Eugene Khutoryansky:

https://www.youtube.com/watch?v=r18Gi8lSkfM.
Separat se studiaz¼a cazul semnalelor digitale. În toate aceste situaţii se poate realiza şi operaţia
invers¼a, de sintez¼a Fourier, adic¼a de reconstruçtie a semnalului în timp din cunoaşterea componen-
telor lui spectrale. Dac¼a spectrul unui semnal periodic este discret, cu linii spectrale la frecvenţe k!0
date de teoria seriilor Fourier, în schimb spectrul unui semnal nu neap¼arat periodic este continuu.

Ideea lui Fourier de a descompune unele entit¼aţi din natur¼a ca sum¼a / suprapunere de entit¼aţi
mai simple a condus ca, în matematic¼a, unele ecuaţii diferenţiale ce le modeleaz¼a s¼a �e transformate
în ecuaţii mai simple. S-a reuşit m¼asurarea lungimii de und¼a a luminii absorbite în diverse medii şi,
cu ajutorul tehnologiilor informatice, s-a realizat compresia semnalelor şi imaginilor prin reducerea
lor la şiruri de numere; acestea �ind reg¼asite în transmisiile f¼ar¼a �r, în studiul vibraţiilor, în muzica
electronic¼a etc. Transformata unui semnal nu este un alt semnal, ci o alt¼a reprezentare, apt¼a de
alte interpret¼ari, f¼ar¼a pierdere de informaţie.

De�ni̧tia 9:1:1: a) O funçtie g : R! R (sau g : R! C) se numeşte funcţie absolut integrabil¼a pe
R sau funcţie din L1 (R) dac¼a

9
R
R jg (t)j dt =

R +1
�1 jg (t)j dt < +1:

b) O funçtie g : R ! R (sau g : R ! C) se numeşte funcţie local integrabil¼a pe R sau funcţie din
L1loc (R) dac¼a este integrabil¼a pe orice interval compact din R.
c) O funçtie g : R! R (sau g : R! C) se numeşte funcţie integrabil¼a pe R dac¼a

9
R
R g (t) dt =

R +1
�1 g (t) dt �nit în R (sau C):

Observa̧tia 9:1:1. a) Orice funçtie absolut integrabil¼a pe R este şi local integrabil¼a pe R: Într-
adev¼ar, dac¼a g 2 L1 (R) atunci, 8 [a; b] interval m¼arginit din R,���R ba g (t) dt��� � R +1�1 jg (t)j dt < +1:

Reciproca nu este adev¼arat¼a, exist¼a funçtii local integrabile pe R care nu sunt absolut integrabile
pe R. De exemplu, g : R! R; g (t) = 23 este din L1loc (R) ; dar nu este din L

1 (R) :

Se observ¼a c¼a, pe orice interval compact, exist¼a arie de subgra�c; dar pe R; aria benzii orizontale
situate sub gra�c şi deasupra axei Ot este in�nit¼a.
b) Orice funçtie absolut integrabil¼a pe R este şi integrabil¼a pe R:

Reciproca nu este adev¼arat¼a, exist¼a funçtii integrabile pe R care nu sunt absolut integrabile pe
R. De exemplu, g : R! R, g (t) =

sin t

t
� � (t), unde funçtia
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� : R! R (sau � : R! C); � (t) =
�
0; dac¼a t < 0
1; dac¼a t � 0:

este funcţia treapta unitate (funcţia Heaviside): În alte materiale pot ap¼area notaţii diverse, precum
H (t) ; u (t) ; � (t)� a se vedea https://mathworld.wolfram.com/HeavisideStepFunction.html sau
Mary Attenborough, Mathematics For Electrical Engineering And Computing.

� 2 O este funçtie original, cu abscisa de convergenţ¼a �� = 0:
�g este integrabil¼a pe R. Într�adev¼ar, s-a ar¼atat c¼a

L
�
sin t

t
� � (t)

�
(s) =

Z +1

0
e�st

sin t

t
dt = �

2 � arctg s)
Z +1

0
e�0t

sin t

t
dt = F (0) = �

2 � arctg 0 =
�
2

) 9
R
R g (t) dt =

R +1
�1 g (t) dt = �

2 < +1:

Se observ¼a c¼a, pe R; suma ariilor regiunilor situate sub gra�c (cu + unde gra�cul este deasupra
axei) şi deasupra gra�cului (cu � unde gra�cul este sub ax¼a), limitate de Ot este �nit¼a pentru
sinusul atenuat.

�g nu este absolut integrabil¼a pe R. Într-adev¼ar,Z +1

�1

����sin tt
���� dt = Z +1

0

jsin tj
t
dt =

=

Z �

0

sin t

t
dt+

Z 2�

�

� sin t
t

dt+

Z 3�

2�

sin t

t
dt+

Z 4�

3�

� sin t
t

dt+ :::+

+

Z (2k+1)�

2k�

sin t

t
dt+

Z (2k+2)�

(2k+1)�

� sin t
t

dt+ :::
formal
�

�
Z �

0

sin t

t
dt+

Z 2�

�

� sin t
�

dt+

Z 3�

2�

sin t

2�
dt+

Z 4�

3�

� sin t
3�

dt+ :::+

+

Z (2k+1)�

2k�

sin t

2k�
dt+

Z (2k+2)�

(2k+1)�

� sin t
(2k + 1)�

dt+ ::: �

�
Z �

0

sin t

t
dt+

2

�
+
2

2�
+
2

3�
+ :::+

2

2k�
+

2

(2k + 1)�
+ ::: �

�
Z �

0

sin t

t
dt+

2

�

�
1 +

1

2
+
1

3
+ :::+

1

2k
+ :::

�
=
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=

Z �

0

sin t

t
dt| {z }

num¼ar real

+
2

�

�
1 +

1

2
+
1

3
+ :::+

1

2k
+ :::

�
| {z }

1; ca sum¼a a seriei
1P
k=1

1

k

=1:

Se observ¼a c¼a, pe R; suma ariilor regiunilor situate sub gra�c (cu + unde gra�cul este deasupra
axei), limitate de Ot; este in�nit¼a pentru modulul sinusului atenuat.
c) De�ni̧tia este consistent¼a, adic¼a exist¼a funçtii care sunt absolut integrabile pe R:
De exemplu, g : R! R, g (t) =

1

t2 + 1
este absolut integrabil¼a pe R, g 2 L1 (R) Într-adev¼ar,Z +1

�1

���� 1

t2 + 1

���� dt formal= arctg tjt!1t!�1 =
�

2
�
�
��
2

�
= � < +1:

(este aria subgra�cului pentru jgj)
De�ni̧tia 9:1:2: Fie g : R! R (sau g : R! C), g 2 L1 (R). Funçtia

G : R! C; G (!) =
Z
R
g (t) e� j!tdt =

Z +1

�1
g (t) e� j!tdt

se numeşte transformata Fourier a funcţiei g sau imaginea funcţiei g prin transformata Fourier
(sau funcţie de densitate spectral¼a, spectru în frecvenţ¼a, funcţie de distribuţie a frecvenţelor cu
notaţia bg (!)) Se noteaz¼a

G (!) = F fg (t)g (!) sau G (!) = bg (!) :
Provenite din formula Euler, ez = ex (cos y + j sin y) ; funçtiile:

Gc (!) =

Z +1

�1
g (t) cos (!t) dt = ReG (!) şi Gs (!) =

Z +1

�1
g (t) sin (!t) dt = � ImG (!)

se numesc transformatele Fourier ale funcţiei g prin cos; respectiv prin sin.
Teorema 9:1:1 (teorema fundamental¼a a transformatei Fourier). Dac¼a g 2 L1 (R) atunci
integrala improprie pe interval nem¼arginit din De�ni̧tie, cu parametrul ! 2 R; este absolut conver-
gent¼a şi uniform convergent¼a pe R, adic¼a transformata Fourier G este bine de�nit¼a. Mai mult, este
continu¼a şi m¼arginit¼a pe R, cu lim

j!j!1
G (!) = 0:

Operatorul F : L1 (R)! C0 (R;C) se numeşte operatorul Fourier (transformarea Fourier).
Demonstra̧tie. Convergenţa se demonstreaz¼a utilizând Criteriul Comparaţiei cu Inegalit¼aţi, iar
continuitatea şi m¼arginirea utilizând propriet¼aţile integralei cu parametru.
Observa̧tia 9:1:2. De menţionat c¼a

e� j!t = cos (!t)� j sin (!t) = cos (!t) + j sin (!t) = ej!t
şi c¼a ej!t este un semnal unitar, periodic, de perioad¼a principal¼a T = 2�

! şi frecvenţ¼a � = 1
T =

!
2�

(în ipoteza c¼a pulsaţia ! > 0 pentru modelare). Atunci:

G (�) =

Z
R
g (t) e�2� j �tdt =

Z +1

�1
g (t) e�2� j �tdt:
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Observa̧tia 9:1:3. a)Transformata Fourier este o funçtie complex¼a. Conform teoremei de inver-
sare dat¼a ulterior, va permite un transfer bilateral de informaţie între domeniul "timp" şi domeniul
"frecvenţ¼a". Aşa cum o melodie (adic¼a un şir de note muzicale) este transformat¼a în unde electro-
magnetice, este transmis¼a cu viteza luminii şi ascultat¼a apoi, prin recompunere.
b) Num¼arul complex G (!) se poate scrie sub form¼a exponenţial¼a:

G (!) = A (!) ej �(!);
unde A (!) = jG (!)j este amplitudinea în frecvenţ¼a a semnalului g şi � (!) = argG (!) este faza
în frecvenţ¼a a semnalului g: Muļtimea f(!;A (!)) ;! 2 Rg se numeşte spectrul în amplitudine (în
frecvenţ¼a) al semnalului g: � se m¼asoar¼a în Hz; ! în rad=s; iar A în decibeli.

Se mai spune c¼a transformata Fourier G (!) a r¼aspunsului la impuls g (t) al unui sistem se
coreleaz¼a cu r¼aspunsul în frecvenţ¼a al sistemului. Dependenţa magnitudinii jG (!)j în funçtie de
frecvenţ¼a va � caracteristica de modul a sistemului. Dependenţa fazei argG (!) în funçtie de
frecvenţ¼a va � caracteristica de faze a sistemului.
c) Se utilizeaz¼a numere complexe pentru c¼a oscilaţiile armonice au amplitudine şi frecvenţ¼a (a se
vedea Anexa 4 din Curs AM), deci o pereche de propriet¼aţi, pe care numerele complexe le pot
încorpora împreun¼a.
d) Funçtiile sinus, cosinus, exponenţial¼a, treapta unitate, signum, constantele reale, polinoamele
şi altele nu sunt în L1 (R) ; nici m¼acar înmuļtite cu � (t) (încât s¼a devin¼a funçtii original Laplace
şi s¼a admit¼a transformat¼a Laplace), deci nu admit transformat¼a Fourier în sensul de�ni̧tiei date.
Aceasta se va corecta utilizând distribuţiile.
e) Transformata Fourier a unui semnal g din L1 (R) nu apaŗtine neap¼arat muļtimii L1 (R) ; cum
se observ¼a din exemplul 2c) urm¼ator. Deci operatorul Fourier F nu este un operator al spa̧tiului
L1 (R) :
f) Dac¼a g este original Laplace din L1 (R) atunci transformata Fourier coincide cu transformata
Laplace în s = j! :

F ff (t)g (!) = Lff (t)g (j!) :
Exemplul 9:1:1: Utilizând de�ni̧tia, s¼a se determine transformata Fourier pentru:

g� : R! R; g� (t) =
�
1; dac¼a jtj � �
0; dac¼a jtj > �; ;unde � > 0 este dat:

(semnalul rectangular, poarta temporal¼a, fereastra dreptunghiular¼a)

Rezolvare. Fie g� : R! R; g� (t) =
�
1; dac¼a t 2 [�� ; � ]
0; dac¼a t 2 ]�1;�� [ [ ]� ;+1[ :

�Se observ¼a c¼a g� 2 L1 (R) ; deoareceZ +1

�1
jg� (t)j dt

(C)
=

Z ��

�1
j0j dt+

Z �

��
j1j dt+

Z +1

�
j0j dt = 2� < +1:

(este aria subgra�cului pentru jg� j)
�Se calculeaz¼a
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G (!) =

Z +1

�1
g� (t) e

� j!tdt
(C)
=

Z ��

�1
0e� j!tdt+

Z �

��
1e� j!tdt+

Z +1

�
0e� j!tdt =

t este variabil¼a
=

de integrare
0 +

e� j!t

� j!

����t=�
t=��

+ 0 =
e� j!� � e� j!(��)

� j! =
2

!
sin (!�) = 2� � sin (!�)

!�
:

Deci G : R! C; G (!) = 2� � sin (!�)
!�

sau F fg� (t)g (!) = 2� �
sin (!�)

!�
:

Mai mult, pentru aceast¼a transformat¼a, care are valori reale, se poate reprezenta gra�cul (an-
velopa)

iar amplitudinea în frecvenţ¼a este A (!) = jG (!)j =

s�
2

!
sin (!�)

�2
+ (0)2 = 2�

����sin (!�)!�

���� cu
reprezentarea

Deoarece semnalul rectangular g este un semnal real şi par (gra�c simetric faţ¼a de axa vertical¼a),
atunci spectrul G este real şi par
Comentariu. În limbaj spaţial, �e semnalul rectangular de în¼aļtime A > 0 şi lungime l > 0

g : R! R; g (t) =
�
A; dac¼a t 2 [�l; l]
0; dac¼a t 2 ]�1;�l[ [ ]l;+1[ :

�Se observ¼a c¼a g 2 L1 (R) ; deoareceZ +1

�1
jg (t)j dt (C)=

Z �l

�1
j0j dt+

Z l

�l
jAj dt+

Z +1

l
j0j dt = 2l < +1:

�Se calculeaz¼a
G (!) =

Z +1

�1
g (t) e� j!tdt

(C)
=

Z �l

�1
0e� j!tdt+

Z l

�l
Ae� j!tdt+

Z +1

l
0e� j!tdt =

t este variabil¼a
=

de integrare
0 +A

e� j!t

� j!

����t=l
t=�l

+ 0 = A
e� j!l � e� j!(�l)

� j! =
2A

!
sin (!l) = 2Al

sin (!l)

!l
:

Deci G : R! C; G (!) = 2Al
sin (!l)

!l
sau F fg (t)g (!) = 2Al sin (!l)

!l
:

Se mai scrie G (!) = 2Al sa (!l) ; unde funçtia sinus atenuat este sa (u) =
sinu

u
:
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Comentariu: Se va ar¼ata c¼a
- dac¼a g : R ! R; g 2 L1 (R) este un semnal real aleator, atunci partea real¼a a spectrului

ReG (!) şi modulul spectrului A (!) = jG (!)j sunt funçtii pare, iar partea imaginar¼a a spectrului
ImG (!) şi faza spectrului � (!) = argG (!) sunt funçtii impare;

- dac¼a g : R ! R; g 2 L1 (R) este un semnal real şi par, atunci spectrul G (!) este real şi par,
unde ReG (!) = Gc (!)

- dac¼a g : R ! R; g 2 L1 (R) este un semnal real şi impar, atunci spectrul G (!) este pur
imaginar şi ImG (!) este impar, unde � ImG (!) = Gs (!) :

Observa̧tia 9:1:4. Fie semnalul rectangular

g� : R! R; g� (t) =
�
1; dac¼a jtj � �
0; dac¼a jtj > �; ;unde � = T1 > 0:

În teoria semnalelor, semnalul rectangular aperiodic apare reprezentat

sau
şi se studiaz¼a cu transformata Fourier, unde G (!) =

2

!
sin (!T1) ; în timp ce semnalul rectan-

gular periodic corespunz¼ator eg (t) = 1X
k=�1

g (t� kT ) apare reprezentat

sau

şi se studiaz¼a cu serii Fourier, unde T � ck =
(

2 sin(k!0T1)
k!0

; k 6= 0
2T1; k = 0

.

Creşterea perioadei T face ca semnalul periodic s¼a se apropie de cel aperiodic (T ! 1 )eg (t) 99K g (t)).
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De menţionat o teorem¼a de la calculul de integrale reale cu reziduuri, de la Matematici Speciale,
rescris¼a:

T 1. (la MS) Fie I =

Z 1

�1

P (t)

Q (t)
e� j!tdt; a = �! > 0; unde

P;Q 2 R [t] ; gradQ � gradP + 1; Q (t) 6= 0;8t 2 R: Atunci:

I = 2� j
nX
k=1

rez f (zk) ; unde f (z) =
P (z)

Q (z)
e� j!z, iar zk sunt acei poli cu Im zk > 0:

Exemplul 9:1:2: Utilizând de�ni̧tia sau T1, s¼a se determine transformata Fourier pentru
a) g : R! R; g (t) = e�ajtj; unde a > 0 (semnalul simetric exponenţial c¼az¼ator, cu a = !0);
b) g : R! R; g (t) = e�a2t2 ; unde a > 0 (semnalul Gaussian);

c) g : R! R; g (t) =
�

0; dac¼a t < 0
e�t; dac¼a t � 0; ; d) g : R! R; g (t) =

�
0; dac¼a t < 0
e�3t; dac¼a t � 0;

şi, în general, g : R ! R; g (t) =
�

0; dac¼a t < 0
e�at; dac¼a t � 0; unde a > 0 (interpretat ca produs între

exponenţial¼a şi treapta unitate, semnalul exponenţial c¼az¼ator, cu a = !0).

e) (la MS) Utilizând de�ni̧tia sau T1, s¼a se determine transformata Fourier prin cos pentru:

g : R! R; g (t) =
1

(t2 + 1)2
:

Rezolvare. a), b), c), d) A se vedea Seminar.

e) (la MS) �Se observ¼a c¼a g 2 L1 (R) ; deoareceZ

R
jg (t)j dt =

Z +1

�1

���� 1

(t2 + 1)2

���� dt t este variabil¼a
=

de integrare, dac¼a (C)

�
�� + 2t� �t2
4 (t2 + 1)

+
1

2
arctg t

�����t!1
t!�1

= �
2 <

+1:
SAU
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1

(t2 + 1)2
� 1

t2 + 1
;8t 2 RZ +1

�1

1

t2 + 1
dt = � � (C)

9>>=>>;
Criteriul comparaţiei)

Z +1

�1

1

(t2 + 1)2
dt� (C) :

�Se calculeaz¼a transformata Fourier prin cos

Gc : R! R; Gc (!) =
Z +1

�1

1

(t2 + 1)2
cos (!t) dt;

folosind transformata Fourier şi e� j!t = cos (!t)� j sin (!t) ; deci:
G : R! C; G (!) = Gc (!)� jGs (!) :

Se calculeaz¼a, pentru ! < 0; G (!) =
Z +1

�1

1

(t2 + 1)2
e� j!tdt

t este variabil¼a
=

de integrare
?

Aici P (t) = 1;Q (t) =
�
t2 + 1

�2
; gradQ � gradP + 1; Q (t) 6= 0;8t 2 R:

Fie f (z) =
1

(z2 + 1)2
e� j!z:�

z2 + 1
�2
= 0) z = � j sunt poli de ordin 2 pentru f; cu Im (+ j) > 0:

Atunci G (!) = I T1
= 2� j rez f (j)

0+j e pol de ordin 2
=

conform 2�

= 2� j
1

(2� 1)! limz!0+j

 �
(z � j)2 1

(z � j)2 (z + j)2
e� j!z

�(2�1)z!
=

= 2� j lim
z!0+j

��
1

(z + j)2
e� j!z

�0z�
= 2� j lim

z!0+j

e� j!z � (� j!) (z + j)2 � e� j!z � 2 (z + j)
(z + j)4

=

= 2� j lim
z!0+j

e� j!z � (� j! (z + j)� 2)
(z + j)3

= 2� j
e� j! j � (� j! (j+ j)� 2)

(j+ j)3
= 2� j

e! � (2! � 2)
2 j � (�4) =

=
�e! � (�! + 1)

2
+ 0 j; ! < 0:

Conform Observa̧tiei 9:1:5 ulterioare, pentru ! > 0; G (!) Obs. 9:1:5=
g par¼a

G (�!) !>0= �e�! � (! + 1)
2

+0 j :

În plus, G (0) =
Z +1

�1

1

(t2 + 1)2
dt = 1

2�:

DeciG (!) =

8>>><>>>:
�e! � (�! + 1)

2
+ 0 j; ! < 0

1
2� + 0 j; ! = 0

�e�! � (! + 1)
2

+ 0 j; ! > 0

) Gc (!) = Re (G (!)) =

8>>><>>>:
�e! � (�! + 1)

2
; ! < 0

1
2�; ! = 0

�e�! � (! + 1)
2

; ! > 0

:

Se observ¼a c¼a semnalul g este real şi par (gra�c simetric fa̧t¼a de axa vertical¼a) şi spectrul G este
real şi par
Teorema 9:1:2 (de liniaritate). Operatorul Fourier este liniar, adic¼a 8g; h 2 L1 (R) ;8�; � 2 C
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are loc
F f�g (t) + �h (t)g (!) = �F fg (t)g (!) + �F fh (t)g (!) ;8! 2 R

Teorema 9:1:3 (spectrul semnalului conjugat). Dac¼a g 2 L1 (R) cu G (!) = F fg (t)g (!),
atunci

F fg (t)g (!) = G (�!) ;8! 2 R
(spectrul conjugatului este simetricul conjugatului spectrului)
Demonstra̧tie. 8! 2 R;

F fg (t)g (!) =
Z +1

�1
g (t) e� j!tdt =

Z +1

�1
g (t) ej!tdt = G (�!) :

Teorema 9:1:4 (spectrul semnalului simetric, re�ectarea în timp). Dac¼a g 2 L1 (R) cu
G (!) = F fg (t)g (!), atunci

F fg (�t)g (!) = G (�!) ;8! 2 R
(spectrul simetricului este simetricul spectrului)
Demonstra̧tie. 8! 2 R;

F fg (�t)g (!) =
Z +1

�1
g (�t) e� j!tdt t=�s=

Z +1

�1
g (s) ej!sds =

Z +1

�1
g (s) ej!tdt = G (�!) :

Observa̧tia 9:1:5. a) Din Teorema de liniaritate şi Teoremele 9:1:3 şi 9:1:4 se observ¼a c¼a:
Dac¼a g : R! R; g 2 L1 (R) este un semnal real şi par, atunci spectrul G este real şi par.
Într-adev¼ar, g (t) = g (t) = g (�t)) G (�!) = G (!) = G (�!) :
Dac¼a g : R! R; g 2 L1 (R) este un semnal real şi impar, atunci spectrul G este pur imaginar şi impar.
Într-adev¼ar, g (t) = g (t) = �g (�t)) G (�!) = G (!) = �G (�!) :

b) Dac¼a g : R! R; g 2 L1 (R), atunci

Gc (!) =

Z +1

�1
g (t) cos (!t) dt 2 R şi Gs (!) =

Z +1

�1
g (t) sin (!t) dt 2 R

de�nesc G (!) = Gc (!)� jGs (!)) G (�!) = Gc (!) + jGs (!) = G (!) ;
deci frecvenţele negative dau o informaţie redundant¼a şi de aceea sunt �zic ignorate.
c) Dac¼a g : R! R; g 2 L1 (R), atunci partea real¼a şi modulul spectrului sunt funçtii pare,
iar partea imaginar¼a şi faza spectrului sunt funçtii impare.

Într-adev¼ar, �e g : R! R; g 2 L1 (R), cu
G (!) = Re (G (!)) + j Im (G (!)) sau
G (!) = A (!) � ej �(!); unde A (!) = jG (!)j, � (!) = argG (!).
Atunci g (t) = g (t)) G (�!) = G (!),

�Re (G (�!))� j Im (G (�!)) = Re (G (!)) + j Im (G (!))()
�
Re (G (�!)) = Re (G (!))
� Im (G (�!)) = Im (G (!))

�A (�!) � ej �(�!) = A (!) ej �(!) , A (�!) � e� j �(�!) = A (!) ej �(!) ,
�
A (�!) = A (!)
�� (�!) = � (!)

Teorema 9:1:5 (a asem¼an¼arii, comportarea la omotetie, scalarea variabilei timp). Fie
g 2 L1 (R) cu G (!) = F fg (t)g (!). Atunci, 8� 2 R; � > 0:

F fg (�t)g (!) = 1

�
G
�!
�

��
pentru �2R�

=
1

j�jG
�!
�

��
;8! 2 R:

Demonstra̧tie. 8! 2 R; � > 0;

F fg (�t)g (!) =
Z +1

�1
g (�t) e� j!tdt

�t=s
=

Z +1

�1
g (s) e� j

!
�
s 1
�ds =

1
�G
�!
�

�
:

Observa̧tia 9:1:6: Rezolvarea Exerci̧tiului 1; d) se putea face folosind Teorema 2 şi rezultatul de
la 1; c) :
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F fg (t)g (!) 1;c)= 1� j!
12 + !2

)

F fgd (t)g (!) = F fg (3t)g (!) =
1

j3jG
�!
3

�
=

1� j !3
12 +

�
!
3

�2 = 3� j!
32 + !2

:

Exemplul 9:1:3: Utilizând Teorema de scalare a timpului, s¼a se determine transformata Fourier
pentru g� (2t) şi g�

�
1
2 t
�
; unde g� este semnalul rectangular

g� : R! R; g� (t) =
�
1; dac¼a jtj � �
0; dac¼a jtj > �; ; � > 0 este dat:

Rezolvare. De precizat c¼a

g� : R! R; g� (2t) =
�
1; dac¼a j2tj � �
0; dac¼a j2tj > � = g �

2
(t) :

g� : R! R; g�
�
1
2 t
�
=

�
1; dac¼a

��1
2 t
�� � �

0; dac¼a
��1
2 t
�� > � = g2� (t) :

S-a ar¼atat, în Exemplul 9:1:1 c¼a F fg� (t)g (!) = 2
sin (!�)

!
:

Atunci, conform Teoremei de scalare a timpului,

F fg� (2t)g (!) =
1

2
2
sin
�!�
2

�
!

2

= 2
sin
�!�
2

�
!

(comprimarea în timp)expandare în frecvenţ¼a) şi

F
�
g�
�
1
2 t
�	
(!) = 2 � 2sin (2!�)

2!
= 2

sin (2!�)

!
(expandare în timp)comprimare în frecvenţ¼a).
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Teorema 9:1:6 (a întârzierii-deplas¼arii în timp, comportarea la transla̧tie). Fie g 2 L1 (R)
cu G (!) = F fg (t)g (!). Atunci, 8t0 2 R; t0 > 0;

F fg (t� t0)g (!) = e� j t0!G (!) :
(întârzierea-deplasarea în timp a unui semnal cu t0 )multiplicarea spectrului cu e� j t0!)
Demonstra̧tie. 8! 2 R;8t0 2 R; t0 > 0;

F fg (t� t0)g (!) =
Z +1

�1
g (t� t0) e� j!tdt

t�t0=s=

Z +1

�1
g (s) e� j!(s+t0)ds = e� j t0!G (!) :

Teorema 9:1:7: (a întârzierii-deplas¼arii în frecvenţ¼a, comportarea la modula̧tie). Fie
g 2 L1 (R) cu G (!) = F fg (t)g (!). Atunci, 8!0 2 R; !0 > 0;

F
�
ej!0tg (t)

	
(!) = G (! � !0) :

(modulare în timp-multiplicare a unui semnal cu o armonic¼a ej!0t )întârziere cu !0- deplasare în
frecvenţ¼a)
Demonstra̧tie. 8! 2 R;8!0 2 R; !0 > 0;

F
�
ej!0tg (t)

	
(!) =

Z +1

�1
ej!0tg (t) e� j!tdt =

Z +1

�1
g (t) e� j(!�!0)tdt = G (! � !0) :

Exemplul 9:1:4: S¼a se determine transformata Fourier pentru:
g : R! R; g (t) = g �

2

�
t� �

2

�
� g �

2

�
t+ �

2

�
; unde

g� : R! R; g� (t) =
�
1; dac¼a jtj � �
0; dac¼a jtj > �; ; � > 0 este semnalul rectangular.

Rezolvare. Se observ¼a c¼a:

g : R! R; g (t) =

8>>>><>>>>:
0; dac¼a t 2 ]�1;�� [
�1; dac¼a t 2 [�� ; 0[
0; dac¼a t = 0
1; dac¼a t 2 ]0; � ]
0; dac¼a t 2 ]� ;+1[

�funçtie impar¼a.

�Se observ¼a c¼a g 2 L1 (R) ; din teoremele anterioare.
�Se calculeaz¼a, pe baza teoremelor anterioare

G (!) =
2

!

�
sin
�
!�
2

�� �
e� j

!�
2 � ej !�2

�
=
2

!

�
sin
�
!�
2

��
(�2 j)

�
sin
�
!�
2

��
= j

�4
!

�
sin
�
!�
2

��2
:

Deci G : R! C; G (!) = j
2

!
(cos (!�)� 1)- funçtie pur imaginar¼a şi ImG este impar¼a.

Se scrie şi c¼a F fg (t)g (!) = j 2
!
(cos (!�)� 1) :

Mai mult, pentru aceast¼a transformat¼a, care are cu valori pur imaginare, se poate reprezenta
� ImG (!) = Gs (!)
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Deoarece semnalul g este un semnal real şi impar (gra�c simetric faţ¼a de origine), atunci spectrul
G este pur imaginar şi impar şi � ImG (!) = Gs (!) :

Teorema 9:1:8 (continuitatea operatorului Fourier). Dac¼a gn ! g în L1 (R) ; adic¼a kgn � gkL1(R) !
0 atunci

lim
n!1

Gn (!) = G (!) ;8! 2 R:

Teorema 9:1:9 (spectrul semnalului derivat). Fie n 2 N şi g 2 Cn (R) a.î.
g(k) 2 L1 (R) cu lim

jtj!1
g(k) (t) = 0;80 � k � n:

Atunci F
�
g(k) (t)

	
(!) = (j!)k � F fg (t)g (!) ;8! 2 R;80 � k � n

(derivarea de k ori în domeniul "timp")multiplicare cu (j!)k în domeniul "frecvenţ¼a").
În particular

F fg0 (t)g (!) = j! � F fg (t)g (!) ;8! 2 R şi F fg00 (t)g (!) = �!2 � F fg (t)g (!) ;8! 2 R
Teorema 9:1:10 (derivarea spectrului unui semnal). Fie g 2 L1 (R) a.î.

tkg 2 L1 (R) ;80 � k � n.
Atunci G 2 Cn (R;C) şi

dk

d!k
F fg (t)g (!) = F

n
(� j t)k � g (t)

o
(!) ;8! 2 R

(derivarea de k ori a spectrului, în domeniul "frecvenţ¼a")multiplicare cu (� j t)k în domeniul
"timp").

d

d!
F fg (t)g (!) = F f� j t � g (t)g (!) = � j �F ft � g (t)g (!) ;8! 2 R şi

d2

d!2
F fg (t)g (!) = F

n
(� j t)2 � g (t)

o
(!) = �F

�
t2 � g (t)

	
(!) ;8! 2 R

Exemplul 9:1:4: Utilizând Teorema 9:1:9, s¼a se determine F
�
� j t � e�ajtj

	
(!) ; unde a > 0.

Rezolvare. A se vedea Seminar:
Observa̧tia 9:1:7: Rezolvarea Exemplului 2; b) se putea face folosind Teoremele de liniaritate şi
de derivare: A se vedea Seminar.
Teorema 9:1:11: (spectrul semnalului integrat). Fie g 2 L1 (R) a.î. g s¼a �e continu¼a. Atunci

F
��Z t

�1
g (t) dt

��
(!) =

F fg (t)g (!)
j!

;8! 2 R

Teorema 9:1:12 (integrarea spectrului unui semnal). :::
De�ni̧tia 9:1:4: Fie g; h 2 L1 (R) : Se numeşte produs de convoluţie a funcţiilor din L1 (R) g şi h;
funçtia g � h : R! R (sau g � h : R! C); de�nit¼a prin
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(g � h) (t) =
Z +1

�1
g (�)h (t� �) d� =

Z +1

�1
h (�) g (t� �) d�:

De menţionat c¼a, dac¼a g; h sunt originale Laplace, atunci

(g � h) (t) = � (t)
�Z t

0
g (�)h (t� �) d�

�
= � (t)

�Z t

0
h (�) g (t� �) d�

�
;

unde � este funçtia Heaviside.
Teorema 9:1:13 (spectrul produsului de convoluţie a dou¼a semnale). Fie g; h 2 L1 (R) cu
transformatele Fourier G (!) = F fg (t)g (!), respectiv H (!) = F fh (t)g (!) : Atunci g�h 2 L1 (R)
şi

F fg � hg (!) = G (!) �H (!) ;8! 2 R.
(convoluţia în timp ) produs în frecvenţ¼a).
Demonstra̧tie. 8! 2 R;

F fg � hg (!) =
Z +1

�1
(g � h) (t) e� j!tdt =

Z +1

�1

�Z +1

�1
g (�)h (t� �) d�

�
e� j!tdt

Fubini
=

=

Z +1

�1

�Z +1

�1
h (t� �) e� j!tdt

�
g (�) d�

t��=s
=

Z +1

�1

�Z +1

�1
h (s) e� j!(s+�)ds

�
g (�) d� =

=

�Z +1

�1
g (�) e� j!�d�

�
�
�Z +1

�1
h (s) e� j!sds

�
= F fg (t)g (!) � F fh (t)g (!) :

Observa̧tia 9:1:8: Produsul de convoluţie are propriet¼a̧ti de regularizare.

Fie semnalul rectangular cu � = 1; g : R! R; g (t) =
�
1; dac¼a jtj � 1
0; dac¼a jtj > 1 :

Produsul de convoluţie a semnalului rectangular cu el însuşi este unul triunghiular

(g � g) (t) =
Z +1

�1
g (�) g (t� �) d� =

8>><>>:
0 dac¼a t 2 ]�1; 2[

2 + t; dac¼a t 2 [�2; 0]
2� t; dac¼a t 2 ]0; 2]
0 dac¼a t 2 ]2;+1[

Se poate scrie chiar c¼a
�
g �
2
� g �

2

�
(t) = �

�
1� jtj

�

�
g �
2
(t) ;8t 2 R:

Se observ¼a c¼a g din exemplul anterior este discontinu¼a, iar g � g este continu¼a. Mai mult, se
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poate ar¼ata c¼a g � (g �g) este restriçtia unui polinom de grad 2; c¼a g � (g � ::: � g| {z }
n�1 ori

) este restriçtia unui

polinom de grad n� 1; iar la limit¼a, pentru n!1; se obţine o funçtie cu un gra�c reprezentabil
de tip clopotul lui Gauss.

Transormatele Fourier pentru cele dou¼a semnale reprezentate vor �

F fg (t)g (!) = 2

!
sin! ) F f(g � g) (t)g (!) =

�
2

!
sin!

�2
:

Mai mult, pentru aceste transformate, se pot reprezenta:

Observa̧tia 9:1:9. Operaţia de convoluţie nu are element neutru în clasa L1 (R) (va avea în clasa
distribuţiilor, la MS):
Exemplul 9:1:5: Utilizând Teorema 9:1:11, s¼a se determine F fg � hg (!) ; unde

g : R! R; g (t) =
�

0; dac¼a t < 0
e�t; dac¼a t � 0; şi h : R! R; h (t) = e�t2 :

Rezolvare. La Exemplul 9:1:2 s-a ar¼atat c¼a g; h 2 L1 (R) şi
F fg (t)g (!) = G (!) = 1� j!

12 + !2
;F fh (t)g (!) = H (!) = F

n
e�t

2
o
(!)

a=1
=
p
� � e�!

2

4 :

Atunci, conform Teoremei 9:1:11; se obţine:

F fg � hg (!) = G (!) �H (!) = 1� j!
12 + !2

�
p
� � e�!

2

4 ;8! 2 R.
Comentariu. Determinarea transformatei precedente se putea face şi direct, cu de�ni̧tia, dar greoi.
De�ni̧tia 9:1:5: Fie g 2 L1 (R). Dac¼a g are valori reale, se numeşte autocorelaţia funcţiei g funçtia

� : R! C;� (t) =
Z +1

�1
g (�) g (t+ �) d� :

Teorema 9:1:14: Fie g 2 L1 (R). Dac¼a g are valori reale,
F f� (t)g (!) = jF fg (t)g (!)j2 ;8! 2 R.

Demonstra̧tie. 8! 2 R;

F f� (t)g (!) =
Z +1

�1
� (t) e� j!tdt =

Z +1

�1

�Z +1

�1
g (�) g (t+ �) d�

�
e� j!tdt

Fubini
=

=

Z +1

�1

�Z +1

�1
g (t+ �) e� j!tdt

�
g (�) d�

t+�=s
=

Z +1

�1

�Z +1

�1
g (s) e� j!(s��)ds

�
g (�) d� =
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=

�Z +1

�1
g (�) e+ j!�d�

�
�
�Z +1

�1
g (s) e� j!sds

�
= F fg (t)g (!)�F fg (t)g (!) = jF fg (t)g (!)j2 :

Teorema 9:1:15 (inversarea transformatei Fourier). Fie g 2 L1 (R) a.î. G 2 L1 (R). Atunci
are loc formula de inversare a transformatei Fourier :

g (t) = F�1 fG (!)g (t) = 1

2�

Z +1

�1
G (!) � ej t!d!;8t 2 R

Comentariu. Dac¼a F fg (t)g (!) = F fh (t)g (!) ; atunci
g (t) = h (t) ; a.p.t. t 2 R:

Egalitatea "aproape peste tot" înseamn¼a c¼a are loc cu excepţia unei muļtimi de m¼asur¼a Lebesgue
nul¼a.
Observa̧tia 9:1:10. Dac¼a în formula de inversare se face schimbarea de variabil¼a ! = ��; atunci
integrala devineZ +1

�1
G (!) � ej t!d! =

Z +1

�1
G (��) � ej t(��)d�;

sau, renotând � cu !;

F�1 fG (!)g (t) = 1

2�
F fG (�!)g (t), 2�g (t) = F fG (�!)g (t) :

În concluzie, determinarea transformatei Fourier inverse revine tot determinarea unei transformate
Fourier directe.
Observa̧tia 9:1:11. Se poate ar¼ata c¼a, dac¼a g este par¼a, atunci

g (t) =
2

�

Z +1

0
Gc (!) � cos (t!) d!;8t 2 R.

Se poate ar¼ata c¼a, dac¼a g este impar¼a, atunci

g (t) =
2

�

Z +1

0
Gs (!) � sin (t!) d!;8t 2 R.

Comentariu. a) Are loc o teorem¼a ce ofer¼a spectrul produsului a dou¼a semnale. Fie g; h 2
L1 (R) cu transformatele Fourier G (!) = F fg (t)g (!), respectiv H (!) = F fh (t)g (!) în L1 (R) :
Atunci G �H 2 L1 (R) şi

F fg � hg (!) = 1

2�
(G �H) (!) ;8! 2 R.

b) Are loc formula lui Parseval. Fie g care veri�c¼a anumite ipoteze. Atunci:Z +1

�1
jg (t)j2 dt = 1

2�

Z +1

�1
jG (!)j2 d!:

De menţionat o teorem¼a de la calculul de integrale reale cu reziduuri, de la Matematici Speciale,
rescris¼a:

T 10. (la MS) Fie I =

Z 1

�1

P (!)

Q (!)
ej t!d!; a = t > 0; unde

P;Q 2 R [!] ; gradQ � gradP + 1; Q (!) 6= 0;8! 2 R: Atunci:

I = 2� j
nX
k=1

rez f (zk) ; unde f (z) =
P (z)

Q (z)
ej tz, iar zk sunt acei poli cu Im zk > 0:

Exemplul 9:1:6: S¼a se rezolve ecuaţia integral¼a

(�)
Z +1

�1
f (!) ej t!d! = e�ajtj; t 2 R; unde a > 0 este dat.

Rezolvare. A se vedea Seminar
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Exemplul 9:1:7: (la MS) Fie G : R! C; G (!) =
1

(1 + !2)2
:

S¼a se determine, dac¼a exist¼a, g : R! R corespunz¼atoare, ca invers¼a prin transformata Fourier.
Rezolvare. A se vedea Seminar.

Exemplul 9:1:8: (la MS) S¼a se rezolve ecuaţia integral¼aZ +1

�1
g (t) e� j!tdt =

j!

(1 + !2)2
; ! 2 R:

Rezolvare. Se noteaz¼a G : R! C; G (!) =
j!

(1 + !2)2
: Se reprezint¼a � ImG:

x

y

�Se observ¼a c¼a G 2 L1 (R) ; deoareceZ
R
jG (!)j d! =

Z +1

�1

���� j!

(1 + !2)2

���� d! ! este variabil¼a
=

de integrare
2

Z +1

0

!

(1 + !2)2
d! = 2

1

�2
1

1 + !2

����!!+1
!=0

=

= 1 < +1:
�Se observ¼a, conform Teoremei de liniaritate şi Teoremei de inversare;

g : R! C; g (t) =
1

2�

Z +1

�1

j!

(1 + !2)2
ej t!d! =

j

2�
I:

Se calculeaz¼a, pentru t > 0; g (t) =
j

2�
I T10
=

j

2�
2� j rez f (j)

0+j e pol de ordin 2
=

conform 2�

=
j

2�
2� j

1

(2� 1)! lim
z!0+2 j

 �
(z � j)2 z

(z � j)2 (z + j)2
ej tz
�(2�1)z!

=

= � lim
z!0+j

 �
zej tz

(z + j)2

�0z!
= � lim

z!0+j

�
ej tz + zej tz � j t

�
(z + j)2 � zej tz � 2 (z + j)
(z + j)4

=

= � lim
z!0+j

ej tz � ((1 + z j t) (z + j)� 2z)
(z + j)3

= �e
j t j � ((1 + j � j t) (j+ j)� 2 j)

(j+ j)3
=

= �e
�t � (�t) 2 j
2 j � (�4) = �e

�t � t
4

; t > 0:

Conform Observaţiei 9:1:5, pentru t < 0; g (t)
Observaţia 9:1:5

=
G impar¼a şi pur imaginar¼a

�g (�t) t<0= +
et � (�t)
4

:

În plus, g (0) =
j

2�

Z +1

�1

!

(1 + !2)2
d! = 0:

Deci g (t) =

8>>><>>>:
+
et � (�t)
4

; t < 0

0; t = 0

�e
�t � t
4

; t > 0
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x

y


Exemplul 9:1:8: (la MS) S¼a se rezolve ecua̧tia integral¼a

(�)
Z +1

�1
g (t) e� j!tdt =

!

j (!2 + a2) (!2 + b2)
; ! 2 R, unde a > 0 şi b > 0 sunt date.

Caz particular: (�)
Z +1

�1
g (t) e� j ytdt =

y

j (y2 + 1) (y2 + 4)
; y 2 R-tem¼a.

Rezolvare. A se vedea Seminar.


