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CURS NR. 14
EDCO, AIA

9 TRANSFORMATA FOURIER

In Teoria Semnalelor, transformata Fourier se utilizeaza pentru a modela ca reprezentare spec-
trald semnale aperiodice, iar seriile Fourier pentru cele periodice. A se revedea Fourier Transform,
Fourier Series and frequency spectrum, de prof. Eugene Khutoryansky:

https://www.youtube.com /watch?v=r18Gi8ISkfM.

Separat se studiazi cazul semnalelor digitale. In toate aceste situatii se poate realiza si operatia
inversd, de sinteza Fourier, adicd de reconstructie a semnalului in timp din cunoasterea componen-
telor lui spectrale. Dacé spectrul unui semnal periodic este discret, cu linii spectrale la frecvente kwg
date de teoria seriilor Fourier, in schimb spectrul unui semnal nu neaparat periodic este continuu.

Ideea lui Fourier de a descompune unele entitati din naturd ca sumé / suprapunere de entitati
mai simple a condus ca, in matematicd, unele ecuatii diferentiale ce le modeleaza sa fie transformate
in ecuatii mai simple. S-a reusit masurarea lungimii de unda a luminii absorbite in diverse medii si,
cu ajutorul tehnologiilor informatice, s-a realizat compresia semnalelor si imaginilor prin reducerea
lor la giruri de numere; acestea fiind regasite in transmisiile fara fir, in studiul vibratiilor, in muzica
electronica etc. Transformata unui semnal nu este un alt semnal, ci o altd reprezentare, aptd de
alte interpretari, fara pierdere de informatie.

Definitia 9.1.1. a) O functie g : R — R (sau g : R — C) se numeste functie absolut integrabila pe
R sau functie din L' (R) daca

3 flg (0)]dt = [722 |g ()] dt < +oo.
b) O functie g : R — R (sau g : R — C) se numeste functie local integrabila pe R sau functie din
Ll (R) daci este integrabild pe orice interval compact din R.
c) O functie g : R — R (sau g : R — C) se numeste functie integrabila pe R daci

3[ag @) dt = [T g(t)dt finit in R (sau C).
Observatia 9.1.1. a) Orice functie absolut integrabild pe R este si local integrabild pe R. Intr-
adevir, daci g € L' (R) atunci, V [a, b] interval marginit din R,

gt < 219 (0] dt < +oo.

Reciproca nu este adevarata, existd functii local integrabile pe R care nu sunt absolut integrabile
pe R. De exemplu, g : R — R, g (t) = 23 este din L} _(R), dar nu este din L' (R).

Se observa ca, pe orice interval compact, exista arie de subgrafic; dar pe R, aria benzii orizontale
situate sub grafic gi deasupra axei Ot este infinita.
b) Orice functie absolut integrabild pe R este si integrabila pe R.

Reciproca nu este adevarata, exista functii integrabile pe R care nu sunt absolut integrabile pe

int
R. De exemplu, g : R = R, g(t) = % -1 (t), unde functia
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0,

n:RHR(saun:RH(C),n(t):{ 1

Mary Attenborough, Mathematics For Electrical Engineering And Computing.

dacat <0

daca t > 0.
este functia treapta unitate (functia Heaviside). In alte materiale pot apérea notatii diverse, precum
H(t), u(t), 0(t)— a se vedea https://mathworld.wolfram.com/HeavisideStepFunction.html sau

n € O este functie original, cu abscisa de convergenta o, = 0.

g este integrabilg pe R. Intr-adevir, s-a ariitat ci

int oo ¢ oo ¢
L’,{Sl?-n(t)}(s)—/ e tsm dt = —arctgsé/ tsm dt =
0

[T2g(t)dt =

=3 [pg(t)dt =

2<—|—oo.

F(0) =

2

arctg0 = §

Se observa cd, pe R, suma ariilor regiunilor situate sub grafic (cu 4+ unde graficul este deasupra
axei) si deasupra graficului (cu — unde graficul este sub axa), limitate de Ot este finitd pentru

sinusul atenuat.

eg nu este absolut integrabild pe R. Intr-adevir,

sm t

—+oc0o —+oco t
/ dt = / sint]
0 t
t
/ sin i+ /
o t

™

2k+1) Slnt (2]€+2)ﬂ _ Slnt
+ —dt + t+
e t (k+l)r t
o 3
> / smtdt / Smtdt—i—/ smtdt
0 t Y 2T 27T

e 2k7T @k+)r 2k+1)7

Tsint 2 2 2

—sint 3Tgint
e+ / S+
t oy &

>

/4” —sint
3T t

formal

/47r —sint
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> | = dtt —+—+ +.

0 2r 3w 2km

1
e >

>/Smtdt+ P
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dt +

dt + ...
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Tsint 1 1 1
—dt—i— l1+4-4+-4+...+—=—+..] =

2 3 2k
numar real s 1
00, ca sumd a seriei Z -
-1k

Se observa ca, pe R, suma ariilor reglumlor situate sub grafic (cu 4+ unde graficul este deasupra
axei), limitate de Ot, este infinitd pentru modulul sinusului atenuat.
c) Definitia este consistentd, adicd exista functii care sunt absolut integrabile pe R.

1 R
De exemplu, g : R — R, g (¢t) = o este absolut integrabild pe R, g € L' (R) Intr-adevir,
+oo 1 formal t—o00 i Q
/_oo t2+1'dt rctgt|t_)_oo:§— <—§> =7 < +o0.
L L . . /¥ . . . L !

(este aria subgraficului pentru |g|)
Definitia 9.1.2. Fieg: R — R (sau g : R — C), g € L' (R). Functia
+o0

G:R—NC,G(UJ):/g(t)e—jwtdt:/ g(t)e‘jmdt
R

— 00

se numeste transformata Fourier a functiei g sau imaginea functiei g prin transformata Fourier
(sau functie de densitate spectrala, spectru in frecventa, functie de distributie a frecventelor cu
notatia g (w)) Se noteaza

|G (w) = F{g(t)} (w)] san

G () = 9|

Provenite din formula Euler, e* = e* (cosy + jsiny), functiile:
+00 Foo
Ge(w) = / g (t)cos (wt)dt = Re G (w) si G5 (w) = / g (t)sin (wt)dt = —Im G (w)

se numesc transformatele Fourier ale functiei g prin cos, respectiv prin sin.

Teorema 9.1.1 (teorema fundamentald a transformatei Fourier). Daci g € L' (R) atunci
integrala improprie pe interval nemarginit din Definitie, cu parametrul w € R, este absolut conver-
genta si uniform convergenta pe R, adica transformata Fourier G este bine definitd. Mai mult, este

continua si marginita pe R, cu | 1|1m G (w) =0.
w|—00

Operatorul F : L' (R) — C° (R; C) se numeste operatorul Fourier (transformarea Fourier).
Demonstratie. Convergenta se demonstreaza utilizand Criteriul Comparatiei cu Inegalitéti, iar
continuitatea si marginirea utilizdnd proprietéatile integralei cu parametru.
Observatia 9.1.2. De mentionat ca

e 19 = cos (wt) — jsin (wt) = cos (wt) + jsin (wt) = elwt
si ci e/t este un semnal unitar, periodic, de perioads principals T' = %’r si frecventd v = % = 5
(in ipoteza ca pulsatia w > 0 pentru modelare). Atunci:

+oo
Gw) = /R g (t) e 2t = / g (t) e 2midt,

—00
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Observatia 9.1.3. a)Transformata Fourier este o functie complexa. Conform teoremei de inver-
sare data ulterior, va permite un transfer bilateral de informatie intre domeniul "timp" si domeniul
"frecventd". Asa cum o melodie (adica un sir de note muzicale) este transformata in unde electro-
magnetice, este transmisd cu viteza luminii si ascultata apoi, prin recompunere.

b) Numaérul complex G (w) se poate scrie sub forma exponentiala:

G(w) = A(w)e®w),
unde A (w) = |G (w)| este amplitudinea in frecventa a semnalului g si ® (w) = arg G (w) este faza
in frecventa a semnalului g. Multimea {(w, A (w));w € R} se numeste spectrul in amplitudine (in
frecventd) al semnalului g. v se méasoard in Hz, w in rad/s, iar A in decibeli.

Se mai spune ca transformata Fourier G (w) a raspunsului la impuls ¢ (¢) al unui sistem se
coreleaza cu raspunsul in frecventa al sistemului. Dependenta magnitudinii |G (w)| in functie de
frecventa va fi caracteristica de modul a sistemului. Dependenta fazei arg G (w) in functie de
frecventa va fi caracteristica de faze a sistemulus.
c¢) Se utilizeazd numere complexe pentru ci oscilatiile armonice au amplitudine si frecventa (a se
vedea Anexa 4 din Curs AM), deci o pereche de proprietiti, pe care numerele complexe le pot
incorpora impreuna.

d) Functiile sinus, cosinus, exponentiald, treapta unitate, signum, constantele reale, polinoamele
si altele nu sunt in L' (R), nici micar inmultite cu 71 (¢) (incat si devini functii original Laplace
si sd admita transformata Laplace), deci nu admit transformata Fourier in sensul definitiei date.
Aceasta se va corecta utilizand distributiile.
e) Transformata Fourier a unui semnal g din L' (R) nu apartine neapsrat multimii L! (R), cum
se observa din exemplul 2¢) urmator. Deci operatorul Fourier F nu este un operator al spatiului
L' (R).
f) Daci g este original Laplace din L' (R) atunci transformata Fourier coincide cu transformata
Laplace in s = jw :
FU0) (@) = L{f )} (w).]

Exemplul 9.1.1. Utilizadnd definitia, sd se determine transformata Fourier pentru:

1, daca [t| <7

gr:R—=R, g, () = { 0, daca ItI > T,
(semnalul rectangular, poarta temporala, fereastra dreptunghiulara)

,unde 7 > 0 este dat.

. 1, dacate|—7,7
Rezolvare. Fie g, : R — R, g, (t) = { 0. daci t ][—oo ]_7_[ U], 400

eSe observa ci g, € L' (R), deoarece

+oo (C’) -7 T +oo
/ |gT(t)|dt:/ |O|dt+/ \1|dt+/ 10]dt = 27 < 400,

o o .
(este aria subgraficului pentru |g.|)

eSe calculeazs
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+o00 ) ©) -7 ) T . +00 .
G(w):/ g- (t) e I¥tdt "= / Oe“"tdt—i—/ 1eJ‘”tdt—|—/ Oe—Iwidt =

—00 —00 -7
—jwr _ ,—jw(—T) 2 :
+0=" c :—sin(wr):2r-sm(w—).

t este variabila €
= 0+ -
—jw w wT

de integrare —j W ey
sin (wT sin (wT
Deci G: R — C,G (w) :27-.¥ sau F {g- (t)} (w) :2T.¥‘
wT
Mai mult, pentru aceastd transformata, care are valori reale, se poate reprezenta graficul (an-

velopa)

2
iar amplitudinea in frecventa este A (w) = |G (w)| = \/<2 sin (w7)> + (0)2 =27

reprezentarea

Deoarece semnalul rectangular g este un semnal real gi par (grafic simetric fatd de axa verticald),
atunci spectrul G este real si par
Comentariu. In limbaj spatial, fie semnalul rectangular de indltime A > 0 si lungime [ > 0
A, dacd t e [-1,]]
:R—R = ’ ’ .
9:R=Ryg(t) { 0, dacat e |—oo,—l[U]l,400]
eSe observi ci g € L' (R), deoarece

+o00 ©) -1 l +o00
/ g @) dt € / |0\dt+/ ]A\dt+/ 0] dt = 21 < +o0.
— -1 !

—0o0 oo
eoSe calculeaza

400 ) ©) —1 ) l ) 400 )
G(w) = / g(t) e Wt = / Oe—Iwtdt +/ Ae~Iv9tqt —l—/ Qe Wit =
o 1 !

—0o0

] N —jwt t=l —jwl _ ,—jw(=1) .
t este \grlablla 0+ A € . 10= Ae 6 _ % sin (wl) _ QAZSID (wl)
de integrare —JW 4=y —Jw w w
Deci G : R — C,G (w) = 214151”05“’ ) s F {g (0} (w) = 2A151n£7 ).
sin u

Se mai scrie G (w) = 2Alsa (wl) , unde functia sinus atenuat este sa (u) = .
u
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Comentariu: Se va arata ca

-daci g : R — R,g € L' (R) este un semnal real aleator, atunci partea reald a spectrului
Re G (w) si modulul spectrului A (w) = |G (w)| sunt functii pare, iar partea imaginara a spectrului
Im G (w) si faza spectrului ® (w) = arg G (w) sunt functii impare;

-dacd g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G (w) este real si par,
unde Re G (w) = G (w)

-dacd g : R — R,g € L' (R) este un semnal real si impar, atunci spectrul G (w) este pur
imaginar i Im G (w) este impar, unde —Im G (w) = G5 (w).

Observatia 9.1.4. Fie semnalul rectangular

1, daca [t| <7
gT:R_)R’gT(t):{O daca ltl>7

In teoria semnalelor, semnalul rectangular aperiodic apare reprezentat

,unde 7 =717 > 0.

sau
2
si se studiaza cu transformata Fourier, unde G (w) = — sin (w7}), in timp ce semnalul rectan-
w
0.)
gular periodic corespunzator g (t) = Z g (t — kT') apare reprezentat
k=—o0
et o 1 T
sau
2 sin(kwoT1) k 7& 0
si se studiaza cu serii Fourier, unde T - ¢, = kwo 2 .
0, k=0

Cresterea perioadei T face ca semnalul periodic sa se apropie de cel aperiodic (" — oo =

g(t) -->g(1)).
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F”(f)n
k=-3 k=-2 k=-1 k=0 k=1 k=2 k=3
=37 -2TM Tty o T2 TM 2T 3T ¢t
/ / ?(r)“ \.
k=-2 k=-1 k=0 k=1 k=2
270 / T T®2 0 T2 T(z}\ 2T t
/ 0 \
k=-2 k=-1 k=0 k= k=2
2T / -TG) T C)y2 0 TG /2 T®) 2T(3>\j
g(1)+ \.
_|k=-2 k=-1 ig k=0 k=1 k=2
-T®) -T®*)/2 0 TM /2 T® t

De mentionat o teorema de la calculul de integrale reale cu reziduuri, de la Matematici Speciale,
rescrisa:

Pt :
OT 1. (la MS) Fie T = / QEt;eJ“’tdt, a = —w >0, unde
P,Q eR[t],grad Q > gra&P +1,Q (t) # 0,Vt € R. Atunci:

. P (z)
=27 rez f (zx), unde f (z) = ——=
2 rend Q)

Exemplul 9.1.2. Utilizand definitia sau T1, s& se determine transformata Fourier pentru
a) g:R—R,g(t)=e % unde a > 0 (semnalul simetric exponential cazitor, cu a = wy);
b) g:R—R,g(t)=e " unde a > 0 (semnalul Gaussian);

0, dacat<O0 ) _ 0, dacat<O0
C)gR_)Rvg(t)_{ e—t’ dacétZO, 7d) gR—ﬁR?g(t)_{ €—3t’ dacétZO,

. 0 dacat <0 .
si, in general, g : R — R g (t) = { e_‘;t dzz; . i 0 unde a > 0 (interpretat ca produs intre
) p— )

e~ 19% jar z; sunt acei poli cu Im z; > 0.

exponentiald gi treapta unitate, semnalul exponential cazator, cu a = wy).
Oe) (la MS) Utilizand definitia sau T1, si se determine transformata Fourier prin cos pentru:

:R—R,g(t) = ——=.
g g() (t2+1)2

Rezolvare. a), b), c), d) A se vedea Seminar.
Oe) (la MS) eSe observi ci g € L' (R), deoarece

/ |g | dt /+oo 1 t este variabila (—ﬂ' + 2t — 7Tt2 1
—0o0
U

t—o0

NIES
AN

s va ——  + —arctgt
(t2 + 1)2 de integrare, daci (C) 4 (t2 + 1) 2 & ) t——o00

SA
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! < : VieR
<t2 -+ 1)2 — 2 + 1’ Criteriul comparatiei +oo 1
/ aqlt=7—1(C) —oo (t2+1)
—o0

eSe calculeaza transformata+F0urier prin cos
o0
G.:R—-R, G, (w) = /oo @11 cos (wt) dt,
folosind transformata Fourier si e=7%! = cos (wt) — jsin (wt), deci:
G:R—C,G(w)=G:(w) —jGs (w).
/+OO 1 —jwt g, teste variabila
———e It = ?

)2

Se calculeazi, pentru w < 0,G (w) =

— oo (t2 + 1)2 de integrare
Aici P(t) =1Q (t) = (£ + 1)2 ;grad@Q > grad P+ 1,Q () # 0,Vt € R.
1 .
Fie z) = ——e IwWE,
/() (22 + 1)2

(22 + 1)2 = 0= z = +] sunt poli de ordin 2 pentru f, cu Im (+j) > 0.

Atunci G (w) =7 1 2mjrez f (j) 0+j e pol de ordin 2

conform 2°
=27rj——— lim <(z—j) _ . erz> =
(2—1)!2—>0+J (Z—J)2 (Z +J)2
1 . & —Jjwz  (_j N2 _ —Jjwz .9 :
— 27 lim << .26sz> ):%j i € ( Jw)(Z+J).4€ (z+iJ) _
z—0+j (z —|—J) 2—04+j (Z—i—J)
—jwz (_j ) —Jwi(miw(G+i) =2 W (2w — 2
— 27 lim © ( J“’?Z;J) ):27”-6 ( 'Jw.(é—i-J) ):%jw:
o (z+J) (+1) 2j-(—4)
w
(~w+1
2 » 1
Conform Observatiei 9.1.5 ulterioare, pentru w > 0, G (w) Obs'zg'}'5 G (—w) = W +0j.
Dara
~ +oo 1 1 gt
In plus, G (0 :/ ——dt = 5.
’ ) oo (124 1) 2
@ (— 1 w 1
me (Wt D) L gi w<o 7r6<2w+> w<0
Deci G (w) = 3T+ 0], w=0 = G.(w)=Re(G(w)) = 3, w=
v 1 —w 1
WMJ‘, w >0 7T62(“+) w0

Se observa ca semnalul g este real si par (grafic simetric fatd de axa verticald) si spectrul G este
real si par
Teorema 9.1.2 (de liniaritate). Operatorul Fourier este liniar, adici Vg,h € L' (R),Va,8 € C
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are loc

| F{ag(t) + Bh (1)} (w) = oF {g (1)} (w) + BF {h (1)} (w) ,Yw € R
Teorema 9.1.3 (spectrul semnalului conjugat). Daci g € L' (R) cu G (w) = F{g(#)} (w),
atunci
F{g()} (w) =G (-w),Vw eR
(spectrul conjugatului este simetricul conjugatului spectrului)
Demonstratie. Vw € R,

+oo

Fla®e) = [ g@eia= [ g =G(-w).
Teorema 9.1.4 (spectrul semnalului simetric, reflectarea in timp). Daci g € L' (R) cu
G(w)=F{g ()} (w), atunci

Flg(-t)} (w) = G(-w),Yw € R
(spectrul simetricului este simetricul spectrului)
Demonstratie. Vw € R,

+00 +oo +oo
Flo(—)} @) = / g (—t) e ietds =" / g (s) 9ds = / g (s) tdt = G (~w).

[e.9] o o0
Observatia 9.1.5. a) Din Teorema de liniaritate si Teoremele 9.1.3 gi 9.1.4 se observa ca:

Daci g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G este real si par.
Intr-adevar, g(t) =g (t) = g(~t) = G (~w) = G (W) = G (~w).
Daci g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si impar, atunci spectrul G este pur imaginar si impar.

+o0

Intr-adevir, g(t) = g (t) = —g (~t) = G (~w) = G (w) = -G (—w).

b) Daci g : R—>RgeL( ), atunci
+o0o +00
Gc(w):/_ g () cos (w )dteRgiGs(w):/_ g (£)sin (wt) dt € R

definesc G (w) = G, (w) — jGs (W) = G (~w) = G (w) +jGs (W) = G (w),
deci frecventele negative dau o informatie redundanta si de aceea sunt fizic ignorate.
c) Daci g: R — R, g € L' (R), atunci partea reald si modulul spectrului sunt functii pare,
iar partea imaginara si faza spectrului sunt functii impare.
Intr-adevir, fie g: R — R, g € L' (R), cu
G(w) =Re(G(w))+jlm (G (w)) sau
G(w)=AWw) %@ unde A (w) = |G (W)], ® (w) = arg G (w).
Atuncig(t) =g (t) = G (—w) = G (w) &

Re (G () ~ T (6 () = Re (G (w) + i (6 () <= {

) e
—Im (G (—w)) =1

m
. - el - A(-w) = A(w)
—w) - el ®(—w) = j®(w) —w) e 10w — Jj®(w)
o A(—w)-e A(w)e S A(-w)-e Aw)e @{_q)( —w) = (w)
Teorema 9.1.5 (a asemanarii, comportarea la omotetie, scalarea variabilei timp). Fie

g€ L'(R) cu G (w) =F{g ()} (w). Atunci, Voo € R, > 0.
Flotet @ - 26 (2) (= Lo (%)) e

Demonstratie. Vw € R, o > 0,

F{g(at)} (w) = /+Oog (at) e jwt gy 41=2 /:)Og(s)e ia 51ds G <§> .

—00
Observatia 9.1.6. Rezolvarea Exercitiului 1,d) se putea face folosind Teorema 2 si rezultatul de

la1,c):
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Flo) @) 2 50

1 w 1—-j¥% 3—jw
Floa®} @) = Flg (3D} @) = =G (5) = 5= .
(00 0} ) = F oG} ) = 16 (5) = 5 ~ 7 rae
Exemplul 9.1.3. Utilizand Teorema de scalare a timpului, si se determine transformata Fourier
pentru g, (2t) si g- (%t) , unde g, este semnalul rectangular
) 1, daca |t| < T
g7 : R =R, gr () = { 0, dacd [t| > T,
Rezolvare. De precizat ca

gﬂRHR%@w—{

, T > 0 este dat.

1, daca |2t| <7

0, dacd |2t| > T 95 ().
1, daci |3t| <7
N l = ’ 2 - =
g :R—R, g, (3) { 0, daci |3t|>7 gar (t).

S-a ardtat, in Exemplul 9.1.1 ¢& F {g, (t)} (w) = QSm (WT)'

Atunci, conform Teoremei de scalare a timpului,

1 sin (ﬂ) sin (E)
2

F{g- (2t)} (w) = 52 w2 = 2 (comprimarea in timp=-expandare in frecventa) si
ud w
2
in (2 in (2
Flg-(3t)} (w)=2- QSmé wr) = QSm( wr) (expandare in timp=-comprimare in frecventa).
w w
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Teorema 9.1.6 (a intarzierii-deplasirii in timp, comportarea la translatie). Fie g € L! (R)
cu G(w)=F{g(t)} (w). Atunci, Vtg € R, ¢y > 0,

Flg(t—to)} (w) =e 10G (w).
(intarzierea-deplasarea in timp a unui semnal cu ¢y =multiplicarea spectrului cu e*jtow)
Demonstratie. Vw € R,Viy € R, tg > 0,

+oo +0o0
Flg(t—to)} (w) = / gt — t) e Ietds = / g (s) e 196+ ds = =310 ().

o0 —0o0
Teorema 9.1.7. (a intarzierii-deplasarii in frecventd, comportarea la modulatie). Fie

g€ L'(R) cuG(w)=F{g(t)}(w). Atunci, Ywg € R,wg > 0,
F {ejwotg (t)} (w) =G (w—wo).
(modulare in timp-multiplicare a unui semnal cu o armonicd e/ “o! =intarziere cu wog- deplasare in

frecventa)
Demonstratie. Yw € R, Vwg € R,wg > 0,
“+o0o

F {ejwotg (t)} () = /+°06jwotg (t) e iwt gy — / g(t) e~ dw—woltgt — 3 (w—wo) .

—0o0 —0o0

Exemplul 9.1.4. Si se determine transformata Fourier pentru:
g:R—>R, g (t) =gz (t—%) -9z (t—i—%),unde
R—R g, (t) = L, dacd [t <7 T > 0 este semnalul rectangular
Ir I 0, dacd [t|>T, ’ guar:
Rezolvare. Se observa ci:
0, dacdte]|—oo,—7]
—1, dacate[—7,0[
g:R—>Rg(t) = 0, dacit=0 —functie impar4.
1, dacdte]o,7]
0, dacidte]r,+oof

eSe observa ci g € L' (R), din teoremele anterioare.

eSe calculeazé, pe baza teoremelor anterioare
G@)= 2 (sin () (1F ~&F) = 2 (sin () (-20) (sin () =) — (sin (59))”

Deci G: R — C,G (w) = j — (cos (wr) — 1)- functie pur imaginara si Im G este impara.
w

Se scrie si cd F{g ()} (w) =] % (cos (wr) —1).

Mai mult, pentru aceasta transformata, care are cu valori pur imaginare, se poate reprezenta

—ImG (w) = G (w)
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Deoarece semnalul g este un semnal real i impar (grafic simetric fata de origine), atunci spectrul
G este pur imaginar gi impar gi —Im G (w) = G5 (w) .

Teorema 9.1.8 (continuitatea operatorului Fourier). Daci g, — gin L' (R), adici ||g,, — gHLl(R) —
0 atunci
lim G, (w) =G (w),Vw € R.
n—oo

Teorema 9.1.9 (spectrul semnalului derivat). Fie n € Ngi g € C" (R) a.i.
g® e L' (R) cu | llim g® (t) =0,Y0 < k < n.
t|—o0

Atunci | F {g® (1)} () = ) F{g ()} (w) ,Yw e R,VO < k <

(derivarea de k ori in domeniul "timp"=multiplicare cu (jw)* in domeniul "frecvents").
In particular
(F g (0} (@) —jw- F{g (O} @) Ve € R 5i [F{g" (0} @) = —? - F {g ()} () Vo € R
Teorema 9.1.10 (derivarea spectrului unui semnal). Fie g € L! (R) a.i.
tkg € L' (R),V0 < k < n.
Atunci G € C" (R; C) si

d” .

g} ) = F {0 g (O} @) Vw e R
(derivarea de k ori a spectrului, in domeniul "frecventa"=-multiplicare cu (— jt)k in domeniul
"timp").

d

ol w) =F{=jt-g)} (w)=—j-F{t-g(t)} (w),Vw € R|si

2
L F G @) =F{-j? g0} @) = ~F {290} ) Vo € R
Exemplul 9.1.4. Utilizand Teorema 9.1.9, si se determine F {—jt - e‘“'t‘} (w), unde a > 0.
Rezolvare. A se vedea Seminar.
Observatia 9.1.7. Rezolvarea Exemplului 2,b) se putea face folosind Teoremele de liniaritate si
de derivare. A se vedea Seminar.
Teorema 9.1.11. (spectrul semnalului integrat). Fie g € L! (R) a.i. g sa fie continud. Atunci

([ swa)bw=TUDY o g

oo jw
Teorema 9.1.12 (integrarea spectrului unui semnal). ...

Definitia 9.1.4. Fie g, h € L' (R) . Se numeste produs de convolutie a functiilor din L' (R) g si h,
functia g« h: R — R (sau g * h : R — C), definita prin
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“+o00

+o0
(g*h)(t):/ g(T)h(t—T)dT:/ h(t)g(t—7)dr.

— 00 — 00

De mentionat ca, daca g, h sunt originale Laplace, atunci

t t
@en@=n0([s@nt-nar) =ne ([ ne96-nar).
unde 7 este functia Heaviside.
Teorema 9.1.13 (spectrul produsului de convolutie a doud semnale). Fie g,h € L' (R) cu
transformatele Fourier G (w) = F {g (t)} (w), respectiv H (w) = F {h (t)} (w). Atunci gxh € L' (R)
si
[ Flg#h}(w) =G (w) H(w) YweR.|
(convolutia in timp = produs in frecventd).
Demonstratie. Vw € R,

Floriy@ = [ aem@erta= [ [Tomne-nar)esea

—00 —00 — 00

_ / :O ( / ;OOh(t —7) eiwtdt) g(r)dr = / :O ( / :oh (s) eiw<s+7>ds> g(r)dr =

+OO . +m .
([ Tameirar) ([ Theiods) = @) F ) @),
Observatia 9_of8 Produsul de COI;\Ofoolugie are proprietati de regularizare.

1, dacid |t| <1

0, dacd [t| >1

Fie semnalul rectangular cu 7 =1, g : R - R, g (t) = {

Produsul de convolutie a semnalului rectangular cu el insusi este unul triunghiular
0 daci t € |—00, 2]

+o0 2+4+t, dacate[-2,0]
(g*g)(t>—/ g(Mglt—mjdr=9q 5 daci t €10,2]

0 dacd t € ]2, +o0]

—00

Se poate scrie chiar ca (g% * gg) t)y=r1 (1 - %‘) gz (1), Vvt €R.

Se observa ca g din exemplul anterior este discontinud, iar g * g este continua. Mai mult, se
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poate ardta cd g* (g*g) este restrictia unui polinom de grad 2, c& g* (g * ... * g) este restrictia unui
N——

n—1 ori
polinom de grad n — 1, iar la limita, pentru n — oo, se obtine o functie cu un grafic reprezentabil

de tip clopotul lui Gauss.
Transormatele Fourier pentru cele doua semnale reprezentate vor fi

2 2\’
Flo®} @) = 2sinw = 7 {(g59) (0} () = (2sine)
Mai mult, pentru aceste transformate, se pot reprezenta:

Observatia 9.1.9. Operatia de convolutie nu are element neutru in clasa L! (R) (va avea in clasa
distributiilor, la MS).
Exemplul 9.1.5. Utilizand Teorema 9.1.11, s se determine F {g * h} (w), unde

0, dacdat<0 _
g:RﬁR,g(t):{e_t daci £~ 0 sih:R—R A =et.

Rezolvare. La Exemplul 9.1.2 s-a aritat ci g, h € L' (R) si

Flo®}@) = 6w = A5 F (0} @) = 1 (@) = F{e P @) = Va-e T,

Atunci, conform Teoremei 9.1.11, se obtine:

1—jw —w?
f{g*h}(w):G(w)-H(w):12+w2-ﬁ-e i, VweR.

Comentariu. Determinarea transformatei precedente se putea face gi direct, cu definitia, dar greoi.
Definitia 9.1.5. Fie g € L' (R). Daci g are valori reale, se numeste autocorelatia functiei g functia
+oo

A:RHC,A(t):/ g(r)g(t+7)dr.

—00

Teorema 9.1.14. Fie g € L' (R). Daci g are valori reale,
FAM} (@) =F{g(®)} (@), Vw e R.
Demonstratie. Vw € R,

o0 —0o0 —00
o0

[ Esesnersa)sin e [ ([ s}
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([ Tomerran) ([ ot ernas) = FG@I@IF 00} ) = 17 0 0} ()

—00 —00
Teorema 9.1.15 (inversarea transformatei Fourier). Fie g € L' (R) a.i. G € L' (R). Atunci

are loc formula de inversare a transformatei Fourier:
1 [t

g(t)y=F"1 {G(w)}(t):% G (w)-e™dw,Vt € R

Comentariu. Daca F {g (t)} (w) = F {h(t)} (w), atunci

g(t)="h(t),apt teR.
Egalitatea "aproape peste tot" inseamna cd are loc cu exceptia unei multimi de masurd Lebesgue
nula.

—00

Observatia 9.1.10. Dacd in formula de inversare se face schimbarea de variabild w = —n, atunci
integrala devine
+Oo . +OO .
G (w) e¥dw = G (—n) - 1 =0dp,

—0o0 —00
sau, renotdnd 7 cu w,

FHG @) (1) = 5-F{G (~w)} (1) &[2mg () = F (G (~)} (1)

In concluzie, determinarea transformatei Fourier inverse revine tot determinarea unei transformate
Fourier directe.
Observatia 9.1.11. Se poate arata cé, daca g este para, atunci

2 [T
g(t)=— G, (w) - cos (tw) dw, Vt € R.
TJo
Se poate ardta ca, daca g este impara, atunci
2 [T
g(t)=— Gs (w) - sin (tw) dw, Vt € R.
TJo

Comentariu. a) Are loc o teorema ce oferd spectrul produsului a doua semnale. Fie g,h €
L' (R) cu transformatele Fourier G (w) = F {g (t)} (w), respectiv H (w) = F{h(t)} (w) in L' (R).
Atunci G * H € L' (R) si

Flg-h}(w) = %(a*m (). Vw € R.

b) Are loc formula lui Parseval. Fie g care verificd anumite ipoteze. Atunci:
+o0o +o00o
2 2
[ lsra=4 [ 6w
—00 —00

De mentionat o teorema de la calculul de integrale reale cu reziduuri, de la Matematici Speciale,
rescrisa:

OT 1'. (la MS) Fie 7 = / QEw;eJt“dw, a=1t>0, unde
oo @ (w
P,QeRw],grad@ > grad P+ 1,Q (w) # 0,Vw € R. Atunci:

P .
T =27j Zrezf (2r), unde f(z) = <Z)eJ tz iar z sunt acei poli cu Im 25, > 0.
2 o)
Exemplul 9.1.6. Sa se rezolve ecuatia integrala

+o00o
(*)/ f(w) et dy = e*‘l't',t € R, unde a > 0 este dat.

— 0o
Rezolvare. A se vedea Seminar
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1
(1+w?)?®
Sa se determine, dacd existd, g : R — R corespunzétoare, ca inverssd prin transformata Fourier.
Rezolvare. A se vedea Seminar.
OExemplul 9.1.8. (Ia MS) Si se rezolve ecuatia integrald

OExemplul 9.1.7. (la MS) Fie G: R — C,G (w) =

+o0 . jw
/ gt)e ¥t = ———,weR.
—00 (1 + wz) )
Rezolvare. Se noteaza G: R — C,G (w) = J7w2 Se reprezinta —Im G.
(1+w?)

eSe observi ca G € L' (R), deoarece

j£|c¥<w>|daz=:](i:°'(14¥zﬂ)2 o

=1 < +o0.

eSe observa, conform Teoremei de liniaritate si Teoremei de inversare,

1 +OO . . .
g:]R—>(C,g(t):/ LQethdw:iI.
21 ) oo (1 + w?) 27

w—+00

di -
T+ T T 2142

w este Eriabilé 2/+oow —9 1 1
o

de integrare w=0

! .] . .y 0+j e pol de ordin 2
o jren f(j) " © L
27 conform 2

j 1 9 z ” (2_1)z
—Jdori =~ iy jtz _
27 (2 2 1)1 s02g <(Z J) GC—)2(+)2" )

Se calculeaza, pentru t > 0,¢ (t) = ;—I a
i

) Zejtz Iz (ejtz+zejtz_jt) (Z—I—j)2—Z€jtZ‘2(Z+j)
=—lm (|—F% =— lim 7 =
=05 \\ (= +]) =04 (1))
o A (A4 () —22) @Y (L4ii8) (+i) = 23)
=04 (z+J)° (3+9)°
(=) 2j et
L LS P L
2j-(—4) 4
. t . —t
Conform Observatiei 9.1.5, pentru ¢t < 0, g (t) Observatia 9:1.5 —g(—t) = +w
G impard si pur imaginara 4

. j [ w
In plus, g(O) = 27[_/00 md&) =0.

t
(—t

+6fl), t<0

Deci g (t) = 0, t=0
e t-t

t>0
4’>
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OExemplul 9.1.8. (Ia MS) Si se rezolve ecuatia integrald

g (t)e ivtdt = d

+0o0
9. T+ )
+o0o
Caz particular: (*)/ g (t) e Ivtdt =

oo
Rezolvare. A se vedea Seminar.

,w € R, unde a > 0 si b > 0 sunt date.
w? + b2)

y
JW2+1) W+

1y’ y € R-tema.



