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CURS NR. 2
EDCO, AIA

1. ECUATII DIFERENTIALE REZOLVABILE PRIN CUADRATURI

Se prezinta cateva tipuri de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul 1, a céror solutie generals
poate fi determinata prin intermediul unui numar finit de operatii de integrare (cuadrare), precizate
sub forma unui algoritm de rezolvare. Despre istoric si despre aplicatiile acestora s-a mentionat in
cursul anterior.

1.2. Ecuatii diferentiale cu variabile separabile

Forma generala a unei ecuatii diferentiale cu variabile separabile:

@' (t) = () g (x (t)) | sau (1)
Y e, )

unde f:ICR — R, g:J CR — R sunt doud functii continue cu g(z) # 0, Vz € J.

Rezolvare. Pentrut € I, C I, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
x = x (t) functie necunoscuts de clasi C', solutie pentru ecuatiile (1) sau (1).

mod detaliat. Utilizdnd ipotezele,

a'(t) a(t)
(1) = EI0) _f(t),Vte]Ix:>/g(x(t))dt_/f(t)dt,we]lw:>

z(t)=G ([ f(t)dt+c),Vt €T, cel. CR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiilor (1) sau (1’) sub forma explicitd. Domeniul
de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit
domeniu de definitie gi 0 anumité lege de asociere).
mod prescurtat. Subintelegdnd argumentele,

N L
(1) = g(m)_f(t)dt,we]lx vas;‘/g(x)d /f(t)dt,\ftellxzx

z(t)=G ([ f{t)dt+c) Vi€, cel. CR.
Comentariu. a) Functia solutie z : I, C I — R ia valori in J. Domeniul de definitie este, de fapt,
un interval cu interior nevid inclus in L.

e . U o . VIR <
b) G este definita prin G(u) = ﬁ Deoarce g nu se anuleaza pe J gi este continud, pastreaza
g (u

semn constant pe J. Se poate presupune cd g (z) > 0,Vz € J, schimband eventual semnul functiei
f- Atunci G este bine definité si strict crescétoare pe J, deci inversabild. De aici rezultatul.

c¢) Rezolvarea se poate face integrand Riemann, pe un interval [to,t], cu tp € I, C L

d) Solutia nu este unicd. Oricare doud solutii diferd printr-o constanta.

Exemplul 5. Sa se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale cu variabile
separabile:

a) tr' (t) =23 (t) +x (t),t € L.

Rezolvare. a) Fie (x)tz’ (t) = 23 (t) + 2 (t) ,t € L.

Pentru ¢ € I, C I, variabild independentad din domeniul de definitie a solutiei, se cautd = = x (t)
functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia ().

eSe observa ca
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z:R — R,z (t) = 0 este solutie singulard pentru ecuatia (x).
eSe cauta si alte solutii decat cea singulara.

m=1,Vt€Ex al. (t#0siz(t)#0) f(-)dt:>

xl(t) _ 1 a.l T
/()dt_/tdt,VtE]LT i (t£0,2 () #0) =

o (t) x(t)a(t) 1 )
/(m(t) - x2(t)+1>dt_/tdt’weﬂw ai (t#0,x(t) #0) =

mod detaliat. (%) =

In |z ()] %ln}mz(t)qu’:1n|t|+lnk‘,Vt€Hxa.i. (t#0,z(t) #0)sik>0=
‘x2(t)‘ 2 2
L I, a.i. , i
2@+ 1] EJt)" ,Vtel, al. (t#0,2(t) #0)sik>0=
2
(+%) % =2Vt €1, ad (t#0,a(t) #0)siceRy,

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicitd. Solutia generald a
ecuatiei (x) este datd, sub forma explicita, pentru fiecare ¢ € RY, de urmatoarele doud familii de
functii

ct? ct?
r:IL =R z(t) = \lil_CtQ;x:H?:_)R’x(t):_ T— o2

unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta c. Pentru fiecare ¢ € R* ,

t2 ct?
le]IQC ]R-Ci> . e ‘
x x_{te . 2_0,t75()§11_ct27£0}
dx 1 . )
mod prescurtat. (x) = mz;dt,weﬂz ad. (t#0siz(t)#0) vasé
1 1 X
/ ER d —/1dtVt€I[ i (t#£0,z(t) #0) =
z 2241 L= ;b z a.l. , T
Injz| — $In|2? + 1| =In[t| + Ink,Vt €I, ad. (¢t #0,2(t) #0)sik > 0=
|‘/E’2 2 2 R .
zyq P Ve al (E£0,2() £0)sik>0=
2

=ct?,Vt €, ad. (t#£0,z(t) #0)sice Ry

() P

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicita.

1.3. Ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii cu variabile separabile; ecuatii
diferentiale omogene si reductibile la ecuatii diferentiale omogene

1.3.1. Forma generala:
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@' (t) = f (at + bz (t) + ¢) | sau (2)
f; = f(at+ bz +c) (2')

unde f: I C R — R este functie continud, a,b,c € R, cu a + bf(z) # 0, Vz € L.
Rezolvare. Pentru t € [, C [, variabila independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
x (t) =?, o functie necunoscuti de clasi C!, solutie pentru ecuatiile (2) sau (2'). Se face schimbarea
de functie necunoscuta

{ y(t)=at+bx(t)+e, Vel 4 () 3)

y' (t) =a+bz (t).

Se inlocuieste z si 2’ din (3) in (2) sau (2'), se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta
y (t), se rezolva gi se revine la substitutie. Domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta
¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de
asociere).

Exemplul 6. Facand o schimbare de functie convenabild, sd se rezolve urmatoarele ecuatii difer-
entiale ordinare
a) 2/ (t)=cos(t—=x(t)—1),tel
Rezolvare. a) Se determind solutia generald a ecuatiei
(x)2’ (t) =cos(t —x(t)—1),t el
Pentru ¢ € I, C D, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta x (t) =7,
functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia ().
Se face schimbarea de functie necunoscuta
{ y(t)=t—a(t)—LV¥teL|4()
y(t)=1—2'(¢).
Se inlocuieste x si 2’ in (%), se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta y (¢):
1—y'(t) =cosy(t),Vt el =
eSe observi ca, pentru fiecare [ € Z,
y:R— R, y(t) =2nl,
este solutie pentru ecuatia cu variabile separabile in necunoscuta y (t), numitd solutie singulara.
Corespunziétor, pentru fiecare [ € Z,
z:R—-Rz(t)=t—2nl—1,
este solutie singulard pentru ecuatia (x).
eSe cautd gi alte solutii decat cele singulare.

vy ) |
l—cosy(()t)_l’weﬂy al y(t) ¢ {2nl;l e Z}| [ (-)dt =
vt - a.i xl:
/wsy@)dt—/d@\ﬁeﬂy iy (t) ¢ {2l € 2} =
/QSiynit;(;)dt:/dt’WEHy at y(t) ¢ {2nll € 2} =
y (@)

—cth =t+ecVtel,al y(t) ¢ {2nl;l € Z} siceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta y (¢) sub
forma implicitd. Se revine la substitutie si se obtine

(%) —ctgm =t+eVtel,al x(t)¢{t—2nl—1;l€Z} siceR.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (%), in necunoscuta z (t), sub forma implicita.
Solutia generald a ecuatiei (*) este datd, sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R, de
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x:l, > Rz(t)=t—1—2arcctg (—t —c),Vt € I,
unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta c. Pentru fiecare ¢ € R,
I, C{teRjt—1—2arcctg(—t —c) ¢ {t—2nl —1;l € Z}}.

t

LT

1.3.2. Ecuatii diferentiale omogene
Forma generala:

o) = f <°”” (t>> s (4)

.
w1 (5) )

unde f: I C R — R este functie continud cu f(z) # z, Vz € L.
Rezolvare. Pentru t € [, C [, variabila independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
x (t) =7, = functie necunoscuti de clasi C!, solutie pentru ecuatiile (4) sau (4'). Se face schimbarea

de functie necunoscuta u (t) = @, adica

{ (t) = tu(t),Vt € L] 4 () (5)

' (t) = 1u () + tu' (¢) .
Se inlocuieste x si 2’ din (5) in (4) sau (4'), se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta
u (t), se rezolva si se revine la substitutie. Domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta
¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de
asociere).

Exemplul 7. S& se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale omogene
a) b’ (1) = (t) —te™ ¢ € T.
Rezolvare. a) Se determind solutia generald a ecuatiei

(#)ta' (1) = 2 (1) — te" "t € L.
Pentru ¢ € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (t) =7, =
functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia ().

(¥) = 2/ (t) = ""”ff) P Vel ad t £0.
Este o ecuatie diferentiald omogend cu f (z) = z — e*. Se face schimbarea de functie necunoscuta
u(t) = th), adica
{ z(t) =tu(t),vt € L] & ()
() =wu(t) +tu (t).
Se inlocuieste x si 2’ gi se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta u (),
w(t) +tu' () =u(t) —e*® Yt e, ai t #0=

e~ ety (1) = _Tl,w €l,al t#0 ‘f (-)dt =
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e~ (t) dt = / _Tldt =

—e ") = _In|t|+¢c,Vt €T, ad t #0siceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta u (t) sub
form& implicitd. Se revine la substitutie si se obtine

(k) e —Inlt| +e,Vtel, ai t#0siceR.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicitd. Solutia generald a
ecuatiei (x) este datd, sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R, de

z: 1, >Rz (t)=—tln(ln|t| —c),Vt € L,
unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta c. Pentru fiecare ¢ € R,

I, C{teR;ln|t|—c>0,t#0}.

1.3.3. Ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii diferentiale omogene sau direct la
ecuatii cu variabile separabile
Forma generala:
art 4+ bix () + c1>
' (t) = sau 6
®) f<a2t+ng(t)+02 (6)
dr ait +bix+ 1
aot +box +c3 )’

!/
i (6")
unde f : I C R — R este functie, a;, b, c; € R, a? + b7 +c2 #0, i € {1,2}.
Rezolvare. Pentru ¢t € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se
cautd x (t) =?, x functie necunoscuta de clasa C!, solutie pentru ecuatiile (6) sau (6'). Se ataseazi
ecuatiilor (6) sau (6') sistemul algebric
{ a1t + bix 4+ c1 =0 -ecuatia unei drepte in tOx
ast 4+ box 4+ co = 0 -ecuatia unei drepte in tOzx
Se disting urmatoarele cazuri:
Cazul 0. Daca sistemul (7) are (c1,c2) = (0,0) si este compatibil unic determinat cu solutia
(to, o) = (0,0) (drepte ce se intersecteaza in O) atunci ecuatia (6) devine, pt ¢t # 0,

z(t)
w’(t)=f<a1+b1 ! )

as + bz@
adicd o ecuatie omogena (4).
Cazul 1. Daca sistemul (7) are (c1,c2) # (0,0) si este compatibil unic determinat cu solutia
(to,z0) # (0,0) (drepte ce se intersecteaza in My # O) atunci se face substitutia
s =t — tg-schimbare de variabild
Yy = & — xop-schimbare de functie necunoscuta
si ecuatia (6) devine, pt s # 0,

’ o a1+b1 y(j)
y(s)=f <a2+bzy(j)

(7)

(8)
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adica o ecuatie omogend (4). Se rezolva si se revine la substitutie.
Cazul 2. Daca sistemul (7) este compatibil nedeterminat (drepte confundate), atunci exista A # 0
astfel incat (a1,b1,c1) = A (ag,ba, c2) si ecuatia (6) sau (6') se reduce la
' (t) = f(N),Vt € I, cu agt + bax + co # 0.
adicd o ecuatie cu variabile separabile (1).
Cazul 3. Daca sistemul (7) este un sistem incompatibil (drepte paralele) atunci exista A # 0 astfel
incat (aq,b1) = A (ag,b2) si (a1, b, 61) # A (ag, by, c2). Se face schimbarea de functie necunoscuta
ut) =arit+biz(t), vt e L] 4 () u(t) = agt + bow (t), ¥t € I & ()
{u’()—a1+b1x() Sau{u’(t):a2+b2m’(t).
Se inlocuieste x gi #’ in (6) sau (6), se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta wu (t),
se rezolva si se revine la substitutie.
Domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).

Exemplul 8. Si se determine solutiile generale ale urméatoarelor ecuatii diferentiale

dx —2t +4x(t) —6 z(t)+3t—2

— (t) = ,tel;b) 2 (t) = el
A w5 —3 )7 )= G T st — 12

d—x——3t+3m_1teﬂ

d  t+x—1" '

Rezolvare. A se vedea Seminar.
1.4. Ecuatii diferentiale cu diferentiala exacta si reductibile la ecuatii cu diferentiala

exacta

1.4.1. Ecuatii cu diferentiala exacta
Forma generala a unei ecuatii cu diferentiala exacta:

v Plr)]
"= "G E ) -
P(t,z)dt+Q (t,z)dz =0, (11)

w(t,z)

unde P,Q : D C R?— R sunt doud functii de clasa C! pe D astfel incat si existe o functie F': D C
R?— R, de clasa C% pe D, cu w = dF, adici
OF
(12.1) — (t,z) = P (t,z),V(t,x) € D,

(12.2) B (t,z) =Q(t,x),Y(t,z) € D.
x
(ecuatia diferentiald (11') este cu diferentiald exactd dacd forma diferentiala
w(t,x) =P (t,x)dt + Q (t,x) dr este exacta)
Rezolvare. Se cautd x (t) =? (de clasi C!), sau t (z) =?, sau o relatie de dependenta algebrico-

functionald intre ¢ si = (fird operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru ecuatiile (11) sau
(11'). Inlocuind (12.1) si (12.2) in (11’), se obtine

01: (t,x)dt + 3F (t,x)dx =0,V (t,x) € D= dF (t,x) =0,V (t,z) € D =
|F(tx)=cV¥(tx)eDcel. CR| (13)

Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiilor (11) sau (11’) sub forma implicitd. Domeniul
de definitie a solutiei, ), depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit
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domeniu de definitie i o anumita lege de dependenta intre ¢ si x). Local, s-ar putea explicita
x : I— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si 0 anumita lege de asociere).
Teorema: In ipotezele anterioare, dacd ) este domeniu simplu conex gi w este forma inchisé, adica
oP 0Q
%(75,17) = E(ta CL‘),V(t,ZL’) € D. (14)
atunci w este forméd exacta si ecuatia diferentiald (11') este cu diferentiald exactd pe D.
Justificare: , ) ) )

oP 2 (12.1) §2F arty O2F 2 in (12.2) 9

S () Y S (g S ) Y R (.

oz otox Oxdt ot

Exemplul 9. Sa se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale cu diferentiala

exacta 0 3 (1)
2tz (t) — 22 (¢
/
t)=—
a) = (1) 12— 6ta2 (1)
b) (sinz + (1 —x)cost)dt + ((1 4+ t) cosx — sint) dx = 0,t € I

t 11 z (t) 1 t _
c) ( R +o+ x(t)> dt + < EEID s $2(t)> da (t) =0,t €1;
d) 8tz (t) — 522 (t) + 2t (2t — 5z (t)) 2’ (t) = 0,t € T;
e) 3t (t+ 222 (t)) dt + 2z (t) (3t2 + 222 (t)) dw (t) = 0, € [;
f) (tcosx —xsinz)dx +sinzdt = 0,t € I; g) (t +sinz)dt + (tcosx + sinx)dr = 0,t € I;
h) (t+e'sinz) dt + (e’ cosz +sinz) de =0,t € I; i) (t* +sinz) dt + (1 +tcosz)dz =0,t € [;
J) (et —i—x—f—sin:c) dt + (e +t +tcosx)dr = 0,t € I[; k) xeldt + (:c—&—et) dr =0,t €l;
9 N s 492 9 B ) dr 23 + 2
1) (St T—T )ZL‘ —t* 4 3tz* —2=0,t € I; m) i vor prpe
Rezolvare. a) Se determiné3 solutia generala a ecuatiei
, 2tx (t) — 2z° (t)
()2 () =~ G
Pentru ¢ € I, C I, variabild independentid din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (t) =7,
x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x). De fapt, se cautd z (t) =7, sau t (z) =7, sau o
relatie de dependenta algebrica intre ¢ gi - (fird operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru
ecuatia (k).
Folosind Conventiile, se observa ca (x) =
() (2tx — 223) dt + (t* — 6tz®) do = 0,V (t,z) € D ai. t* — 6ta? # 0.
Se noteaza cu D un domeniu simplu conex, I) C {(t, r) € R%: 2 — 6taz? # 0} si
{ P:D—R,P(tz)=2tr — 223

,tel;

tel;

,tell

Q:D—R,Q(tz)=1%— 6tz
Etapa 1: Se studiazi dacd ecuatia () este cu diferentiald exactd. P si @ sunt de clasd C* pe D si
se verifica (14).

oP

— (t,x) =2t — 622,V (t,z) € D

B (t,x) = 2t — 622,V (t,z) € D.

oP 0Q
Atunci — (t,x) — —
o 47~ gy | )
este ales domeniu simplu conex=- ecuatia (*) este cu diferentiala exacta.
Etapa 2: Se determina acea functie (existd conform Etapei 1) F : D C R2— R, de clasa C? pe D,

(t,z) =0,V (t,z) € D = ecuatia () poate fi cu diferentiald exactd. Cum D
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din a cdrei diferentiald sa provina ecuatia, adica

F
(12.1) or (t,x) = 2tx — 223,V (t,z) € D,

(12.2) 52 (t,x) = t2 — 6tx?,V (t,x) € D.

Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta F (¢, ). Se rezolva.

modul 12.1. (12.1)| [ (1) dt =
%—f(t,x)dt = / (2tx — 22°) dt + ¢ (z) ,V (t,z) € D =

(o1) F (t,x) beslevar 42 _ 23t 4 (x),¥Y(t,z) € D,

de integrare
unde ¢ (x) este o functie necunoscutd, constantd in raport cu variabila de integrare ¢. Se determinad

¢ folosind si (12.2) din sistem. Se deriveaza ultima relatie in raport cu x =
x este var. ;o 2 dSO
- = t* — 6zt + — V(t € D.
ox ( ,.’L‘) de derivare T dx (33), ( ,JZ)
Se inlocuieste (12.2) =

dp

t2—6t:p2:t2—6x2t+%(x),V(t,x) €eD=
d
ﬁ(m):o:ga(m):cl,cl eR.

Se inlocuieste in expresia lui F, (o1) =
F(t,z) =t =223t + 1,V (t,x) € Dsi ¢ € R
modul 12.2. (12.2)| [ () dz =

or T este var. 2 2
/81' (t,z)dx e intgrare (> —6ta?) dz + ¢ (t),V (t,z) € D=

(09) F (t,x) = t2x — 2tz® + 4 (t),V (¢t,7) € D,
unde 9 (t) este o functie necunoscuté, constantd in raport cu variabila de integrare x. Se determinad
1 folosind si (12.1) din sistem. Se deriveazad ultima relatie in raport cu t =

t este var. dw

— (t,x = 2x — 23 + —= (t),V (t,z) € D.

ot ( )de derivare + dt ( ) ( )
Se inlocuieste (12.1) =

d

2tx — 22° = 2tx — 223 + di: (t),V(t,z) e D=

d

dif(t) — 0= (t) = csyen € R.
Se inlocuieste in expresia lui F, (og) =

F(t,z) =t*z — 2tz + c,V(t,z) € Dsico €R
Etapa 3: Cu F' determinata la Etapa 2, solutia generald a ecuatiei () este data sub forma implicita
de

F(t,a:) =c3,c3 € R,
adica, notdnd ¢ = c3 — ¢ sau ¢ = c3 — c3, de

(+x) wt? — 223t = ¢,V (t,x) € Dsi c € R.
Local, s-ar putea explicita x : I, — R,unde domeniul de definitie a solutiei, I., depinde de constanta
¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de
asociere).
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Observatie: La Etapa 2 se apeleaza la modul 1 sau modul 2 in functie de simplitatea determinarii
integralelor ce apar in calcul. Exista ecuatii cu diferentiald exactd pentru care in Etapa 2, la unul
dintre moduri, sau chiar la ambele, apar integrale nedefinite care existd, dar nu sunt exprimabile
cu functii elementare. Se evitd o astfel de "rezolvare" a ecuatiei. Dacd necunoscuta apare sub
operatorul de integrare, nu s-a rezolvat ecuatia, ci s-a transformat intr-o ecuatie integrala. Dacd in
rezolvare se folosesc integrale definite si dacd apare de calculat o integrala definita fara parametru,
de exemplu fol et dt, atunci se apeleza la metode numerice, implementabile pe calculator.

O1.4.2. Ecuatii cu factor integrant
Forma generald a unei ecuatii cu factor integrant: Este tot (11) sau (11’) unde P,@ : D C
R?— R sunt dou# functii de clasa C* pe ) astfel incat ecuatiile (11) sau (11’) nu sunt cu diferentiala
exactd (nu se verificd (14)), dar existd o functie p : D1 € D — R, numita factor integrant, astfel
incat

o/ si fie de clasi C! pe Dy,

o (t,x) #0,V(t,xz) € Dy si

o (11") - pu (t, x) sa fie ecuatie cu diferentiald exactad pe Dy.
Rezolvare. Se cautd z (t) =? (functie necunoscuti de clasi C!), sau t(x) =?, sau o relatie de
dependenta algebrica intre ¢ si « (fird operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru ecuatiile
(11) sau (11").

1 oP 0
) Dact Q (t,) £ 0,¥(1,2) € Du st i < (t.2) - 22 <t,x>) — 7 ), (15)
atunci se cautd p = p (t) factor integrant a.i. Z/((:)) = f (). (16)
-1 oP 0
b) Dacd P (t,z) # 0, V(t,z) € Dy si Plto) \ oz (t,z) — a—? (t,m)) =g(z), (17)
atunci se cautd p = p (x) factor integrant a.i. 'Z/((;) =g(x). (18)

c) Existi situatii in care nu are loc nici a), nici b). In acest caz se poate ciuta un factor integrant
i (t, x), de o anumita forma, apriori precizatd, impunand ca (11')-u (¢, z) sa fie ecuatie cu diferentiald
exacta pe ;.
Se rezolva ecuatia cu diferentiala exacta (11') - u (¢, ), se obtine

F(t,z)=cV(t,x) € D1,cel. CR, (19)
solutie generald a ecuatiei (11’) - p (¢, z), precum si a ecuatiilor (11) sau (11’), sub form& implicita,
pe D; € D. Domeniul de definitie a solutiei, D1, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o
solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de dependentd intre ¢ si ). Local, s-ar
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putea explicita = : I,— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I,;, depinde de constanta ¢ (pentru
fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si 0 anumita lege de asociere).

OExemplul 10. Si se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale reductibile
la ecuatii cu diferentiald exactd, prin metoda factorului integrant:
a) (t3 sinx — 2:1;) dt + (t4cosa: + t) de=0,tel;

b) (382 + x) dt +t (1 + 2tz + 22%) dw = 0, € [;

c) 2tza’ — (t+2%) =0,t €1

d) (1—t*x(t))dt +*(z (t) —t)dzx (t) =0,t € I ;

e) (t* +a?+2t)dt +2xde =0,t €I ;

f) (tﬂCQ—l‘g) dt + (1 —t$2)dl‘:0,t el;

g) xdt — (t+x2)d:c:0,t€]l :

h) 2tzdt + (322 — 4+ 3) de = 0,t € L.

Rezolvare. A se vedea Seminar.

OExemplul 11. Si se determine cate un factor integrant de forma indicatd pentru ecuatiile
diferentiale de mai jos si apoi sd se rezolve aceste ecuatii

a)t(l—az(t)dt+ (£ +(t)) de(t) =0, p = p(t* + z2);

b) (z® —1) + 2Pz +ta? — 1) 2’ =0, p = p(t + z) ;

c) (z+t32?) dt + (t + 23¢?) do = 0, p = p (t) ;

d) (t—z)dt+ (t+z)de =0,p=p(+2?) ;

e) 2tz —z—a?)dt+ 2z —t—t*)dz=0,p=p(t+z);

f) (ta? + 3z) dt — (2t%z — 6t) do = 0, = p (tx).

Rezolvare. A se vedea Seminar.



