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CURS NR. 3
EDCO, AIA

1:5: Ecua̧tii diferenţiale liniare de ordinul întâi şi ecua̧tii reductibile la acestea:
ecua̧tii Bernoulli, ecua̧tii Riccati

1:5:1: Ecua̧tii diferenţiale liniare de ordinul întâi
Forma general¼a a unei ecua̧tii diferenţiale liniare de ordinul întâi :

x0 (t) = a (t)x (t) + b (t) (1)

sau
dx

dt
= ax+ b (10)

unde a : I � R! R, b : I � R! R sunt dou¼a funçtii continue, a neidentic nul¼a pe I. Dac¼a b � 0 pe
I; ecuaţia se numeşte liniar¼a şi omogen¼a; dac¼a b 6= 0 pe I; ecuaţia se numeşte liniar¼a şi neomogen¼a.
Rezolvare. Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a
x = x (t) funçtie necunoscut¼a de clas¼a C1, soluţie pentru ecua̧tiile (1) sau (10). Se schi̧teaz¼a dou¼a
metode de rezolvare a acestei ecuaţii diferenţiale.
Metoda varia̧tiei constantelor (Lagrange) :
Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (1), adic¼a

x0 (t) = a (t)x (t) ; (2)

care este o ecuaţie cu variabile separabile, şi se obţine
xo (t; c) = ce

R
a(t)dt;8t 2 I şi c 2 R: (3)

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (1), folosind metoda variaţiei
constantelor, de forma

xp (t) = u (t) e
R
a(t)dt;8t 2 I. (4)

u : I! R este o funçtie derivabil¼a care se determin¼a impunând ca xp dat¼a de (4) s¼a veri�ce (1). Se
înlocuieşte expresia lui u în (4) şi se obţine

xp (t) =

�Z
b (t) e�

R
a(t)dtdt

�
e
R
a(t)dt;8t 2 I. (5)

Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (1) este dat¼a de
x (t; c) = xo (t; c) + xp (t) ;8t 2 I şi c 2 R: (60)

Înlocuind în formula anterioar¼a relaţiile (3) şi (5) se obţine

x (t; c) = e
R
a(t)dt

�
c+

Z
b (t) e�

R
a(t)dtdt

�
;8t 2 I şi c 2 R: (6)

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiilor (1) sau (10), sub form¼a explicit¼a. Domeniul
de de�ni̧tie a soluţiei este chiar Ix = I.
Convenţie : În calculul integralelor nede�nite ce apar în formulele (3), (5) şi (6) se consider¼a toate
constantele 0. În formulele (3) şi (6) apare o singura constant¼a c, deoarece formulele respective
sunt pentru soluţii generale ale unor ecuaţii diferenţiale de ordin întâi. În formula (4) nu apare nici
o constant¼a deoarece formula d¼a o soluţie particular¼a pentru ecuaţia diferenţial¼a (1).
Metoda factorului integrant : Ecuaţia (1) este reductibil¼a la o ecuaţie cu diferenţial¼a exact¼a,
folosind factorul integrant

� (t) = e�
R
a(t)dt;8t 2 I. (7)

Se înmuļteşte ecuaţia (1) cu � (t) pe I, se trec termenii ce conţin x, x0 în membrul stâng şi se
restrâng ca şi derivata unei funçtii (x (t) � � (t))0, se integreaz¼a ecua̧tia şi se obţine formula (6). La
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pasul în care se integreaz¼a ecuaţia se pune în evidenţa constanta c 2 R. Pentru formula (6) se
utilizeaz¼a Convenţia. În calculul integralei nede�nite ce apare în formula (7) se cosider¼a constanta
0, deoarece se utilizeaz¼a un singur factor integrant.

Exemplul 1: S¼a se determine soluţiile generale ale urm¼atoarelor ecuaţii diferenţiale liniare
a) x0 (t) = �2tx (t) + t3; t 2 I.
Rezolvare. a) Fie (�LN1) x0 (t) = �2tx (t) + t3; t 2 I:
Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecuaţia (�LN1). Se observ¼a c¼a ecuaţia (�LN1) este ecuaţie
diferenţial¼a liniar¼a de ordin întâi neomogen¼a, cu�

a : R! R; a (t) = �2t;
b : R! R; b (t) = t3:

Metoda varia̧tiei constantelor (Lagrange) :
Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (1),

(�LO1) x0 (t) = �2tx (t) ; t 2 R, care este o ecuaţie cu variabile separabile.
�Se observ¼a c¼a

x : R! R; x (t) = 0; este soluţie pentru ecuaţia (�LO1), numit¼a soluţie singular¼a.
�Se caut¼a şi alte soluţii decât cea singular¼a. (�LO1))

x0 (t)

x (t)
= �2t;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0

���� R (�) dt) Z
x0 (t)

x (t)
dt =

Z
� 2tdt)

ln jx (t)j = �t2 + ln k;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0 şi k > 0)
jx (t)j = ke�t

2
;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0 şi k > 0)

x (t) = ce�t
2
;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0 şi c 2 R�:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a explicit¼a, unde Ix este domeniul
de de�ni̧tie a soluţiei.
�Atunci toate soluţiile ecuaţiei (�LO1) sunt date explicit de

xo (t; c) = ce�t
2
;8t 2 R şi c 2 R:

t

x

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (�LN1), folosind metoda variaţiei
constantelor, de forma

xp (t) = u (t) e�t
2
;8t 2 R.

u : R ! R este o funçtie derivabil¼a care se determin¼a impunând ca xp dat¼a anterior s¼a veri�ce
(�LN1), adic¼a

u0 (t) e�t
2
+ u (t)

�
�2te�t2

�
= �2tu (t) e�t2 + t3;8t 2 R)

u0 (t) = t3et
2
;8t 2 R

��� R (�) dt) Z
u0 (t) dt =

Z
t3et

2
dt:

Se determin¼a

I (t; c) =
Z
t3et

2
dt =

Z
1
2 t
2
�
et
2
�0
dt = 1

2 t
2et

2�
Z

1
2

�
et
2
�0
dt = 1

2 t
2et

2� 1
2e
t2+c;8t 2 R şi c 2 R:
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Atunci u (t) = 1
2 t
2et

2 � 1
2e
t2 + 0;8t 2 R.

S-a ales constanta 0 deoarece se caut¼a o singur¼a soluţie particular¼a xp. Se înlocuieşte expresia lui
u în cea a lui xp şi se obţine

xp (t) =
�
1
2 t
2et

2 � 1
2e
t2
�
e�t

2
= 1

2

�
t2 � 1

�
;8t 2 R.

t

x

Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�LN1) este dat¼a de
x (t; c) = xo (t; c) + xp (t) ;8t 2 R şi c 2 R; adic¼a
x (t; c) = ce�t

2
+ 1

2

�
t2 � 1

�
;8t 2 R şi c 2 R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiiei (�LN1), sub form¼a explicit¼a. Domeniul de
de�ni̧tie a soluţiilor este chiar I = R, pentru �ecare c 2 R.

t

x

Metoda varia̧tiei constantelor -redus¼a la formul¼a : Aplicând direct formula (6) şi Convenţia
se obţine

x (t; c) = e
R
(�2t)dt

�
c+

Z
t3e�

R
(�2t)dtdt

�
;8t 2 R şi c 2 R)

x (t; c) = e�t
2+0

�
c+

Z
t3et

2+0dt

�
;8t 2 R şi c 2 R)

x (t; c) = e�t
2
�
c+ 1

2 t
2et

2 � 1
2e
t2 + 0

�
;8t 2 R şi c 2 R:

Metoda factorului integrant : Se determin¼a factorul integrant
� (t) = e�

R
�2tdt = et

2+0 = et
2
;8t 2 R.

În calculul integralei nede�nite ce apare în formula anterioar¼a se cosider¼a constanta 0, deoarece se
utilizeaz¼a un singur factor integrant. Se înmuļteşte ecuaţia (�LN1) cu

� (t) = et
2 ) x0 (t) et

2
= �2tx (t) et2 + t3et2 ;8t 2 R:

Se trec termenii ce conţin x, x0 în membrul stâng )
x0 (t) et

2
+ x (t)

�
2tet

2
�
= t3et

2
;8t 2 R) d

dt

�
x (t) et

2
�
= t3et

2
;8t 2 R

���� R (�) dt)
x (t) et

2
=

Z
t3e�t

2
dt;8t 2 R se foloseşte I(t;c))

x (t; c) = e�t
2
�
1
2 t
2et

2 � 1
2e
t2 + c

�
;8t 2 R şi c 2 R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiiei (�LN1), sub form¼a explicit¼a. Domeniul de
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de�ni̧tie a soluţiilor este chiar I = R, pentru �ecare c 2 R.

1:5:2: Ecua̧tii diferenţiale Bernoulli
Forma general¼a a unei ecua̧tii diferenţiale Bernoulli :

x0 (t) = a (t)x (t) + b (t)x� (t) (8)

sau
dx

dt
= ax+ bx� (80)

unde � 2 R n f0; 1g, a : I � R! R, b : I � R! R sunt dou¼a funçtii continue, neidentic nule şi
nepropoŗtionale pe I.
Rezolvare. Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a
x = x (t) funçtie necunoscut¼a de clas¼a C1, soluţie pentru ecuaţiile (8) sau (80). Se face schimbarea
de funçtie necunoscut¼a

y (t) = x1�� (t) ; (9)
pe un interval corespunz¼ator. Se înlocuiesc x şi x0 obţinuţi din (9) în (8) sau (80), se obţine o ecuaţie
diferenţial¼a liniar¼a în necunoscuta y (t), se rezolv¼a şi se revine la substituţie. Domeniul de de�ni̧tie
a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie

cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere).

Exerci̧tiul 2: S¼a se determine soluţiile generale ale urm¼atoarelor ecuaţii diferenţiale Bernoulli

a) x0 +
1

t
x =

1

t2x2
; t 2 I: b) x0 = 4

t
x+ t

p
x; t 2 I;

c) tx0 (t) + x (t) + t5x3 (t) et = 0; t 2 I: d) dx
dt
(t) =

x (t)

2t
+

t2

2x (t)
; t 2 I:

e)
dx

dt
(t) + 2x (t) = etx2 (t) ; t 2 I: f) x0 � 2t

1 + t2
x =

4arctg tp
1 + t2

p
x; t 2 I:

g) x0t3 sinx = tx0 � 2x; t 2 I; h) t2x0 = x (t� x) ; t 2 I.
Rezolvare. a) Fie x0 +

1

t
x =

1

t2x2
; t 2 I)

(�B) x0 (t) =
�1
t
x (t) +

1

t2
x�2 (t) ; t 2 I:

Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecuaţia (�B). Se observ¼a c¼a ecuaţia (�B) este ecuaţie Bernoulli,
cu � = �2 şi8><>:

a : I! R; a (t) =
�1
t
;

b : I! R; b (t) =
1

t2
:

I este un interval ce nu conţine t = 0, adic¼a I � ]�1; 0[ sau I � ]0;+1[.
modul 1: Pentru a aduce ecuaţia (�B) la o forma similar¼a cu cea a uneia diferenţiale liniare intr-o
necunoscut¼a y = y (t), se înmuļteşte (�B) cu x2 (t), 8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0) (pentru ca
termenul ce conţine b (t) s¼a nu mai conţin¼a şi x (t)). Se obţine

x2 (t)x0 (t) =
�1
t
x3 (t) +

1

t2
;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0):

Se face schimbarea de funçtie necunoscut¼a�
y (t) = x3 (t) ;8t 2 Ix

�� d
dt (�)

y0 (t) = 3x2 (t)x0 (t) ;8t 2 Ix.
Se înlocuieşte x şi x0 şi se obţine o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a în necunoscuta y (t),

1

3
y0 (t) =

�1
t
y (t) +

1

t2
;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0))
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(�LN1) y0 (t) =
�3
t
y (t) +

3

t2
;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0):

modul 10: O variant¼a de lucru este înlocuirea direct¼a a substituţiei. Adic¼a se face schimbarea de
funçtie necunoscut¼a�

y (t) = x3 (t) ;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0; x (t) 	 0) )(
x (t) = y

1
3 (t) ;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0; x (t) 	 0)

x0 (t) = 1
3y

1
3
�1 (t) y0 (t)

Se înlocuieşte x şi x0 în (�B) şi se obţine o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a în necunoscuta y (t),
1
3y

1
3
�1 (t) y0 (t) =

�1
t
y
1
3 (t) +

1

t2

�
y
1
3 (t)

��2
;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0; x (t) 	 0)

���� � 3y�23 (t))
(�LN1) y0 (t) =

�3
t
y (t) +

3

t2
;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 	 0):

În ambele variante se observ¼a c¼a ecuaţia (�LN1) este ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a de ordin întâi
neomogen¼a, cu8><>:

a1 : I! R; a1 (t) =
�3
t
;

b1 : I! R; b1 (t) =
3

t2
:

Ecuaţia (�LN1) se poate rezolva prin una din cele dou¼a metode descrise în Exerci̧tiul 1:
Metoda variaţiei constantelor detaliat-tem¼a
Metoda variaţiei constantelor redus¼a la formula (6) pentru ecua̧tia în necunoscuta y (t) şi Convenţia.
Se obţine

y (t; c) = e
R
(�3t )dt

0B@c+ Z 3

t2
e
�

Z
(�3t )dt

dt

1CA ;8t 2 Ix şi c 2 R)

y (t; c) = e�3 lnjtj+0
�
c+

Z
3

t2
e3 lnjtj+0dt

�
;8t 2 Ix şi c 2 R)

y (t; c) =
1

jtj3

�
c+

Z
3 jtj dt

�
;8t 2 Ix şi c 2 R:

Metoda factorului integrant : Ecuaţia (�LN1) este reductibil¼a la o ecuaţie cu diferenţial¼a exact¼a,
folosind factorul integrant

� (t) = e�
R
(�3t )dt = e3 lnjtj+0 = jtj3 ;8t 2 I.

În calculul integralei nede�nite ce apare în formula anterioar¼a se cosider¼a constanta 0, deoarece se
utilizeaz¼a un singur factor integrant.

� (t) = jtj3 =
�

t3; dac¼a t 2 I, I � ]0;+1[
�t3; dac¼a t 2 I, I � ]�1; 0[

Pentru 8t 2 I � ]0;+1[ se înmuļteşte ecua̧tia (�LN1) cu � (t) = t3 )
y0 (t) � t3 = �3

t
y (t) � t3 + 3

t2
� t3;8t 2 Ix:

Se trec termenii ce conţin y, y0 în membrul stâng)
y0 (t) � t3 + y (t)

�
3t2
�
= 3t;8t 2 Ix)

d

dt

�
y (t) � t3

�
= 3t;8t 2 Ix

���� R (�) dt)
y (t) � t3 = 3 t22 + c;8t 2 Ix)
(��) y (t; c) = 1

t3

�
3 t

2

2 + c
�
;8t 2 Ix şi c 2 R:

Pentru 8t 2 I, I � ]�1; 0[ se înmuļteşte ecua̧tia (�LN1) cu � (t) = �t3 )analog. �
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Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiiei (�LN1), sub form¼a explicit¼a. Se revine la
substituţie )

(��) x3 (t) = 1

jtj3

�
c+

Z
3 jtj dt

�
;8t 2 Ix şi c 2 R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiiei (�B), sub form¼a implicit¼a. Pentru Ix � ]0;+1[
)

x3 (t) =
1

t3

�
c+

3t2

2
+ 0

�
;8t 2 Ix şi c 2 R)

x (t; c) =

�
1

t3

�
c+

3t2

2

�� 1
3

;8t 2 Ix şi c 2 R:

Domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie
cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere) (Ix se obţine impunând t > 0 şi
c+ 3t2

2 6= 0). Pentru Ix � ]�1; 0[,

x3 (t) =
1

�t3

�
c� 3t

2

2
+ 0

�
;8t 2 Ix şi c 2 R)

x (t; c) =

�
1

t3

�
�c+ 3t

2

2

�� 1
3

;8t 2 Ix şi c 2 R:

Domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie
cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere) (Ix se obţine impunând t < 0 şi
�c+ 3t2

2 6= 0).

t

x

1:5:3: Ecua̧tii diferenţiale Riccati
Forma general¼a a unei ecua̧tii diferenţiale Riccati:

x0 (t) = a (t)x (t) + b (t)x2 (t) + c (t) (10)
sau

dx

dt
= ax+ bx2 + c (100)

unde a : I � R! R, b : I � R! R, c : I � R! R sunt trei funçtii continue, b, c neidentic nule pe
I.
Rezolvare. Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a
x = x (t) funçtie necunoscut¼a de clas¼a C1, soluţie pentru ecuaţiile (10) sau (100). Ecuaţia Riccati se
poate rezolva numai dac¼a se cunoaşte sau se observ¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei, notat¼a x1 (t).
Se face schimbarea de funçtie necunoscut¼a

y (t) = x (t)� x1 (t) ; (11)
pe un interval corespunz¼ator. Se înlocuiesc x şi x0 obţinuţi din (11) în (10) sau (100), se obţine o
ecuaţie diferenţial¼a Bernoulli cu � = 2 în necunoscuta y (t), se rezolv¼a şi se revine la substituţie.
Se poate face şi schimbarea de funçtie necunoscut¼a
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1

u (t)
= x (t)� x1 (t) ; (12)

pe un interval corespunz¼ator. Se înlocuiesc x şi x0 obţinuţi din (12) în (10) sau (100), se obţine
o ecuaţie diferenţial¼a Bernoulli liniar¼a în necunoscuta u (t), se rezolv¼a şi se revine la substituţie.
Domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie cu
un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere).

Exerci̧tiul 3. S¼a se determine soluţiile generale ale urm¼atoarelor ecuaţii diferenţiale Riccati

a) x0 (t) = x2 (t)� 2

t2
; t 2 I; observând c¼a admite o anumit¼a soluţie particular¼a ;

b) x0 = x2 + x ctg t� sin2 t; t 2 I, ştiind c¼a admite o soluţie particular¼a x1 (t) = sin t;
c) x0 = x2 � tx� t, ştiind c¼a admite o soluţie particular¼a de forma x1 (t) = mt+ n cu m;n 2 R de
determinat;

d) x0 (t) + x2 (t) � 1

2t2
= 0, ştiind c¼a admite o soluţie particular¼a de forma x1 (t) =

m

t
cu m 2 R

de determinat.
Rezolvare. a) Fie (�R) x0 (t) = x2 (t)� 2

t2
; t 2 I:

Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecuaţia (�R). Se observ¼a c¼a ecuaţia (�R) este ecuaţie Riccati,
cu 8><>:

a : I! R; a (t) = 0;
b : I! R; b (t) = 1;

c : I! R; c (t) = � 2
t2
:

I este un interval ce nu conţine t = 0, adic¼a I � ]�1; 0[ sau I � ]0;+1[. Se observ¼a, de asemenea,
c¼a

x1 : I! R, x1 (t) =
1

t
este soluţie particular¼a pentru (�R) (este de clas¼a C1 pe I şi veri�c¼a identic (�R)).
modul 1. Se face schimbarea de funçtie necunoscut¼a y (t) = x (t)� x1 (t), adic¼a8><>:

x (t) = y (t) +
1

t
;8t 2 I

���� ddt (�)
x0 (t) = y0 (t) +

�1
t2
;8t 2 I

Se înlocuiesc x şi x0 obţinuţi în (�R))
y0 (t) +

�1
t2
= y2 (t) + 2y (t)

1

t
+
1

t2
� 2

t2
;8t 2 I)

(�B) y0 (t) =
2

t
y (t) + y2 (t) ;8t 2 I:

Se observ¼a c¼a ecuaţia (�B) este ecuaţie Bernoulli, în necunoscuta y (t), cu � = 2 şi(
a1 : I! R; a (t) =

4

t
;

b1 : I! R; b (t) = 1:
modul 1:1. Pentru a aduce ecuaţia (�B) la o forma similar¼a cu cea a uneia diferenţiale liniare intr-o
necunoscut¼a u = u (t), se înmuļteşte (�B) cu y�2 (t), 8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi y (t) 6= 0) (pentru ca
termenul ce conţine b1 (t) s¼a nu mai conţin¼a şi y (t)). Se obţine

y�2 (t) y0 (t) =
2

t
y�1 (t) + 1;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi y (t) 6= 0):

Se face schimbarea de funçtie necunoscut¼a�
u (t) = y�1 (t) ;8t 2 Ix

�� d
dt (�)

u0 (t) = �y�2 (t) y0 (t) ;8t 2 Ix.
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Se înlocuieşte y şi y0 şi se obţine o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a în necunoscuta u (t),

�u0 (t) = 2

t
u (t) + 1;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi y (t) 6= 0))

(�LN1) u0 (t) =
�2
t
u (t)� 1;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi y (t) 6= 0):

modul 1:10: O variant¼a de lucru este înlocuirea direct¼a a substituţiei. Adic¼a se face schimbarea de
funçtie necunoscut¼a�

u (t) = y�1 (t) ;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0; y (t) 	 0) )�
y (t) = u�1 (t) ;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0; y (t) 	 0)
y0 (t) = �u�2 (t)u0 (t)

Se înlocuieşte y şi y0 în (�B) şi se obţine o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a în necunoscuta y (t),

�u�2 (t)u0 (t) = 2

t
u�1 (t) +

�
u�1 (t)

�2
;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0; y (t) 	 0)

���� � ��u2 (t)�)
(�LN1) u0 (t) =

�2
t
u (t)� 1;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi y (t) � 0):

În ambele variante se observ¼a c¼a ecuaţia (�LN1) este ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a de ordin întâi
neomogen¼a, cu(

a2 : I! R; a2 (t) =
�2
t
;

b2 : I! R; b2 (t) = �1:
Ecuaţia (�LN1) se poate rezolva prin una din cele dou¼a metode descrise în Exerci̧tiul 1 (Metoda
variaţiei constantelor sau Metoda factorului integrant). La acest exerci̧tiu se va utiliza direct
formula (6) pentru ecuaţia în necunoscuta u (t) şi Convenţia. Se obţine

u (t; c) = e
R
(�2t )dt

0B@c+ Z (�1) e
�

Z
(�2t )dt

dt

1CA ;8t 2 Ix şi c 2 R)

u (t; c) = e�2 lnjtj+0
�
c+

Z
(�1) e2 lnjtj+0dt

�
;8t 2 Ix şi c 2 R)

u (t; c) =
1

t2

�
c� t3

3

�
;8t 2 Ix şi c 2 R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiiei (�LN1), sub form¼a explicit¼a. Se revine la
substituţie)

y�1 (t) =
1

t2

�
c� t3

3

�
;8t 2 Ix şi c 2 R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiiei (�B), sub form¼a implicit¼a. Se revine la
substituţie)�

x (t)� 1
t

��1
=
1

t2

�
c� t3

3

�
;8t 2 Ix şi c 2 R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiiei (�R), sub form¼a implicit¼a. Se expliciteaz¼a)

x (t; c) =
1

t
+

�
1

t2

�
c� t3

3

���1
:

Domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie
cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere) (Ix se obţine impunând t 6= 0 şi
c� t3

3 6= 0).
modul 2. Se face direct schimbarea de funçtie necunoscut¼a u�1 (t) = x (t)� x1 (t), adic¼a
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8>><>>:
x (t) =

1

u (t)
+
1

t
;8t 2 Ix

���� ddt (�)
x0 (t) =

�1
u (t)

u0 (t) +
�1
t2
;8t 2 Ix

Se înlocuiesc x şi x0 obţinuţi în (�R))
�1
u (t)

u0 (t) +
�1
t2
=

�
1

u (t)
+
1

t

�2
� 2

t2
;8t 2 Ix )

(�LN1) u0 (t) =
�2
t
u (t)� 1;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi u (t) 6= 0):

S-a obţinut exact ecuaţia diferenţial¼a liniar¼a de la modul 1, care se rezolv¼a în continuare ca la
modul 1.

t

x

1:6:1: Ecua̧tii diferenţiale Clairaut
Forma general¼a a unei ecua̧tii diferenţiale Clairaut:

x (t) = t � x0 (t) +  (x0 (t)) sau (13)

x = t � dx
dt
+  

�
dx

dt

�
; (130)

unde  : R! R este o funçtie de clas¼a C1.
Rezolvare. Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a
x = x (t) funçtie necunoscut¼a de clas¼a C1, soluţie pentru ecuaţiile (13) sau (130) ; chiar de clas¼a C2 (
sau t = t (x) ; sau o rela̧tie algebric¼a între t şi x; sau x şi t legate parametric). Se deriveaz¼a ecuaţia
Clairaut (13) şi se obţine, formal

x0 (t) = x0 (t) + t � x00 (t) +  0 (x0 (t)) � x00 (t))
x00 (t) �

�
t+  0 (x0 (t))

�
= 0:

Se noteaz¼a x0 (t) = p)
p0 (t) � (t+  0 (p)) = 0:

�Pe un interval pe care p0 = 0; se obţine x ca soluţie a x0 (t) = 0; adic¼a
x (t) = ct+ d

şi, impunând ca x s¼a �e soluţie pentru ecuaţia Clairaut,
x (t) = ct+  (c) ; c 2 R.

�Pe un interval pe care t+  0 (p) = 0; se obţine x ca soluţie a sistemului parametric�
t = � 0 (p)
x = �p 0 (p) +  (p) ; p 2 R.

soluţie numit¼a soluţie singular¼a a ecuaţiei Clairaut.

Exerci̧tiul 4. S¼a se determine o funçtie x : I ! R pentru care distanţa de la un punct �xat la
orice tangent¼a la gra�cul funçtiei s¼a �e constant¼a.
Rezolvare. F¼ar¼a s¼a se restrâng¼a generalitatea, se presupune c¼a punctul �xat este originea. Ecuaţia
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tangentei la curba x în punctul (t; x (t)) este
Y � x (t) = x0 (t) � (X � t)

iar distanţa de la origine la aceast¼a tangent¼a este
j�tx0 (t) + x (t)jq
1 + (x0 (t))2

= k:

Din motive de continuitate, cantitatea din modul are semn constant şi atunci ecuaţia se rescrie în
forma

x (t) = tx0 (t) + k
q
1 + (x0 (t))2;

care este o ecuaţie Clairaut cu  (z) = k
p
1 + z2. Conform paşilor din rezolvare, se deriveaz¼a formal

şi se obţine

x00 (t) �

0@t+ kx0 (t)q
1 + (x0 (t))2

1A = 0;

de unde rezult¼a
�soluţia general¼a x (t) = ct+ k

p
1 + c2, c 2 R;

�soluţia singular¼a Clairaut sub form¼a parametric¼a8>><>>:
t = � kpp

1 + p2

x = � kp2p
1 + p2

+ k
p
1 + p2 =

kp
1 + p2

; p 2 R.

Rezult¼a x2 + t2 = k2; adic¼a gra�cul lui x este un arc din cercul cu centrul în origine şi raz¼a k:

t

x

Soluţii ne-netede se pot obţine intercalând arce de cerc cu poŗtiuni de tangent¼a în capetele
arcelor.

1:6:2: Ecua̧tii diferenţiale Lagrange
Forma general¼a a unei ecua̧tii diferenţiale Lagrange:

x (t) = t � ' (x0 (t)) +  (x0 (t)) sau (14)

x = t � '
�
dx

dt

�
+  

�
dx

dt

�
; (140)

unde '; : R! R sunt funçtii de clas¼a C1; cu ' (z) = z;8z 2 R.
Rezolvare. Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a
x = x (t) funçtie necunoscut¼a de clas¼a C1, soluţie pentru ecuaţiile (14) sau (140) ; chiar de clas¼a C2 (
sau t = t (x) ; sau o rela̧tie algebric¼a între t şi x; sau x şi t legate parametric). Se deriveaz¼a ecuaţia
Lagrange (14) şi se obţine, formal

x0 (t) = ' (x0 (t)) + t � '0 (x0 (t)) � x00 (t) +  0 (x0 (t)) � x00 (t))
(x0 (t)� ' (x0 (t))) =

�
t � '0 (x0 (t)) +  0 (x0 (t))

�
� x00 (t) :
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Utilizând metoda parametrilor, se noteaz¼a x0 (t) = p)
(p� ' (p)) =

�
t � '0 (p) +  0 (p)

�
� p0:

Formal,

p0 =
p� ' (p)

t'0 (p) +  0 (p)
:

În ipoteza c¼a p este inversabil¼a (dac¼a, de exemplu, x00 are semn constant) se poate inversa şi se
obţine t în funçtie de p; cu derivata

t0 =
'0 (p)

p� ' (p) t+
 0 (p)

p� ' (p) = a (p) � t+ b (p) :

Ultima ecuaţie diferenţial¼a este una liniar¼a, care se poate rezolva. Notând cu t (p) = � (p) soluţia
general¼a a acestei ecuaţii, se obţine�

t = � (p)
x = � (p) � ' (p) +  (p) ; p 2 R

adic¼a soluţia general¼a a ecuaţiei Lagrange, sub form¼a parametric¼a.


