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CURS NR. 3
EDCO, AIA

1.5. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai si ecuatii reductibile la acestea:
ecuatii Bernoulli, ecuatii Riccati

1.5.1. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai
Forma generala a unei ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai :

2 () =a)z(t)+b(1)] (1)
sau Cfl—f:am—i-b (1"

undea: I CR — R, b:IC R — R sunt doud functii continue, a neidentic nuld pe I. Daca b = 0 pe
I, ecuatia se numeste liniard gi omogend; dacd b # 0 pe I, ecuatia se numeste liniara si neomogend.
Rezolvare. Pentru t € [, C [, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
x = z (t) functie necunoscuts de clasa C!, solutie pentru ecuatiile (1) sau (1). Se schiteazi doud
metode de rezolvare a acestei ecuatii diferentiale.
Metoda variatiei constantelor (Lagrange) :
Etapa 1 : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atasate ecuatiei (1), adicd

2 () =a(t)x(t), (2)
care este o ecuatie cu variabile separabile, si se obtine

Zo (t;¢) = cel *Wd vt € Tgic € R. (3)
Etapa 2 : Se determind o solutie particulard a ecuatiei neomogene (1), folosind metoda variatiei
constantelor, de forma

xp (1) =u(t) el a®dt iy e . (4)
u : I — R este o functie derivabild care se determind impunand ca z, data de (4) s verifice (1). Se
inlocuiegte expresia lui u in (4) si se obtine

, (t) = < / b(t)e /S a<t>dtdt> e a®dt e, (5)

Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (1) este data de

z(t;c) =, (t;¢) + 2, (t) ,VE €l siceR. (6")
Inlocuind in formula anterioar relatiile (3) si (5) se obtine
z (t;¢) = ef o)t <c + /b(t) e_fa(t)dtdt> VtelsiceR. (6)

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiilor (1) sau (1’), sub forma explicitd. Domeniul
de definitie a solutiei este chiar I, = 1.

Conventie : In calculul integralelor nedefinite ce apar in formulele (3), (5) si (6) se considers toate
constantele 0. In formulele (3) si (6) apare o singura constantd ¢, deoarece formulele respective
sunt pentru solutii generale ale unor ecuatii diferentiale de ordin intéi. In formula (4) nu apare nici
o constantd deoarece formula d& o solutie particulard pentru ecuatia diferentiald (1).

Metoda factorului integrant : Ecuatia (1) este reductibild la o ecuatie cu diferentiald exacta,
folosind factorul integrant

p(t) = e Jadt i e, (7)
Se inmulteste ecuatia (1) cu u(t) pe I, se trec termenii ce contin x, 2’ in membrul stang si se
restrang ca si derivata unei functii (x (¢) - 1 (¢))’, se integreaza ecuatia si se obtine formula (6). La
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pasul in care se integreazi ecuatia se pune in evidenta constanta ¢ € R. Pentru formula (6) se
utilizeazd Conventia. In calculul integralei nedefinite ce apare in formula (7) se cosidera constanta
0, deoarece se utilizeaza un singur factor integrant.

Exemplul 1. Sa se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale liniare
a) o' (t) = -2tz (t)+t3,t € L.
Rezolvare. a) Fie (xpn1) 2/ (t) = —2tz (t) +t3,t € L.
Pentru t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd = = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (xrn1). Se observd ca ecuatia (xrn1) este ecuatie
diferentiala liniara de ordin intai neomogend, cu
a:R—Ra(t)= -2t

{ b:R—R,b(t) =13
OMetoda variatiei constantelor (Lagrange) :
Etapa 1 : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atasate ecuatiei (1),

(xpo1) 2/ (t) = —2tx (t),t € R, care este o ecuatie cu variabile separabile.
eSe observa ca

x: R — R,z (t) = 0, este solutie pentru ecuatia (*701), numita solutie singulara.
eSe cautd si alte solutii decat cea singulard. (x101) =

T _ o vtel, ad w(t) £0 f(.)dt:/xl(t)dt—/—ztdt:

O . x(t)

In|z(t)) = —-t>+InkVtel, ai z(t) #0sik>0=

2 (t)| = ke Vt €l ad z(t) #£0sik>0=

z(t) =ce "Vt €l ai. x(t) #£0si c e R*.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei (%) sub forma explicita, unde I, este domeniul
de definitie a solutiei.
e Atunci toate solutiile ecuatiei (xr01) sunt date explicit de

T, (tic) =ce YVt e RsiceR.

Etapa 2 : Se determing o solutie particulard a ecuatiei neomogene (xzn1), folosind metoda variatiei
constantelor, de forma,

2, (t) = u(t)e "Vt € R.
u : R — R este o functie derivabild care se determina impunand ca x, datd anterior sa verifice
(*LNI)’ adica

u (£) e +u(t) (—2te*t2) = 2u(t)e +3VteR =

u () = t3el” Vit € R) [()dt = /u’ (t)dt = /t36t2dt.
Se determina ) )
I(t;c) = /t3ef2dt = /§t2 (ef2> dt = L2t —/; (etQ) dt = 12 —Le y oVt e Rsic e R.
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. 2 2
Atunci u (t) = 3% — Le!” +0,Vt € R.
S-a ales constanta 0 deoarece se cauta o singura solutie particulara x,. Se inlocuieste expresia lui
u in cea a lui x, si se obtine

xp (t) = (%tzet2 - %etg) et = 3(t2—1),VteR.

X 1

Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xzn1) este datd de

x(t;c) =z, (t;¢) + xp (t) ,Vt € Rsic € R, adica

z(t;c) =cet + 3(t2—1),VteRsiceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (xpn1), sub forma explicitd. Domeniul de
definitie a solutiilor este chiar I = R, pentru fiecare ¢ € R.

Metoda variatiei constantelor -redusa la formula : Aplicand direct formula (6) si Conventia
se obtine

z(t;¢) = el (-20)dt (c + /t3ef(2t)dtdt> NVteRsiceR=

z(t;c) = e tF0 <c + /t3et2+0dt> NVteRsice R=

x(t;c) = et <c+ %thtz - §€t2 + 0) VteRsiceR.
Metoda factorului integrant : Se determing factorul integrant
p(t) = e ~20dt — e’ T0 = ¢ ¢ e R.
In calculul integralei nedefinite ce apare in formula anterioars se cosiderd constanta 0, deoarece se
utilizeaza un singur factor integrant. Se inmultegte ecuatia (xzn1) cu
() =e’ =2/ (t) e = =2tz (t) et + 3!Vt € R.
Se trec termenii ce congin x, ' in membrul stang =

Z (t)el” +z(t) <2tet2> =3’ Vit e R = 4 (a; (t) etQ) = 3!’ Vit € R' [()dt =

dt

x (t) 6t2 — /t3€_t2dt,vt cR se fOlOSE‘__S;e I(t;c)

z(t;c) =e (%thtQ —1ef 4 c) ,VtERsiceR.

Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (xpn1), sub form& explicitd. Domeniul de
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definitie a solutiilor este chiar I = R, pentru fiecare ¢ € R.

01.5.2. Ecuatii diferentiale Bernoulli
Forma generala a unei ecuatii diferentiale Bernoulli :

@ () =a(®) () +b(t)a® (b)) (8)
saul Z—f = ax + bx® (8

unde « € R\ {0,1},a: I CR—R, b:1 C R — R sunt doud functii continue, neidentic nule si
neproportionale pe 1.
Rezolvare. Pentru ¢ € I, C I, variabila independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cauta
x = x (t) functie necunoscutd de clasi C!, solutie pentru ecuatiile (8) sau (8'). Se face schimbarea
de functie necunoscuta

y(t) =2 (1), (9)
pe un interval corespunzitor. Se inlocuiesc z si #’ obtinuti din (9) in (8) sau (8'), se obtine o ecuatie
diferentiald liniard in necunoscuta y (t), se rezolva si se revine la substitutie. Domeniul de definitie
a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie

cu un anumit domeniu de definitie i o anumita lege de asociere).

OExercitiul 2. Si se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale Bernoulli

1 4
a)xl“rzxzﬁ,tEHb)CU/:;CL""t\/E,tEH, () ,
dzx x (t t
ta' (t H+to3 (el =0t el d) — (t) = —= tel
2t _ 4darctgt

dz
e) E(t)—i—Qm(t) =elz?(t),tel f) 2 - et = mﬁ,teﬂ.

g) 2'Bsinr =ta' —2z,t € h) 22’ =z (t —z),t € L.

Rezolvare. a) Fie 2/ + —x = tel=

202’
-1
(xg) 2/ (t) = - (t) + t—2$_2 (t),t el
Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)

functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (xp). Se observa ci ecuatia (xp) este ecuatie Bernoulli,
cua=—-2¢i

a:T—Rya(t)= _Tl,

bil—Rb(t) = ti?
I este un interval ce nu contine ¢t = 0, adica I C |—o0,0[ sau I C ]0, +o0l.
modul 1. Pentru a aduce ecuatia (xp) la o forma similard cu cea a uneia diferentiale liniare intr-o
necunoscutd y = y (t), se inmulteste (xp) cu 22 (t), Vt € I, a.d. (t # 0 5 x(t) # 0) (pentru ca
termenul ce contine b (¢) s& nu mai contind si x (¢)). Se obtine

22 ()2 () = _Tlg;3 () + t%,w €T, ai (t#0siz(t)#£0).

Se face schimbarea de functie necunoscuta
y(t)=23@t),Vt el L ()
y' (t) = 322 (t) 2 (t),Vt € L.
Se inlocuieste x si 2’ gi se obtine o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta y (t),

1 —1 1
gy’ (t) = Ty(t) + t—2,Vt €l al (t#0siz(t)#0) =
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(srwt) ¥/ () = 2y (1) + 35,0 € Ly at. (£ £ 051 2(0) £0).

modul 1’. O variantd de lucru este inlocuirea directd a substitutiei. Adicd se face schimbarea de
functie necunoscuta

{ y(t)=23(),Vt €l ad. (t#£0,2(t) = 0) N
z(t)=y3 (1), vt € Ly ad (£#0,2(t) 20)
Y () = L0y 0
Se inlocuieste = si 2’ in (xp) si se obtine o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta y (t),

WOV O = 045 (1 0) e L £ 000 20307 0

-3 3 .
(xzn1) ¥ (t) = Ty( )+ tZ,Vt €l ai (t#0sixz(t) =0).
In ambele variante se observd ci ecuatia (xrn1) este ecuatie diferentiald liniara de ordin intéi
neomogena, cu
-3

aq :]I—>R7a1(t> = T,
3
b1 : I =R, b (t) = 2

Ecuatia (*1,51) se poate rezolva prin una din cele doud metode descrise in Exercitiul 1:

Metoda variatiei constantelor detaliat-tema

Metoda variatiei constantelor redusa la formula (6) pentru ecuatia in necunoscuta y (¢) si Conventia.
Se obtine

2 (52)dt
y(t;c) = J ()t c+/e dt | ,Vtel,sice R=

3
y (t;¢) = e-3InltI+0 (c + /752631n|t|+0dt> NVtel,siceR=

1
y(t;c):W <c—|—/3|t|dt> Vtel,siceR

Metoda factorului integrant : Ecuatia (xzn1) este reductibild la o ecuatie cu diferentiala exactd,
folosind factorul integrant
() = e J(F)d = 3Inlt+0 — 3wy e .
In calculul integralei nedefinite ce apare in formula anterioars se cosiderd constanta 0, deoarece se
utilizeaza un singur factor integrant.
() = \t\?’:{ t3, dacatel, 1C]J0,+oo]
3, dacit €I, 1 C ]—o0,0]
Pentru V¢ € T C |0, +-o00[ se inmulteste ecuatia (x;n1) cu p () =13 =
y ()13 = Tgy(t) 13 4 t% 3.Vt € I
Se trec termenii ce contin y, ¥’ in membrul stang=-
Y (t) -t +y(t) (3t?) = 3t,Vt € L=

%(y(t)-tf”) :3t,Vte]Ix'f(-)dt:>
y(t) -3 =35 feVtel,=
(o) (1 )- (35 +¢) Vel sicer

Pentru V¢ € I, I C |—o0,0[ se inmulteste ecuatia (xrn1) cu p (t) = —t3 =-analog. [J
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Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (xzn1), sub form& explicitd. Se revine la
substitutie =

1
() m:a(t):W <c—|—/3|t|dt) Vtel, siceR.

Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (xp), sub forma implicitd. Pentru I, C ]0, 4o00|

T3 2
1 32\ 3
x(t;c) = <t3 <c+ 2>> ,WVtel, sicelR.
Domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumitad lege de asociere) (I, se obtine impunénd ¢ > 0 si
c+ % # 0). Pentru I, C |—o0,0],

3 1 3t .
x° (1) c+—+0),Vitel,siceR=

3 1 3t° :
x(t)ziﬁ c—?—ﬁ—o NVtel,siceR=
1 32\ \ 3
t 3
:c(t;c):<t3 <—c—|—2>> WVtel, siceR.

Domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de asociere) (I, se obtine impunénd ¢ < 0 si

—c+ 32 £0).

O1.5.3. Ecuatii diferentiale Riccati
Forma generala a unei ecuatii diferentiale Riccati:

g (t)=a®)z(t)+b#)2?(t) +c(t) (10)
le—:: =az +bx? +c (10

unde ¢ :ICR—=R, b:ICR—R, c: T CR — R sunt trei functii continue, b, ¢ neidentic nule pe
I.
Rezolvare. Pentru t € I, C I, variabild independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cauta
x = x (t) functie necunoscutd de clasi C', solutie pentru ecuatiile (10) sau (10’). Ecuatia Riccati se
poate rezolva numai dacd se cunoaste sau se observa o solutie particulard a ecuatiei, notata x; ().
Se face schimbarea de functie necunoscuta

y () =z (t) -1 (t), (11)
pe un interval corespunzitor. Se inlocuiesc z si 2’ obtinuti din (11) in (10) sau (10’), se obtine o
ecuatie diferentiald Bernoulli cu av = 2 in necunoscuta y (t), se rezolva si se revine la substitutie.
Se poate face si schimbarea de functie necunoscuta
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O -m ). (12

pe un interval corespunzitor. Se inlocuiesc z si 2’ obtinuti din (12) in (10) sau (10’), se obtine
o ecuatie diferentiald Bernoulli liniard in necunoscuta w (), se rezolva si se revine la substitutie.
Domeniul de definitie a solutiei, I,, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu
un anumit domeniu de definitie i o anumita lege de asociere).

OExercitiul 3. S& se determine solutiile generale ale urmitoarelor ecuatii diferentiale Riccati
2
a) o' (t) =22 (t) — 2 t € I, observand ca admite o anumita solutie particulara ;

b) 2/ = 2? + wctgt — sin?t,t € I, stiind ci admite o solutie particulars z; (t) = sint;
c) o' = 22 — tx —t, stiind c& admite o solutie particulara de forma z1 (t) = mt +n cu m,n € R de
determinat;

d) 2’ (t) + 2% (t) —
de determinat. 5
Rezolvare. a) Fie (xg) 2/ (t) = 2% (t) — t—z,t el

Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)

functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia (xg). Se observa ca ecuatia (xg) este ecuatie Riccati,
cu

m
o2 = 0, stiind c& admite o solutie particulard de forma z; (t) = - eum eR

a:1—R,a(t) =0,
b:1—-R,b(t) =1,

2
C:H—>R,c(t):—t—2.

I este un interval ce nu contine ¢t = 0, adicd I C |—o0,0[ sau I C ]0, +00[. Se observi, de asemenea,
ca .
T1 :H—>R, xl(t)z;
este solutie particulara pentru (xg) (este de clasd C; pe I si verificd identic (xg)).
modul 1. Se face schimbarea de functie necunoscutd y (t) = = (t) — x; (t), adica

:U(t)zy(t)—f—%,VtGH 4.

—1
() =9y (t)+ t—z,Vt el

Se inlocuiesc x si 2’ obtinuti in (xg) =

-1 1 1 2
"+ — =12t +2yt) -+ = — =, Vtel=
YO+ =y O+2yt) L+ 5 -5

2
(ep) y' (1) = Sy (8) + y? (1), vVt e L.
Se observa ca ecuatia (xp) este ecuatie Bernoulli, in necunoscuta y (t), cu o = 2 si

4

a;: I —=Ra(t) = T

b1 : I —-R,b(t) =1.
modul 1.1. Pentru a aduce ecuatia (xp) la o forma similard cu cea a uneia diferentiale liniare intr-o
necunoscutd u = u (t), se inmulteste (xg) cu y~2(t), Vt € I, a.d. (t # 0si y(t) # 0) (pentru ca
termenul ce contine b; (t) s& nu mai contind si y (¢)). Se obtine

2 .
y 2 (t)y (t) = Egfl (t) +1L,Vt€l, al (t#0siy(t)#0).

Se face schimbarea de functie necunoscuta

{ w(t)=y ' (t),VteL;| £ ()
u (t) = —y 2 (t)y (t),Vt € L.
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Se inlocuieste y si ¢’ si se obtine o ecuatie diferentiald liniars in necunoscuta u (),
stey 1y §

() = %u(t)—kl,w €T, ai (t#0siy(t)#0) =

-2
(xpn1) ' () = Tu(t) —1L,Vtel, al (t#0siy(t) #0).
modul 1.1". O variantd de lucru este inlocuirea directd a substitutiei. Adicd se face schimbarea de
functie necunoscuta

{ uw(t) =y t(t),Vtel, ai (t#0,y(t) =0) N

y (1) = —u 2 (t)u' (t)
Se inlocuieste y si ¥’ in (xp) si se obtine o ecuatie diferentiald liniard in necunoscuta y (t),

—u2 (t) ! (t) = %u’l )+ (w (1), Vt €L, ad. (E#£0,y(t) Z0)|- (—u (1) =

{ y(t)=u"t(t),Vt €l ai (t#0,y(t) =0)

—9 ]
(xpn1) U/ (t) = Tu(t) —Lvtel, ai (t#0siy(t) £0).

In ambele variante se observi ci ecuatia (xrn1) este ecuatie diferentiald liniard de ordin intai

neomogena, cu

-2
a9 :H—>R,a2(t) = T,
b2 1H—>R,b2(t) = —1.
Ecuatia (xpn1) se poate rezolva prin una din cele doud metode descrise in Exercitiul 1 (Metoda
variatiel constantelor sau Metoda factorului integrant). La acest exercitiu se va utiliza direct
formula (6) pentru ecuatia in necunoscuta u (t) si Conventia. Se obtine

[y

u(t;c):ef(_%)dt c—i—/(—l)e dt | Vtel,siceR=

u (t;c) = e~ 2Mnlt+0 <c + / (-1) 621n|t+0dt> NVtely,siceR=

1 t3 L ceeRr
u(t,c)—t—2 c—3 Vtel, siceR
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiiei (1), sub forma explicitd. Se revine la
substitutie=

1 1 t? .
Yy (75):t—2 c—3 WVtel, siceR.

Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiiei (xp), sub forma implicitd. Se revine la
substitutie=

IR | t3 ,

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiiei (xg), sub forma implicita. Se expliciteazd=
o=y ( ] B\
z(t;e) = - —lec——=
’ ¢ t2 3

Domeniul de definitie a solutiei, I,, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere) (I, se obtine impunéand ¢ # 0 si
c— g #0).
modul 2. Se face direct schimbarea de functie necunoscutd u=! (t) = x (t) — 21 (t), adica
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1 1

N O 1
x(t)—wu (t)+t72’

Se inlocuiesc x si 2’ obtinuti in (xg) =
-1, -1 1 1\* 2
— v )+ —==—+-] —5,Vtel, =
a3 <u(t)+t> 12’ @

-2
(xpn1) W' (t) = U (t) —1L,vtel, ai (t#0siu(t)#0).
S-a obtinut exact ecuatia diferentiald liniard de la modul 1, care se rezolva in continuare ca la
modul 1.

0]

Vvt €1,

01.6.1. Ecuatii diferentiale Clairaut
Forma generala a unei ecuatii diferentiale Clairaut:

@ (t) =12’ (t) + ¢ (+/ (1) | sau (13)

., dw dx ,

unde 1 : R — R este o functie de clasd C'.
Rezolvare. Pentrut € I, C I, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
x = x (t) functie necunoscuts de clasi C!, solutie pentru ecuatiile (13) sau (13'), chiar de clasg C? (
sau t =t (x), sau o relatie algebrica intre ¢ i , sau x si ¢t legate parametric). Se deriveazi ecuatia
Clairaut (13) si se obtine, formal

o (t)=2" )+t 2" () + ¢ (2 (t) 2" () =

(1) (t+ (2! (1)) = 0.
Se noteazd 2’ (t) = p =

P () (t+ 1 (p)) = 0.
ePe un interval pe care p’ = 0, se obtine z ca solutie a 2’ (t) = 0, adici

x(t)=ct+d
si, impunéand ca z s& fie solutie pentru ecuatia Clairaut,

z(t)=ct+v(c),ceR.
ePe un interval pe care t + ' (p) = 0, se obtine z ca solutie a sistemului parametric

{ t=—1'(p)

z=—p¢' (p) +¥(p),peR.

solutie numita solutie singulard a ecuatiei Clairaut.

OExercitiul 4. Si se determine o functie z : I — R pentru care distanta de la un punct fixat la
orice tangentd la graficul functiei sa fie constanta.
Rezolvare. Fara si se restranga generalitatea, se presupune c& punctul fixat este originea. Ecuatia
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tangentei la curba z in punctul (¢,z (t)) este
Y—z(t)=2(t) (X —1)

iar distanta de la origine la aceasta tangenta este
' @) a0

L+ (' (1))

Din motive de continuitate, cantitatea din modul are semn constant si atunci ecuatia se rescrie in
forma

z(t) = ta' (1) + k[ 1+ (@ (1),

care este o ecuatie Clairaut cu 1)(z) = kv/1 + 22. Conform pasilor din rezolvare, se deriveaza formal
si se obtine

/
at"(t)- t+kx—(t) =0,

L+ (a' (¢))?
de unde rezulta
esolutia generald = (t) = ct + kvV/1+ 2, c € R;

esolutia singulara Clairaut sub forma parametrica
kp
t=—

\/1+p

r=———=+ky1+p?= ,pER
\/1+p V1+p?

Rezultd 22 + t2 = k2, adici graficul lui = este un arc din cercul cu centrul in origine si razi k.

Solutii ne-netede se pot obtine intercaland arce de cerc cu portiuni de tangenta in capetele
arcelor.

01.6.2. Ecuatii diferentiale Lagrange
Forma generala a unei ecuatii diferentiale Lagrange:

()=t o (@ () +¢ (@ ()] san (14)

=1t w(dx>+w< ) (14')

unde ¢, 1) : R — R sunt functii de clasi C!, cu ¢ (2) = 2,¥z € R.
Rezolvare. Pentru ¢ € I, C I, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
x = z (t) functie necunoscuts de clasi C, solutie pentru ecuatiile (14) sau (14'), chiar de clasi C? (
sau t =t (x), sau o relatie algebrica intre ¢ gi x, sau x si t legate parametric). Se deriveaza ecuatia
Lagrange (14) §i se obtine, formal

)=l 0) 1) 04 W (2! (1) 2 (t) =

(@' () =@ (' (1) = (t- ¢ (&' (1)) + 9" (@' (1)) - 2" (1)
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Utilizand metoda parametrilor, se noteazd =’ (t) = p =

P—e®)= (¢ +¢ /) p.
Formal,

,__p—¢®)
) te’ (p) +¢' (p)
In ipoteza cd p este inversabild (dacd, de exemplu, z” are semn constant) se poate inversa gi se
obtine t in functie de p, cu derivata
/ /
P 2 V) P () —a(p) - t+b(p).

p—e)  p—e®
Ultima ecuatie diferentiald este una liniard, care se poate rezolva. Notand cu ¢ (p) = 6 (p) solutia

generala a acestei ecuatii, se obtine
{tzﬂm
z=0(p) o) +¢@,peR
adica solutia generala a ecuatiei Lagrange, sub forma parametrica.




