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CURS NR. 4
EDCO, AIA

2: PROBLEME CAUCHY PENTRU ECUAŢII DIFERENŢIALE DE ORDINUL 1

Introducere. În acest capitol se va studia problema Cauchy sau problema având condiţie iniţial¼a/
date iniţiale pentru o ecuaţie diferenţial¼a de ordinul întâi, constând în determinarea unei soluţii
x = x(t) a unei ecuaţii diferenţiale, care pentru o valoare dat¼a t0 ia o valoare precizat¼a x0:

În general , noţiunile şi teoremele asociate acestei probleme, centrale în teoria ecuaţiilor difer-
enţiale, se pot referi la:

-Problema Cauchy pentru o ecuaţie diferenţial¼a dat¼a şi conceptele de baz¼a legate de aceasta:
soluţie, soluţie la stânga/ la dreapta, soluţie local¼a/ global¼a, soluţie continuabil¼a, soluţie saturat¼a/
nesaturat¼a, etc;

-O condi̧tie su�cient¼a de existenţ¼a local¼a pentru o problem¼a Cauchy, dat¼a de continuitatea
funçtiei f ;

-Condi̧tii în care orice dou¼a soluţii ale aceleiaşi probleme Cauchy coincid pe partea comun¼a a
domeniilor lor de de�ni̧tie;

-Existenţa soluţiilor saturate şi a celor globale;
-Dependenţa continu¼a a soluţiilor de date;
-Diferenţiabilitatea soluţiilor în raport cu datele.
Teoria se poate studia similar pentru ecuaţii diferenţiale de ordinul n, pentru sisteme de ecuaţii

diferenţiale. A se vedea suport bibliogra�c.
Aici , dup¼a de�nirea conceptului de soluţie, este prezentat¼a noţiunea de funçtie Lipschitz şi,

pe baza noţiunii, se enunţ¼a şi demonstreaz¼a câteva rezultate de existenţ¼a şi unicitate ale soluţiei
pentru problema Cauchy asociat¼a unei ecuaţii diferenţiale de ordinul 1. La �nal va � enunţat şi un
rezultat legat de sistemele de ecuaţii diferenţiale liniare.

De�ni̧tia 2:1. Fie I � R un interval nevid şi deschis din R, 
 � Rn o muļtime nevid¼a şi deschis¼a,
f : I � 
 ! R o funçtie, t0 2 I şi x0 2 
: Problema Cauchy sau problema cu condiţie iniţial¼a
pentru un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi cu datele D = (I;
; f; t0;x0) const¼a în
determinarea unei funçtii x : J ! 
 de clas¼a C1; unde J � I este un interval cu interior nevid cu
t0 2 J pentru care

PC (D) :
�
x0 (t) = f (t;x (t)) ; t 2 J;
x (t0) = x0:

Funçtia x se numeşte soluţie a problemei Cauchy PC (D) :
Pentru n = 1; PC (D) este ataşat¼a unei ecuaţii diferenţiale ordinare, de ordinul întâi, iar notaţia

x (corespunz¼atoare unei n-uple sau unui vector coloan¼a cu n-linii) devine x:
Pentru alte noţiuni enumerate în Introducere, a se vedea Bibliogra�e [Vrabie].

Exemplul 2:1: Unele probleme Cauchy se rezolv¼a exact, dac¼a sistemul / ecuaţia diferenţial¼a de
ordinul întâi corespunz¼atoare permite o rezolvare exact¼a. De exemplu,

PC (D) :
�
x0 (t) = �x2 (t)
x (0) = �1:

Se observ¼a c¼a datele problemei sunt:
�I = R, 
 = R,
�f : R� R! R; f (t; x) = �x2;
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�t0 = 0 şi x0 = �1:
etapa1 : Se determin¼a toate soluţiile ecuaţiei

(�)x0 (t) = �x2 (t) ; t 2 I:
Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).
�Se observ¼a c¼a

x : R! R; x (t) = 0
este soluţie singular¼a pentru ecuaţia (�).
�Se caut¼a şi alte soluţii decât cea singular¼a.
mod detaliat. Folosind Convenţiile; se obţine

(�)) x0 (t)

�x2 (t) = 1;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0
���� R (�) dt)Z

x0 (t)

�x2 (t)dt =
Z
1dt;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0)

(��) 1

x (t)
= t+ c;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0 şi c 2 R.

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) ; sub form¼a implicit¼a.
mod prescurtat. Folosind Convenţiile; se obţine

(�)) dx

�x2 = 1dt;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0
���� REV S )Z

dx

�x2 =
Z
1

t
dt;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0)

(��) 1
x
= t+ c;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0 şi c 2 R.

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a.
Soluţia general¼a a ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R, de

x : Ix ! R; x (t) =
1

t+ c
;8t 2 Ix;

unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c. Pentru �ecare c 2 R,
Ix � ft 2 R; t+ c 6= 0g :

De menţionat c¼a (�) are, pe lâng¼a soluţia general¼a (��) şi soluţia singular¼a precizat¼a.
etapa 2 : Se determin¼a acea soluţie particular¼a a ecuaţiei (�) (dac¼a exist¼a, dac¼a e unic¼a) dintre
toate soluţiile, ce veri�c¼a CI : x (0) = 1.

Se observ¼a c¼a soluţia singular¼a nu veri�c¼aCI : x (0) = 1:
Se înlocuieşte CI în (��) şi se obţine 1

�1 = 0 + c) c = �1:
Se înlocuieşte aceast¼a constant¼a în (��) şi se obţine

(��) 1
x
= t� 1;8t 2 Ix a.î. 0 2 Ix şi x (t) 6= 0.

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia particular¼a a ecuaţiei (�) ce veri�c¼a CI; sub form¼a implicit¼a.
Soluţia (PC) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, de

x : Ix ! R; x (t) =
1

t� 1 ;8t 2 Ix interval a.î. t 6= 1 şi t = 0 2 Ix:
Gra�c, sunt reprezentate soluţia singular¼a (cu roşu) a ecua̧tiei (�), soluţia general¼a a ecuaţiei (�) prin
particulariz¼ari aleatoare de constant¼a de indexare c = �3; c = �2; c = �1; c = 0; c = 1; c = 2; c = 3
(cu albastru) şi soluţia particular¼a a ecuaţiei (�) ce veri�c¼a (CI) (cu verde, c = �1 pentru care se
ia Ix cu t = 0 2 Ix). De menţionat c¼a acea curb¼a integral¼a verde trece prin (t0; x0) = (0;�1) :
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t

x

Comentariu. Se observ¼a c¼a
x : ]�1; 1[! R; x (t) =

1

t� 1
este soluţie a PC (D) : În ipoteza cunoaşterii conceptelor din Bibliogra�e [Vrabie], este o soluţie
saturat¼a la dreapta, dar nu este global¼a la dreapta. Mai mult, este o soluţie global¼a la stânga a
PC (D) : În plus, xj]�1; 12 [ este continuabil¼a la dreapta, dar nu la stânga, iar xj]�1;1[ este continuabil¼a
la stânga, dar nu la dreapta.

Din aceste exemplu se deduce, chiar şi în cazul în care f depinde de t; indiferent de cât de
regulat¼a este f în raport cu x din 
; PC (D) poate s¼a nu aib¼a soluţii globale.
Observa̧tia 2:1: a) Exist¼a probleme Cauchy care nu au soluţii sau care au soluţie unic¼a sau care
au mai multe soluţii. Dac¼a exist¼a, soluţia, unic¼a sau nu, poate � local¼a sau global¼a, saturat¼a sau
nesaturat¼a. Dintre problemele şi conceptele menţionate, se va studia existenţa şi/ sau unicitatea
problemei Cauchy.

b) Spre deosebire de ecuaţia din Exemplul 2:1:, majoritatea ecuaţiilor diferenţiale nu pot �
rezolvate exact. Din acest motiv s-au c¼autat condi̧tii su�ciente cât mai generale asupra datelor
unei probleme cu valori ini̧tiale pentru ca aceasta s¼a admit¼a cel puţin o soluţie. Primul care a
stabilit un rezultat în acest sens a fost Augustin Cauchy (1789 � 1857) care, în 1820, a utilizat
metoda liniilor poligonale pentru a demonstra existenţa local¼a (nu şi unicitatea) pentru problema
cu valori ini̧tiale al c¼arui membru drept este o funçtie de clas¼a C1: Metoda, îmbun¼at¼aţit¼a de Rudolf
Otto Sigismund Lipschitz (1832 � 1903), a fost impus¼a în cadru mai general de c¼atre Giuseppe
Peano (1858� 1932) în 1890.

Un pas important în ceea ce priveşte problema aproxim¼arii soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale a
fost f¼acut în 1890 de c¼atre Emile Picard (1856� 1941), când a introdus metoda aproxima̧tiilor
succesive, devenit¼a curând foarte cunoscut¼a.

În general, principala preocupare a matematicienilor secolelor XV II � XV III, referitoare la
ecuaţiile diferenţiale, a fost de a pune în evidenţ¼a unele metode, �e de determinare explicit¼a a
soluţiilor, �e de aproximare a lor. S-a constatat îns¼a c¼a aceste obiective sunt rareori realizabile.
În conferinţa suştinut¼a în cadrul Congresului Internaţional al Matematicienilor din 1908; Henri
Poincaré a a�rmat: "În trecut o ecuaţie era considerat¼a rezolvat¼a numai dac¼a se exprima soluţia cu
ajutorul unui num¼ar �nit de funcţii cunoscute; dar aceasta este greu de realizat într-un caz dintr-o
sut¼a. Ceea ce putem face întotdeauna, sau mai degrab¼a ceea ce putem întotdeauna încerca s¼a facem,
este de a rezolva problema calitativ¼a, adic¼a s¼a încerc¼am s¼a g¼asim forma curbei ce reprezint¼a funcţia
necunoscut¼a."

De�ni̧tia 2:2. O funçtie F : 
 � Rn ! Rm are proprietatea Lipschitz pe 
 sau c¼a este lipschitzian¼a
pe 
 (global) dac¼a exist¼a L > 0 astfel încâtF (x)� F �y�Rm � L � x� yRn ; pentru orice �x;y� 2 
2
(distanţa dintre oricare dou¼a valori ale funçtiei nu poate creşte oricât în raport cu distanţa dintre
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argumente). A se vedea animaţia din https://en.wikipedia.org/wiki/Lipschitz_continuity.
Propozi̧tia 2:1: Dac¼a F : 
 � Rn ! Rm are proprietatea Lipschitz pe 
 atunci F este continu¼a
pe 
.
Demonstraţie. Fie F : 
 � Rn ! Rm o funçtie având proprietatea Lipschitz pe 
.

Fie x 2 
 şi un şir
�
xk
�
k
� 
 de elemente din 
 astfel încât încât xk ! x: Atunci, pentru orice

k 2 N, din proprietatea Lipschitz,F �xk�� F (x)Rm � Lxk � xRn :
Cum xk ! x, atunci

xk � xRn ! 0 şi deci
F �xk�� F (x)Rm ! 0, adic¼a F

�
xk
�
! F (x) :

Conform caracteriz¼arii continuit¼aţii cu şiruri, se obţine c¼a F este continu¼a în orice punct x 2 
;
deci pe 
:
Observa̧tia 2:2: Reciproca Propozi̧tiei 2:1: este fals¼a. Exist¼a funçtii continue pe 
 care nu au
proprietatea Lipschitz pe 
:

De exemplu, �e F : ]0;1[ � R1 ! R1, F (x) =
1

x
:

Funçtia F este continu¼a, chiar derivabil¼a pe 
 = ]0;1[ � R1. Dar F nu are proprietatea
Lipschitz pe 
 = ]0;1[ : Într-adev¼ar, se presupune prin reducere la absurd c¼a ar exista L > 0 a.î.

jF (x)� F (y)j � L jx� yj ;8x; y 2 ]0;1[ :
De menţionat c¼a normele pe R1 coincid şi coincid cu norma modul. Atunci����1x � 1y

���� � L jx� yj , Lxy � 1;8x; y 2 ]0;1[ ;

ceea ce este fals (se poate alege x = 1
L ; y =

1
2):

Deci presupunerea f¼acut¼a este fals¼a, adic¼a F nu are proprietatea Lipschitz pe 
 = ]0;1[ :
Propozi̧tia 2:2: Dac¼a F : 
 = I � R ! R este funçtie derivabil¼a pe un interval, cu derivata
m¼arginit¼a pe acel interval, atunci F are proprietatea Lipschitz pe intervalul respectiv.
Demonstraţie. Fie F : 
 = I � R! R o funçtie derivabil¼a pentru care exist¼a M > 0 astfel încât

jF 0 (x)j �M;8x 2 I:
Pentru (x; y) 2 I2 arbitrari se aplic¼a teorema lui Lagrange pe intervalul [x; y] sau [y; x]. Atunci
exist¼a zx;y 2 I a.î.

F (x)� F (y) = F 0 (zx;y) � (x� y)) jF (x)� F (y)j = jF 0 (zx;y)j � jx� yj �M jx� yj :
Cum x şi y sunt arbitrari, rezult¼a c¼a F are proprietatea Lipschitz pe I:

Observa̧tia 2:2: a) Reciproca este fals¼a. Exist¼a funçtii care au proprietatea Lipschitz pe un
interval şi care nu sunt derivabile pe acel interval.

De exemplu, �e F : R! R, F (x) = jxj :
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Funçtia modul (norm¼a) este cu proprietatea Lipschitz pe I = R; deoarece
jF (x)� F (y)j = jjxj � jyjj � 1 � jx� yj ; pentru orice x; y 2 
 = I:
Dar nu este derivabil¼a pe I = R, deoarece nu este derivabil¼a în 0:

b) Dac¼a o funçtie F : 
 = I � R! R are proprietatea Lipschitz pe un interval I şi este derivabil¼a
pe I, atunci derivata sa este m¼arginit¼a, constanta de m¼arginire �ind constanta Lipschitz L:
c) Pentru funçtii vectoriale, F : 
 � Rn ! Rm; Propozi̧tia 2:2: se p¼astreaz¼a, completând ca
domeniul 
 s¼a �e convex, iar "derivata funçtiei F" se înlocuieşte cu "derivatele paŗtiale ale funçtiilor
componente ale lui F".

Se va studia cazul ecuaţiilor diferenţiale ordinare, de ordinul întâi, celelalte rezultate obţinându-
se similar.
Teorema 2:1. (teorema de existenţ¼a şi unicitate, Picard) Fie I;
 � R dou¼a intervale
nevide şi deschise din R, f : I� 
! R o funçtie, t0 2 I şi x0 2 
: Fie problema Cauchy cu datele
D = (I;
; f; t0; x0) ;

PC (D) :
�
x0 (t) = f (t; x (t)) ; t 2 I;
x (t0) = x0:

Dac¼a:
(i) f este continu¼a pe I� 
;
(ii) exist¼a L > 0 a.î., pentru orice t 2 I, �xat,
jf (t; u)� f (t; v)j � L � ju� vj ;8 (u; v) 2 
2,

adic¼a are proprietatea Lipschitz global¼a în raport cu a doua variabil¼a, x,
atunci problema Cauchy PC (D) are soluţie unic¼a, x : J � I ! 
; dat¼a de metoda aproximaţiilor
succesive, adic¼a soluţia x a problemei este limita şirului (xn)n2N de�nit de:8<:

x0 (t) = x0;8t 2 J

xn+1 (t) = x0 +

Z t

t0

f (s; xn (s)) ds;8t 2 J;8n 2 N:
(1)

Demonstraţie.
Existenţa soluţiei
�pasul 1: În ipoteza c¼a exist¼a o soluţie a PC (D) ; x : J � I! 
; pe un interval J precizat ulterior;
atunci x este de clas¼a C1 şi veri�c¼a�

(2)x0 (t) = f (t; x (t)) ; t 2 J;
(CI)x (t0) = x0:

Deoarece x0 şi f sunt funçtii continue, integrând relaţia (2) de la t0 la t 2 J; se obţine
x (t) = x0 +

R t
t0
f (s; x (s)) ds; t 2 J: (3)

Reciproc, dac¼a x : J � I! R este o funçtie care veri�c¼a ecua̧tia integral¼a (3) ; atunci, deoarece
f este continu¼a, conform teoremei fundamentale a calculului integral,

-x este soluţie a ecuaţiei diferenţiale: este de clas¼a de clas¼a C1 pe J şi
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x0 (t) =
d

dt

�
x0 +

R t
t0
f (s; x (s)) ds

�
= f (t; x (t)) ; t 2 J;

-x veri�c¼a (CI) : x (t0) = x0.
Se obţine c¼a x este o soluţie a problemei Cauchy PC (D).
Deci x este soluţie a PC (D) dac¼a şi numai dac¼a x veri�c¼a ecua̧tia integral¼a (3).

� pasul 2: Toate funçtiile şirului de funçtii (xn)n2N de�nit de (1) veri�c¼a condi̧tia ini̧tial¼a
(CI) xn (t0) = x0;8n 2 N.

� pasul 3: Toate funçtiile şirului de funçtii (xn)n2N de�nit de (1) sunt funçtii continue pe
un interval J � I precizat ulterior, deoarece f este continu¼a şi toate intergralele care intervin
genereaz¼a funçtii continue.
� pasul 4: Deoarece I�
 este un interval bidimensional nevid deschis, cu t0 2 I şi x0 2 
; se poate
alege � > 0 şi " > 0 astfel încât

D = [t0 � �; t0 + �]� [x0 � "; x0 + "] � I� 
,
D un dreptunghi cu interior centrat în (t0; x0) :

Deoarece f este continu¼a pe I � 
 atunci,conform teoremei lui Weierstrass, f este funçtie
m¼arginit¼a (şi î̧si atinge marginile) pe orice muļtime m¼arginit¼a şi închis¼a din I � 
; deci şi pe D
compact. Deci exist¼a M > 0 astfel încât

jf (t; u)j �M , 8 (t; u) 2 [t0 � �; t0 + �]� [x0 � "; x0 + "] :
Chiar M = sup

(t;u)2D
jf (t; u)j :

Fie h = min
n
�;
"

M

o
:

Se arat¼a c¼a: 8t 2 [t0 � h; t0 + h]) xn (t) 2 [x0 � "; x0 + "] ;8n 2 N:
Demonstraţia se face prin induçtie matematic¼a. Într-adev¼ar:
P (0) : x0 (t) 2 [x0 � "; x0 + "] din construçtie.
P (1) : 8t 2 [t0 � h; t0 + h]) x1 (t) 2 [x0 � "; x0 + "]- adev¼arat, deoarece:

8t 2 [t0 � h; t0 + h])

) jx1 (t)� x0j
(1)
=

����Z t

t0

f (s; x0) ds

���� �M jt� t0j �Mh � ":

P (k)) P (k + 1) ;8k 2 N- adev¼arat, deoarece:
Se presupune P (k) propozi̧tie adev¼arat¼a, 8k 2 N, adic¼a

8t 2 [t0 � h; t0 + h]) xk (t) 2 [x0 � "; x0 + "] ;8k 2 N.
Atunci 8t 2 [t0 � h; t0 + h])

) jxk+1 (t)� x0j
(1)
=

����Z t

t0

f (s; xk (s)) ds

���� ip. inductiv¼a� M jt� t0j �Mh � ":

� pasul 5: Se arat¼a c¼a şirul (xn)n2N de�nit de (1) converge uniform pe intervalul J =
[t0 � h; t0 + h] :
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Se poate scrie
xn (t) = (xn (t)� xn�1 (t)) + (xn�1 (t)� xn�2 (t)) + � � �+ (x1 (t)� x0 (t)) + x0; t 2 J.

Atunci, convergenţa uniform¼a a şirului de funçtii (xn)n2N este echivalent¼a cu convergenţa uniform¼a
a seriei de funçtii

1X
n=1

(xn (t)� xn�1 (t)) ; t 2 J, (4)

pentru care (xn)n2N este chiar şirul sumelor paŗtiale.
Pentru a ar¼ata c¼a seria (4) converge uniform pe intervalul considerat este su�cient s¼a se arate c¼a

termenul s¼au general este majorat în modul de termenul general al unei serii numerice, cu tremeni
pozitivi, convergent¼a, apoi utilizându-se criteriul lui Weierstrass de convergenţ¼a uniform¼a.

Prin induçtie matematic¼a, se arat¼a c¼a:

8t 2 [t0 � h; t0 + h]) jxn (t)� xn�1 (t)j �MLn�1
jt� t0jn

n!
;8n 2 N�.

Într-adev¼ar:
P (1) : adev¼arat, deoarece:

8t 2 [t0 � h; t0 + h])

) jx1 (t)� x0 (t)j
(1)
=

����Z t

t0

f (s; x0) ds

���� �M jt� t0j :

P (k)) P (k + 1) ;8k 2 N�- adev¼arat, deoarece:
Se presupune P (k) propozi̧tie adev¼arat¼a, 8k 2 N, adic¼a

8t 2 [t0 � h; t0 + h]) jxk (t)� xk�1 (t)j �MLk�1
jt� t0jk

k!
;8k 2 N�:

Atunci 8t 2 [t0 � h; t0 + h])

) jxk+1 (t)� xk (t)j
(1)
=

����Z t

t0

f (s; xk (s)) ds�
Z t

t0

f (s; xk�1 (s)) ds

���� =
=

����Z t

t0

(f (s; xk (s)) ds� f (s; xk�1 (s))) ds
���� � Z t

t0

jf (s; xk (s)) ds� f (s; xk�1 (s))j ds
cond. Lipschitz

�

� L
Z t

t0

jxk (s)� xk�1 (s)j ds
ip. inductiv¼a

� L

Z t

t0

MLk�1 � js� t0j
k

k!
ds �

� L �MLk�1 � jt� t0j
k+1

(k + 1)!
:

Deci

8t 2 [t0 � h; t0 + h]) jxn (t)� xn�1 (t)j �MLn�1
jt� t0jn

n!
�MLn�1h

n

n!
;8n 2 N�:

Seria numeric¼a
1X
n=1

MLn�1
hn

n!
este convergent¼a sau din criteriul raportului, deoarece:

-an =
M

L
� (Lh)

n

n!
� 0;8n 2 N�;

- lim
n!1

an+1
an

= lim
n!1

 
M

L
� (Lh)

n+1

(n+ 1)!
� L
M
� n!

(Lh)n

!
= lim
n!1

Lh

(n+ 1)
= 0 < 1;

Sau deoarece
M

L

1X
n=1

(Lh)n

n!
are aceeaşi natur¼a cu

1X
n=0

(Lh)n

n!
= eLh; convergent¼a.

Atunci, conform criteriului lui Weierstrass, seria de funçtii (4) este uniform convergent¼a pe
intervalul J şi deci şirul de funçtii (xn)n2N de�nit de (1) converge uniform pe intervalul J
� pasul 6: Şirul de funçtii (xn)n2N de�nit de (1) converge uniform pe intervalul J la o funçtie
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x : J � I! R.
Mai mult, deoarece funçtiile care intervin în (1) sunt continue, din convergenţa uniform¼a se

obţine c¼a x este funçtie continu¼a şi c¼a
t 2 [t0 � h; t0 + h]) x (t) 2 [x0 � "; x0 + "] � 
;

adic¼a x : J � I! 
:
� pasul 7: Se demonstreaz¼a c¼a funçtia x = lim

n!1
xn g¼asit¼a la pasul 6 este soluţia c¼autat¼a a PC (D).

Într-adev¼ar, trecând la limit¼a în relaţia de recurenţ¼a din (1) ; se obţine c¼a
x (t) = x0 +

R t
t0
f (s; x (s)) ds; t 2 J;

adic¼a x veri�c¼a (3) şi, conform pasului 1; este soluţie a problemei Cauchy PC (D).
Unicitatea soluţiei Se obţine din unicitatea limitei şirului de funçtii pe J.

Se presupune c¼a problema PC (D) ar mai admite o solutie y : J � I ! 
. Atunci, din pasul 1;
se obţine c¼a

y (t) = y0 +
R t
t0
f (s; y (s)) ds; t 2 J.

În plus, 8t 2 [t0 � h; t0 + h] = J)

) jxn (t)� y (t)j
(1)
=

����Z t

t0

f (s; xn�1 (s)) ds�
Z t

t0

f (s; y (s)) ds

���� =
=

����Z t

t0

(f (s; xn�1 (s)) ds� f (s; y (s))) ds
���� � Z t

t0

jf (s; xn�1 (s)) ds� f (s; y (s))j ds
cond. Lipschitz

�

� L
Z t

t0

jxn�1 (s)� y (s)j ds
inducţie
� MLn�1

jt� t0jn

n!
� M

L
� (Lh)

n

n!
;8n 2 N�:

Deoarece lim
n!1

M

L
� (Lh)

n

n!
= 0; uniform în raport cu t; ca şir de numere, din inegalitate se deduce

c¼a
y (t) = lim

n!1
xn (t) = x (t) ; uniform în raport cu t:

Observa̧tia 2:3: a) Teorema precedent¼a are caracter local, deoarece asigur¼a existenţa soluţiei pe
un interval [t0 � h; t0 + h] = J de lungime mic¼a, simetric, cu centrul în t0:
b) În unele variante ale teoremei, intervalul bidimensional deschis nevid I�
 (care permite studiul
continuabilit¼aţii şi ale altor atribute pentru soluţie) este înlocuit cu intervalul bidimensional închis,
compact, centrat în (t0; x0)

D = [t0 � a; t0 + a]� [x0 � b; x0 + b] =
�
(t; x) 2 R2 j jt� t0j � a; jx� x0j � b

	
;

iar condi̧tia Lipschitz global¼a pentru f în raport cu variabila x cu o condi̧tie Lipschitz local¼a în
raport cu variabila x; adic¼a 8 (t0; x0) 2 D; exist¼a o vecin¼atate V 2 V ((t0; x0)) (chiar exist¼a o
vecin¼atate compact¼a VK) şi exist¼a L > 0 (depinzând de V; de (t0; x0)) a.î.

jf (t; u)� f (t; v)j � L � ju� vj ;8 (t; u) ; (t; v) 2 V:

Exemplul 2:2: Unele probleme Cauchy nu se pot rezolva exact, dac¼a sistemul / ecuaţia difer-
enţial¼a de ordinul întâi corespunz¼atoare nu permit o rezolvare exact¼a. De exemplu,

PC (D) :
�
x0 (t) = 2t+ 3x5 (t)
x (0) = 0:

Se observ¼a c¼a datele problemei sunt:
�I = R, 
 = R,
�f : R� R! R; f (t; x) = 2t+ 3x5;
�t0 = 0 şi x0 = 0:

etapa 1. Se veri�c¼a ipotezele teoremei Picard în sensul Observa̧tiei 2:3:; b):
(i) f este continu¼a pe I� 
;
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(ii) pentru (t0; x0) = (0; 0) ; exist¼a o vecin¼atate V 2 V ((t0; x0)) (chiar exist¼a o vecin¼atate
compact¼a VK) şi exist¼a L > 0 (depinzând de V; de (t0; x0)) a.î.

jf (t; u)� f (t; v)j � L � ju� vj ;8 (t; u) ; (t; v) 2 V:
Într-adev¼ar, 9D = [0� �; 0 + �] � [0� "; 0 + "] = [��; �] � [�"; "] = VK 2 V ((0; 0)) şi exist¼a

L = 3"4 > 0 a.î.
jf (t; u)� f (t; v)j =

���2t+ 3u5�� �2t+ 3v5��� = ju� vj � 3 ��u4 + u3v + u2v2 + uv3 + v4�� �
� ju� vj � 3

���u4��+ ��u3v��+ ��u2v2��+ ��uv3��+ ��v4��� � 3"4 � ju� vj ;8 (t; u) ; (t; v) 2 VK ,
adic¼a are proprietatea Lipschitz local¼a în raport cu a doua variabil¼a, x.
etapa 2. Se aplic¼a Teorema. Problema Cauchy PC (D) are soluţie unic¼a, x : J � I ! 
; dat¼a de
metoda aproximaţiilor succesive, adic¼a soluţia x a problemei este limita şirului (xn)n2N de�nit de:8<:

x0 (t) = x0;8t 2 J

xn+1 (t) = x0 +

Z t

t0

f (s; xn (s)) ds;8t 2 J;8n 2 N:

unde J = [0� h; 0 + h] ; cu h = min
�
�;
"

M

�
:

Deoarece
jf (t; u)j =

��2t+ 3u5�� � 2 jtj+ 3 juj5 � 2� + 3"5; (t; u) 2 VK )M = 2� + 3"5 > 0:
etapa 2. Se scriu primele trei iteraţii Picard.

x0 (t) = 0;8t 2 [�h; h] ;(albastru)

x1 (t) = 0 +

Z t

0
f (s; x0 (s)) ds = 0 +

Z t

0

�
2s+ 3 � 05

�
ds = t2;8t 2 [�h; h] ;(magenta)

x2 (t) = 0 +

Z t

0
f (s; x1 (s)) ds = 0 +

Z t

0

�
2s+ 3 �

�
s2
�5�

ds = t2 + 3 � t
11

11
;8t 2 [�h; h] ;(verde)

Folosind calculatorul, se poate calcula şi

x3 (t) = 0 +

Z t

0
f (s; x2 (s)) ds = 0 +

Z t

0

 
2s+ 3 �

�
s2 + 3 � s

11

11

�5!
ds =

= 729
9018 856 t

56+ 1215
688 127 t

47+ 405
25 289 t

38+ 270
3509 t

29+ 9
44 t

20+ 3
11 t

11+ t2;8t 2 [�h; h] ; (reprezentarea
acestei iteraţii are multe oscilaţii în jurul originii, cauzate de puterile mari, şi se justi�c¼a doar într-o
regiune cu h mic din plan, nu pe [�h; h] = [�5; 5] cum sunt reprezent¼arile anterioare)

:::
Mai mult, se observ¼a c¼a soluţia problemei Cauchy (exist¼a şi este unic¼a) se aproximeaz¼a pe

intervalul [�h; h] cu funçtii polinomiale (ca la serii Taylor).
În plus, eroarea de aproximare a x este oferit¼a de inegalitatea

jxn (t)� x (t)j �
M

L
� (Lh)

n

n!
;8n 2 N�;8t 2 [�h; h] ;

algoritmul de aproximare �ind stopat.

t

x

Observa̧tia 2:4: Dac¼a se renunţ¼a la condi̧tia Lipschitz, presupunând numai c¼a f este continu¼a pe un
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interval bidimensional (compact), exist¼a Teorema lui Peano care asigur¼a c¼a prin orice punct (t0; x0)
din intervalul bidimensional trece reprezentarea unui gra�c al unei soluţii. Se poate demonstra
numai existenţa local¼a a PC (D) ; nu şi unicitatea ei. Nu se poate demonstra c¼a şirul aproxima̧tiilor
succesive din Teorema Picard converge uniform.

De exemplu (Peano), �e PC (D) :
�
x0 (t) = x

2
3 (t)

x (t0) = 0:
Se observ¼a c¼a datele problemei sunt:
�I = R, 
 = R,
�f : R� R! R; f (t; x) = 3x

2
3 ;

�t0 arbitrar şi x0 = 0:
etapa1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei

(�)x0 (t) = x 23 (t) ; t 2 I:
Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).
�Se observ¼a c¼a

x : R! R; x (t) = 0
este soluţie singular¼a pentru ecuaţia (�).
�Se caut¼a şi alte soluţii decât cea singular¼a. Folosind Convenţiile; se obţine

(�)) x0 (t)

x
2
3 (t)

= 1;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0
����� R (�) dt)Z

x
�2
3 (t) � x0 (t) dt =

Z
1dt;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0)

(��) 3x 13 (t) = t+ c;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 0 şi c 2 R.
Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a.
Soluţia general¼a a ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R, de

x : Ix ! R; x (t) =
1

33
(t+ c)3 ;8t 2 Ix;

unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c. Pentru �ecare c 2 R,
Ix � ft 2 R; t+ c 6= 0g :

De fapt, chiar dac¼a în t = �c nu sunt veri�cate condi̧tiile de lucru, de integrare, de explicitare, se
poate veri�ca c¼a

x : R! R; x (t) =
1

33
(t+ c)3 ; c 2 R

sunt soluţii pentru (�) ce alc¼atuiesc soluţia general¼a.
De menţionat c¼a (�) are, pe lâng¼a soluţia general¼a (��) şi soluţia singular¼a precizat¼a.
etapa 2 : Se determin¼a acea soluţie particular¼a a ecuaţiei (�) (dac¼a exist¼a, dac¼a e unic¼a) dintre
toate soluţiile, ce veri�c¼a CI : x (t0) = 0.

Se observ¼a c¼a soluţia singular¼a veri�c¼aCI : x (t0) = 0:

Se înlocuieşte CI şi în (��) şi se obţine 0 = 1

3
(t0 + c)

3 ) c = �t0:
Se înlocuieşte aceast¼a constant¼a în (��) şi se obţine

3x
1
3 (t) = t� t0;8t 2 R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia particular¼a a ecuaţiei (�) ce veri�c¼a CI; sub form¼a implicit¼a.
Soluţia PC (D) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, de

x : R! R; x (t) =
1

33
(t� t0)3 ;8t 2 R:

Gra�c, sunt reprezentate soluţia singular¼a (cu roşu şi apoi verde) a ecuaţiei (�), soluţia general¼a
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a ecuaţiei (�) prin particulariz¼ari aleatoare de constant¼a de indexare c = �3; c = �2; c = �1; c =
0; c = 1; c = 2; c = 3 (cu albastru) şi soluţia particular¼a a ecuaţiei (�) ce veri�c¼a (CI) (cu verde,
c = �t0 = �1). De menţionat c¼a dou¼a curbe integrale verzi trec prin (t0; x0) = (1; 0) ; dup¼a ce �xez
t0 = 1:

t

x

Deci soluţia PC (D) nu mai este unic¼a. Acest lucru este posibil, deoarece nu se veri�c¼a ipotezele
teoremei Picard.

f (t; u) = u
2
3 este continu¼a dar nu are proprietatea Lipschitz în raport cu variabila u în nicio

vecin¼atate a punctului (t0; 0). Într-adev¼ar,

jf (t; u)� f (t; v)j =
��� 3pu2 � 3

p
v2
��� = ���� u2 � v2

3
p
u4 +

3
p
u2v2 +

3
p
v4

���� = ju+ vj
3
p
u4 +

3
p
u2v2 +

3
p
v4
� ju� vj

iar fraçtia g (u; v) =
ju+ vj

3
p
u4 +

3
p
u2v2 +

3
p
v4

nu este m¼arginit¼a pentru u şi v apropiate de 0. De

exemplu,

un = vn =
1

n3
! 0 pentru n!1) g

�
1

n3
;
1

n3

�
=

2
n3

3
n4

= 2
3n!1 pentru n!1:

Observa̧tia 2:5: (generaliz¼ari ale Teoremei Picard)
a) Fie I � R un interval nevid şi deschis din R, 
 � Rn o muļtime nevid¼a şi deschis¼a, f : I�
! R
o funçtie, t0 2 I şi x0 2 
: Problema Cauchy pentru un sistem de n ecuaţii diferenţiale de ordinul
întâi cu datele D = (I;
; f; t0;x0) (cu acelaşi f) const¼a în determinarea unei funçtii x : J! 
 de
clas¼a C1; unde J � I este un interval cu interior nevid cu t0 2 J pentru care

PC (D) :
�
x0 (t) = f (t;x (t)) ; t 2 J;
x (t0) = x0:

Se demonstreaz¼a analog rezultatul de existenţ¼a şi unicitate Picard, în aceleaşi ipoteze, pe compo-
nente)
b) Fie I � R un interval nevid şi deschis din R, 
 � Rn o muļtime nevid¼a şi deschis¼a, F : I�
! Rn;
f = (f1; :::; fn) o funçtie, t0 2 I şi x0 = (x0;1; :::; x0;n) 2 
: Problema Cauchy pentru un sistem de n
ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi (în form¼a normal¼a) cu datele D = (I;
; F; t0;x0) (cu fi posibil
diferite pe componente) const¼a în determinarea unei funçtii x : J! 
; x = (x1; :::; xn) (n�upl¼a de
funçtii pentru care (t; x1 (t) ; :::; xn (t)) 2 J�
 pentru orice t 2 J � I ) de clas¼a C1; unde J � I este
un interval cu interior nevid cu t0 2 J pentru care

PC (D) :

8>>>>><>>>>>:
(SnED1)

8>>><>>>:
x01 (t) = f1 (t; x1 (t) ; :::; xn (t))
x0n (t) = f2 (t; x1 (t) ; :::; xn (t))

...
x0n (t) = fn (t; x1 (t) ; :::; xn (t))

; t 2 J;

(CI)x (t0) = x0 (xi (t0) = x0;i;8i = 1; n)
Se demonstreaz¼a analog rezultatul de existenţ¼a şi unicitate Picard, în aceleaşi ipoteze asupra fi; i =
1; n, pe componente).
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Mai mult, dac¼a se consider¼a funçtiile cu valori vectoriale�
x : I! Rn;x (t) = (x1 (t) ; :::; xn (t)) ;
F : I� 
 � Rn+1 ! Rn; F (t;u) = (f1 (t; u1; :::; un) ; :::; fn (t; u1; :::; un)) ;

atunci problema Cauchy poate � rescris¼a în forma vectorial¼a�
(x)0 (t) = (F )0 (t;u)
x (t0) = x0:

Pentru ultima form¼a se poate rescrie teorema de existenţ¼a şi unicitate, în ipoteza c¼a F este continu¼a
pe I� 
 şi local lipschitzian¼a pe 
 în raport cu variabila vectorial¼a u = (u1; :::; un) :
c) Fie I � R un interval nevid şi deschis din R, 
 � Rn o muļtime nevid¼a şi deschis¼a, f : I�
! R
o funçtie, t0 2 I şi x0 = (x0;1; :::; x0;n) 2 
: Problema Cauchy pentru o ecuaţie diferenţial¼a de ordin
n (în form¼a normal¼a), cu datele D = (I;
; f; t0;x0) const¼a în determinarea unei funçtii x : J ! 

de clas¼a Cn; unde J � I este un interval cu interior nevid cu t0 2 J şi cu

�
x (t) ; x0 (t) ; :::; x(n�1) (t)

�
2


;8t 2 J, pentru care

PC (D) :
�
(EDn) x(n) (t) = f

�
t; x (t) ; x0 (t) ; :::; x(n�1) (t)

�
; t 2 J;

(CI)x (t0) = x0;1; x
0 (t0) = x0;2; :::; x(n�1) (t0) = x0;n:

Se demonstreaz¼a analog rezultatul de existenţ¼a şi unicitate Picard, în aceleaşi ipoteze asupra f ..
Într-adev¼ar, se noteaz¼a:8>>>>>><>>>>>>:

x
not
= x1

x0
not
= x2

...

x(n�1)
not
= xn

F (t; x1; :::; xn) = (x2; :::; xn; f (t; x1; :::; xn)) :
şi problema Cauchy pentru o ecuaţie diferenţial¼a de ordin n se reformuleaz¼a ca problem¼a Cauchy
pentru un sistem de n ecuaţii diferenţiale de ordinul 1, despre care se ştie c¼a admite o soluţie şi c¼a
aceasta este unic¼a,8>>>>>>><>>>>>>>:

(SnED1)

8>>>>><>>>>>:

x01 = x2
x02 = x3
...
x0n�1 = xn
x0n = f (t; x1; :::; xn)

; t 2 J;

(CI) x1 (t0) = x0;1; :::; xn (t0) = x0;n
În concluzie, pentru o ecuaţie diferenţial¼a de ordin n sau pentru un sistem de n ecuaţii difer-

enţiale de ordinul 1 pentru care sunt date şi n condi̧tii ini̧tiale (în acelaşi punct t0), în anumite
condi̧tii de lipschitzianitate, problema Cauchy asociat¼a are soluţie unic¼a, care este dat¼a de metoda
aproximaţiilor succesive (Picard).


