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CURS NR. 4
EDCO, AIA

2. PROBLEME CAUCHY PENTRU ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL 1

Introducere. In acest capitol se va studia problema Cauchy sau problema avind conditie initiald,/
date initiale pentru o ecuatie diferentiald de ordinul tntdi, constdnd in determinarea unei solutii
x = x(t) a unei ecuatii diferentiale, care pentru o valoare data ¢y ia o valoare precizatd x.

In general, notiunile si teoremele asociate acestei probleme, centrale in teoria ecuatiilor difer-
entiale, se pot referi la:

-Problema Cauchy pentru o ecuatie diferentiald data si conceptele de bazi legate de aceasta:
solutie, solutie la stanga/ la dreapta, solutie locald/ globald, solutie continuabild, solutie saturats,/
nesaturata, etc;

-O conditie suficienta de existentd locald pentru o problema Cauchy, datd de continuitatea
functiei f;

-Conditii in care orice doua solutii ale aceleiagi probleme Cauchy coincid pe partea comuna a
domeniilor lor de definitie;

-Existenta solutiilor saturate si a celor globale;

-Dependenta continua a solutiilor de date;

-Diferentiabilitatea solutiilor in raport cu datele.

Teoria se poate studia similar pentru ecuatii diferentiale de ordinul n, pentru sisteme de ecuatii
diferentiale. A se vedea suport bibliografic.

Aici, dupd definirea conceptului de solutie, este prezentatd notiunea de functie Lipschitz si,
pe baza notiunii, se enunta si demonstreaza cateva rezultate de existenta si unicitate ale solutiei
pentru problema Cauchy asociatd unei ecuatii diferentiale de ordinul 1. La final va fi enuntat si un
rezultat legat de sistemele de ecuatii diferentiale liniare.

Definitia 2.1. Fie I C R un interval nevid si deschis din R, 2 C R” o multime nevida si deschisa,
f:IxQ — R o functie, tg € I si x5 € . Problema Cauchy sau problema cu conditie initiala
pentru un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai cu datele D = (L, €, f,t0,x,) consta in
determinarea unei functii x : J — Q de clasi C!, unde J C I este un interval cu interior nevid cu
to € J pentru care

Pe (D). { X (1) = f (tx () L €T,
x (to) = Xy
Functia x se numeste solutie a problemei Cauchy PC (D).

Pentru n = 1, PC (D) este atagatd unei ecuatii diferentiale ordinare, de ordinul intéi, iar notatia
X (corespunzatoare unei n-uple sau unui vector coloana cu n-linii) devine x.

Pentru alte notiuni enumerate in Introducere, a se vedea Bibliografie [Vrabie].

Exemplul 2.1. Unele probleme Cauchy se rezolva exact, dacd sistemul / ecuatia diferentiald de
ordinul intai corespunzatoare permite o rezolvare exactd. De exemplu,
PC (D) . { ! (t) = —z? (t)
"l z(0)=-1.
Se observa ca datele problemei sunt:
o =R, Q =R,
of :RxR—=R,f(tz)=—22
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otg =0gi xg = —1.
etapal : Se determina toate solutiile ecuatiei
(x)a' (t) = —22(t),t € L.
Pentru ¢ € I, C I, variabila independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia ().
eSe observa ca
r:R—-Rx(t)=0
este solutie singulard pentru ecuatia (x).
eSe cauta gi alte solutii decat cea singulara.
mod detaliat. Folosind Conventiile, se obtine

(*) = _xx’Q(t()t) =1,vVtel, al z(t) # 0‘ [()dt =
/_Zz(?t) dt = /1dt,Vt el ai z(t)#0=

1
(xx) m:t—i—c,VtEHm al xz(t)#£0siceR.

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x), sub forma implicita.
mod prescurtat. Folosind Conventiile, se obtine

dx
(¥) = —5 =1dt,Vt €I, ai z(t) #0| [g g =
—x
dx
22
1 .
(x%) — =t+ce,Vtel, al z(t) #0siceR.
x
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei () sub forma implicita.
Solutia generald a ecuatiei (x) este datd, sub form& explicitd, pentru fiecare ¢ € R, de
1
x: L, - Rz(t) = ﬁ,Vt e 1.,
c
unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta c. Pentru fiecare ¢ € R,
I, C {t € R;t +c £ 0}.
De mentionat ca (%) are, pe langa solutia generald (xx) si solutia singulara precizata.
etapa 2 : Se determind acea solutie particulard a ecuatiei (x) (dacd existd, dacd e unicd) dintre
toate solutiile, ce verifica CI : = (0) = 1.
Se observa ca solutia singulard nu verificiCI : z (0) = 1.
Se inlocuieste C in () si se obtine X =0+ c=c= —1.
Se inlocuieste aceasta constantd in (xx) gi se obtine
1
(x%) — =t —1,Vt €l ai 0€ I, siz(t)#0.
x
Ultima relatie reprezinta solutia particulara a ecuatiei () ce verifica CI, sub forma implicita.
Solutia (PC') este datd, sub forma explicita, de

1
x: L, - Rz(t) = ﬁ,VtE]Ix interval al. t Z1git =0 € I,.

1
= /tdt,Vt el al z(t) #0=

Grafic, sunt reprezentate solutia singulara (cu rogu) a ecuatiei (), solutia generald a ecuatiei (*) prin
particularizari aleatoare de constanta de indexare c = —3,c= —-2,c=—-1,c=0,c=1,c=2,c=3
(cu albastru) si solutia particulard a ecuatiei (x) ce verificd (CI) (cu verde, c = —1 pentru care se
ia I, cut =0 € 1,). De mentionat ci acea curba integrald verde trece prin (to, zo) = (0,—1).
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Comentariu. Se observa ca

1
.'17]—0071[—>R7f13(t):m

este solutie a PC (D). In ipoteza cunoasterii conceptelor din Bibliografie [Vrabie], este o solutie
saturata la dreapta, dar nu este globala la dreapta. Mai mult, este o solutie globala la stanga a
PC (D). In plus, a:\] este continuabild la dreapta, dar nu la stanga, iar whfl,l[ este continuabild

la stanga, dar nu la dreapta.

Din aceste exemplu se deduce, chiar gi in cazul in care f depinde de t, indiferent de cat de

regulatd este f in raport cu x din 2, PC (D) poate si nu aiba solutii globale.
Observatia 2.1. a) Exista probleme Cauchy care nu au solutii sau care au solutie unicd sau care
au mai multe solutii. Daca exista, solutia, unica sau nu, poate fi locala sau globald, saturata sau
nesaturatd. Dintre problemele gi conceptele mentionate, se va studia existenta si/ sau unicitatea
problemei Cauchy.

b) Spre deosebire de ecuatia din Exemplul 2.1., majoritatea ecuatiilor diferentiale nu pot fi
rezolvate exact. Din acest motiv s-au cautat conditii suficiente cdt mai generale asupra datelor
unei probleme cu valori initiale pentru ca aceasta sa admita cel putin o solutie. Primul care a
stabilit un rezultat in acest sens a fost Augustin Cauchy (1789 — 1857) care, in 1820, a utilizat
metoda liniilor poligonale pentru a demonstra existenta locala (nu §i unicitatea) pentru problema
cu valori initiale al cirui membru drept este o functie de clasd C'. Metoda, imbunitatita de Rudolf
Otto Sigismund Lipschitz (1832 — 1903), a fost impusé in cadru mai general de catre Giuseppe
Peano (1858 — 1932) in 1890.

Un pas important in ceea ce priveste problema aproximarii solutiilor unei ecuatii diferentiale a
fost ficut in 1890 de cédtre Emile Picard (1856 — 1941), cand a introdus metoda aproximatiilor
succesive, devenitd curand foarte cunoscuta.

In general, principala preocupare a matematicienilor secolelor XV II — XV III, referitoare la
ecuatiile diferentiale, a fost de a pune in evidenta unele metode, fie de determinare explicita a
solutiilor, fie de aproximare a lor. S-a constatat insa ca aceste obiective sunt rareori realizabile.

—o0,5]

In conferinta sustinutd in cadrul Congresului International al Matematicienilor din 1908, Henri
Poincaré a afirmat: "In trecut o ecuatie era considerati rezolvata numai dacd se exprima solutia cu
ajutorul unui numar finit de functii cunoscute; dar aceasta este greu de realizat intr-un caz dintr-o
sutda. Ceea ce putem face intotdeauna, sau mai degrabd ceea ce putem intotdeauna incerca sa facem,
este de a rezolva problema calitativa, adica sa tncercam sa gasim forma curbei ce reprezintd functia
necunoscuta."

Definitia 2.2. O functie F': Q C R™ — R"™ are proprietatea Lipschitz pe € sau ca este lipschitziana
pe 1 (global) dacd existd L > 0 astfel incat

70— F () g < L~y - pente orce () € 22
(distanta dintre oricare doud valori ale functiei nu poate cregte oricat in raport cu distanta dintre
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argumente). A se vedea animatia din https://en.wikipedia.org/wiki/Lipschitz continuity.
Propozitia 2.1. Dacd F' : 2 C R" — R™ are proprietatea Lipschitz pe 2 atunci I’ este continua
pe €.
Demonstratie. Fie F': 0 C R™ — R™ o functie avand proprietatea Lipschitz pe (2.

Fie x € Q) gi un sir (5’“) . C §1 de elemente din (2 astfel incat incat x¥ — x. Atunci, pentru orice
k € N, din proprietatea Lipschitz,

7 ()~ F () g < L [~ ]
Cum x* — x, atunci H;k —zHRn — 0 gi deci HF (zk) - F (;)HRm — 0, adicd F (gk) — F(x).

Conform caracterizarii continuit&tii cu siruri, se obtine c& F' este continud in orice punct x € €2,
deci pe €.
Observatia 2.2. Reciproca Propozitiei 2.1. este falsd. Existd functii continue pe ) care nu au
proprietatea Lipschitz pe Q.

De exemplu, fie F':]0,00[ C R} - RY F (z) = !

T

Functia F este continui, chiar derivabild pe @ = ]0,00[ € R!. Dar F nu are proprictatea
Lipschitz pe Q = ]0, 0co[. Intr-adevar, se presupune prin reducere la absurd ci ar exista L > 0 a.i.
|F (z) = F(y)| < Lz —y|,Va,y €]0,00].
De mentionat ci normele pe R! coincid si coincid cu norma modul. Atunci
1

x Yy
ceea ce este fals (se poate alege z = %, Y= %)
Deci presupunerea fiacuté este falsd, adicd F' nu are proprietatea Lipschitz pe 2 = ]0, oof.
Propozitia 2.2. Daca F : Q =1 C R — R este functie derivabila pe un interval, cu derivata
marginita pe acel interval, atunci F' are proprietatea Lipschitz pe intervalul respectiv.
Demonstratie. Fie F': @ =1 C R — R o functie derivabila pentru care existda M > 0 astfel incat
|F' ()| < M,Vx € 1.
Pentru (x,y) € 12 arbitrari se aplici teorema lui Lagrange pe intervalul [x,y] sau [y,z]. Atunci
exista z;, € I a.i.
F(2) = F(y) = F'(2,) - (z = y) = |F (2) = F (4)] = |F' (z)| - ]& = y| < M |& — .
Cum z gi y sunt arbitrari, rezulta ca F' are proprietatea Lipschitz pe I.
Observatia 2.2. a) Reciproca este falsd. Existda functii care au proprietatea Lipschitz pe un
interval si care nu sunt derivabile pe acel interval.
De exemplu, fie F : R — R, F (z) = |z|.

< Lz —y| < Lxy > 1,Vx,y € ]0,00],
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Functia modul (norm&) este cu proprietatea Lipschitz pe I = R, deoarece

|F' () — F (y)| = ||z| — |yl| < 1|z —y|, pentru orice z,y € Q =1

Dar nu este derivabila pe I = R, deoarece nu este derivabila in 0.
b) Dacd o functie F': @ =1 C R — R are proprietatea Lipschitz pe un interval I si este derivabild
pe I, atunci derivata sa este marginitd, constanta de mérginire fiind constanta Lipschitz L.
c) Pentru functii vectoriale, F' : Q@ C R"™ — R™, Propozitia 2.2. se pastreazi, completand ca
domeniul € si fie convex, iar "derivata functiei F'" se inlocuieste cu "derivatele partiale ale functiilor
componente ale lui F".

Se va studia cazul ecuatiilor diferentiale ordinare, de ordinul intéi, celelalte rezultate obtinandu-
se similar.
Teorema 2.1. (teorema de existenta si unicitate, Picard) Fie [,2 C R doud intervale
nevide gi deschise din R, f: 1 x Q — R o functie, tg € I si z¢ € 2. Fie problema Cauchy cu datele
D = (L, f,to,z0) ,

pe(D) { 2 (t) = f (o), el

z (to) = wo.

Daca:

(1) f este continud pe I x €

(i1) exista L > 0 a.i., pentru orice t € I, fixat,

|f(t7u) - f(tav” <L- |u—v| ,V(u,v) S 921
adica are proprietatea Lipschitz globald in raport cu a doua variabila, x,
atunci problema Cauchy PC (D) are solutie unica, z : J C T — Q, datd de metoda aproximatiilor
succesive, adica solutia x a problemei este limita girului (zy,),,cy definit de:

X0 (t) = xp,Vt € Jt

Tne1(t) =zo+ [ f(s,z,(s))ds,Vt € J,¥n € N. (1)
to
O Demonstratie.

Existenta solutiei

epasul 1. In ipoteza ci existd o solutie a PC (D), z: J C I — Q, pe un interval J precizat ulterior,
atunci z este de clasd C! si verific

{ (2)2' (t) = f(t,z(t),t €T,

(CI) €T (t[)) = 2.
Deoarece x’ gi f sunt functii continue, integrand relatia (2) de la ¢y la ¢t € J, se obtine
T

’x (t) =zo+ [, [ (s,7(s))ds,t € J.‘ 3)

Reciproc, dacd z : J C I — R este o functie care verifica ecuatia integrald (3), atunci, deoarece
f este continua, conform teoremei fundamentale a calculului integral,

-z este solutie a ecuatiei diferentiale: este de clasi de clasi C! pe J si
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2 (t) = % <:n0 + ftz f(s,:v(s))ds) = f(t,x(t)),t €l;
-z verificad (CI) : x (tg) = xo.
Se obtine cd x este o solutie a problemei Cauchy PC (D).
Deci = este solutie a PC (D) daca si numai daca z verificd ecuatia integrala (3).
e pasul 2. Toate functiile sirului de functii (), definit de (1) verifica conditia initiala
(CI) zy, (to) = xo,Vn € N.
e pasul 3. Toate functiile sirului de functii (), .y definit de (1) sunt functii continue pe
un interval J C I precizat ulterior, deoarece f este continua si toate intergralele care intervin
genereaza functii continue.
e pasul 4. Deoarece I x 2 este un interval bidimensional nevid deschis, cu ty € I si zg € €2, se poate
alege § > 0 si € > 0 astfel incat
D= [t(]*(;,tojL(S] X [1‘0*8,$0+6] clxQ,
D un dreptunghi cu interior centrat in (o, xo) -

[to—:ﬁ,ﬁu-l—é] ® [;ro—g_xu+5] CIx Q.

Deoarece f este continua pe I x {2 atunci,conform teoremei lui Weierstrass, f este functie
marginita (si isi atinge marginile) pe orice multime marginita si inchisd din I x €, deci si pe D
compact. Deci existd M > 0 astfel incat

|f (t,u)| < M, Y (t,u) € [to — d,tp + 0] X [xg — €, 20 + £].

Chiar M = sup |f (t,u)|.
(t,u)eD

Fie h = min {(5, %} .

Se arata ca: Vit € [to — h,to + h] = z, (t) € [x0 —€,20 + €], Vn € N.

Demonstratia se face prin inductic matematics. Intr-adevir:

P(0) : zo(t) € [xg — €, 20 + €] din constructie.

P(1):Vtelto—h,to+ h| = x1 (t) € [xo — €, 20 + €]- adevdrat, deoarece:

Vt € [to — h,to+ h] =

Wl [
= |z1 (t) — w0| = [ (s,20)ds
to

P (k)= P(k+1),Vk € N- adevirat, deoarece:
Se presupune P (k) propozitie adevarata, Vk € N, adica
Vt € [to — h,to + h] = x () € [x0 —€,20 + €], Vk € N.
Atunci Vt € [to — h,to + h] =

/f (5,24 (5)) d

e pasul 5. Se aratd ca girul (z,),.y definit de (1) converge uniform pe intervalul J =
[to—h,t0+h].

< Mt —to] < Mh <e.

ip. inductiva

= |zpp (£) — 20| ¥ <Mt —to] < Mh<e.
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Se poate scrie
T, (1) = (w5 (t) — Tn—1 (1) + (@1 (t) — T2 (t)) + - + (21 (t) — 20 (t)) + 20, t € J.
Atunci, convergenta uniforma a girului de functii (zy,) nen este echivalenta cu convergenta uniforma

a seriei de functii
o

D (@ () —zn1(t),t €], (4)

n=1
pentru care (), este chiar sirul sumelor partiale.

Pentru a ardta ca seria (4) converge uniform pe intervalul considerat este suficient si se arate ci
termenul sdu general este majorat in modul de termenul general al unei serii numerice, cu tremeni
pozitivi, convergenta, apoi utilizandu-se criteriul lui Weierstrass de convergenta uniforma.

Prin inductie matematica, se arata ca:

t
Vt € [to — hyto + h] = |zn (£) — 21 (t)] < ML 1|n|v € N*.

Intr-adevér:
P (1) : adevérat, deoarece:
YVt € [to—h to—f-h]
= |z1(t) —xo (¢ |— ‘/f (s,xz0)ds

P (k) = P(k+1),Vk € N*- adevarat, deoarece:
Se presupune P (k) propozitie adevarata, Vk € N, adica

<M’t—to‘

t
VtE[to—h,to+h]:>’xk()—xk 1()‘<MLk 1|k|Vk N*.
Atunci Vt € [to — h,to+ h] =
! t ¢
= fear (0) — 2o O 2| [ f (s, () ds — [ f(s,20m1 () ds| =
t ¢
t ’ Ot cond. Lipschitz
= / (f (s,2k (s))ds — [ (s,zp—1(s)))ds| < [ |f(s,2k (5))ds — [ (s,zk-1(s))| ds
to to
3 ip. inductiva t — ¢ k
<L |zk(s) —axp—1(s)|ds < L[| MLF1. uds <
fo k+1 o &
o +
<L-MLF1. w‘
(k+1)!
Deci h
t—1
Vt € [to — hyto + h] = |25 (£) — 2y (B)] < ML"—1¥ < ML" 11— vn e N*
n!
(0.0 h”
Seria numerica Z M L"‘l—' este convergentd sau din criteriul raportului, deoarece:
n!
n=1
M (Lh)"
. — — . > *
an = — ] z 0,Vn € N¥,
Canpn (M) Ll _ Lh
-1 =1 — — =lim ——=0<1
noo Gy | mesoo ( Lt M @) nBemyn 50

= (Lh)"

M (Lh) eLh
Sau deoarece T Z

are aceeagi natura cu E = , convergenta.

n!
n=1 n=0

Atunci, conform criteriului lui Weierstrass, seria de funcgii (4) este uniform convergentd pe
intervalul J si deci sirul de functii (x,),,cy definit de (1) converge uniform pe intervalul J

e pasul 6. Sirul de functii (), definit de (1) converge uniform pe intervalul J la o functie
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z:JCcIl—-R

Mai mult, deoarece functiile care intervin in (1) sunt continue, din convergenta uniforma se
obtine cd = este functie continua si ca

t € fto—h,to+h| = x(t) € [xg —&,20 + €] C L,
adica z : J C 1 — Q.
e pasul 7. Se demonstreaza ca functia x = nlingo x, gasita la pasul 6 este solutia cautata a PC (D).

Intr-adevir, trecand la limitd in relatia de recurentd din (1), se obtine c&
x (t) = xo —|—fttof(s,$(s))ds,t e,
adica x verifica (3) si, conform pasului 1, este solutie a problemei Cauchy PC (D).
Unicitatea solutiei Se obtine din unicitatea limitei girului de functii pe J.
Se presupune cd problema PC (D) ar mai admite o solutie y : J C T — Q. Atunci, din pasul 1,
se obtine ca
v ()= o+ [} F s,y (s)ds,t €T
In plus, Vt € [tg — h,to + h] =T =

= Jan (8) —y ()] Y

f(s,an1(s))ds— [ f(s,y(s))ds

to to
t 3 cond. Lipschitz
= / (f (s;an-1(s))ds — f(s,y(s)))ds| < [ [f(s,n-1(s))ds— [f(s,y(s))|ds <
to to
¢ inductie [t —to|™ M (Lh)"
n—1 *
§Lt0]a:n_1(s)—y(s)]ds < ML Tgf o ,Vn € N*,
M (Lh)"

Deoarece lim —-
n—oo n!

= 0, uniform in raport cu ¢, ca gir de numere, din inegalitate se deduce
ca

y(t) = nhi& Zp, (t) = x (t), uniform in raport cu ¢.
Observatia 2.3. a) Teorema precedentd are caracter local, deoarece asiguri existenta solutiei pe
un interval [ty — h,to + h] = J de lungime mic4, simetric, cu centrul in .
b) In unele variante ale teoremei, intervalul bidimensional deschis nevid I x © (care permite studiul
continuabilitatii si ale altor atribute pentru solutie) este inlocuit cu intervalul bidimensional inchis,
compact, centrat in (tg, xo)

D = [to — a,to + a] X [z — b,xo + b] = {(t,x) € R? | [t —to| < a, |z — zo| < b},
iar conditia Lipschitz globald pentru f in raport cu variabila  cu o conditie Lipschitz locala in
raport cu variabila x, adicd V (tg,x0) € D, existd o vecindtate V € V ((to,x0)) (chiar exista o
vecinatate compacta Vi) si exista L > 0 (depinzand de V, de (tg, x0)) a.i.

|f(t7u) - f(tvv)| <L- |u—v| ,V(t,u),(t,’u) eV.

Exemplul 2.2. Unele probleme Cauchy nu se pot rezolva exact, dacd sistemul / ecuatia difer-
entiald de ordinul intai coresplénzétoare nu permit o rezolvare exactd. De exemplu,
2 (t) =2t + 32° (t)

PC (D) : { 2(0) = 0.

Se observa ci datele problemei sunt:

o[ =R, Q=R,

of :RxR—R,f(tz)=2t+ 35,

oty =0 gi xg = 0.
etapa 1. Se verifica ipotezele teoremei Picard in sensul Observatiei 2.3., b):

(i) f este continua pe I x €2
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(73) pentru (tg,z9) = (0,0), existd o vecinatate V' € V((tg,zp)) (chiar existd o vecindtate
compactd Vi) si exista L > 0 (depinzand de V, de (o, o)) a.i.
|f(t7u) - f(t,’U)| <L- |u—v| ,V(t,u),(t,v) eV
Intr-adevir, 3D = [0 — 35,0+ 6] x [0 —,0+¢] = [~6,6] x [~¢,¢] = Vi € V((0,0)) si existi
L=3">0ad
|f (tu) = f ()| = (2t +3u®) — (2t + 30°)| = [u— v] - 3 |u? + wPv + u0? + w® + v?| <
<l|lu—wv|-3 (}uﬂ + ‘u?’v{ + ‘u2v2| + ‘uv?’] + |v4‘) <3et-|ju—v|,VY(tu),(tv) € Vi,
adica are proprietatea Lipschitz locald in raport cu a doua variabila, x.
etapa 2. Se aplicd Teorema. Problema Cauchy PC (D) are solutie unicd, z : J C I — Q, datd de
metoda aproximatiilor succesive, adicd solutia = a problemei este limita sirului (z,), oy definit de:
ffy) (t) =x0, Vit €J
t
Tpt1(t) =z + | f(s,2n(s))ds,Vt € J,¥n € N.
to
unde J = [O—h,()—}—h},cuh:min(é,%).
Deoarece
|f (t,u)| = |2t + 3u| < 21t +3ul® < 26435, (t,u) € Vg = M =20 + 3¢° > 0.
etapa 2. Se scriu primele trei iteratii Picard.
xo (t) = 0,Vt € [—h, h];(albastru)

z1(t) =0+ /Otf (s,20(s))ds =0+ /Ot (2s +3-0°) ds = t3,Vt € [—h, h] ;(magenta)

xo (t) :0+/0tf(8,3:1 (s))ds:O—i-/Ot (23+3- (32)5> ds:t2+3'tllll,Vt € [—h, h];(verde)

Folosind calculatorul, se poate calcula gi
t t 11\ °
s
x3 (1) :0+/ f(s,azg(s))ds:(]—i—/ <25—|—3- <32—|—3-11> )ds:
0 0
_ 729 456, 1215 447 | 405 38 | 270 429 | 9 420 , 3 411 ;2 )
= soissrel ‘ezt tamaset . T asogt Tt +ipt o +t%,Vt € [=h, h]; (reprezentarea
acestei iteratii are multe oscilatii in jurul originii, cauzate de puterile mari, si se justifica doar intr-o
regiune cu h mic din plan, nu pe [—h, h] = [—5, 5] cum sunt reprezentdrile anterioare)

Mai mult, se observd cd solutia problemei Cauchy (existd si este unicd) se aproximeazd pe
intervalul [—h, h] cu functii polinomiale (ca la serii Taylor).
In plus, eroarea de aproximare a x este oferit de inegalitatea

M (Lh)"
|xn(t)—m(t)|§L-(:') \¥n € N*,Vt € [~h, b,

algoritmul de aproximare fiind stopat.

X 1

Observatia 2.4. Daca se renunté la conditia Lipschitz, presupundnd numai cd f este continua pe un
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interval bidimensional (compact), existd Teorema lui Peano care asigurd cd prin orice punct (o, o)
din intervalul bidimensional trece reprezentarea unui grafic al unei solutii. Se poate demonstra
numai existenta locald a PC (D), nu si unicitatea ei. Nu se poate demonstra ca girul aproximatiilor
succesive din Teorema Picard converge uniform. ,
De exemplu (Peano), fie PC (D) : { 2’ () = 23 (t)
x (to) =0.
Se observa ca datele problemei sunt:
o =R, O =R,
of :RxR—R,f(taz) =33,
oty arbitrar si g = 0.
etapal : Se determina solutia generald a ecuatiei
(x)a' (t) =23 (), t e L.
Pentru ¢ € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia ().
eSe observa ca
z:R—->R,z(t)=0
este solutie singulard pentru ecuatia (x).
eSe cautd gi alte solutii decat cea singulara. Folosind Conventiile, se obtine
' (t)
3 (t)

/x; (t) -2/ (t)dt = /1dt,Vt €l al z(t) #0=

(%) =

=LVtel, al z(t)#0|[(-)dt =

(xx) 323 t)=t+cVtel, al x(t) #0siceR.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub form& implicita.
Solutia generald a ecuatiei () este data, sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R, de
2L — Rz (t) = 3—13(t+c)3,Vt €L,
unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta c. Pentru fiecare ¢ € R,
I, C{teR;t+c+#0}.
De fapt, chiar dacd in ¢ = —c nu sunt verificate conditiile de lucru, de integrare, de explicitare, se
poate verifica cid

z:R—R,z(t) :3—13(75—1—0)3, ceR
sunt solutii pentru () ce alcdtuiesc solutia generala.
De mentionat cd (x) are, pe langa solutia generald (xx) si solutia singulara precizata.
etapa 2 : Se determina acea solutie particulard a ecuatiei (x) (dacd existd, dacd e unicd) dintre
toate solutiile, ce verificd CI : z (t9) = 0.
Se observa ca solutia singulara verificdC1 : x (tg) = 0.
Se inlocuieste CT gi in (*x) si se obtine 0 = % (to+¢)® = ¢ = —to.
Se inlocuieste aceasta constantd in (xx) si se obtine
323 (t) =t — to,Vt € R.
Ultima relatie reprezinta solutia particulara a ecuatiei () ce verificd CI, sub forma implicita.
Solutia PC (D) este data, sub forma explicita, de

1 3
x:RHR,x(t):ﬁ(t—to) ,Vt e R.
Grafic, sunt reprezentate solutia singulard (cu rosu si apoi verde) a ecuatiei (x), solutia generala



Gabriela Grosu / EDCO 11

a ecuatiei (%) prin particulariziri aleatoare de constantd de indexare ¢ = —3,¢ = —2,¢ = —1,¢c =
0,c = 1,¢ = 2,¢ = 3 (cu albastru) si solutia particulara a ecuatiei (x) ce verificd (CI) (cu verde,
¢ = —top = —1). De mentionat c& doud curbe integrale verzi trec prin (o, zo) = (1,0), dupa ce fixez
to = 1.
X
— —:4
t

Deci solutia PC (D) nu mai este unica. Acest lucru este posibil, deoarece nu se verificd ipotezele
teoremei Picard.

f(tu) = u3 este continui dar nu are proprietatea Lipschitz in raport cu variabila « in nicio
vecinitate a punctului (¢, 0). Intr-adevir,

2 2
u® — v lu+ vl
f@u)— f(twv :‘VSUQ—\/?’U?): = Ju—w
S (v | | Vud + Vuo? + Vor| Vet 4+ VauRe? + Vot | |
. . U+ v .. . .
iar fractia g (u,v) = nu este marginitd pentru u si v apropiate de 0. De
( ! ) 13/u4 + ’B/UQUZ + 13/1)4
exemplu,
L LY _ w5 o
un:vn:—3—>0pentrun—>ooég —5,73 = —5- = 3N — 00 pentru n — 00.
n n°' n =

Observatia 2.5. (generaliziri ale Teoremei Picard)
a) Fie I C R un interval nevid si deschis din R, 2 C R™ o multime nevida si deschisa, f:IxQ — R
o functie, ¢y € I si xy € Q. Problema Cauchy pentru un sistem de n ecualii diferentiale de ordinul
intdi cu datele D = (I, 9, f,t0,%q) (cu acelasi f) consta in determinarea unei functii x : J — €2 de
clasi C', unde J C I este un interval cu interior nevid cu ¢y € J pentru care

Pe D). { X (1) = f (1x (1)t € I,
x (to) = Xo-
Se demonstreaza analog rezultatul de existenta si unicitate Picard, in aceleasi ipoteze, pe compo-
nente)
b) Fiel C R un interval nevid si deschis din R, 2 C R" o multime nevida si deschisa, F' : IxQ) — R"™,
f=(f1,..., fn) o functie, ¢ty € I si x5 = (20,1, ..., To,n) € . Problema Cauchy pentru un sistem de n
ecuatii diferentiale de ordinul intdi (in forma normald) cu datele D = (I, Q, F, t, xy) (cu f; posibil
diferite pe componente) constd in determinarea unei functii x : J — Q, x = (21, ..., x,) (n—upla de
functii pentru care (t,z1 (t), ...,z (t)) € J x Q pentru orice t € J C 1) de clasa C!, unde J C T este
un interval cu interior nevid cu ty € J pentru care

'rll (t) =fi (t7371 (t) y ooy L (t))

:Z:;'L (t) = f2 (t7$1 (t) y ey L (t))

(SnED1) tel,

PC (D) : :
xh (t) = fu(t, 21 (8), .y (1))
(CI)x(to) = xq (i (to) = w03, Vi =1,n)
Se demonstreaza analog rezultatul de existenta si unicitate Picard, in aceleasi ipoteze asupra f;, i =
1,n, pe componente).
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Mai mult, daca se considera functiile cu valori vectoriale
x: I - R" x(t) = (x1(t),...., zn (1)),
F:IxQCR"™ SR F(t,u) = (f1 (t,u1, o) 5 ooy fro (01,500 Un))
atunci problema Cauchy poate fi rescrisa in forma vectoriala
{ (%) (t) = (F) (t,u)
x (to) = Xq.
Pentru ultima forma se poate rescrie teorema de existenta si unicitate, in ipoteza ca F' este continué
pe I x Q si local lipschitziana pe € in raport cu variabila vectoriald u = (ug, ..., uy) .
c¢) Fie I C R un interval nevid si deschis din R, Q C R"™ o multime nevid4 si deschisd, f: IxQ — R
o functie, tg € I si xg = (20,1, ..., To,n) € Q. Problema Cauchy pentru o ecuatie diferentiald de ordin
n (in forma normald), cu datele D = (L, Q, f, to,X,) consta in determinarea unei functii x : J — Q
de clasd C", unde J C I este un interval cu interior nevid cu tg € J si cu (z (¢),2/ (¢), ..., 2 (1)) €
Q,Vt € J, pentru care
PC(D) { (EDn) 2™ () = f (t,z (t),2' (t) ... sV (1)) ,t €,
" (CI)a(to) = 0,2 (to) = 0,2, ..., x 7V (t0) = zon.
Se demonstreaza analog rezultatul de existentd si unicitate Picard, in aceleasi ipoteze asupra f..

Intr-adevar, se noteaza:
( not

r = I
; not
r = X9
:L'(n_l) @t Tp
F(t,z1,...,xn) = (T2, ooy T, [ (L, 21,00y )

si problema Cauchy pentru o ecuatie diferentiald de ordin n se reformuleazad ca problema Cauchy
pentru un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul 1, despre care se stie cd admite o solutie si c&
aceasta este unica,

xh = x3

(SnED1) < ,ted,
x%_ =z,
Ly = f (t7$1a mnyn)

(CI) 21 (to) = 0,1, - Tn (to) = Ton

In concluzie, pentru o ecuatie diferentiald de ordin m sau pentru un sistem de n ecuatii difer-

conditii de lipschitzianitate, problema Cauchy asociata are solutie unica, care este datd de metoda
aproximatiilor succesive (Picard).



