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CURS NR. 5
EDCO, AIA

3: ECUAŢII DIFERENŢIALE DE ORDINUL n LINIARE
3:1: Ecua̧tii diferenţiale de ordinul n liniare având coe�cienţi variabili

În primul curs s-a observat c¼a modelarea matematic¼a a fenomenelor din tehnic¼a, �zic¼a, biologie,
chimie, ecologie, demogra�e poate conduce la ecuaţii diferenţiale nu numai de ordinul 1; ci şi de
ordin superior. De exemplu, o situaţie este a ecuaţiei

x00 (t) + !2x (t) = 0;8t 2 R;
care modeleaz¼a oscilaţiile unui resort (!2 = k

m), oscilaţiile mici ale unui pendul matematic (!
2 =

g
l ), oscilaţiile armonice ale unui circuit electric (!

2 = 1
LC ). Este o ecua̧tie diferenţial¼a ce va �

identi�cat¼a ca �ind de ordinul 2, liniar¼a, omogen¼a, având coe�cienţi constanţi. Ecuaţia vibraţiilor
forţate cu amortizare vâscoas¼a

x00 (t) + 2�!x0 (t) + !2x (t) =
F (t)

m
;8t 2 R;

va � identi�cat¼a ca �ind una neomogen¼a (a se vedea Bibliogra�e [P¼altineanu]).

Forma general¼a a unei ecua̧tii diferenţiale liniare neomogene/omogene de ordinul n cu
coe�cienţi variabili:

x(n) (t) + a1 (t)x
(n�1) (t) + :::+ an�1 (t)x0 (t) + an (t)x (t) = f (t) ; t 2 I (1)

dnx

dtn
+ a1

dn�1x

dtn�1
+ :::+ an�1

dx

dt
+ anx = f; t 2 I (10)

unde I � R este un interval nevid deschis, ai : I ! R, i 2 f1; :::; ng, sunt funçtii continue numite
coe�cienţi (variabili), iar f : I! R este funçtie continu¼a, numit¼a termen liber. Dac¼a f este neidentic
nul¼a, atunci (1) se numeşte ecuaţie neomogen¼a; dac¼a f este identic nul¼a, atunci (1) se numeşte
ecuaţie omogen¼a. O funçtie x : I! R de clas¼a Cn ce veri�c¼a (1) se numeşte soluţie pentru ecuaţie.

Problema Cauchy asociat¼a unei ecua̧tii diferenţiale de ordinul n liniare neomogene/omogene,
având coe�cienţi variabili, cu datele D = (I; f; t0;x0) const¼a în determinarea unei funçtii
x : I ! R de clas¼a Cn; unde I � R este un interval nevid deschis, t0 2 I; x0;i 2 R, i = 0; n� 1
pentru care

PC (D) :
�
(1) x(n) (t) + a1 (t)x

(n�1) (t) + :::+ an�1 (t)x0 (t) + an (t)x (t) = f (t) ; t 2 I
(CI) x (t0) = x0;0; x

0 (t0) = x0;1; :::; x(n�1) (t0) = x0;n�1:
Funçtia x se numeşte soluţie a problemei Cauchy PC (D) :

Observa̧tia 3:1:1: a) (rezolvarea numeric¼a a problemei Cauchy)
Forma normal¼a a ecuaţiei (1) este

x(n) (t) = f (t)� an (t)x (t)� an�1 (t)x0 (t)� :::� a1 (t)x(n�1) (t) ; t 2 I.
Notând

g : I�Rn ! R; g (t;u) = g (t; u1; :::; un) = f (t)�an (t)u1 (t)�an�1 (t)u2 (t)� :::�a1 (t)un (t) ;
ecuaţia (1) se poate rescrie

x(n) = g
�
t; x; x0; :::; x(n�1)

�
; t 2 I.

Fixând t 2 I; se arat¼a c¼a, pentru orice u;v 2 Rn;
jg (t;u)� g (t;v)j = jan (t) � (u1 � v1) + an�1 (t) � (u2 � v2) + � � �+ a1 (t) � (un � vn)j �
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� jan (t)j � ju1 � v1j+ jan�1 (t)j � ju2 � v2j+ :::+ ja1 (t)j � jun � vnj :
Funçtiile ai �ind continue pe I, sunt m¼arginite pe orice interval de forma [a� �; a+ �] � I, adic¼a
9Mi > 0 a.î.

jai (t)j �Mi;8t 2 [a� �; a+ �] :
Fie M = max fMi; i = 1; :::; ng : Atunci,

jg (t;u)� g (t;v)j �M � (ju1 � v1j+ ju2 � v2j+ � � �+ jun � vnj) :
Deoarece pentru orice numere pozitive �1; :::; �n � 0;

p
�21 + �

2
2 + � � �+ �2n � �i;8i, se obţine

jg (t;u)� g (t;v)j �M � n �
q
(u1 � v1)2 + (u2 � v2)2 + � � �+ (un � vn)2 = L � ku� vk ;

unde L =M � n: Deci funçtia g are proprietatea Lipschitz în raport cu variabila u 2 Rn.
Rezult¼a, conform teoremei Picard, c¼a ecuaţia diferenţial¼a de ordinul n liniar¼a admite soluţie

unic¼a (pentru orice funçtii continue f; a1; :::; an), dat¼a de metoda aproximaţiilor succesive. Se poate
ar¼ata c¼a intervalul J pe care este de�nit¼a soluţia coincide cu I (a se vedea Bibliogra�e,
[Vrabie])
b) (rezolvarea exact¼a a problemei Cauchy) Pentru ecuaţiile diferenţiale liniare de ordin n; mai ales
pentru unele cazuri particulare (coe�cienţii ai constanţi sau de form¼a monoame, termenul liber f
de form¼a cvasipolinoame sau chiar oarecare) se vor pune în evidenţ¼a ulterior metode exacte speci�ce
de determinare a soluţiei.

Observa̧tia 3:1:2: a) Se observ¼a c¼a, dac¼a xp este o soluţie particular¼a a ecuaţiei diferenţiale liniare
neomogene (1) atunci, pentru orice soluţie xo a ecuaţiei omogene ataşate,

x(n) (t) + a1 (t)x
(n�1) (t) + :::+ an�1 (t)x0 (t) + an (t)x (t) = 0; t 2 I (2)

funçtia xo + xp este o soluţie a ecuaţiei neomogene (1).
Într-adev¼ar, în ipoteze de regularitate asupra xp şi xo;
(xo (t) + xp (t))

(n)+a1 (t) (xo (t) + xp (t))
(n�1)+:::+an�1 (t) (xo (t) + xp (t))

0+an (t) (xo (t) + xp (t)) =

=
�
x
(n)
o (t) + a1 (t)x

(n�1)
o (t) + :::+ an�1 (t)x0o (t) + an (t)x0 (t)

�
+

+
�
x
(n)
p (t) + a1 (t)x

(n�1)
p (t) + :::+ an�1 (t)x0p (t) + an (t)xp (t)

�
= 0+f (t) = f (t) ;8t 2 I:

Reciproc este adev¼arat: orice soluţie a ecuaţiei neomogene poate � scris¼a ca suma dintre o soluţie
particular¼a a ecuaţiei neomogene şi o soluţie a ecuaţiei omogene.
b) Se propune s¼a se g¼aseasc¼a metode de determinare a soluţiei generale a ecuaţiei omogene (2) şi
a unei soluţii particulare a ecuaţiei neomogene (1) :

Nota̧tia 3:1:1: Fie
L : Cn (I;R)! C (I;R), L (x) = x(n) + a1x(n�1) + � � �+ an�1x0 + anx;8x 2 Cn (I;R) ; (3)

unde ai 2 Cn (I;R) ; i = 1; n:
Ecuaţia liniar¼a de ordin n omogen¼a (2) se poate scrie sub forma
L (x) = 0 (4)

Propozi̧tia 3:1:1: În ipotezele din Nota̧tia 3:1:1:; funçtia L este o aplicaţie liniar¼a între spaţiile
liniare (Cn (I;R) ;+; �;R) şi (C (I;R) ;+; �;R) :
Demonstraţie. Deoarece funçtia de derivare este o aplicaţie liniar¼a, rezult¼a c¼a

8 (�; x1; x2) 2 R� (Cn (I;R))2 :
L (�x1 + x2) = (�x1 + x2)(n)+a1 (�x1 + x2)(n�1)+� � �+an�1 (�x1 + x2)0+an (�x1 + x2) =

= (�x1)
(n) + a1 (�x1)

(n�1) + � � �+ an�1 (�x1)0 + an (�x1) + x(n)2 + a1x
(n�1)
2 + � � �

+an�1x02 + anx2 =
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= �
�
x1
(n) + a1x1

(n�1) + � � �+ an�1x01 + anx1
�
+x

(n)
2 +a1x

(n�1)
2 +� � �+an�1x02+anx2 =

= �L (x1) + L (x2) ;
adic¼a liniaritatea pentru L:

Propozi̧tia 3:1:2: În ipotezele din Notaţia 3:1:1:; muļtimea soluţiilor ecuaţiei (4) ; adic¼a V =
fx 2 Cn (I;R) ;L (x) = 0g este un subspaţiu liniar al spaţiului (Cn (I;R) ;+; �;R) :
Demonstraţie. Deoarece L este o aplicaţie liniar¼a, iar muļtimea soluţiilor ecuaţiei (4) este V =
ker (L) ; rezult¼a c¼a V este un subspaţiu liniar al lui (Cn (I;R) ;+; �;R) ; deci (V;+; �;R) este un spaţiu
liniar.

Propozi̧tia 3:1:3: În ipotezele din Notaţia 3:1:1:; dimRV = n:
Demonstraţie. Se demonstreaz¼a c¼a exist¼a un izomor�sm între spaţiile liniare (V;+; �;R) şi (Rn;+; �;R) :
Se de�neşte

T : V! Rn; T (x) =
�
x (t0) ; x

0 (t0) ; : : : ; x(n�1) (t0)
�
;8x 2 V,

unde t0 este un punct arbitrar, �xat în I.
Se demonstreaz¼a c¼a T este o funçtie liniar¼a.

8(�; x1; x2) 2 R� (V)2 :
T (�x1 + x2) =

�
(�x1 + x2) (t0) ; (�x1 + x2)

0 (t0) ; :::; (�x1 + x2)
(n�1) (t0)

�
=

= �
�
x1 (t0) ; x

0
1 (t0) ; :::; x

(n�1)
1 (t0)

�
+
�
x2 (t0) ; x

0
2 (t0) ; :::; x

(n�1)
2 (t0)

�
=

= �T (x1) + T (x2) :
Se demonstreaz¼a c¼a funçtia liniar¼a T este injectiv¼a.

Din T (x) = �Rn rezult¼a c¼a funçtia x(t) = 0;8t 2 I, veri�c¼a ecua̧tia diferenţial¼a (4) sau (2) şi
cum, conform teoremei de existenţ¼a şi unicitate a problemei Cauchy

(PC) (D) :
�
(2) x(n) (t) + a1 (t)x

(n�1) (t) + :::+ an�1 (t)x0 (t) + an (t)x (t) = 0; t 2 I
(CI) x (t0) = x0;0; x

0 (t0) = x0;1; :::; x(n�1) (t0) = x0;n�1:
aceast¼a soluţie este unic¼a, rezult¼a ker (T ) = f�Vg ; deci T este injectiv¼a.
Se demonstreaz¼a c¼a funçtia liniar¼a T este surjectiv¼a.

Fie t0 2 V �xat: Conform Teoremei de existenţ¼a şi unicitate a problemei Cauchy anterioare,
problema admite soluţie x de�nit¼a pe I şi

�
x (t0) ; x

0 (t0) ; : : : ; x(n�1) (t0)
�
2 Rn: Atunci T este

surjectiv¼a.
Atunci T de�nit anterior este un izomor�sm de spaţii liniare. Rezult¼a c¼a dimRV = dimRRn = n şi
deci dimRV = n:

Teorema 3:1:1: Muļtimea soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale de ordinul n liniare, omogene este un
spaţiu vectorial de dimensiune n:
Demonstraţie. Rezult¼a din Propozi̧tiile 3:1:1; 3:1:2; 3:1:3:

Observa̧tia 3:1:3: a) Conform Teoremei 3:1:1; este su�cient s¼a se determine o baz¼aB = (x1; x2; :::; xn)
în V; adic¼a exact n soluţii particulare liniar independente pentru (2) ; şi atunci soluţia general¼a pen-
tru ecuaţia diferenţial¼a de ordinul n liniar¼a omogen¼a are soluţia general¼a

xo (t; c1; :::; cn) = c1x1 (t) + :::+ cnxn (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cn 2 R: (5)

Elementele bazei B se numesc soluţii fundamentale ale ecuaţiei omogene, iar B sistem fundamental
de soluţii.
Mai mult, conform Observaţiei 3:1:2; dac¼a se cunoaşte xp o soluţie particular¼a pentru ecuaţia
diferenţial¼a de ordinul n liniar¼a neomogen¼a, atunci soluţia general¼a pentru ecuaţia diferenţial¼a de
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ordinul n liniar¼a neomogen¼a este
x (t; c1; :::; cn) = xo (t; c1; :::; cn) + xp (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cn 2 R: (6)

b) Se reaminteşte c¼a funçtiile x1; :::; xn din V sunt funcţii liniar dependente dac¼a exist¼a �1; :::; �n
în R, scalari nu toţi nuli, astfel încât

�1x1 + :::+ �nxn = �V;
iar în caz contrar funcţii liniar independente. Studiul dependenţei pentru funçtii-soluţii ale ecuaţiei
omogene se face folosind noţiunea de wronskian, propus¼a ulterior.
c) Exist¼a metode de determinare pentru B atunci când ecua̧tiile (1) şi (2) coe�cienţi constanţi
ai 2 R; i = 1; n:
d) Exist¼a metode de determinare pentru o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene, xp; atunci când
se cunoaşte un sistem fundamental de soluţii pentru ecuaţia omogen¼a. Una dintre ele este metoda
variaţiei constantelor.

De�ni̧tia 3:1:1: Fie x1; x2; : : : ; xn 2 Cn�1 (I;R) : Se numeşte wronskianul funcţiilor x1; x2; : : : ; xn
determinantul

W (t;x1; x2; : : : ; xn) =

��������
x1 x2 ::: xn
x01 x02 ::: x0n
::: ::: ::: :::

x
(n�1)
1 x

(n�1)
2 ::: x

(n�1)
n

�������� (t) ;8t 2 I. (7)

Teorema 3:1:2: Funçtiile x1; x2; : : : ; xn 2 V sunt liniar independente dac¼a şi numai dac¼a
W (t;x1; x2; : : : ; xn) 6= 0;8t 2 I.

Demonstraţie. Fie x1; x2; : : : ; xn 2 V. Se presupune c¼a exist¼a �1; :::; �n în R, scalari nu to̧ti nuli,
astfel încât

�1x1 + :::+ �nxn = �V ,
�1x1 (t) + :::+ �nxn (t) = 0;8t 2 I.

Se deriveaz¼a de n� 1 ori relaţia anterioar¼a şi se obţine:8>><>>:
�1x1 (t) + :::+ �nxn (t) = 0
�1x

0
1 (t) + :::+ �nx

0
n (t) = 0

:::

�1x
(n�1)
1 (t) + :::+ �nx

(n�1)
n (t) = 0

;8t 2 I.

Sistemul în necunoscutele (�1; :::; �n) are soluţii diferite de soluţia (0; :::; 0) dac¼a şi numai dac¼a
determinantul s¼au, care este wronskianul, este nul.

Teorema 3:1:3: (Liouville) Fie x1; x2; : : : ; xn 2 V. Atunci

W (t;x1; x2; : : : ; xn) =W (t0;x1; x2; : : : ; xn) � e
�

Z t

t0

a1(s)ds

;8t 2 I, (8)

unde t0 2 I este un punct arbitrar �xat.
Demonstraţie. Se ştie c¼a derivata unui determinant de ordin n ale c¼arui elemente sunt funçtii
reale de variabil¼a real¼a este o sum¼a de n determinanţi obţinuţi din determinantul ini̧tial derivând
în �ecare dintre ei succesiv elementele �ec¼arei linii (sau coloane).

Se deriveaz¼a succesiv liniile înW (t;x1; x2; : : : ; xn) raport cu variabila independent¼a t şi se obţine
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W 0 (t;x1; x2; : : : ; xn) =

��������
x1 x2 ::: xn
x01 x02 ::: x0n
::: ::: ::: :::

x
(n�1)
1 x

(n�1)
2 ::: x

(n�1)
n

��������
0

(t) =

=

��������
x01 x02 ::: x0n
x01 x02 ::: x0n
::: ::: ::: :::

x
(n�1)
1 x

(n�1)
2 ::: x

(n�1)
n

�������� (t) +
��������

x1 x2 ::: xn
x001 x002 ::: x00n
::: ::: ::: :::

x
(n�1)
1 x

(n�1)
2 ::: x

(n�1)
n

�������� (t) + :::+

+

��������
x1 x2 ::: xn
x01 x02 ::: x0n
::: ::: ::: :::

x
(n)
1 x

(n)
2 ::: x

(n)
n

�������� (t) ;8t 2 I.
Se observ¼a c¼a primii n� 1 determinanţi din suma W 0 (t;x1; x2; : : : ; xn) au câte dou¼a linii egale,

deci sunt nuli, şi rezult¼a

W 0 (t;x1; x2; : : : ; xn) =

�����������

x1 � � � xn
x01 � � � x0n
� � � � � � � � �
x
(n�2)
1 � � � x

(n�2)
n

x
(n)
1 � � � x

(n)
n

�����������
(t) ;8t 2 I.

Deoarece x1; x2; : : : ; xn 2 V, adic¼a sunt soluţii ale ecuaţiei omogene, atunci elementele ultimei
linii din determinantul anterior pot � înlocuite cu

x
(n)
i = �a1x(n�1)i � � � � � an�1x0i � anxi; i = 1; n:
Se descompune W 0 (t;x1; x2; : : : ; xn) din nou ca o sum¼a de n determinanţi, dintre care n� 1 au

câte dou¼a linii propoŗtionale, deci sunt egali cu zero. Se obţine
W 0 (t;x1; x2; : : : ; xn) = �a1 (t)W (t;x1; x2; : : : ; xn) ;8t 2 I.
Este o ecuaţie cu variabile separabile, cu soluţia

W (t;x1; x2; : : : ; xn) = c � e
�

Z t

t0

a1(s)ds

;
unde t0 este un punct arbitrar �xat din I. Pentru t = t0 se obţine c = W (t0;x1; x2; : : : ; xn), de
unde concluzia.

Propozi̧tia 3:1:4: Fie 8x1; x2; : : : ; xn 2 V: Atunci wronskianul lor sau este identic nul pe I sau
este diferit de zero în orice punct din I:
Demonstraţie. Fie x1; x2; : : : ; xn 2 V. Dac¼a exist¼a un punct t0 2 I pentru careW (t0;x1; x2; : : : ; xn) =
0 atunci, conform Teoremei Liouville, rezult¼a c¼a

W (t;x1; x2; : : : ; xn) = 0;8t 2 I.

Exemplul 3:1:1: Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei
(�EO) t2x00 � 5tx0 + 8x = 0; t 2 I interval a.î. 0 =2 I,

ştiind c¼a admite soluţiile particulare
x1 (t) = t

2; x2 (t) = t
4; t 2 I.

Rezolvare. Se observ¼a c¼a
(�EO) x00 (t) +

�5t
t2
x0 (t) +

8

t2
x (t) = 0; t 2 I interval a.î. 0 =2 I,

este ecuaţie diferenţial¼a de ordinul 2; liniar¼a, având coe�cienţii variabili
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a1 (t) =
�5t
t2
; a2 (t) =

8

t2
; t 2 I,

omogen¼a.
Se observ¼a c¼a x1; x2 2 C2 (I;R) şi, prin calcul direct, c¼a veri�c¼a (�EO) ; adic¼a sunt soluţii

particulare ale (�EO) :
Mai mult, sunt funçtii liniar independente, deoarece

W (t;x1; x2) =

���� x1 x2
x01 x02

���� (t) = ���� t2 t4

2t 4t3

���� = 2t5 6= 0;8t 2 I.
Atunci (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) şi deci soluţia general¼a a

ecuaţiei (�EO) este
xo (t; c1; c2) = c1 � t2 + c2t4;8t 2 I şi c1; c2 2 R:
Reprezentând gra�c pe I = ]0;1[, apoi pe I = ]0;1[ pentru (c1; c2) = (1; 0) şi (c1; c2) = (0; 1)

cu magenta (soluţiile particulare din sistemul fundamental) şi pentru
(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1;�1) ;
(c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1)
(c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1)

cu albastru, se obţine

t

x

Teorema 3:1:4: (metoda varia̧tiei constantelor) Dac¼a
xo (t; c1; :::; cn) = c1x1 (t) + :::+ cnxn (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cn 2 R

este soluţia general¼a pe I a ecuaţiei diferenţiale de ordin n liniare şi omogene (2) ; cu (x1; :::; xn)
un sistem fundamental de soluţii, atunci o soluţie particular¼a xp (t) pe I a ecuaţiei diferenţiale de
ordin n liniare şi neomogene (1) este de forma

xp (t) = u1 (t)x1 (t) + :::+ un (t)xn (t) ;8t 2 I. (9)

unde u0i : I! R, i 2 f1; :::; ng, sunt funçtii-soluţii ale sistemului8>><>>:
u01 (t)x1 (t) + :::+ u

0
n (t)xn (t) = 0

u01 (t)x
0
1 (t) + :::+ u

0
n (t)x

0
n (t) = 0

:::

u01 (t)x
(n�1)
1 (t) + :::+ u0n (t)x

(n�1)
n (t) = f (t) ;

(10)

iar ui : I! R, i 2 f1; :::; ng se obţin prin integrare.
Demonstraţie. Se caut¼a o soluţie particular¼a xp a ecua̧tiei neomogene (1) ; de forma (9) ; cu
funçtiile ui; i = 1; n necunoscute.

Se determin¼a aceste funçtii impunând ca xp s¼a veri�ce ecua̧tia neomogen¼a (1) : Se deriveaz¼a şi
se folosesc ecuaţiile (1) şi (2) ; obţinându-se sistemul funçtional algebric liniar neomogen (10) cu
necunoscutele u0i; i = 1; n; al carui determinant este chiar W (t;x1; x2; : : : ; xn) 6= 0;8t 2 I. Folosind
o regul¼a de tip Cramer, se determin¼a u0i; i = 1; n; se integreaz¼a rezultatele şi se obţin ui; i = 1; n:
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Exemplul 3:1:2: Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei
(�EN ) t2x00 � 5tx0 + 8x = t; t 2 I interval a.î. 0 =2 I,

ştiind c¼a ecuaţia omogen¼a ataşat¼a admite soluţiile particulare
x1 (t) = t

2; x2 (t) = t
4; t 2 I.

Rezolvare. Se observ¼a c¼a
(�EN ) (�EO) x00 (t) +

�5t
t2
x0 (t) +

8

t2
x (t) =

t

t2
; t 2 I interval a.î. 0 =2 I,

este ecuaţie diferenţial¼a de ordinul 2; liniar¼a, având coe�cienţii variabili

a1 (t) =
5t

t2
; a2 (t) =

8

t2
; t 2 I,

neomogen¼a, cu termenul liber

f (t) =
t

t2
; t 2 I:

etapa 1: Se determin¼a soluţia general¼a a (�EO) ataşate ecuaţiei (g¼asit¼a la Exemplul 3:1:1:);
xo (t; c1; c2) = c1 � t2 + c2t4;8t 2 I şi c1; c2 2 R:

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a xp (t) =? a ecuaţiei neomogene (�EN ), cu metoda
variaţiei constantelor.

Deoarece (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) se caut¼a xp de forma
xp (t) = u1 (t) � t2|{z}

x1(t)

+u2 (t) � t4|{z}
x2(t)

;8t 2 I,

unde u0i : I! R, i 2 f1; 2g, sunt soluţii ale sistemului(
u01 (t) t

2 + u02 (t) t
4 = 0

u01 (t) (2t) + u
0
2 (t)

�
4t3
�
=
1

t
Se calculeaz¼a

�(t) =W (t;x1; x2) =

���� t2 t4

2t 4t3

���� = 2t5 6= 0;8t 2 I.
�1 (t) =

����� 0 t4

1

t
4t3

����� = �t3;8t 2 I.
�2 (t) =

����� t
2 0

2t
1

t

����� = t;8t 2 I.
Atunci8><>: u01 (t) =

�1(t)
�(t) =

1
2

�t3
t5
;

u02 (t) =
�2(t)
�(t) =

1
2

�t
t5
:

�������
R
(�) dt)

(
u1 (t) =

1
2
1
t + k1;

u2 (t) =
1
6

�1
t3
+ k2:

Deoarece se caut¼a o soluţie particular¼a xp se face convenţia s¼a se aleag¼a k1 = 0, k2 = 0. S-a obţinut

xp (t) =
1
2
1
t � t

2 + 1
6

�1
t3
� t4 = 1

3 t;8t 2 I.
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t

x

Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ) este dat¼a de
x (t; c1; c2) = xo (t; c1; c2) + xp (t) ;8t 2 I şi c1; c2 2 R; adic¼a
x (t; c1; c2) = c1 � t2 + c2t4 + 1

3 t;8t 2 I şi c1; c2 2 R:
Reprezentând gra�c pe I = ]0;1[, apoi pe I = ]0;1[, pentru (c1; c2) = (1; 0) şi (c1; c2) = (0; 1)

cu magenta (soluţiile particulare ale EN corespunz¼atoare celor din sistemul fundamental), pentru
(c1; c2) = (0; 0) cu portocaliu (soluţia particular¼a determinat¼a cu metoda variaţiei constantelor) şi
pentru

(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1;�1) ;
(c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1)
(c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1)

cu albastru, se obţine

t

x


