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CURS NR. 5
EDCO, AIA

3. ECUATII DIFERENTIALE DE ORDINUL n LINTARE
3.1. Ecuatii diferentiale de ordinul n liniare avind coeficienti variabili

In primul curs s-a observat c& modelarea matematici a fenomenelor din tehnica, fizicd, biologie,
chimie, ecologie, demografie poate conduce la ecuatii diferentiale nu numai de ordinul 1, ci si de
ordin superior. De exemplu, o situatie este a ecuatiei

2" (t) + wiz (t) = 0,Vt € R,
care modeleazi oscilatiile unui resort (w? = %), oscilatiile mici ale unui pendul matematic (w? =
9), oscilatiile armonice ale unui circuit electric (w? %) Este o ecuatie diferentiala ce va fi
identificatd ca fiind de ordinul 2, liniard, omogena, avind coeficienti constanti. Ecuatia vibratiilor
fortate cu amortizare vdscoasa

2" () 4 2vwa’ () + wlz (t) = M,Vt € R,
va fi identificatd ca fiind una neom(%ené (a se vedea Bibliografie [Paltineanul).

>

Forma generala a unei ecuatii diferentiale liniare neomogene/omogene de ordinul n cu
coeficienti variabili:

2™ ) +ay @)z D)+ o an )2 () Fan )z (t)=F(t),t el (1)

n n—1
%+a1%+...+an,1%+anx:ﬁte]I (1"
unde I C R este un interval nevid deschis, a; : I — R, i € {1,...,n}, sunt functii continue numite
coeficienti (variabili), iar f : I — R este functie continud, numita termen liber. Daca f este neidentic
nuld, atunci (1) se numeste ecuatie neomogena; dacd f este identic nuld, atunci (1) se numegte

ecuatie omogend. O functie z : I — R de clasd C™ ce verifica (1) se numeste solutie pentru ecuatie.

Problema Cauchy asociata unei ecuatii diferentiale de ordinul n liniare neomogene/omogene,
avand coeficienti variabili, cu datele D = (I, f,%9,x0) constd in determinarea unei functii
z : I — R de clasd C", unde I C R este un interval nevid deschis, ¢y € I,zo; € R, 7 = 0,n — 1

pentru care
re@):{ {0 o (0) a1 (6) 207D (1) + s (02 (1) +an ()2 (1) = £ (1) L €T
" (CI) z(to) = w0, 2’ (to) = 01, ..., "V (tg) = 20 1.
Functia = se numegte solutie a problemei Cauchy PC (D).

Observatia 3.1.1. a) (rezolvarea numerica a problemei Cauchy)
OForma normali a ecuatiei (1) este

™ () = F(t) —an )z (t) —an_1 ()2 (t) — ... —ay (&) ™V (¢),t € L.
Notand
g:IxR" - R, g(t,u) =g (t,ur,...;un) = f(t) —an (t)ur (t) —an—1 (t) ug (t) — ... —ag (t) uy (t),

ecuatia (1) se poate rescrie
™ =g (t,ac,x’, ...,x(”_l)) ,tell
Fixédnd t € I, se arata ca, pentru orice u,v € R",
19.(6:0) — 9 (£, V)] = lan (2) - (w1 — 1) + a1 (6) - (up —v2) + -+ a1 (&) - (s — )] <
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< lan ()] - lur — 1] + |an—1 (£)] - [uz = va| + ... 4 a1 ()] - [un —vn].
Functiile a; fiind continue pe I, sunt méarginite pe orice interval de forma [a — §,a + §] C I, adicd
dM; > 0 a.d.
la; (t)] < M;,Vt € [a—d,a+d].
Fie M = max{M;;i =1,...,n}. Atunci,
lg () =g (¢, v)| < M- (Jur —vi] + |ug —va| + -+ + [un — va]) -
Deoarece pentru orice numere pozitive ayq, ..., o, > 0, \/oz% + oz% + -4 a2 > a4, Vi, se obtine

9 (t0) — g (6,v)] < Mom-\f(ur —v0)? + (ug = 02)* 4+ (g — 0)? = L+ Ju =],
unde L = M - n. Deci functia g are proprietatea Lipschitz in raport cu variabila u € R™.

Rezulta, conform teoremei Picard, cd ecuatia diferentiald de ordinul n liniarda admite solutie

unicd (pentru orice functii continue f,a, ..., a,), datd de metoda aprozimatiilor succesive. Se poate
ardta cd intervalul J pe care este definitd solutia coincide cu I (a se vedea Bibliografie,
[Vrabie])
b) (rezolvarea exacta a problemei Cauchy) Pentru ecuatiile diferentiale liniare de ordin n, mai ales
pentru unele cazuri particulare (coeficientii a; constanti sau de forma monoame, termenul liber f
de forma cvasipolinoame sau chiar oarecare) se vor pune in evidentd ulterior metode exacte specifice
de determinare a solutiei.

Observatia 3.1.2. a) Se observa ca, daca z), este o solutie particulara a ecuatiei diferentiale liniare
neomogene (1) atunci, pentru orice solutie x, a ecuatiei omogene atasate,

™ () +a1 )z D ) + oo+ (B) 2 () +an )z (t) =0,t €1 (2)
functia z, + x, este o solutie a ecuatiei neomogene (1).
Intr-adevir, in ipoteze de regularitate asupra Tp 81 Zo,

(0 () 42 (0" (8 (2o (1) 2 ()" bocbn 1 () (0 () + 2 () 4 (8) (2 () -2 () =

- (xgm ) +ar )28 @) + o+ an_1 (&) 7 () + an () 2o (t)) +

(287 () + o ()28 (O + o+ s (B2 () + an ()7 (8) =0+ F (8) = £ (1), V€L
Reciproc este adevarat: orice solutie a ecuatiei neomogene poate fi scrisd ca suma dintre o solutie
particulard a ecuatiei neomogene si o solutie a ecuatiei omogene.
b) Se propune si se giseascd metode de determinare a solutiei generale a ecuatiei omogene (2) si
a unei solutii particulare a ecuatiei neomogene (1).

Notatia 3.1.1. Fie

L:C"(IL,R) — C(LR), £(z) = 2™ + a1z D + ... 4 a,_12' + apz,Vz € C" (L R), (3)
unde a; € C" (I, R),i =1, n.

Ecuatia liniard de ordin n omogena (2) se poate scrie sub forma

L(z)=0 (4)

Propozitia 3.1.1. In ipotezele din Notatia 3.1.1., functia £ este o aplicatie liniard intre spatiile
liniare (C" (I,R),+,-,R) si (C(L,LR),+,-,R).
O Demonstratie. Deoarece functia de derivare este o aplicatie liniara, rezultd c&
VY (a, 1, 29) € R x (C" (I, R))?
L (ax1 +w2) = (azy +22) "™ +ay (azy + 22) "V dray (axr + a2) +ay (azy + 22) =

= (az1)™ + a1 (az1) ™V + o 4 4y (az) + an (0z) + 25 + a2l 4
+an71$’2 + apro =
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— o (1™ + a1z ™) 4+ 4 a1+ anan) +28 +aral Vet ans =

=al (x1)+ L (z2),
adicd liniaritatea pentru L.

Propozitia 3.1.2. In ipotezele din Notatia 3.1.1., multimea solutiilor ecuatiei (4), adicd V =
{z € C"(I,R); L (xz) = 0} este un subspatiu liniar al spatiului (C" (I,R),+,-,R).

O Demonstratie. Deoarece £ este o aplicatie liniarg, iar multimea solutiilor ecuatiei (4) este V =
ker (L), rezulta ca V este un subspatiu liniar al lui (C" (I, R), +,-,R), deci (V, +, -, R) este un spatiu
liniar.

Propozitia 3.1.3. In ipotezele din Notatia 3.1.1., dimg V = n.
O Demonstratie. Se demonstreazs ci existd un izomorfism intre spatiile liniare (V, +, -, R) si (R™, +, -, R)..
Se defineste

T:V—R"T(z) = (z(t),2 (to),...,2" "V (to)) ,Vz €V,
unde ty este un punct arbitrar, fixat in I.
Se demonstreaza ca T este o functie liniara.

Y(a,z1,22) € Rx (V)2

T (Oza,’1 + wg) = <(aa:1 + (EQ) (to) , (04131 + :IZQ)I (to) Sy (04.7:1 + a:g)("_l) (t0)> =

=« (:131 (to) ,a;’l (to) yeeny xgn_l) (to)) + (:132 (to) ,a;’2 (to) yeeny xén—l) (to)) =
=aoT (x1) + T (x2).
Se demonstreaza ca functia liniard 7' este injectiva.
Din T (z) = fgn rezultd ca functia x(t) = 0,Vt € I, verificd ecuatia diferentiald (4) sau (2) si
cum, conform teoremei de existenta si unicitate a problemei Cauchy
(2) ™ () +ar () 2D () + o an )2 () +an )z (t) =0,t €1
o)D)+ { Fen @t S (@
(CI) x (to) = 0,0, T (to) =T0,1y -y L (t()) = Zo,n—1-
aceastd solutie este unicd, rezultd ker (T') = {0y}, deci T este injectiva.
Se demonstreaza ca functia liniara T este surjectiva.

Fie tg € V fixat. Conform Teoremei de existentd gi unicitate a problemei Cauchy anterioare,
problema admite solutie z definitd pe I si (z (to),2' (to),...,z" Y (tg)) € R"™ Atunci T este
surjectiva.

Atunci T definit anterior este un izomorfism de spatii liniare. Rezultd ca dimg V = dimg R" = n gi
deci dimp V = n.

Teorema 3.1.1. Mul{imea solutiilor unei ecuatii diferentiale de ordinul n liniare, omogene este un
spatiu vectorial de dimensiune n.
Demonstratie. Rezulta din Propozitiile 3.1.1,3.1.2,3.1.3.

Observatia 3.1.3. a) Conform Teoremei 3.1.1, este suficient sa se determine o baza B = (21, 2, ..., Tp)
in V, adicd exact n solutii particulare liniar independente pentru (2), si atunci solutia generald pen-
tru ecuatia diferentiald de ordinul n liniard omogena are solutia generala

’l‘o (t;c1yeycn) =1 () + oo + ey () ,VEE€ T s €1, .00 € R‘ (5)
Elementele bazei B se numesc solutii fundamentale ale ecuatiei omogene, iar B sistem fundamental
de soluti.
Mai mult, conform Observatiei 3.1.2, daca se cunoaste x, o solutie particulara pentru ecuatia
diferentiald de ordinul n liniard neomogena, atunci solutia generald pentru ecuatia diferentiala de
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ordinul n liniara neomogena este
x(t;c1, . 0n) =T (L1, 0y 0n) +2p (8),VE €L sicr,.ycn €RL (6)
b) Se reamintegte ca functiile x1, ..., x, din V sunt functii liniar dependente dacd existd A, ..., A\,
in R, scalari nu toti nuli, astfel incat

ATl ...+ Apzy, = Oy,
iar in caz contrar functii liniar independente. Studiul dependentei pentru functii-solutii ale ecuatiei
omogene se face folosind notiunea de wronskian, propusa ulterior.
c) Existd metode de determinare pentru B atunci cand ecuatiile (1) si (2) coeficienti constanti
a; € R 7= 1,771
d) Exista metode de determinare pentru o solutie particulard a ecuatiei neomogene, z,, atunci cand
se cunoagte un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia omogena. Una dintre ele este metoda
variatiei constantelor.

Definitia 3.1.1. Fie z1,z2,...,2, € C" ! (I,R). Se numeste wronskianul functiilor x1,a,..., Ty
determinantul
X1 T2 In
W (t;z1,22,...,25) = (t),Vt el (7
xgn—l) gn—l) %n—l)

Teorema 3.1.2. Functiile x1,xs,...,x, € V sunt liniar independente daca si numai daca

W (t;z1,x2,...,2,) #0,Vt € L.
O Demonstratie. Fie x1, o, ..., z, € V. Se presupune ci existd Ai, ..., \, in R, scalari nu toti nuli,

astfel incat
MTL+ .+ Az, =0y &
A1 (t) + o+ AnTn (t) =0,vVt el
Se deriveaza de n — 1 ori relatia anterioara si se obtine:
AT (t) + ..+ AT (t) =0

Axh (6)+ ...+ Az, () =0
124 (8) + o+ Ml (1) ier

A" @) + o+ A2 () =0

Sistemul in necunoscutele (A1, ..., A,) are solutii diferite de solutia (0,...,0) dacd gi numai dacad
determinantul s&u, care este wronskianul, este nul.

Teorema 3.1.3. (Liouville) Fie z1,z9,...,z, € V. Atunci
t
—/ ai(s)ds
W(t;l‘l,CEQ,...,.’En):W(to;il?l,l'g,...,l’n)'@ to 7\v/t€]17 (8)

unde ty € I este un punct arbitrar fixat.
O Demonstratie. Se stie ci derivata unui determinant de ordin n ale cirui elemente sunt functii
reale de variabild reala este o suma de n determinanti obtinuti din determinantul initial derivand
in fiecare dintre ei succesiv elementele fiecdrei linii (sau coloane).

Se deriveaza succesiv liniile in W (¢; x1, x2, . . ., £, ) raport cu variabila independenta ¢ i se obtine
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I o Tn
x ! e !
W' (t;z1,x,. .., xn) = ! 2 " (t) =
mgn—l) xén—l) $£Ln_1)
x) b e xh 1 9 T
/ / / " 1 "
= ™ 2 S RO 2 T )+t
:cgn_l) xén_l) a:%n_l) acgn_l) xén_l) x%"_l)
I T2 In
+ "), vtel
NORNORING
Se observa ca primii n — 1 determinanti din suma W’ (¢; x1,xo, ..., ;) au cate doud linii egale,
deci sunt nuli, si rezulta
xl DY $n
W' (t;x1, 20, ..., 2p) = | " t),vVt el
( s L1y L2, ) n) (n—2) (n—2) ( ) )
xl DR ":Cn
RO
Deoarece x1,x2,...,xy, € V, adica sunt solutii ale ecuatiei omogene, atunci elementele ultimei
linii din determinantul anterior pot fi inlocuite cu
:L‘(n)——a (n=1) _ . r i—1n
;= a1y Ce = Ap1 T — ap Tyt = 1,n.
Se descompune W' (t; z1, 2, . .., x,) din nou ca o suma de n determinanti, dintre care n — 1 au
cate doud linii proportionale, deci sunt egali cu zero. Se obtine
W' (t;x1, 22, .., xn) = —a1 () W (t; 21,22, ..., xy) ,VE €L
Este o ecuatie cu variabile separabile, cu solutia
t
—/ ai(s)ds
W(t;$17$27"'amn)zc'6 to )
unde tp este un punct arbitrar fixat din I. Pentru ¢ = ¢y se obtine ¢ = W (to; 1,2, ...,2y), de
unde concluzia.
Propozitia 3.1.4. Fie Vzi,22,...,z, € V. Atunci wronskianul lor sau este identic nul pe I sau
este diferit de zero in orice punct din 1.
O Demonstratie. Fie x1,xo, ..., 1z, € V. Daci existi un punct tg € I pentru care W (to; 1, o, . . ., Tp) =

0 atunci, conform Teoremei Liouville, rezults ca

W (t;x1,x2,...,2,) = 0,Vt € L.

Exemplul 3.1.1. Se determina solutia generalad a ecuatiei
(xpo) t2a" — 5ta’ + 8z = 0,t € [ interval a.i. 0 ¢ I
stiind ca admite solutiile particulare
1 (t) =12, 20 (t) =t t € L.
Rezolvare. Se observa ca

-t
(xpo) =" (t) + t—2x’ (t) + %ZL’ (t) =0,t € I interval a.i. 0 ¢ I,

este ecuatie diferentiald de ordinul 2, liniara, avand coeficientii variabili
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ar(f) = 2 (f) =t el
omogena.

Se observd cd xy1,z2 € C?(I,R) si, prin calcul direct, ci verifici (xpo), adicd sunt solutii
particulare ale (xgo) .

Mai mult, sunt functii liniar independente, deoarece

T T 2t
W (ta,a0) =| ) 2 (t):’% g3 | =20 A0Vt EL

x)

Atunci (z1,22) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) si deci solutia generald a
ecuatiei (xpo) este

T, (tc1,c0) = c1 - t2 + cot* VWt € I si c1, 2 € R.

Reprezentand grafic pe I = ]0, oo[, apoi pe I = ]0, oo[ pentru (c1,c2) = (1,0) si (c1,c2) = (0,1)
cu magenta (solutiile particulare din sistemul fundamental) gi pentru

(c1, 62) =(1,1), (Cl7c2) = (17 -1), (01702) = <_17 1), (e, 02) = (_L _1) )

(c1,e2) = (1,2), (c1,02) = (2,1), (e1,¢2) = (—1,2), (c1,¢2) = (=2, 1)

(c1,e2) = (1,-2), (c1,02) = (2,—1), (c1,2) = (=1, -2), (c1, e2) = (=2, 1)
cu albastru, se obtine

Teorema 3.1.4. (metoda variatiei constantelor) Daca

To (L1, eeyen) =121 (8) + oo +cpap (8) ,VE €L i ¢y oyep ER
este solutia generald pe I a ecuatiei diferentiale de ordin n liniare gi omogene (2), cu (z1, ..., z,)
un sistem fundamental de solutii, atunci o solutie particulara x, (t) pe I a ecuatiei diferentiale de
ordin n liniare i neomogene (1) este de forma

xp(t) =ur (O) 21 () + ... +up (t) 2y (2),VE € 1L 9)
unde v} : I — R, ¢ € {1,...,n}, sunt functii-solutii ale sistemului
wy (t)xr () + ... +ul, (), () =0
wy (t) 2y (6) + ... +ul, (t)x, (t) =0

(10)

wh () 2"V () + .+, ()2l Y () = £ (1),
iar u; : I — R, i € {1,...,n} se obtin prin integrare.
O Demonstratie. Se cautd o solutie particulars xp a ecuatiei neomogene (1), de forma (9), cu
functiile u;,7 = 1, n necunoscute.

Se determina aceste functii impunénd ca x,, s verifice ecuatia neomogend (1) . Se deriveaza si
se folosesc ecuatiile (1) si (2), obtindndu-se sistemul functional algebric liniar neomogen (10) cu
necunoscutele u},7 = 1,n, al carui determinant este chiar W (¢; z1, z2, ..., x,) # 0,Vt € 1. Folosind
o reguld de tip Cramer, se determind u},7 = 1, n, se integreaza rezultatele si se obtin w;, i = 1, n.
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Exemplul 3.1.2. Se determina solutia generala a ecuatiei
(xpn) t22” — 5tz’ + 8z = t,t € T interval ad. 0 ¢ I,

stiind ca ecuatia omogend atasatd admite solutiile particulare
1 (t) =13 (t) =tht e L.

Rezolvare. Se observa ca 5t g .
(xpN) (xEo0) 2" (t) + t—Qm’ (t) + 27 (t) = t—Q,t € I interval a.i. 0 ¢ I,

este ecuatie diferentiald de ordinul 2, liniard, avand coeficientii variabili
5t 8
ai (t) = t72)a/2 (t) = ﬁ)t € I[a

neomogend, cu termenul liber

)=l
etapa 1. Se determind solutia generald a (xpo) atasate ecuatiei (gasita la Exemplul 3.1.1.),

T, (t;c1,c0) = c1 - t2 + cot* VWt € 1 si c1, 0 € R.
Etapa 2 : Se determind o solutie particulara z, (t) =7 a ecuatiei neomogene (xgy), cu metoda
variatiei constantelor.

Deoarece (x1,x2) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) se cautd z, de forma

zp (1) = uy (t) -\tf_ﬂtug (t).\t‘f_/,\ﬁ e,

x1(t) z2(t)

unde u} : T — R, ¢ € {1,2}, sunt solutii ale sistemului

uh ()2 +uby (1) t* =0 )
uh (t) (2t) + uh (t) (4¢3) = n
Se calculeaza

2 4
A=W (o) =| b s | =20 0vel
0 ¢
Ap(t)y=11 3 =—-t3Vtel
t
2 0
A (t) = oy L |[=tVEEL
t
Atunci .
—t 11
mw 4t [JOE=T 21z
u () = 3 = 255 W T T

Deoarece se cauta o solutie particulara x, se face conventia sa se aleaga k1 = 0, k3 = 0. S-a obtinut

-1
wp(t) =37 P +55 t =3t Vel



Gabriela Grosu / EDCO 8

Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de

z(t;c1,c2) = o (t;c1,¢2) + 2 (8) ,VE € L 51 c1, 2 € R, adicd

z(tjcr,co) = cp - t2 + cot* + %t,Vt €llsicy,co €R.

Reprezentand grafic pe I = ]0, 00|, apoi pe I = ]0, oo, pentru (c1,c2) = (1,0) si (¢1,¢2) = (0,1)
cu magenta (solutiile particulare ale EN corespunzitoare celor din sistemul fundamental), pentru
(c1,c2) = (0,0) cu portocaliu (solutia particulara determinatd cu metoda variatiei constantelor) si
pentru

(c1,¢2) = (1,1), (c1,02) =

(01702) (17 ) (61702) =

(c1,02) = (1,=2), (c1, c2)
cu albastru, se obtine

—1),(c1,¢2) = (=1,1), (e1,¢2) = (=1, —1),
5 ) (01’02) ( 72)7(01’02) ( 271)
(2, ) (01702) (-1,-2), (ClaCQ) = (_27_1)

(1,
(2




