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CURS NR. 6
EDCO, AIA

3.2. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n cu coeficienti constanti

Forma generala a unei ecuatii diferentiale liniare neomogene/omogene de ordinul n cu
coeficienti constanti:

™ (1) + a1z D () + .. Fapa2’ () +anz (t) = f(t),t €1 (1)
d"x A1z dx ,
ﬁ—‘y‘alW—i‘...—"an_lE‘i‘anx—f,teﬂ (1)

unde I C R este un interval nevid deschis, a; € R, i € {1,...,n}, sunt numere numite coeficienti
(constanti), iar f : I — R este functie continud, numitad termen liber. Daca f este neidentic nuld
atunci (1) se numegte ecuatie neomogena (EN); dacd f este identic nuld, atunci (1) se numeste
ecuatie omogena (EQO). O functie x : I — R de clasd C™ ce verificd (1) se numeste solufie pentru
ecuatie.

Problema Cauchy asociata unei ecuatii diferentiale liniare neomogene/omogene de
ordinul n cu coeficienti constanti cu datele D = (I, f,%0,x0) constd in determinarea unei
functii z : I — R de clasd C", unde I C R este un interval nevid deschis, tg € I,z9; € R, i =0,n — 1
pentru care

(1) ™ () + a2V (t) + ..+ an12’ (t) + anz (t) = () ,t €1
PC (D) : , (n—1)
(CI) X (to) = 5E070,1‘ (to) = :U(]71, ooy L (to) = ~T0,n71-
Functia = se numegte solutie a problemei Cauchy PC (D).

Observatia 3.2.1. Notatiile, definitiile si rezultatele din Sectiunea 3.1, enuntate pentru ecuatii
diferentiale liniare de ordinul n avand coeficienti variabili se pastreaza gi pentru ecuatii diferentiale
liniare de ordinul n avand coeficienti constanti.

REZOLVAREA EO
Euristica 3.2.1. a) Se propune determinarea solutiei generale pe I, chiar pe R, a ecuatiei omogene
EO atasate ecuatiei neomogene EN (1), anume
2 () + arz™ D (#) + ...+ ap12 () +anx (1) =0, €T (2)
Existd o justificare ce implicd seria Taylor atagatd unei solutii pentru EO (2), diagonalizare /
jordanizare de matrice, definitia functiei exponentiale in complex

e*t = e (cos (yt) +isin (yt)),Vz =z +iy € C,t € R,
pe baza careia orice solutie pentru EO (2) se poate ciuta sub forma

z(t)=eMtel,\eC.
O demonstratie este prezentata in Euristica 3.2.1.b) de la finalul cursului.

Din sectiunea anterioard, fie

L:C"(LR) - C(LR), £(z) =z +aiz™V +... 4 a,_12' + apz, Vo € C" (I,R),
unde, in aceasta sectiune, a; € R,7 =1, n.

Atunci (2) & L(z) =0.
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Csutand z (t) = e solutie particulard pentru (2), se obtine

L(M)=0vVtele N +aX" '+ . +anad+an) -eM=0VteL

Se numeste polinom caracteristic al EO (2) polinomul avand coeficienti reali

PN =(-D"(N"+a A"+ +ay).

Se numeste ecuatia caracteristica atasata EO (2) ecuatia polinomiald algebricd de ordin n
(notatd EC)

AN+ NP+ o+ a, 1\ +a, =0. (3)

Propozitia 3.2.1. Functia z (t) = e, t € I este solutie a ecuatiei diferentiale EO (2) daci si numai
dacd numarul (real sau complex) X este solutie a ecuatiei algebrice caracteristice EC (3).
Demonstratie. Rezulta din Euristicd a) si b).

Propozitia 3.2.2. Dacd ecuatia caracteristici a EO (2) are toate cele n radécini caracteristice
reale distincte, (A1, ..., Ap), atunci sistemul de functii B = (z1, ..., ) definite prin
zi(t) =ttt el
este un sistem fundamental de solutii ale EO.
Demonstratie. Intr-adevir,
card (B) = dimp V = n si

eMt etat etnt
ettt Aoe2t L Aetnt
W (21,20, 20) = | ? " =
ApTteht \pTterat o AnTleAnt
1 1 1
A A Y
= ? T eat )t £ 0, vt € IL
n—1 n—1 n—1
AT D coe P
Observatia 3.2.2. a) Dacid ecuatia caracteristicd are n radacini reale distincte A,..., A, (deci

fiecare este de multiplicitate algebricd 1), atunci fiecrei radacini ii corespunde o solutie particulara
a ecuatiei diferentiale EO (2),

z1 (1) = Mt zg (t) = M, ...z, (1) = Mt e,
iar solutia generald a ecuatiei diferentiale EO (2) este
To(tic1,. .., cn) = c1eMt + cpe?t + et Ve € Tsicqy oy cn € R.

b) Daca ecuatia caracteristicd are o radacind complexd simpla
A1 GC\R, A :Oé1+’i,31 cu m()\l) =1
atunci admite si radacina complexa conjugata
Ao EC\R, Ao = a1 —i,Bl cu m()\g) =1.
Solutii pentru EO (2) ce corespund ar fi
1 (t) = ela®iBot PUT cant (coq (8,¢) + isin (B,1)) .
Se poate observa cd, dacd x (t) = u(t) + v (t) este o solutie a ecuatiei omogene L (x) = 0,
atunci
Lu+iv)=0&L(u)+iL(v)=0< L(u)=0,L(v)=0.
Atunci, pentru radécinile complexe conjugate simple ale ecuatiei caracteristice, grupate,
)\1,2 eC \ R, )\1’2 == ’iﬁl cum ()\172) =1
se poate demonstra ca se ataseaza corespunzator
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{ @1 (t) = e*tcos (Byt); w2 (t) = e™sin (B1).
c) Daca ecuatia caracteristicd are o radacina reald sau complexa multipld , atunci descoperirea
solutiilor EO si demonstratia utilizeaza tehnici de analizd matematica reald si complexa (prezentate
in Euristicd 3.2.1,b) din finalul cursului)), iar enuntul este prezentat in algoritmul de rezolvare
urmator.

Algoritmul de rezolvare 3.2.1 pentru o ecuatie diferentiala liniarda omogena EQO:

2™ () + arz™ D (#) + ... + ap_12’ () + anz () = 0 (2)
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale EO (2) ecuatia ei caracteristicd EC:
N+ a N an A +a, = 0. (3)

Este o ecuatie algebricd polinomiald de grad n avand coeficientii reali a;€ R, ¢ € {1,...,n}, in
necunoscuta A, care admite exact n rddacini complexe. Se determina, precizdnd si multiplicitatea
lor.
Pasul 2 : Pentru fiecare radacind a EC se gasesc corespunzator solutii particulare liniar independente
ale EO, dupa algoritmul:
eCazul 1 : A\ € Rcum () =1~ z1 (t) = Ml
1 (t) = e/\lt)
— ot
eCazul 2 : A\; e Rcum (X)) =m ~ w2 (8) = e,
Ty (1) =t LM,
eCazul 3 : /\1’2 eC \ R, )\172 E == iﬂl cum ()\172) =1~
{ z1 (t) = e*tcos (Byt); w2 (t) = e Psin (B1).
eCazul 4 : /\1’2 eC \ R, )\172 == ’iﬂl cum ()\172) =m ~>
a1 (t) = e** cos (B11), a2 (t) = e sin (By1),
73 (t) = te“t cos (B41), 74 (t) = teMtsin (8,1) ,

Tom_1 (t) =t Lelcos (B1t), xaom (t) = t™ Lteitsin (B,t).
Din algoritm se gaseste B = (z1, ..., Zp) , adica exact n solutii particulare ale EO, liniar independente.
Sistemul de functii (x1,...,2,) se numeste sistem fundamental de solutii pentru ecuatia omogena
EO (baza).
Pasul 3 : Solutia generala a EO este o combinatie liniara de cele exact n solutii particulare liniar
independente determinate la Pasul 2
’xo (t;c1yeycn) =11 (E) + oo F cpxy (1) ,VE € R sl cq,y ooy € R (4)

Exemplul 3.2.1. S4 se determine solutia generala a urmétoarei ecuatii diferentiale liniare omogene
cu coeficienti constanti

2" 4+ 32" — 2’ —3x =0,t € R,
apoi sd se determine solutia problemei Cauchy

2" + 32" —a' — 3z =0,

{ CI:z(0)=0,2'(0)=1,2"(0) = —1;
Rezolvare: Fie (xpo) 2" 4+ 32" — 2/ — 32 =0,t € R.
Ecuatia (xgo) este o ecuatie diferentiald de ordin 3, liniard, cu coeficientii constanti a3 = 3,
az = —1, a3 = —3, omogena. Pentru ¢t € R, variabila independentd din domeniul de definitie a
solutiei, se cautd x, (t; c1, c2, c3), solutia generald pentru ecuatia (xgo).
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristicd

() M43 - A =3\ =0 A +3)A-1)(A+1)=0=
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AM=-3cum(\)=1,
Ao =1cum(A) =1,
A3 =—1lcum(A3)=1.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xpo), dupd algoritmul dat
e\ =-3cum(\) =1~ z1(t) =e 3
ey =1cum(Ng) =1~ 29 (t) = el
o =—-lcum(A3) =1~ a3(t) =eL.
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1,...,23) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xgo) (sunt exact 3 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci
solutia generald a ecuatiei (xpo) este
T, (t;c1,co,03) = 1 - €73 + coelt + cze7!,Vt € Rsi ¢1,co,c3 €R.
Pasul 4 : Pentru a determina solutia problemei Cauchy ((xgo),CI) se impun asupra solutiei gasite
Z, conditiile initiale
z(t) =c1-e 3+ coelt +cze?
2/ (t) = c1 - €73 (=3) + coelt + cze7t (1) e

2’ (8) = ¢ - €3 (=3)2 4 celt + czet (—1)2 z(0)=0
2 (0)=1
2" (0)=-1

0=c1-e 9+ ce® + c3e0
l=c1-e%(=3)+coe +c3e7 0 (1) =
—1=c1-e9(=3)% + c2e® + 3¢ 0 (—1)?

c1+ca+c3=0 61:%1

—3c1+ca—c3=1 = 02:%

(—3)%c1+ et ez =1 c3 =7
Atunci

z(t) = Fe ¥ + 3¢t + Fe !, Mt €R,
este unica solutie a ecuatiei (xgo) ce verificd CI date.
Reprezentand grafic pe I = R pentru
(Cl7 C2, 03) = (17 07 0)7 (Cla C2, 63) = (07 17 0)7 (cla C2, C3) = (07 07 1)
cu magenta (solutiile particulare din sistemul fundamental) gi pentru
(017 €2, 03) = (17 17 1) 3 (Cla C2, C3) = (_17 17 1) ) (Cly C2, 03) = (17 _17 1) ) (cla C2, C3) = (17 17 _1> )
(Cla €2, 03) = (_]—7 _]-a ]-) ) (Cly C2, 03) = (17 _17 _]-) ) (clv €2, C3) = (_17 17 _1) ) (Cl) C2, 03) = (_17 _]—a
cu albastru, si pentru
(Cla Cc2, 03) - (%17 %7 %)
cu verde (solutia problemei Cauchy), se obtine

_1)7
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Comentariu. De mentionat cd, dacd EC atasata unei EO are radacini reale distincte, fiecare de
multiplicitate algebricd 1, iar problema Cauchy atagatd EO are CI in ty, atunci sistemul liniar
algebric neomogen in necunoscutele ¢y, .., ¢, obtinut este un sistem Cramer, ce are ca determinant

1 1 1
A=W (to;x1,2,...,Tn) = /\1 )\2 )\” et tanlto £ v e I
A’iz—l )\721—1 L. )\z—l

Mai mult, pentru tg = 0, se obtine un determinant Vandermonde.
La exercitiul anterior,

11 1 1 11
A=W (021, 29,23) = | M X Ay | =] (=3) 1 (=1) |Vondemonde 1620 vtel
NN A (=3)* 12 (=1)°

Exemplul 3.2.2. Si se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale liniare
omogene cu coeficienti constanti:

a) z® —z@W — o/ 42 =0t e R;

b) z® + 22" + 2 =0,t € R.

Rezolvare : a) Fie (xpo) 2 —2® —2/ + 2 =0t € R.

Ecuatia (xgo) este o ecuatie diferentiald de ordin 5, liniard, cu coeficientii constanti a3 = —1,
az =0, a3 =0, ag = —1, a5 = 1, omogena. Pentru ¢t € R, variabila independentd din domeniul de
definitie a solutiei, se cauta z, (t;c1, ..., ¢5), solutia generald pentru ecuatia (xgo).

Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristica
() X=X =A+1=0MA-1)-A-1)=0NM-1)A-1)=0«
SMA-120+1) (N +1)=0=
)\1 =1cu m(>\1) = 2,
Ao =—1cum () =1,
)\374 =dicum ()\374) =1.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécind a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzéator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupa algoritmul dat

B ol m (t) = el
e\ =1lcum()\)=2 { 2o () = tel,
oo =—lcum(A) =1~ x3(t) =e 1

x4 (t) = €% cos 1t,
x5 (t) = €% sin 1t.
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1,...,25) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xgo) (sunt exact 5 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci
solutia generald a ecuatiei (xpo) este

T, (t;c1, ey 05) = cret + cate! + cge™t + cqcost + cssint,Vt € Rsicp, ..., c5 € R.

0)\374:():|:i~1cum()\374):1«~>{

b) Fie (xgo) 29 4 22" + x = 0,Vt € R.
Ecuatia (xgo) este o ecuatie diferentiald de ordin 4, liniard, cu coeficientii constanti a; = 0, ag = 2,
az =0, ag = 1, omogena. Pentru t € R, variabila independenta din domeniul de definitie a solutiei,
se cauta z, (t; c1, ..., c4), solutia generald pentru ecuatia (xgo).
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpp) ecuatia ei caracteristicd

(rpo) M +224+1=0a (A +1)° =0 = Ajp = +i cu m(A2) = 2.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzator solutii particulare
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liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupd algoritmul dat
. z1 (t) = €% cos 1t, xo(t) = €% sin 1t,

M2 =010 cum(hg) =2~ { 23 Et; = te%cos 1t, x4 Et; = te% sin 1t.
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1,...,24) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xgo) (sunt exact 4 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci
solutia generald a ecuatiei (xpp) este

To (t; €1,y .y cq) = €1 o8t + cosint + cgtcost + catsint, Ve € Rsi cp,...,cq € R.
Reprezentand grafic pe I = R pentru

(61, Cc2,C3, C4) — (1, 0, 0, 0), (Cl, C2,C3, C4) = (0, 1, 0, 0), (Cl, C2,C3, 04) = (0, O, 1, 0) s (Cl, Cc2,C3, 64) —
(0,0,0,1)
cu magenta (solutiile particulare din sistemul fundamental) gi pentru

(Cl, Cc2,C3, 64) = (1, 1, 1, 1) 5 (61,02, Cc3, 64) = (—3, 1, 1, 1) 5 (Cl, Cc2,C3, 64) = (1, —3, 1, 1) 5

(c1,¢9,c3,¢c4) = (1,1,-3,1), (1, c2,¢3,¢c4) = (1,1,1,-3)
cu albastru, se obtine

REZOLVAREA EN

Euristica 3.2.2. Se propune determinarea solutiei generale pe I a ecuatiei neomogene (1) . Teorema
3.2.1. ulterioara asigura solutia generald a EN cand se cunoagte solutia generald a EO (oferitd de
Algoritmul 3.2.1) si o solutie particulard a EN (oferitd ulterior de Teorema 3.2.2, in cazul general,
cand se cunoagte un sistem fundamental de solutii ale EO, sau de Teoremele 3.2.3 gi 3.2.4, in cazul
particular, cAnd se cunoaste un sistem fundamental de solutii ale EO, ecuatia EN are coeficienti
constanti si termenul liber un cvasipolinom sau o combinatie liniara de cvasipolinoame).

Teorema 3.2.1. Daci z, (t; c1, ..., ¢,) este solutia generald a EO (2) atasate si z, (t) este o solutie
particulard a EN (1), atunci

z(ticr,....cn) =xo (tc1, e, 0n) +2p (), VE€lsicr,.yen €R. (12)
este solutia generald EN(1).

Demonstratie. Rezultd din liniaritatea operatorului £, analog cu cea din Sectiunea 3.1, Observatia
3.1.1.a).

Teorema 3.2.2. Daca

To (L1, eeyen) =121 (8) + oo +cpap (t) ,VE €L sicpyeyen €R
este solutia generald pe I a ecuatiei diferentiale de ordin n liniare i omogene (2), cu (z1, ..., Zy)
un sistem fundamental de solutii, atunci o solutie particulara x, (t) pe I a ecuatiei diferentiale de
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ordin n liniare si neomogene (1) este de forma
xp(t) =ur (O) 21 () + .. +up (t) 2 (2),VE € 1L (5)
unde u} : T — R, ¢ € {1,...,n}, sunt functii-solutii ale sistemului
uy ()1 (t) + ...+, (O z, (t) =0
uh (t) 2 (0) + ... 4y, (t) z;, (1) =0

uy ()2 (@) e, ()Y () = £ ().
Demonstratie. Analog cu cea din Sectiunea 3.1.

Exemplul 3.2.3. a) Si se determine solutia generald a urméatoarei ecuatii diferentiale liniare
neomogene cu coeficienti constanti
! 1
' +r=—tel,

cost
apoi sa se determine solutia problemei Cauchy

{ ' +r=—1,
cost

CI:z(0)=1,2'(0) =—1.
Rezolvare : Fie (xgy) 2" + 2 = ﬁ,t el
Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniara, cu coeficientii constanti a; = 0, ag = 1,
neomogena cu termenul liber

FI-R f(H)=—
I este un interval ce nu contine ¢ a.i. cost = 0. Pentru ¢ € I, variabila independenta din domeniul
de definitie a solutiei, se cauta x (¢; ¢, c2), solutia generald pentru ecuatia (xgy).
Etapa 1 : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atasgate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei

(*po) 2" +2=0,t € R.

(este ecuatie ce ar putea modela un oscilator armonic cu w = 1)
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristicd

(*EC) )\2+1 =0= )\172 =0%417cu m()\lyg) =1
Pasul 2 : Pentru fiecare radécind a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xpo), dupa algoritmul dat

— 0t e

B o
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z;, z2) este un sistem fundamental de solutii pentru
(*po) (sunt solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia generald
a ecuatiei (xpo) este

Zo (t;c1,02) = c1cost + casint, Vi € R si c1,c0 € R.
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Etapa 2 : Se determind o solutie particularad a ecuatiei neomogene (xgy ).
Metoda coeficientilor nedeterminati : Chiar dacad (xgy) are coeficienti constanti , se observa
ca termenul ei liber nu este un cvasipolinom ca ulterior si nici combinatie liniara de cvasipolinoame.

In consecinti, nu se poate aplica metoda coeficientilor nedeterminati.
Metoda variatiei constantelor : Deoarece (z1,x2) este un sistem fundamental de solutii pentru
(*E0) , se cautd z;, de forma
zp (t) =w (t)@§.§+ U (t)w,w el
z1(t) x2(t)
unde v} : I — R, ¢ € {1,2}, sunt solutii ale sistemului
{ u) (t) cost + uh (t)sint =0

W (t) (= sint) + b (£) (cost) = &

!/

Se calculeaza
cost sint

A(t) =W (twr,m9) =| Cost'zl#o,\ﬁeﬂ.
0 sint _sint
Al(t>=' 1 =M el
—— cost cost
cost
cost 0
A = = .
2()=] oo 1 Lvtel
cost
Atunci L
/ £ — Al(t) _ — Sin _
uf (1) AA(&)) Teost f () dt = { U1 Eg = in—ic;)sﬂ + k1,

Deoarece se cauta o solutie particulara x,, se alege k1 = 0, ko = 0. S-a obtinut
xp (t) = (In|cost|) (cost) + ¢ (sint) ,Vt € L.
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Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de
z(tyc1,c2) = o (tc1,c2) +2p (1), VE €1 51 1,2 € R, adica
x (t;c1,c2) = cpcost + casint + (In |cost]) (cost) + ¢ (sint),Vt € I si cq,c0 € R.

Etapa 4 : Pentru a determina solutia problemei Cauchy ((xgyn),C1T), se impun asupra solutiei
gasite x conditiile initiale. Deoarece CI sunt date in tg = 0 gi deoarece, intr-o vecinatate mica a
lui 0, cost > 0 =

{ x (t) = c1cost + cosint + (Incost) (cost) + t (sint)

x' (t) = ¢1 (—sint) + cocost + % (—sint) (cost) + (Incost) (—sint) + 1 (sint) + tcost
CI:
z(0)=1
' (0) = -1
1=r¢1-cos0+ casin0+ (Incos0) (cos0) + 0 (sin0)
{ —1=rc¢; (—sin0) + c2cos0+ (—sin0) + (Incos0) (—sin0) + 1 (sin0) + 0 cos 0
N { Cc1 = 1
Cy = -1
Atunci
x (t) = cost —sint + (Incost) (cost) + t (sint),Vt € R,
este unica solutie a ecuatiei (xgy) ce verificd CI date.
Reprezentand grafic pe I = R pentru
(c1, Cg) = (1,0), (c1,c2) = (0, 1) )
cu magenta (solutiile particulare a EN corespunzitoare celor din sistemul fundamental), si pentru
(Ch 62) = (17 1) ) (61702) = (17 2) ) (Clv 62) = (2> 1) ’ (Cla 02) = (27 2) )
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(017 C2) - (_17 1) ) (Cly 02) - (_17 2) 5 (cla 62) - (_27 1) 5 (cla 62) - (_27 2) )
(cla 02) - (_]-7 _1) ) (Clu 02) - (_17 _2) P (Cl) 02) - (_25 _1) 3 (clu C?) == (_27 _2) )
(c1,¢2) = (1,-1),(c1,c2) = (1,-2), (c1,c2) = (2, —1), (c1,¢2) = (2,-2),

cu albastru, si pentru
(Clv 62) = (07 0) 5

cu portocaliu (solutia particulard a EN prin metoda variatiei constantelor),si pentru
(Clv 02) = (17 _1) 5

cu verde (solutia problemei Cauchy), se obtine:

Ob) S4 se determine solutia generals a urmitoarei ecuatii diferentiale liniare neomogene cu coefi-
cienti constanti

@ — 42" + 102" — 122’ + 5z = et t € R,
apoi sd se determine solutia problemei Cauchy

@ — 42" + 102" — 122/ + 5z = el,t € R

{ CI:z(0)=1,2'(0)=-1,2"(0)=2,2"(0) =0
Rezolvare : Fie (xpy) 24 — 42" 4+ 102" — 122/ + 5z = €', t € R.
Ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin 4, liniard, cu coeficientii constanti a3 = —4,
az = 10, a3 = —12, a4 = 5, neomogeni cu termenul liber f : R — R, f(¢) = e!. Pentru t € R,
variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (¢; ¢1, ..., ¢4), solutia generald
pentru ecuatia (xgy).
Etapa 1 : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atagate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei

(*go) ™ — 42" + 102" — 122’ + 52 = 0,t € R.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristicd

(xpc) M —4AXN 4+ 100 =124 +5=0& (A—-1) (A =3\ +7A—5) =0 &

2 2 . Alzlcum()\l):2,

S (-1 (V-2 +5) _Oi{ Aos =142i cum(Nag) = 1.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupd algoritmul dat

_

edi=lcum(A)=2~~ { 2 Eg _ ;;1;5‘
x3 (t) = et cos (2t)
w4 (t) = ellsin (2¢).
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1,...,24) este un sistem fundamental de solutii
pentru (*go) (sunt exact 4 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci
solutia generald a ecuatiei (xpo) este

0)\273 =1+2¢cu m(>\2’3) =1~ {
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T, (t;c1, ...y cq) = cre! + catel + czel cos (2t) + cuel sin (2t),Vt € Rsi ¢p,...,cq € R.
Etapa 2 : Se determind o solutie particularad a ecuatiei neomogene (xgy ).
Metoda variatiei constantelor (mult calcul, apar determinanti, derivate, integrale; nu se justifica
folosirea): Deoarece (1, ...,24) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) se cautd x, de
forma
zp () =uy (t) €' +us(t ) te! +ug (t) e’ cos (2t) + ug (t) €' sin (2t), Vt € R,
—~— —_——— —_——
z1(¢) xz(t) 23(t) z4(t)
unde ) : I — R, ¢ € {1,2, 3,4}, sunt solutii ale sistemului

u’l( )-el +uh(t) - tet —|—u3( ) - (€' cos2t) + uy (t) - (e'sin2t) =0

uh (t) e +uh(t) - (t+1) et +uf(t)- (e cos2t—2sin2t))+u4 (t)- (e sm2t+2cos2t)) 0

uh (8) - et +ub(t) - (E+2) el +ub(t) - (e —3cos2t — 4sin2t)) + ﬁl(t) (¢! ( 3sin2t +4cos2t)) =0
uf (t) - et +uh(t) - (t+3) et +uf(t) - (ef (—11cos2t + 2sin2t)) + u (¢) - (e (—11sin 2t — 2cos2t)) = €'

Se calculeaza:

el tel el cos 2t el sin 2t
el (t+1)e! e (cos2t — 2sin2t) el (sin 2t + 2 cos 2t)

AW =WEZL 0 B) = | 0 (o)t ot (~3cos2t — 4sin2t) ! (—3sin 2t + dcos2t) |
el (t+3)el el (—1lcos2t+2sin2t) e'(—11sin2t — 2cos2t)

2e £ 0,Vt € R.

0 tef el cos 2t el sin 2t
10 (t+1)e" el (cos2t —2sin2t) el (sin 2t + 2 cos 2t) B 4t
At = 0 (t+2)e! e (—3cos2t —4sin2t) e'(—3sin2t+4cos2t) | —8te™, vt € R.
el (t+3)e! el (—11cos2t+2sin2t) e'(—11sin2t — 2cos?2t)
el 0 elcos2t el sin 2t
el 0 el(cos2t— 2sin2t) el (sin 2t + 2 cos 2t) 4
A2 (1) = el 0 et (—3cos2t —4sin2t) e'(—3sin2t + 4cos?2t) 8T, Ve e R.
el el el (—11cos2t+ 2sin2t) e’ (—11sin2t — 2 cos2t)
el tet 0 elsin2t
el (t+1)et 0 el (sin2t+ 2cos2t) At -
A (t) = el (t+2)e! 0 e'(—3sin2t+4cos2t) | 4% sin2t, vt € R.
el (t+3)e! e el (—11sin2t — 2cos2t)
el tet el cos 2t 0
el (t+1)et e’ (cos2t — 2sin2t) 0 4
Aalt) = el (t+2)e! et (—3cos2t —4sin2t) 0 | —4eTcos2t, Vi € R.
el (t+3)e! el (—11cos2t+ 2sin2t) et

De mentionat ca determinantii anteriori, functionali, de ordin 4, pot fi calculati folosind programe
diverse pe calculator, Scientific WorkPlace de exemplu.

Atunci At W
! _ A1 _ =8te* _ _ 1
uy () = Alt) — 325” =1t up (t) = _%t2 + Ky
/ _ Ao(t) _ 8e* 1
Uy (t) — A(t) T 3264 — 4 f () dt = (%) (t) b+ k2
uly (t) = Ai((f)) = 46222142 2 — Lgin 2t us (t) = —% cos 2t + ks
)y (t) = AAAL(%) _ 74%4222(? 2 _ _% cos Ot ug (1) = —1¢sin 2t + ky
Deoarece se cauta o solut1e partlculara Tp, S€ alege k1 =0, k:g =0, ks =0, ks = 0. S-a obtinut
= el + el + ——Cos el cos 2t + —fsm elsin 2t =
— 12 t 2t 2t 2t 2t

125 1
Tp (t) tt2el — Let, Vt eR
Metoda coeﬁciengilor nedeterminati : Se va ardta in continuare cd, deoarece (xgy) are coe-
ficienti constanti si termenul liber un cvasipolinom, atunci se poate cauta =, de o anumita forma.
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Intr-adevar,

ft)=et=elt \l/cos (0t) —i—\l//sm 0t) | ,Vt e R,
P(t) Q)

adica f este de forma (7) de mai jos, cua =1, 5 =0, P(t) =1, Q(t) = 1. Cum A =1+ 0¢
este rddacina caracteristicd de multiplicitate m () = 2 = s = se cauta o solutie particulara pentru
(*gn) de forma

zp () = t2elt (A (t) cos (0t) + B (t)sin (0t)) = t2elt A (t) ,Vt € R,
unde A gi B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P si @, adica 0. Se determina
polinomul constant A () = o impunand ca ), si fie solutie particulara a (xgn).

Metoda se va aborda dupa parcursul teoretic.

Era posibil s& se obting solutii particulare diferite prin cele doud metode.
Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de

z(t;c1,...,c4) = xo (L1, oy ca) 2 (8) ,VE€ER sl c1, .0y eq €R.
Se inlocuieste z, (¢; 1, ..., c4) de la Etapa 1 si una din z), (t) de la Etapa 2.
Etapa 4 : Pentru a determina solutia problemei Cauchy ((xgn),CI), se impun asupra solutiei
gasite x conditiile initiale in ¢ty = 0, se determina cy, ..., c4 € R, se inlocuiesc.

@ — 42" + 102" — 122/ + 5z =€, t € R
{ CIl:z(0)=1,2'(0)=-1,2"(0)=2,2"(0) =0

Lema 3.2.1. Fie EN (1) cu f polinom de forma

f()=P(t),VtER| (71)
Dacd A = 0 este radédcing a EC, cu multiplicitatea m (\) = s ( s = 0 dacad A = 0 nu este riadacind a EC),
atunci EN admite o solutie particulara de forma
xp (t) =t°A(t) ,Vt e R, (81)
A este un polinom cu gradul egal cu al polinomului P, iar coeficientii lui se determin& impunéand
ca xp sa verifice EN.
Demonstratie. Se bazeaza pe rezolvare de sistem de ecuatii algebrice liniare, neomogen.

Exemplul 3.2.4. Si se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale liniare
neomogene cu coeficienti constanti:
a)z’ —x=t3teR.
b) 2 — 42" = 82t € R.
Rezolvare : a) Fie (xgy) 2’ — 2 =13t € R.
Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniara, cu coeficientii constanti a; = 0,
as = —1, neomogena cu termenul liber f : R — R, f (¢) = t2. Pentru t € R, variabild independenta
din domeniul de definitie a solutiei, se cauta z (¢; c1, c2), solutia generald pentru ecuatia (xgy).
Etapal : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atasate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei
(*po) 2" —x =0,t € R.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristicd
(spc)N—1=0sMA-1)'0N+1)' =0= { i; _ 1_‘13“6:;”&1;2) :1’1’
Pasul 2 : Pentru fiecare radécind a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupa algoritmul dat
X =1lcum(A) =1~ {z1(t) =€
ody=—1lcum(A) =1~ {zo(t) =e M.
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1, z2) este un sistem fundamental de solutii pentru
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(*ro) (sunt exact 2 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia
generald a ecuatiei (xgo) este
T, (t;c1,02) = cret + cae™t Vt € Rsi ¢, 0 € R.

Etapa 2 : Se determind o solutie particularad a ecuatiei neomogene (xgy ).
Metoda variatiei constantelor (mult calcul, apar determinanti, derivate, integrale; nu se justifica
folosirea): Deoarece (x1, z2) este un sistem fundamental de solutii pentru (¥go) se cauta z, de forma

zp(t) =uy (t) €' +ug(t) eVt eR,

z1(t) z2(t)

unde u : I — R, ¢ € {1,2}, sunt solutii ale sistemului

{ uh (8) et +ub(t)-et=0

uj (t) - et +ubh(t) - (—e ) =+¢2

Se calculeaza:

el et
—t
Aq (1) = ‘ ?2 e_e_t = —t2e7t Vt € R.
t
Ag () = ‘ zt SQ =t2e!,Vt e R
Atunci / All) _ _gamt o
ui () =A@ = —=2 f(-)dt:>{ up (t) = —2e (12 +2t+2) + ks
uh (1) = R = 55 up () = =5t (2 =2 +2) + by

« -
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Metoda coeficientilor nedeterminati : Deoarece (xpy) are coeficienti constanti si termenul
liber un polinom, atunci se poate cauta x, cu Lema 3.2.1. Intr-adevar,

f(t)=t>=P(t),Vt € R,
adica f este de forma (71). Cum A = 0 nu este rddacind caracteristici= se cautd o solutie
particulard pentru (xgy) de forma

zp(t) = A(t),Vt € R,
unde A este polinom de gradul lui P, adica 2. Se determing coeficientii p,, 7 € {0, 1,2} ai polinomului
A(t) = py + pqt + pot? impunind ca z, si fie solutie particulard a (xgy).

(—1) |y (8) = o + pat + pot?
0 g, (8) = By + 2pat
1 ‘ \w}i (t) =2py

Fin Gopn)| 8= (g + Oy + 2a) + (i + 0 2415) L+ (—p1p) 2,V € R.
Identificim coeficientii puterilor lui ¢t =

00 (0= —pg+Opy + 2p, to =2

th: { 0= —p+0-2y =< ;=0

e | 1= —Ha po =1
S-a obtinut

z, (1) =2+ t2Vt € R.

Era posibil sa se obting solutii particulare diferite prin cele doud metode.
Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xpy) este data de
x (t;c1,¢2) = o (t;c1,¢2) + 2 (t) ,VE € R s ¢1,¢0 € R.
Se inlocuieste z, (¢; ¢1,c2) de la Etapa 1 si una din z,, (t) de la Etapa 2.
Reprezentand grafic pe I = R pentru
(c1,¢2) = (1,0), (c1,c2) = (0,1),
cu magenta (solutiile particulare din sistemul fundamental), si pentru
(c1,e2) = (1,1), (c1,02) = (1,2), (e1,¢2) = (2,1) , (c1,¢2) = (2,2),
(c1,02) = (=1,1), (c1,¢2) = (=1,2) , (e1,02) = (=2,1), (c1,¢2) = (—2,2),
(c1,e2) = (=1,-1),(c1,e2) = (=1,-2) , (e1,¢2) = (=2, 1), (1, ¢2) = (=2, -2),
(c1,02) = (1,-1), (c1,¢2) = (1, =2) , (c1,02) = (2, -1), (1, ¢2) = (2, —2),
cu albastru, si pentru
(c1,¢2) = (0,0),
cu portocaliu (solutia particulard a EN prin metoda variatiei constantelor), apoi analog pentru
(¢1,¢2) (cu solutia particulard a EN prin metoda coeficientilor nedeterminati) se obtine:
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t
b) Fie (xpy) ¥ — 42" = 82t € R.
Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 4, liniara, cu coeficientii constanti a; = 0,
as = —4, a3 = 0, ag = 0, neomogena cu termenul liber f : R — R, f(t) = 8t2. Pentru t € R,

variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (¢; ¢1, ..., ¢4), solutia generald
pentru ecuatia (xgy).
Etapal : Se determina solutia generald a ecuatiei omogene atasate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei
(*go) ™ — 42" = 0,t € R.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristica
)\1 =0cu m()\l) = 2,
(kpc) M =42 =02 A -2)(A+2)=0=2 d=2cum(\) =1,
)\3 =-—-2cu m()\g) =1.
Pasul 2 : Pentru fiecare radécind a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupa algoritmul dat

_ Ot
o)\1:00um()\1):2v»{ wy () =e )

9 (t ) = te
edy=2cum(A) =1~ {z3(t) =

ez =—-2cum(A3) =1~ {z4(t) =
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1,...,x4) este un sistem fundamental de solutii
pentru (xgo) (sunt exact 4 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci
solutia generald a ecuatiei (xpo) este

To (t;c1, .oy cq) = c11 + cat + c3e? + cpe™ 2Vt € R si ¢p,...ycq € R.
Etapa 2 : Se determind o solutie particularad a ecuatiei neomogene (xgy ).
Metoda variatiei constantelor (mult calcul, apar determinanti, derivate, integrale; nu se justificd
folosirea): Deoarece (21, ..., 24) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) , se cautd z, de
forma

wp (t) = ur (1) 1+ u2 (t)\t/+u3(t)£2;+u4(t)e\fﬁ,w € R,

z1(t) 2(t) x3(t) 4(t)

unde v} : I — R, 7 € {1,2,3,4}, sunt solutii ale sistemului

u’l()'1+u’2(t)-t+u3(t) 2t+ug(t)-e—2t:0

uh (8) - 0+uh () - 1+uh(t)-e®-2+u)(t) e (=2) =

wh (8) - 04 uhy (t) - 0+ ufy (£) - €2 - 22+ (t) - e 2 - (=2)° =
wy (8) -0+ ub (£) - 04 ub (2) - €223+l (t) - e - (—2)° = 8t2

Se calculeazi:
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1t e e 2
0 1 2.2 e72t.(-2)
A (t) =W (t,l‘l, 7$4) = 0 0 e2t.92 2t (72)2 = —064 ?é 0,vt € R.
0 0 e2.23 2. (—2)3
0 t 6215 e—Qt
0 1 &2 e?.(-2) 5
8t2 0 .23 2. (-2)3
1 0 e?t 6721‘
00 €2 e2.(-2) 9
AQ (t) — 0 0 €2t . 22 67215 . (_2)2 — 128t ,Vt € R
0 82 e2.23 2. (—2)°
1 ¢ 0 e 2
01 0 e?.(-2 A
As)=|g o o o2 (_2)? —32t%¢7% Vt € R.
0 0 82 e 20.(-2)3
1t e 0
01 e*.2 0 5 o
0 0 e*.23 8¢
Atunci Avlt) s
! _ 21 _ —128t 3
uy (t) = Al T et T =2t uy (t) = 34+ by
w (1) = F = 2 = -2 g ) ="tk
ué (t) — AA3((t)) — —32tzi—2t _ %t2€_2t f() = us (t) _ —2t (2t2 Lot 1) + k3
t —
_ Aa(t) _ 3222 1,2 2 475:—*6215 22 — 2t +1) + ky
uy (t) = Fgy = —_61 —fitet ) ( ) _
Deoarece se cauta o solutie particulara xz, se alege k1 =0, ko =0, k3 =0, k4 = 0. S-a obtinut
z, (1) = (5t) -1+ (- %t?’) t4 (—ge (2t2+2t+1)) €2t+( ge? (2152 2t6+1)) e 2 =
xp(t) = —gth — 32— 1 VLER

Metoda coeﬁciengilor nedeterminati : Deoarece (xgy) are coeficienti constanti si termenul
liber un polinom, atunci se poate cauta x;, cu Lema 3.2.1. Intr-adevir,

f@t)=8t2=P(t),Vt €R,
adica f este de forma (71). Cum A = 0 este riadacind caracteristicd de multiplicitate m (A\) = 2 =
s = se cauta o solutie particulara pentru (xgy), de forma

z, (1) = t2A (1) ,Vt € R,
unde A este polinom de gradul lui P, adica 2. Se determina coeficientii u;,7 € {0, 1,2} ai polinomului
A(t) = po + pqt + pot? impunind ca x, si fie solutie particulara a (xgy ).

0 |ap (1) = pot® + pt® + ppt*

0 |, (8) = 2p0t + 3pgt® + Apgt?
(—4) e () = 2pg + 6pqt + 124512
0 ay (1) = 6y + 24p9t

1

e (1) = 24,

T in (*EN)) 812 = (—8pug + 24p1y) + (—24p1,) £ + (—48uy) £2, V1 € R.
Identificim coeficientii puterilor lui ¢t =
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00 (0=-8uy  +24u o=
tt: ¢ 0= —244, =< puy =0
2 8= —48149 Lo = %1

S-a obtinut
zp (t) =12 (5 + 0t + 5Ht?) VLt € R,
Era posibil s& se obting solutii particulare diferite prin cele doud metode.
Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xpgy) este data de
z(t;c1,...,ca) = 2o (L1, oy ca) + 2, (8) ,VE €R sl e, ..eq €R.
Se inlocuieste z, (¢; 1, ..., c4) de la Etapa 1 si una din z), (t) de la Etapa 2.

Lema 3.2.2. Fie EN (1) cu f cvasipolinom de forma

f(t)=e*P(t),Vt € R, (72)
unde « € R, iar P este un polinom. Daci A\ = « este raddcind a EC, cu multiplicitatea m (\) = s
(s =0 daca A = o nu este radécind a EC), atunci EN admite o solutie particulard de forma

z, (t) = t°e™ A (t),Vt € R. (83)
A este un polinom cu gradul egal cu al polinomului P, iar coeficientii lui se determinad impunand
ca x, sa verifice EN.

Demonstratie. Se bazeaza pe rezolvare de sistem de ecuatii algebrice liniare, neomogen, obtinut
folosind regula de derivare Leibniz de derivare a produsului dintre polinom si exponential.

Exemplul 3.2.5. S4 se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale liniare
neomogene cu coeficienti constanti:
a) 2" — 32’ + 2z = 8t%e3,t € R.
b) 2" — 62’ + 9z = t2e3t t € R.
Rezolvare : a) Fie (xgy) 2 — 32’ + 22 = 8t2e3' t € R.
Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniara, cu coeficientii constanti a; = —3, ag =
2, neomogend cu termenul liber f : R — R, f () = 8t2¢3. Pentru t € R, variabil# independents
din domeniul de definitie a solutiei, se cauta z (¢; c1, c2), solutia generald pentru ecuatia (xgy).
Etapal : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atasate ecuatiei (xpy), adicd a ecuatiei
(*po) " — 32’ + 22 =0,t € R.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristicd
(*EC))\2—3)\+2:0<:>()\—1)1()\—2)1:0=>{ i;:;zﬁg&;:i
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupa algoritmul dat
edi=1lcum(M) =1~ {z(t) =€
ey =2cum(Xg) =1~ {z2(t) =e*.
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1, z2) este un sistem fundamental de solutii pentru
(*go) (sunt exact 2 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia
generald a ecuatiel (xgo) este
T, (t;c1,c0) = crel + cae? VWt € Rsi c1,¢2 € R.
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Etapa 2 : Se determind o solutie particularad a ecuatiei neomogene (xgy ).
Metoda variatiei constantelor (mult calcul, apar determinanti, derivate, integrale; nu se justifica
folosirea).
Metoda coeficientilor nedeterminati : Deoarece (xpy) are coeficienti constanti si termenul
liber un cvasipolinom, atunci se poate cauta x, cu Lema 3.2.2. Intr-adevir,
f(t) =8t2e3 = e3P (t),Vt € R,
adicd f este de forma (72). Cum A = 3 nu este radacinad caracteristici= se cautd o solutie
particulard pentru (xgy) de forma
zp (1) = e3LA(t),Vt € R,
unde A este polinom de gradul lui P, adicd 2. Se determind coeficientii u,;, 7 € {0, 1,2} ai polinomului
A(t) = po + it + pot® impuniand ca x, si fie solutie particulard a (xgy ).
2 |y (8) = €% (g + puyt + pot?)
-3 |, (8) = €% -3 (ug + pat + pat®) + €3 - (g + 2p9t)
1 oy (1) = € - 3% (g + pt + pat?) 4 267 - 3 (g + 2pat) 4 €% - (2p15)
+ in (*EN)} 8t2e3 = ((2u + 11py + 4pp) + (2u1 + 18uo) t + (25) 2) €3, VE € R.

Se simplificd prin 3, identificim coeficientii puterilor lui ¢t =

00 (0= 2pp + 3y + 2y po = 14
tl : 0 = 2[11 -+ 6,[1/2 = [,Ll = —12

S-a obtinut
zp (t) = €3 (14 — 12¢ + 4¢%) V¢t € R.

« .

Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xpgy) este data de
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x (t;c1,c2) = o (t;c1,¢2) + 2 (t) ,VE € R s ¢1,¢0 € R.
Se inlocuieste z, (¢; ¢1,c2) de la Etapa 1 si una din z,, (t) de la Etapa 2.
Reprezentand grafic pe I = R pentru
(c1,¢2) = (1,0), (c1,c2) = (0,1),
cu magenta (solutiile particulare din sistemul fundamental), si pentru
(c1,¢2) = (1,1), (c1,02) = (1,2), (617 ) = (27 1) (e, 02) =(2,2),
(c1,e2) = (=1,1),(c1,¢2) = (—1,2), (e1,¢2) = (=2,1), (e1,¢2) = (—2,2),
(Cl7 62) == (_17 _1) ) (Cla 62) == (_17 _2) ) (Cl7 62) - (_27 _1) ) (Clv 02) = (_27 _2) )
(c1,e2) = (1,=1),(e1,¢2) = (1,-2), (e1,¢2) = (2, 1), (e1,¢2) = (2, -2),
cu albastru, si pentru
(017 02) — (07 0) )
cu portocaliu (solutia particulard a EN prin metoda coeficientilor nedeterminati), se obtine:

b) Fie (xgn) 2" — 62’ + 92 = t2e3! ¢t € R.
Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti a; = —6,
as = 9, neomogeni cu termenul liber f : R — R, f (t) = t2e3. Pentru t € R, variabild independents
din domeniul de definitie a solutiei, se cauta z (¢; c1, c2), solutia generald pentru ecuatia (xgy).
Etapal : Se determina solutia generald a ecuatiei omogene atasate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei

(*EO) 2’ — 61 4+ 9z = 0,t € R.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristicd

(,5c) N2 —6A+9=0(A=32=0={\1 =3 cum(\) =2
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xpo), dupa algoritmul dat

_ 3t

edi=3cum(A) =2~ { i; Ei; _ ;3;.
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1, z2) este un sistem fundamental de solutii pentru
(xgo) (sunt exact 2 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia
generald a ecuatiei (xgo) este

T, (t;c1,c0) = 13t + cote3! WVt € Rsi ¢, c2 € R.
Etapa 2 : Se determind o solutie particulard a ecuatiei neomogene (*gn).
Metoda variatiei constantelor (mult calcul, apar determinanti, derivate, integrale; nu se justifica
folosirea).
Metoda coeficientilor nedeterminati : Deoarece (xpy) are coeficienti constanti si termenul
liber un cvasipolinom, atunci se poate cauta x, cu Lema 3.2.2. Intr-adevir,

f(t)=t2e3 =3P (t),Vt € R,
adica f este de forma (72). Cum \ = 3 este ridacind caracteristica de multiplicitate s = 2 = se
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cautd o solutie particulard pentru (xgy) de forma

zp (1) = t2e3 A (t) ,Vt € R,
unde A este polinom de gradul lui P, adicd 2. Se determina coeficientii y;, 7 € {0, 1,2} ai polinomului
A(t) = po + it + pot® impunind ca x, si fie solutie particulara a (xgy ).

9 |ap (1) = €% (uot? + pat® + pgt?)
—6 g, (8) = €3 -3 (uot? + pgt® + pott) + €3 - (2ugt + 3pqt? + 4punt?)
1 . ‘SUZ (t) = €3 32 (uot® + pitd + pot?) + 23 - 3 (2pgt + 3pyt? + 4pst®) + €3+ (2pg + 641t -

+ in (*EN)’ 23 = (2p + 6yt + 120,t%) €3Vt € R.

Se simplificd prin €%, identificim coeficientii puterilor lui ¢ =

tO: 0:2/,[/0 MOZO
t1: 0= 6[1/1 = [1/1:0
2. | 1= 12415 1y =%

S-a obtinut
xp (t) = €3 (1) vt € R.
Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de
x (t;c1,¢2) = o (t;c1,¢2) + 2 (t) ,VE € R s c1,¢2 € R.
Se inlocuieste z, (¢; ¢1,c2) de la Etapa 1 si una din z,, (t) de la Etapa 2.

Teorema 3.2.3. Fie EN (1) cu f un cvasipolinom, adica

() =e* (P (t)cos (Bt) + Q (t)sin (Bt)),Vt € R, (7)
unde «, 8 € R, iar P, () sunt polinoame.

Dacd A = « + (i este radacind a EC, cu multiplicitatea m (A\) = s ( s = 0 dacd A = a +
Bi nu este radéacind a EC), atunci EN admite o solutie particulara de forma

zp (t) = t°e* (A (t) cos (Bt) + B () sin (Bt)), Vt € R. (8)
A si B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P si Q iar coeficientii lor se determin&
impunand ca x, sa verifice EN.

Demonstratie. Se bazeaza pe rezolvare de sistem de ecuatii algebrice liniare, neomogen, obtinut
folosind regulile de derivare si definitia functiei exponentiale in C.

Cazul s = 0 se mai intalneste cu denumirea "fard rezonantd", iar cazul s > 0 cu denumirea "cu
rezonanta".

Exemplul 3.2.6. S& se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale liniare
neomogene cu coeficienti constanti:
a) ” — 62/ + 9z = 10sint,t € R.
b) z” + x = 10sint,t € R.
Rezolvare : a) Fie (xgy) 2/ — 62/ + 92 = 10sint,t € R.
Ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti a; = —6,
az = 9, neomogena cu termenul liber f : R — R, f(t) = 10sint. Pentru ¢ € R, variabild
independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd z (¢;c1,c2), solutia generald pentru
ecuatia (xgy).
Etapal : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atasate ecuatiei (xpy), adicd a ecuatiei
(*po) 2" — 62’ + 92 =0,t € R.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristica
(+20) N2 —6A+9=0=(A=3)2=0={\ =3 cum()\) =2
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupd algoritmul dat
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z1 (t) = ¥,
zo (t) = tedt.
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1, z2) este un sistem fundamental de solutii pentru
(*ro) (sunt exact 2 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia
generald a ecuatiei (xgo) este

T, (t;c1,c0) = c1e3 + cote3t VWt € Rsi ¢, 2 € R.

o/\1:3cum()\1):2w{

X

Etapa 2 : Se determind o solutie particularad a ecuatiei neomogene (xgy ).

Metoda variatiei constantelor (mult calcul, apar determinanti, derivate, integrale; nu se justifica
folosirea).

Metoda coeficientilor nedeterminati : Deoarece (xpy) are coeficienti constanti si termenul

liber un cvasipolinom, atunci se poate cauta x, cu Teorema 3.2.3. Intr-adevar,

10 in 4 — Ot :
f(t)=10sint =e¢ 0 cos(1t) 4+ _10 sin(1t) | ,Vt € R,
P(t) Qt)

adicd f este de forma (7),cua=0,5=1, P(t) =0, Q (t) = 10. Cum A = 0+ 17 nu este rddacind
caracteristicd=- se cautd o solutie particulard pentru (xgy) de forma

zp (t) = €% (A (t) cos (1) + B (t) sin (1t)),Vt € R,
unde A gi B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P si @), adica 0. Se determina
polinoamele constante Aj (t) = 1 si Ba (t) = vo impunand ca x,, sa fie solutie particulara a (xgn2).

9 |y (1) = pgcost + vgsint
—6 . ‘:U;) (t) = —pgsint 4+ vgcost
1 |y (t) = —pg cost — v sint

+ in (*EN)’ 10sint = (8 — 6vg) cost + (619 + 8vp)sint, vVt € R
Cum (cost,sint),Vt € R sunt functii liniar independente pe R (au W = 1) = identificim coeficientii

lor=-
cost.{():&uo—&/g :>{,u0:

[SAFE{[)

sint : 10 = 6pg + Svg 2
S-a obtinut
zp (t) = 2 cost + %sint,Vt eR.
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Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de
z(t;c1,c2) = o (tc1,c2) +2p () ,VE € Rsicp,c0 € R.

Se inlocuieste z, (; c1, ¢2) de la Etapa 1 si una din z, (t) de la Etapa 2.
Reprezentand grafic pe I = R pentru
(c1, 62) = (1,0, <61702) = (07 1) )

cu magenta (solutiile particulare ale EN corespunzitoare celor din sistemul fundamental), si pentru
(c1,e2) = (1,1), (c1,¢2) = (1,2), (e1,02) = (2,1), (c1, 2) = (2,2),
(clv 02) = (_17 1) ) (Clv 62) = (_17 2) ) (017 62) = (_27 1) ’ (Clv 62) = (_2’ 2) )
(c1,e2) = (=1,-1), (c1,¢2) = (=1,-2), (c1,c2) = (=2, 1), (c1,02) = (=2, -2),
(c1,e2) = (1, 1), (c1,e2) = (1, =2), (e1,¢2) = (2, —1), (e, ¢2) = (2,-2),

cu albastru, si pentru
(c1,¢2) = (0,0),

cu portocaliu (solutia particulard a EN prin metoda coeficientilor), se obtine:

b) Fie (xgn) 2" + 2 = 10sint,t € R.
Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniara, cu coeficientii constanti a; = 0, ag = 1,
neomogend cu termenul liber f: R — R, f (¢t) = 10sint. Pentru ¢ € R, variabild independentd din
domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (¢; c1, c2), solutia generald pentru ecuatia (xgy).
Etapa 1 : Se determind solutia generald a ecuatiei omogene atasate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei
(xpo)x” +x =0,t € R.
Pasul 1 : Se atageazd ecuatiei diferentiale (xgo) ecuatia ei caracteristica
()pc) N +1=0=Na=04+icum(N2) =1
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gésesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupa algoritmul dat



Gabriela Grosu / EDCO 23

zo (t) = % cost,
x3 (t) = e sint.
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1, z2) este un sistem fundamental de solutii pentru
(*r0) (sunt solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia generald
a ecuatiei (xgo) este

To (t;c1,02) = c1cost + cosint, Vi € R si c1,c9 € R.

o/\172:0iz’cu m(>\172)=1~‘->{

L NLNLNLNLNLN
ammmmwammwvv

/‘ ‘\V/A A\V \ ,
(\‘ N\ ) o.A\‘o(\/)

AR

'0

0 V@V@ .osvmw
%f%#%#“

Etapa 2 : Se determind o solutie particularad a ecuatiei neomogene (xgy ).

Metoda variatiei constantelor (mult calcul, apar determinanti, derivate, integrale; nu se justifica
folosirea).

Metoda coeficientilor nedeterminati : Deoarece (xpy) are coeficienti constanti si termenul

liber un cvasipolinom, atunci se poate cauta x, cu Teorema 3.2.3. Intr-adevar,

— 10ginf — Ot -
f(t)=10sint =e 0 cos(1t) 4+ 10 sin(1t) | ,Vt € R,
P(t) Q(t)

adicd f este de forma (7), cua =0, =1, P(t) =0, Q(t) = 10. Cum A = 0+ 17 este rddacind
caracteristicd de multiplicitate m (A\) = 1 = s = se cautd o solutie particulard pentru (xgy) de
forma

zp (t) = te® (A (t) cos (1t) + B (t)sin (1t)) ,Vt € R,
unde A si B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P gi @), adicd 0. Se determina
polinoamele constante A () = pg si B (t) = v impunand ca x,, s fie solutie particulard a (xgy).

1 |zp (t) =t (pugcost + vosint)
0 “|a, () =1 (pg cost + vosint) + ¢ (—pg sint + vo cost)
1 : ‘azg (t) =2 (—pgsint + vgcost) + t (—pgcost — vgsint)

+ in (*EN)’ 10sint = (2vg) cost + (—2ug) sint, Vi € R
Cum (cost,sint),Vt € R sunt functii liniar independente pe R (au W = 1) = identificim coeficientii
lor=
cost:{(): 29 :>{,u0:—5
sint : 10 = —2p vo=20
S-a obtinut
xp (t) = —btcost,Vt € R.
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Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de
z(t;c1,c2) = o (tc1,c2) +2p () ,VE € Rsicp,c0 € R.
Se inlocuieste z, (; c1, ¢2) de la Etapa 1 si una din z, (t) de la Etapa 2.
Reprezentand grafic pe I = R pentru
(c1, 62) = (1,0, <61702) = (07 1) )
cu magenta (solutiile particulare ale EN corespunzitoare celor din sistemul fundamental), si pentru
(c1,e2) = (1,1), (c1,¢2) = (1,2), (e1,02) = (2,1), (c1, 2) = (2,2),
(clv 02) = (_17 1) ) (Clv 62) = (_17 2) ) (017 62) = (_27 1) ’ (Clv 62) = (_2’ 2) )
(c1,e2) = (=1,-1), (c1,¢2) = (=1,-2), (c1,c2) = (=2, 1), (c1,02) = (=2, -2),
(c1,e2) = (1, 1), (c1,e2) = (1, =2), (e1,¢2) = (2, —1), (e, ¢2) = (2,-2),
cu albastru, si pentru
(c1,¢2) = (0,0),
cu portocaliu (solutia particulard a EN cu metoda coeficientilor nedeterminati), se obtine:

-r
T

Teorema 3.2.4. Fie EN (1), cu f o combinatie liniard de functii continue (pot fi cvasipolinome in
particular), adica

f@) =ah®)+.+ef(t),Vtelsic,. ¢ R, (9)
unde f; € C'(I;R) (in particular f; pot fi de forma (7)). Daca, pentru Vi € {1,...,r}, z,, sunt solutii
particulare pentru (ENj;)

2™ () + a1z Y () + ..+ an12’ (t) +anz (t) = f; (1) ,Vt €1 (10)
atunci
xp (t) =Crzp, (1) + ... + Gy, (t) ,VE€lsic, ..., € R (11)

este solutie particulara pentru EN.
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Demonstratie. Se bazeaza pe liniaritatea operatorului L.

Exemplul 3.2.7. Sa se determine solutia generald a urmatoarei ecuatii diferentiale liniare neomo-
gene cu coeficienti constanti:

" — 9z = e cost — 12te 3 +¢2,t € R.
Rezolvare: Fie (xpy) 2" — 92 = €3 cost — 12te 3! + 12t € R,
Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti a; = 0,
az = —9, neomogena cu termenul liber f : R — R, f(t) = €3 cost — 12te=3 + 2. Pentru t € R,
variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (¢;c1,c2), solutia generald
pentru ecuatia (xgy).
Etapal : Se determina solutia generald a ecuatiei omogene atasate ecuatiei (xgy), adicd a ecuatiei

(xpo) " — 92 =0,t € R.
Pasul 1 : Se atageaza ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristica

(b)) N =9 =05 A—3) (A +3) =0 = { i; - iguﬁg&) :1’1,
Pasul 2 : Pentru fiecare radécina a ecuatiei caracteristice se gisesc corespunzator solutii particulare
liniar independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupd algoritmul dat

edi=3cum(A) =1~ {z(t) =€

odg =-3cum () =1~ {:L'g (t) = e 3L
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (z1, z2) este un sistem fundamental de solutii pentru
(xpo) (sunt exact 2 solutii particulare pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia
generald a ecuatiei (xgo) este

T, (tc1,c0) = c1e3 + coe™3, YVt € Rsicp,c0 € R.

Etapa 2 : Se determind o solutie particulara a ecuatiei neomogene (xgy ).

Metoda variatiei constantelor (mult calcul, apar determinanti, derivate, integrale; nu se justificd
folosirea).

Metoda coeficientilor nedeterminati : Deoarece (xgy) are coeficienti constanti si termenul
liber nu cvasipolinom, ci combinatie liniara de cvasipolinoame, se cauta z, cu Teorema 3.2.3 si

Teorema 3.2.4. Intr-adevir,

f)=_1 ceSeost+ 1 -(—12te_3t) N
c1 f1(t) C2 falt) 23 f3(t)
Pentru fiecare ¢ € {1,2, 3} se determina solutii particulare x,, corespunzitoare pentru

Teorema 2

(*ENi) x”—91‘:fi(t),tER =

xp(t) =1-2p (t) +1-2p, (t) +1-xp, (t),Vt € R este solutie particulara pentru (xgn;).
Etapa 2.1 : Fie (xgn1) 2" — 92 = €3 cost,t € R,
Se observa ca

f1(t) =e3cost = e3t L_cos (1t) + L_sin (1t) | ,Vt € R,
Pi(t) Q1(t)
adica fi este de forma (7),cua =3, 5 =1, P; (t) =1, @1 (t) = 1. Cum A = 3+ 17 nu este radacind
caracteristici= se cautd o solutie particulard pentru (xgy1) de forma
zp, (t) = €3 (A1 (t) cos (1t) + By (t)sin (1t)),Vt € R,
unde A; si B; sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P si (01, adica 0. Se determina
polinoamele constante A; (t) = g si B1 (t) = vo impunand ca x,, sa fie solutie particulara a (xgn1).
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-9 @y, (8) = €3 (ugcost + vosint)

0 S, (8) = €3 -3 (g cost + vosint) + €3 (—pgsint + vg cos t)

1 S|, () = €3 - 3% (ug cost + vosint) + 2e3 - 3 (—pgsint + vg cost) + €3 (—pg cost — v sir
+ in (*ENl)‘ et cost = 3 ((—pg + 6vg) cost + (=6 — vo)sint),Vt € R

Se simplifica prin e3*. Cum (cost,sint),Vt € R sunt functii liniar independente pe R (au W = 1)
= identificam coeficientii lor=
cost : {1:—u0+61/0 :{#0:%71
sint : 0= —6py— 1o vy = 3=
S-a obtinut
Tp, (t) = €3 (32 cost + & sint) ,Vt € R.
Etapa 2.2 : Fie (xgy2) 2" — 92 = —12te 3!t € R,
Se observa ca

fo(t) = —12te 3t = 73t | (—12t) cos (0t) + (1) sin (0t) | ,Vt € R,
SN—— ~~
Py(t) Q2(t)
adica f2 este de forma (7), cu @ = =3, 8 =0, Py (t) = —12¢, Q2(t) = 1. Cum A\ = —3 + 0i este
1

radacind caracteristicd de multiplicitate m (\) = 1 = s = se cautd o solutie particulard pentru
(xgn2) de forma

Tp, (t) = tre™3t (Ag (t) cos (0t) + Ba (t) sin (0t)) = tle 3t Ay () ,Vt € R,
unde As si By sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P si @2, adicd 1. Se
determind coeficientii y1;,7 € {0,1} ai polinomului A (t) = pg + p1t impunénd ca z,, sa fie solutie
particulard a (*gn2).

9 s (8) = €73 (gt + pyt?)

0 |, (8) = e (=3) (uot + pt?) + 7% (ng + 21111)
1 |20, () = 730 (=3)% (uot + mt?) +2e73 - (=3) (1o + 2ut) + €73 (2p1y)
m’ C12te3t = 3 (—Bpg + 21) + (—12u,)), ¥t € R

Se simplific prin e3. Identificim coeficientii puterilor lui ¢ =

0 [ 0=—6py+2m N po = 3
th: | —12= —1244 =1
S-a obtinut

Tp, (t) = te 31 (2 + 1) ,Vt €R.
Etapa 2.3 : Fie (xpy3) 2" — 92 = t2,t € R,

vy 2 .
Se observi ci f3 (t) = t2 = e X cos (0t) + \1,_/3111 (0t) | ,vt e R,
Ps(t) Qs(t)
adicd f3 este de forma (7), cu a = 0, 8 = 0, P3(t) = t?, Q3(t) = 1. Cum A = 0 + 0i nu este
ridacind caracteristicd = se cautd o solutie particulara pentru (xgy3) de forma
Ty (t) = €% [A3 (t) cos (0t) + Bs (t) sin (0t)] = A3 (t),Vt € R,
unde Az ¢i B3 sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P3 si @3, adica 2. Se
determin coeficientii ;,7 € {0,1,2} ai polinomului Az (t) = pg + pqt + pot? impunind ca w,, s
fie solutie particulara a (xgn3).

-9 Japy (1) = po + pat + pat?
0 |, (1) = py + 2pat

T in (eens)| 6 = (=90 + 2z) + (~9p) £+ (~9pa) £2,¥¢ € R
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Identificim coeficientii puterilor lui ¢t =

0 (0= -9+ 2419 Ho = 51
th: { 0= —914 =< =0
1= —9pg fy = 5

S-a obtinutS-a obtinut
Tps (t) = 52 + 0t + 5+t2, VL € R.
Atunci o solutie particulara pentru (xgy) este
ap (t) = 13 (Fhcost + & sint) + 1te ™ (2 +¢) +1 (52 + 5+t?) ,Vt € R
Etapa 3 : Solutia generald a ecuatiei neomogene (xgy) este data de
x(ticr,c2) = o (tc1,c2) +2p (), VE € Rsicp,cp € R.
Se inlocuieste z, (¢; ¢1,c2) de la Etapa 1 si 2, (t) de la Etapa 2.

OEuristici 3.2.1. b) Se descrie/ demonstreazi in continuare rezolvarea ecuatiei liniare cu coefi-
cienti constanti omogensd EO (2)

™ () + a1z () + ... + ap_12 (t) + anz (t) = 0 (2)
Forma normald a ecuatiei (2) este
2™ (1) = —a12 Y (t) — ... — ap_12’ (t) — anz (t),t € L

Se observa ca orice solutie a EO (2) este de o infinitate de ori derivabila si ca orice derivata de
ordin strict mai mare decdt n poate fi scrisa cu ajutorul derivatelor de ordin inferior lui n, deoarece

() (1) = —a1x 4P (1) — . — ap_12(HP) (1) — —anz® (t),t e Lp e N. (12)

Fara a restrange generalitatea, se presupune ca 0 € I.

Deoarece orice solutie x a ecuatiei este derivabila de orice ordin in 0, se scrie formula Taylor
pentru z in jurul lui 0, cu restul Lagrange:

2/ (0), " (0) 2# V0, 2? ()
x(t):x(O)+Tt+Tt2+---+thl—i-TtOtp, (13)

unde £ este un numar situat intre 0 si ¢,¢ € 1. Formula are loc chiar pentru orice t € I si p € N*.

2(®) (&0) "
!

S-ar putea scrie chiar seria Taylor pentru z (ordinul de derivare este p = o0), daca — 0

pentru p — oo, uniform in raport cu t. Se va demonstra aceasta ulterior. Astfel, se va cunoagte
solutia ecuatiei EO (2) daca se vor cunoagte valorile derivatelor functiei « in origine, de orice ordin,
z® (0),p € N.

Deoarece

z(*P) (0) = —a 212 (0) — ... — ap_120HP) (0) — a,z® (0),p e N
este o recurenta liniard de ordinul n, care poate fi rezolvata, atunci se poate determina z(P) (0),vp €
N. Se va prezenta o tehnicd de determinare, iar in probleme se vor aplica doar concluziile.

Se noteaza | 2(P) (0) = 2,,p € N|si relatia de recurenti devine

Tpgp = —01Tpgp—1 — . — Op—1Tpy1 — GpZp,p € N. (14)
Se adauga acestei ecuatii n — 1 ecuatii imediate, pentru a transforma ecuatia intr-un sistem de
ecuatii (echivalent)

Tpn4p = —A1Tn+4p—1 — — p—1Tp+1 — QnTp

Tnt+p-1 = Tn4p—1

LTn4p—2 = Ln+p—2 . (15)
Tp+1 = Tp+1

Se noteaza cu
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Tn+4p —a1 —ag ... —Qp—-1 —ap
Tn+4p—1 1 0 0 0

Vpr1 = | Znip—2| € Muxi(R) ¥ R,,Vp € N, A = 0 1 .. 0 0 c
Tpi1 0 0 1 0

M, (R) (16)

si se obtine sistemul matriceal
yp+1 = A yp, Vp e N.
De remarcat ca

Tn—1 g1 (0)
Tp—2 z("=2) (0)
yo= | zn-s | = |2 (0) (17)
ZTo X (0)
si, pentru orice p € N,
Yp=A-yp1=A%y, 9=---= APy,

Ré&mane si se calculeze AP, p € N. Se vor studia mai multe cazuri, dar in toate se va face referire
la forma canonicd a operatorului liniar

T:R,—-R,,T(u)=A4-u, (18)
adica a operatorului liniar pe R,, ~ R", a carui matrice in raport cu baza canonica este matricea
A. Cand se va face referire la A se va face referire la T si reciproc (de exemplu, in loc de T este
diagonalizabil, A este diagonalizabild si invers). Polinomul caracteristic al matricei A este

—a1— A —a9 ... —Qp_1 —ap
1 - .. 0 0
det (A — \I,) = 0 1 .. 0 0
B 0
0 0o .. 1 -
Dezvoltand determinantul dupa prima coloana, se obtine
—a2 —az ... —Qp—-1 —0an
? 8 8 1 - .. 0 0
det (A —AI,) = (—a1 — ) - o T e ==
e e =X 0
0 . 1 —» 0 0 .. =X 0
0 0o .. 1 A

= (—a1 = A) - (=N = (=a2) - (=N 4 (—az) - (AT
(1) (1) - (<N + (~1)" Y (~ap) =
= (D" (A" +a X" a4 a1 A+ an)
Este chiar polinomul caracteristic definit in Euristica 3.2.1.a), obtinut inlocuind in ecuatia difer-
entiald derivata de ordin k cu A\¥, k = 0, n, apoi inmultind cu (=n)".
eCazul [ : Toate valorile proprii \;, ¢ = 1,n au multiplicitatea 1, adicd \; # \;Vi # j.
Atunci A este diagonalizabild, adica existd o matrice inversabila P € M,, (R) (modald, formata din
coloane vectori proprii asociati valorilor proprii in baza canonica) astfel incat
Al .. 0
pl.A.P=D=|.. .. ..|eA=P.-D-pP!
0 ...
Atunci
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N0
Ar=p.pr.pt=p.| .. .. | -P!
0 ... A
In plus, pentru orice matrice inversabild P, elementele matricei PDPP~! sunt combinatii liniare

ale numerelor A7, ..., \ datoritd regulii de inmultire a matricelor. Atunci, notand cu a%’ ) elementele
matricei AP, se obtine
ag-)) = cgjl-))\]f + 62(]2.))\12) 4t cl(-?))\"fl.w,j =1,n
si, tindnd cont ca y, = AP - yo, rezulta ca
Yp = c%bff—l—c&?)é—k---—i—ci?)ﬂ . | yo&
Lntp-1 2= (0)
l‘n+p72 ) ) . x(n_Q) (0)
Tpnip—3 | =1 ... cﬁj)/\ff - cl(-j))\g + 07(;;-1))@ I I R (1)
Tp z (0)
Se deduce ca, pentru orice p > n, termenul x, este, de asemenea, o combinatie liniara a numerelor
A ND LD

2P (0) = 2 = a1\ + c2Mh + o+ e \D.
De remarcat este cd numerele cq, ..., ¢, sunt aceleagi, pentru orice p. Mai mult, aceleasi constante
pot fi folosite si pentru scrierea numerelor zg, 21, ...Tp—1.

Pe}r\gcru ca \

Y )P o

Z—'ltp = 01( Z') — 0 pentru p — oco,Vi = 1,n,Vt € R,
p p

rezulta cd solutia ecuatiei diferentiale omogene EO (2) poate fi scrisd cu ajutorul seriei Taylor chiar
pe R:

! " (»-1) (p) )
C O O P s O S S Al )P S o P

t)=xz(0
z(t) =20+ = 2) p—1) ol 2
(18)
Inlocuind ™ (0) = c1 ¥ + caAb + ... + ¢, A2 se obtine
o0 o0 o0 oo
N XD+ AP AP pY4 AP
p(t) =Y AR T Ty o S 3 Ry, Y D e R,
p=0 p: p=0 p: p=0 p: p=0 P
Dar, de la cursul de analiza, se stie ca
- .
e = Z p!’t eR
p=0

si atunci rezulta ca
z(t) = creM? 4 coe??! 4 ...+ cpetnt t € R.
In concluzie, dacs ecuatia EC
N4+ a NPt an A +a, =0
are raddcini reale distincte Aq,..., A, (deci toate de multiplicitate 1), atunci ecuatia diferentiald
liniard omogend de ordinul n EO (2)
™ (t) + a1z () + ... + ap_12 (t) + anz () = 0
are solutia de forma
z (1) = c1eM 4 cpe’t + L+ cpe’t t € R
Riamane si se arate ci functiile z; (t) = et ¢t € R, = 1,7, sunt liniar independente si atunci,
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forméand un sistem fundamental de solutii, va rezulta ca functiile de forma creMtpeget 4 e, et

sunt TOATE solutiile ecuatiei. Pentru a arata liniara independenta, se calculeaza wronskianul in 0

1 1 1
74 (0;%1, $2) _ )\1 )\2 An Vandegnonde H ()\j . )\l) 7§ O,
anloyon-l el Isi<i=n

deoarece \; # \; Vi # j. Atunci, functiile (x1, ...z,,) formeaza un sistem fundamental de solutii.

Exemplu. Fie (xgo) z® — 52" +6 = 0,Vt € R.
Atunci
(xpc) M =X +6=0& (A2 -2) (N> =3)=0=
M =vV2cum(\) =1,
A= —V2cum(X) =1,
A3 =3 cum()\3) =1,
M =—vV3cum(\) =1
Pentru fiecare radacind a ecuatiei caracteristice se gédsesc corespunzator solutii particulare liniar
independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupa algoritmul dat
A =v2cum(A) =1~z (t) = eV,

o =—vV2cumA) =1~ a5 (t) =e V2
X3 =3 cum(Ag) =1~ a3 (t) = eV,
o =—V3cum(Ag) =1~ ay(t) =e V3
(z1,...,24) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) (sunt exact 4 solutii particulare

pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia generald a ecuatiei (xgo) este
Zo (t;c1,.ycq) =1 - eV2 g cze_ﬂt + 636\/§t + 046_\/§t,Vt €Rsicy,...,cqs €R.

eCazul al I1-lea : Polinomul caracteristic admite numai radacini reale, dar printre acestea se afla si
radacini cu multiplicitate cel putin egald cu 2. Pentru simplitate, sa considera mai intai ca polinomul
caracteristic are o singura radacind, notata cu A, de multiplicitate algebrica n. Se observa ca, an
rezolvarea sistemului

(A=) u=u&

—a1— A —a9 ... —Qp_1 —0pn U1 Uy

1 A .. 0 0

0 | 0 0 . : =

0 0o .. 1 A Uy, Uy,

apare un minor de ordin n — 1 nenul pentru matricea sistemului
1 =X ... 0
1 ..

0 O 1-120
o o .. 1

Rezulta ca sistemul are n — 1 necunoscute principale si o singurd necunoscuta secundara, deci
spatiul solutiilor acestui sistem, adica spatiul de vectori proprii corespunzatori valorii proprii A, are
dimensiunea egald cu 1. Rezultd cd matricea A nu este diagonalizabild (multiplicitatea algebrica
este n > 2 iar cea geometricd este mereu egald cu 1), deci forma canonicd este nu este forma
diagonald, ci forma canonica Jordan, care va fi alcatuita aici dintr-o singurd celuld Jordan de
dimensiune n. Atunci existd o matrice inversabild P € M,, (R), astfel incat
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Al .. 00
O X 1 .. 0 O
pPl.A.p—j— 0O 0 x .. 0 O
0 0 0 .. X 1
0 0 0 .. 0 X
(deasupra diagonalei principale apare 1).
Mai mult,
0 1 0 0
0 0 0
P1.A.-P=X-I,+N,unde N=|.. ... ... ... ..
0O 0 .. 0 1
0o 0 .. 0 0

verifica N - I, = I, - N i este nilpotentd de ordin n. Atunci, folosind binomul lui Newton,

P71 AP P = (A, + N)P = CIN'I, + CoN"IN + C2XP2N? 4 ... + CIN?, cu
0001 ...00
88888 0000 ...00 00 01
00 00
N? = - N3 = 1] Nt =
0 (1) 0 00
00 0 00
0 0 00 0 0 0 0

se obtine ca din suma anterioard rdméan doar primii n termeni:
PLNGED LN -5 L
P p
0 A it
p

0 0 NP
PLAP.P = CON L, +CINTIN+C2N 2N 4 4-Cp A Nt —

0 0

Inmultind la stanga cu P si la dreapta cu P! se obtine AP, despre ale cirei elemente putem spune,
ca si in Cazul I, ca sunt combinatii liniare ale numerelor \P ,C’;)\p_l,C’g/\p_2...,05_1)\p_"+1 iar
coeficientii nu depind de p :
(P _ Wyp | (2 ~1yp-1 . (3)2yp—2 (n) ~An—1yp—n+1
a;; = ¢ A + ¢ CpA + ¢ CpA 7. + ¢ Gy A
Dup4a unele regrupari de termeni gi renotari ale coeficientilor, rezultd ca

rg = C1- Cg
T = 010?)\ + 02011
zo = 109X + caCy\ + 303
o1 = Ol AN eCl N2 1O e, O
T, = c1- Cg)\p + ¢y - C’;)\p_l +cy - Cg)\p_2 + .. tep,- C’;l_l)\p_"H, Vp > 0,

si deci solutia x poate fi scrisd cu ajutorul seriei Taylor (restul tinde, din nou, la 0) in jurul originii

p—1
Cp
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si
> Xz
(0 = Lo
o P
00 CO)\p o0 1 NP~ 1 o0 2 NP~ 2 00 Cnfl)\pfnJrl
z(t) = clz CQZ CpA tp+CQZ p ... Ch Z thp.
p=n—1 :

Prima sumi este eM. Apoi, se obtine pentru termenul general

e’} k e’}
Zc;f/\p _ Z CF AP ot Z (PR p+E—1.(p+ DN,
p! 0 (p+ k)! TR (p+k)!

AR =N OV L _
p:

.1 . C
Astfel, avand in vedere ca gi il este tot o constanta, solutia generala a ecuatiei liniare omogene

de gradul n este, in conditiile acestui caz (A-radacind de multiplicitate n), o combinatie liniara a

functiilor
6)\t7 te)\t7 t26>\t, R t’)"LfleAt

)

despre care se poate ardta ca sunt si liniar independente, deci formeaza un sistem fundamental de
solutii. Altfel spus, orice solutie a ecuatiei are forma

z(t) = ceM+ete’ + . Fet" M oy eRYi=1,..,n
s(t) = ft)eMteR,

unde f este un polinom de grad n — 1 cu coeficienti reali.
Observatie. O alta cale de a rezolva situatia anterioara este urmatoarea. Deoarece A este singura
radicind, rezultd cd polinomul caracteristic este (X — \)", deci ecuatia diferentiald are forma

™ — Cle=D 4 02,02 4 4 (—1)"CTx = 0.

Inmultind aceastd ecuatie cu e ™, si observand ci
(n)
gMe M Clp(n=De=M 4 2= M L 4 (—1)"Chpe M = (xef/\t) ,

adici derivata de ordinul n a produsului dintre e * si x rezulti noua ecuatie diferentials

(xe_/\t) ™ =0,

M nu poate fi decat un polinom de grad n — 1. Notand acest polinom cu f obtinem,

astfel incat xe™
din nou
zeM=for=f M=aeM+tagte’ + .+ at"leM,

Exemplu. Fie (xgo) 2’ + 62" + 122/ + 8z = 0,Vt € R.
Atunci
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(kp0) X +6X2 41220 +8=0 (A +2)°=0=>
{M=-2cum(N)=3
Pentru fiecare radacind a ecuatiei caracteristice se gdsesc corespunzator solutii particulare liniar
independente ale ecuatiei omogene (xpo), dupa algoritmul dat
r1 (t) = e 2,
o1 =-2cum(N\) =3~ < xo(t) =te
w3 (t) = t2e 2
(z1,...,z3) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) (sunt exact 3 solutii particulare
pentru (*go) si functii liniar independente). Atunci solutia generald a ecuatiei (xgo) este
To (t;c1, .y c3) = c1 - e 2 4 cote 2 4 c3t3e 2Vt € Rsicq,...,c3 € R,

eCazul al I1]-lea : Ecuatia caracteristicd are toate radacinile reale dar nu sunt nici distincte, nici
toate egale. Se presupune cid radacinile ecuatiei caracteristice (valorile proprii ale lui A) sunt
A1, ..., A cu multiplicitatile ny, ..., ng si cu ny+...4+n; = n. Atunci, ca anterior, orice valoare proprie
are dimensiunea spatiului de vectori proprii egalé cu 1, deci matricea A nu este diagonalizabild iar
in forma canonicd, pentru fiecare valoare proprie A; apare o singura celuld Jordan, de dimensiune
n;. Printr-un rationament similar, avand in vedere ci pentru a ridica matricea A la o anumita
putere p este acelagi lucru cu a ridica celulele Jordan corespunzéitoare la puterea p, vom obtine ca
solutie pentru ecuatia diferentiald o combinatie liniara a urmaétoarelor functii:

pentru A\; de multiplicitate ni : eMt teMt p2eMit | gmi—leht
pentru Ao de multiplicitate no : etet tetet g2eret | gne—ledat

. et ARt 42 ARt —1 At
pentru A\, de multiplicitate nyg : ekl tetkl teetkt kT etk

adica

z(t) = f1(t) M+ fo () e + -+ fi (1) M,
unde f; este un polinom de grad n; — 1, 1 =1, .., k.
Observatie Aceastd situatie se suprapune si peste cazul I, cadnd toate radécinile sunt reale,
distincte(n; = 1,Vi si k = n) si peste cazul al lI-lea, cand avem o singura ridacind de multi-
plicitate n (k =1, ny = n).

Exemplu. Fie (xgo) £(® — 2®) — 82" + 82" 4 162’ — 162 = 0,Vt € R.
Atunci
(kpc) A=A =83 48X +16A - 16 =02 M (A —1) =8 (A - 1)+ 16(A - 1) =0 &
A1)\ =-42=0A-1)A=-2*1+2*=0=
A=lcum(A)=1
A2 =2cum(Ay) =2
Ag3 =—2cum(A3) =2
Pentru fiecare radacind a ecuatiel caracteristice se gasesc corespunzator solutii particulare liniar
independente ale ecuatiei omogene (xgo), dupa algoritmul dat
edi=lcum(M) =1~ { z1(t)=e",

0)\2:2cum()\1):2->{

(z1,...,z5) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) (sunt exact 5 solutii particulare
pentru (xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia generald a ecuatiei (xgo) este
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T, (t;c1, .y c5) = c1 - €f + coe?t + cgte® + cpe ™ + este ™2,V € Rsicq, ..., c5 € R.

eCazul al IV-lea : Fiind un polinom de grad n cu coeficienti reali, se presupune in acest caz ca
admite z € C \ R radacind complexa de multiplicitate k. Atunci, polinomul avand coeficienti reali,
admite ca ridicind si conjugatul conjugatul Z, cu aceeasi multiplicitate, k. In acest caz, matricea
A nu mali este diagonalizabila peste R, nu admite nici form& canonica Jordan peste R. Studiul se
face peste C, unde forma Jordan exista intotdeauna. Facénd calcule similare, pentru radéacinile
caracteristice reale se va obtine mai sus, iar pentru cele complexe se presupune si se regaseasca:

zt zt 42zt k—1_zt

pentru z de multiplicitate & : { ;tj i;t: :222,5: : ikflizt
Cu detalii de la cursul de Matematici Speciale, anul 11, se defineste

e =e”(cosy+isiny),Vz=z+iy € C=

e*t = e (cosyt +isinyt) ,Vz =z +iy € C,t € R

Atunci, deoarece EO (2) este cu coeficienti reali, se obtine ca solutie o combinatie liniara in care,
pentru radécinile caracteristice complexe A = « + i3, de multiplicitate £ € N* apar corespunzitor
solutii particulare ale EO de forma

e cos Bt, te™ cos Bt, t2e™ cosfBt, ..., ¥ e cos Bt si

e sin Bt, te™ sin Bt, t2e* sin Bt, ..., t*71e sin Bt
sau, echivalent,

e cosft- f, eMsinft- g, f, g polinoame de grad k — 1.

eCazul general : In cazul in care EC are gi radécini reale gi complexe si de orice multiplicititi, se
fac combinatii liniare de solutii particulare gasite ca anterior.

Exemplu. Fie (xgo) 2" + 2 =0,Vt € R.
Atunci

(#pc) X +1=0={ M2=0=£1icum (M) =1
Pentru fiecare radacind a ecuatiei caracteristice se gdsesc corespunzator solutii particulare liniar
independente ale ecuatiei omogene (xpo), dupa algoritmul dat

_ 0t

odo=0Elicum(A2) =1~ { i; g; _ ZOt (s:f)rf((il:)) "
(21, x2) este un sistem fundamental de solutii pentru (xgo) (sunt exact 2 solutii particulare pentru
(xgo) si functii liniar independente). Atunci solutia generald a ecuatiei (xpo) este

Zo (t;c1,c2) =1 - cost + cosint, Vit € Rsi c1,c0 € R.



