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CURS NR. 6
EDCO, AIA

3:2: Ecua̧tii diferenţiale liniare de ordinul n cu coe�cienţi constanţi

Forma general¼a a unei ecua̧tii diferenţiale liniare neomogene/omogene de ordinul n cu
coe�cienţi constanţi:

x(n) (t) + a1x
(n�1) (t) + :::+ an�1x0 (t) + anx (t) = f (t) ; t 2 I (1)

dnx

dtn
+ a1

dn�1x

dtn�1
+ :::+ an�1

dx

dt
+ anx = f; t 2 I (10)

unde I � R este un interval nevid deschis, ai 2 R, i 2 f1; :::; ng, sunt numere numite coe�cienţi
(constanţi), iar f : I! R este funçtie continu¼a, numit¼a termen liber. Dac¼a f este neidentic nul¼a
atunci (1) se numeşte ecuaţie neomogen¼a (EN); dac¼a f este identic nul¼a, atunci (1) se numeşte
ecuaţie omogen¼a (EO). O funçtie x : I! R de clas¼a Cn ce veri�c¼a (1) se numeşte soluţie pentru
ecuaţie.

Problema Cauchy asociat¼a unei ecua̧tii diferenţiale liniare neomogene/omogene de
ordinul n cu coe�cienţi constanţi cu datele D = (I; f; t0;x0) const¼a în determinarea unei
funçtii x : I! R de clas¼a Cn; unde I � R este un interval nevid deschis, t0 2 I; x0;i 2 R, i = 0; n� 1
pentru care

PC (D) :
�
(1) x(n) (t) + a1x

(n�1) (t) + :::+ an�1x0 (t) + anx (t) = f (t) ; t 2 I
(CI) x (t0) = x0;0; x

0 (t0) = x0;1; :::; x(n�1) (t0) = x0;n�1:
Funçtia x se numeşte soluţie a problemei Cauchy PC (D) :

Observa̧tia 3:2:1: Nota̧tiile, de�ni̧tiile şi rezultatele din Seçtiunea 3:1; enunţate pentru ecuaţii
diferenţiale liniare de ordinul n având coe�cienţi variabili se p¼astreaz¼a şi pentru ecuaţii diferenţiale
liniare de ordinul n având coe�cienţi constanţi.

REZOLVAREA EO
Euristica 3:2:1. a) Se propune determinarea soluţiei generale pe I; chiar pe R; a ecuaţiei omogene
EO ataşate ecua̧tiei neomogene EN (1) ; anume

x(n) (t) + a1x
(n�1) (t) + :::+ an�1x0 (t) + anx (t) = 0; t 2 I (2)

Exist¼a o justi�care ce implic¼a seria Taylor ataşat¼a unei soluţii pentru EO (2), diagonalizare /
jordanizare de matrice, de�ni̧tia funçtiei exponenţiale în complex

ezt = ext (cos (yt) + i sin (yt)) ;8z = x+ iy 2 C; t 2 R;
pe baza c¼areia orice soluţie pentru EO (2) se poate c¼auta sub forma

x (t) = e�t; t 2 I; � 2 C.
O demonstraţie este prezentat¼a în Euristica 3:2:1:b) de la �nalul cursului.

Din seçtiunea anterioar¼a, �e
L : Cn (I;R)! C (I;R), L (x) = x(n) + a1x(n�1) + � � �+ an�1x0 + anx;8x 2 Cn (I;R) ;

unde, în aceast¼a seçtiune, ai 2 R; i = 1; n:
Atunci (2), L (x) = 0:
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C¼autând x (t) = e�t soluţie particular¼a pentru (2) ; se obţine
L
�
e�t
�
= 0;8t 2 I,

�
�n + a1�

n�1 + :::+ an�1�+ an
�
� e�t = 0;8t 2 I:

Se numeşte polinom caracteristic al EO (2) polinomul având coe�cienţi reali
P (�) = (�1)n

�
�n + a1�

n�1 + � � �+ an
�
.

Se numeşte ecuaţia caracteristic¼a ataşat¼a EO (2) ecuaţia polinomial¼a algebric¼a de ordin n
(notat¼a EC)

�n + a1�
n�1 + :::+ an�1�+ an = 0: (3)

Propozi̧tia 3:2:1: Funçtia x (t) = e�t; t 2 I este soluţie a ecuaţiei diferenţiale EO (2) dac¼a şi numai
dac¼a num¼arul (real sau complex) � este soluţie a ecuaţiei algebrice caracteristice EC (3) :
Demonstraţie. Rezult¼a din Euristic¼a a) şi b).

Propozi̧tia 3:2:2: Dac¼a ecuaţia caracteristic¼a a EO (2) are toate cele n r¼ad¼acini caracteristice
reale distincte, (�1; :::; �n), atunci sistemul de funçtii B = (x1; :::; xn) de�nite prin

xi (t) = e
�it; t 2 I

este un sistem fundamental de soluţii ale EO.
Demonstraţie. Într-adev¼ar,

card (B) = dimRV = n şi

W (t;x1; x2; : : : ; xn) =

��������
e�1t e�2t ::: e�nt

�1e
�1t �2e

�2t ::: �ne
�nt

::: ::: ::: :::

�n�11 e�1t �n�12 e�2t ::: �n�1n e�nt

�������� =

=

��������
1 1 � � � 1
�1 �2 � � � �n
� � � � � � � � � � � �
�n�11 �n�12 � � � �n�1n

�������� e
(�1+���+�n)t 6= 0;8t 2 I.

Observa̧tia 3:2:2: a) Dac¼a ecuaţia caracteristic¼a are n r¼ad¼acini reale distincte �1; : : : ; �n (deci
�ecare este de multiplicitate algebric¼a 1), atunci �ec¼arei r¼ad¼acini îi corespunde o soluţie particular¼a
a ecuaţiei diferenţiale EO (2) ;

x1 (t) = e
�1t; x2 (t) = e

�2t; : : : ; xn (t) = e
�nt; t 2 I,

iar soluţia general¼a a ecuaţiei diferenţiale EO (2) este
xo (t; c1; : : : ; cn) = c1e

�1t + c2e
�2t + : : : cne

�nt;8t 2 I şi c1; :::; cn 2 R:
b) Dac¼a ecuaţia caracteristic¼a are o r¼ad¼acin¼a complex¼a simpl¼a

�1 2 C n R, �1 = �1 + i�1 cu m (�1) = 1
atunci admite şi r¼ad¼acina complex¼a conjugat¼a

�2 2 C n R, �2 = �1 � i�1 cu m (�2) = 1:
Soluţii pentru EO (2) ce corespund ar �

x1;2 (t) = e
(�1�i�1)t Euler= e�1t (cos (�1t)� i sin (�1t)) :

Se poate observa c¼a, dac¼a x (t) = u (t) + iv (t) este o soluţie a ecuaţiei omogene L (x) = 0;
atunci

L (u+ iv) = 0, L (u) + iL (v) = 0, L (u) = 0;L (v) = 0:
Atunci, pentru r¼ad¼acinile complexe conjugate simple ale ecuaţiei caracteristice, grupate,
�1;2 2 C n R, �1;2 = �1 � i�1 cu m (�1;2) = 1

se poate demonstra c¼a se ataşeaz¼a corespunz¼ator
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�
x1 (t) = e

�1t cos (�1t) ; x2 (t) = e
�1t sin (�1t) :

c) Dac¼a ecuaţia caracteristic¼a are o r¼ad¼acin¼a real¼a sau complex¼a multipl¼a , atunci descoperirea
soluţiilor EO şi demonstraţia utilizeaz¼a tehnici de analiz¼a matematic¼a real¼a şi complex¼a (prezentate
în Euristic¼a 3:2:1;b) din �nalul cursului)), iar enunţul este prezentat în algoritmul de rezolvare
urm¼ator.

Algoritmul de rezolvare 3:2:1 pentru o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a omogen¼a EO:
x(n) (t) + a1x

(n�1) (t) + :::+ an�1x0 (t) + anx (t) = 0 (2)

Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale EO (2) ecuaţia ei caracteristic¼a EC:

�n + a1�
n�1 + :::+ an�1�+ an = 0: (3)

Este o ecuaţie algebric¼a polinomial¼a de grad n având coe�cienţii reali ai2 R, i 2 f1; :::; ng ; în
necunoscuta �, care admite exact n r¼ad¼acini complexe. Se determin¼a, precizând şi multiplicitatea
lor.
Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a EC se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare liniar independente
ale EO, dup¼a algoritmul:
�Cazul 1 : �1 2 R cu m (�1) = 1 x1 (t) = e

�1t.

�Cazul 2 : �1 2 R cu m (�1) = m 

8>><>>:
x1 (t) = e

�1t;
x2 (t) = te

�1t;
:::
xm (t) = t

m�1e�1t:
�Cazul 3 : �1;2 2 C n R, �1;2 = �1 � i�1 cu m (�1;2) = 1 �

x1 (t) = e
�1t cos (�1t) ; x2 (t) = e

�1t sin (�1t) :
�Cazul 4 : �1;2 2 C n R, �1;2 = �1 � i�1 cu m (�1;2) = m 8>><>>:

x1 (t) = e
�1t cos (�1t) ; x2 (t) = e

�1t sin (�1t) ;
x3 (t) = te

�1t cos (�1t) ; x4 (t) = te
�1t sin (�1t) ;

::: :::
x2m�1 (t) = tm�1e�1t cos (�1t) ; x2m (t) = t

m�1e�1t sin (�1t) :
Din algoritm se g¼aseşteB = (x1; :::; xn) ; adic¼a exact n soluţii particulare ale EO, liniar independente:
Sistemul de funçtii (x1; :::; xn) se numeşte sistem fundamental de soluţii pentru ecuaţia omogen¼a
EO (baz¼a).
Pasul 3 : Soluţia general¼a a EO este o combina̧tie liniar¼a de cele exact n soluţii particulare liniar
independente determinate la Pasul 2

xo (t; c1; :::; cn) = c1x1 (t) + :::+ cnxn (t) ;8t 2 R şi c1; :::; cn 2 R: (4)

Exemplul 3:2:1. S¼a se determine soluţia general¼a a urm¼atoarei ecuaţii diferenţiale liniare omogene
cu coe�cienţi constanţi

x000 + 3x00 � x0 � 3x = 0; t 2 R,
apoi s¼a se determine soluţia problemei Cauchy�

x000 + 3x00 � x0 � 3x = 0;
CI : x (0) = 0; x0 (0) = 1; x00 (0) = �1;

Rezolvare: Fie (�EO) x000 + 3x00 � x0 � 3x = 0; t 2 R:
Ecuaţia (�EO) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 3; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = 3,
a2 = �1, a3 = �3, omogen¼a. Pentru t 2 R, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a
soluţiei, se caut¼a xo (t; c1; c2; c3), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EO).
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC) �3 + 3�2 � �1 � 3�0 = 0, (�+ 3) (�� 1) (�+ 1) = 0)
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8<:
�1 = �3 cu m (�1) = 1;
�2 = 1 cu m (�2) = 1;
�3 = �1 cu m (�3) = 1:

Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 = �3 cu m (�1) = 1 x1 (t) = e
�3t:

��2 = 1 cu m (�2) = 1 x2 (t) = e
1t:

��2 = �1 cu m (�3) = 1 x3 (t) = e
�t:

Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; :::; x3) este un sistem fundamental de soluţii
pentru (�EO) (sunt exact 3 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci
soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este

xo (t; c1; c2; c3) = c1 � e�3t + c2e1t + c3e�t;8t 2 R şi c1; c2; c3 2 R:
Pasul 4 : Pentru a determina soluţia problemei Cauchy ((�EO) ; CI) se impun asupra soluţiei g¼asite
xo condi̧tiile ini̧tiale8<:

x (t) = c1 � e�3t + c2e1t + c3e�t
x0 (t) = c1 � e�3t (�3) + c2e1t + c3e�t (�1)
x00 (t) = c1 � e�3t (�3)2 + c2e1t + c3e�t (�1)2

CI:)8>><>>:
x (0) = 0
x0 (0) = 1
x00 (0) = �18<:

0 = c1 � e�0 + c2e0 + c3e�0
1 = c1 � e�0 (�3) + c2e0 + c3e�0 (�1)
�1 = c1 � e�0 (�3)2 + c2e0 + c3e�0 (�1)2

)8<:
c1 + c2 + c3 = 0
�3c1 + c2 � c3 = 1
(�3)2 c1 + c2 + c3 = �1

)

8<:
c1 =

�1
8

c2 =
3
8

c3 =
�1
4

Atunci
x (t) = �1

8 e
�3t + 3

8e
t + �1

4 e
�t;8t 2 R;

este unica soluţie a ecuaţiei (�EO) ce veri�c¼a CI date.
Reprezentând gra�c pe I = R pentru
(c1; c2; c3) = (1; 0; 0), (c1; c2; c3) = (0; 1; 0), (c1; c2; c3) = (0; 0; 1)

cu magenta (soluţiile particulare din sistemul fundamental) şi pentru
(c1; c2; c3) = (1; 1; 1) ; (c1; c2; c3) = (�1; 1; 1) ; (c1; c2; c3) = (1;�1; 1) ; (c1; c2; c3) = (1; 1;�1) ;
(c1; c2; c3) = (�1;�1; 1) ; (c1; c2; c3) = (1;�1;�1) ; (c1; c2; c3) = (�1; 1;�1) ; (c1; c2; c3) = (�1;�1;�1) ;

cu albastru, şi pentru
(c1; c2; c3) =

��1
8 ;

3
8 ;
�1
4

�
cu verde (soluţia problemei Cauchy), se obţine

t

x
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Comentariu. De menţionat c¼a, dac¼a EC ataşat¼a unei EO are r¼ad¼acini reale distincte, �ecare de
multiplicitate algebric¼a 1; iar problema Cauchy ataşat¼a EO are CI în t0; atunci sistemul liniar
algebric neomogen în necunoscutele c1; ::; cn obţinut este un sistem Cramer, ce are ca determinant

� =W (t0;x1; x2; : : : ; xn) =

��������
1 1 � � � 1
�1 �2 � � � �n
� � � � � � � � � � � �
�n�11 �n�12 � � � �n�1n

�������� e
(�1+���+�n)t0 6= 0;8t 2 I.

Mai mult, pentru t0 = 0; se obţine un determinant Vandermonde.
La exerci̧tiul anterior,

� =W (0;x1; x2; x3) =

������
1 1 1
�1 �2 �3
�21 �22 �23

������ =
������
1 1 1
(�3) 1 (�1)
(�3)2 12 (�1)2

������ V andermonde= �16 6= 0;8t 2 I.

Exemplul 3:2:2. S¼a se determine soluţiile generale ale urm¼atoarelor ecuaţii diferenţiale liniare
omogene cu coe�cienţi constanţi:
a) x(5) � x(4) � x0 + x = 0; t 2 R;
b) x(4) + 2x00 + x = 0; t 2 R.
Rezolvare : a) Fie (�EO) x(5) � x(4) � x0 + x = 0; t 2 R.
Ecuaţia (�EO) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 5; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = �1,
a2 = 0, a3 = 0, a4 = �1; a5 = 1; omogen¼a. Pentru t 2 R, variabil¼a independent¼a din domeniul de
de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a xo (t; c1; :::; c5), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EO).
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC) �5 � �4 � �+ 1 = 0, �4 (�� 1)� (�� 1) = 0,
�
�4 � 1

�
(�� 1) = 0,

, (�� 1)2 (�+ 1)
�
�2 + 1

�
= 0)8<:

�1 = 1 cu m (�1) = 2;
�2 = �1 cu m (�2) = 1;
�3;4 = �i cu m (�3;4) = 1:

Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 = 1 cu m (�1) = 2 
�
x1 (t) = e

1t;
x2 (t) = te

1t:

��2 = �1 cu m (�2) = 1 x3 (t) = e
�1t:

��3;4 = 0� i � 1 cu m (�3;4) = 1 
�
x4 (t) = e

0t cos 1t;
x5 (t) = e

0t sin 1t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; :::; x5) este un sistem fundamental de soluţii
pentru (�EO) (sunt exact 5 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci
soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este

xo (t; c1; :::; c5) = c1e
t + c2te

t + c3e
�t + c4 cos t+ c5 sin t;8t 2 R şi c1; :::; c5 2 R:

b) Fie (�EO) x(4) + 2x00 + x = 0;8t 2 R:
Ecuaţia (�EO) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 4; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = 0, a2 = 2,
a3 = 0, a4 = 1; omogen¼a. Pentru t 2 R, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei,
se caut¼a xo (t; c1; :::; c4), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EO).
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC) �4 + 2�2 + 1 = 0,
�
�2 + 1

�2
= 0) �1;2 = �i cu m (�1;2) = 2:

Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
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liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1;2 = 0� 1i cu m (�1;2) = 2 
�
x1 (t) = e

0t cos 1t; x2 (t) = e
0t sin 1t;

x3 (t) = te
0t cos 1t; x4 (t) = te

0t sin 1t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; :::; x4) este un sistem fundamental de soluţii
pentru (�EO) (sunt exact 4 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci
soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este

xo (t; c1; :::; c4) = c1 cos t+ c2 sin t+ c3t cos t+ c4t sin t;8t 2 R şi c1; :::; c4 2 R:
Reprezentând gra�c pe I = R pentru

(c1; c2; c3; c4) = (1; 0; 0; 0), (c1; c2; c3; c4) = (0; 1; 0; 0), (c1; c2; c3; c4) = (0; 0; 1; 0) ; (c1; c2; c3; c4) =
(0; 0; 0; 1)
cu magenta (soluţiile particulare din sistemul fundamental) şi pentru

(c1; c2; c3; c4) = (1; 1; 1; 1) ; (c1; c2; c3; c4) = (�3; 1; 1; 1) ; (c1; c2; c3; c4) = (1;�3; 1; 1) ;
(c1; c2; c3; c4) = (1; 1;�3; 1) ; (c1; c2; c3; c4) = (1; 1; 1;�3)

cu albastru, se obţine

t

x

REZOLVAREA EN

Euristic¼a 3:2:2. Se propune determinarea soluţiei generale pe I a ecuaţiei neomogene (1) : Teorema
3:2:1: ulterioar¼a asigur¼a soluţia general¼a a EN când se cunoaşte soluţia general¼a a EO (oferit¼a de
Algoritmul 3:2:1) şi o soluţie particular¼a a EN (oferit¼a ulterior de Teorema 3:2:2; în cazul general,
când se cunoaşte un sistem fundamental de soluţii ale EO, sau de Teoremele 3:2:3 şi 3:2:4; în cazul
particular, când se cunoaşte un sistem fundamental de soluţii ale EO, ecuaţia EN are coe�cienţi
constanţi şi termenul liber un cvasipolinom sau o combinaţie liniar¼a de cvasipolinoame).

Teorema 3:2:1: Dac¼a xo (t; c1; :::; cn) este soluţia general¼a a EO (2) ataşate şi xp (t) este o soluţie
particular¼a a EN (1) ; atunci

x (t; c1; :::; cn) = xo (t; c1; :::; cn) + xp (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cn 2 R: (12)

este soluţia general¼a EN(1) :
Demonstraţie. Rezult¼a din liniaritatea operatorului L; analog cu cea din Seçtiunea 3:1; Observaţia
3:1:1:a).

Teorema 3:2:2: Dac¼a
xo (t; c1; :::; cn) = c1x1 (t) + :::+ cnxn (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cn 2 R

este soluţia general¼a pe I a ecuaţiei diferenţiale de ordin n liniare şi omogene (2) ; cu (x1; :::; xn)
un sistem fundamental de soluţii, atunci o soluţie particular¼a xp (t) pe I a ecuaţiei diferenţiale de
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ordin n liniare şi neomogene (1) este de forma
xp (t) = u1 (t)x1 (t) + :::+ un (t)xn (t) ;8t 2 I. (5)

unde u0i : I! R, i 2 f1; :::; ng, sunt funçtii-soluţii ale sistemului8>><>>:
u01 (t)x1 (t) + :::+ u

0
n (t)xn (t) = 0

u01 (t)x
0
1 (t) + :::+ u

0
n (t)x

0
n (t) = 0

:::

u01 (t)x
(n�1)
1 (t) + :::+ u0n (t)x

(n�1)
n (t) = f (t) :

(6)

Demonstraţie. Analog cu cea din Seçtiunea 3:1:

Exemplul 3:2:3: a) S¼a se determine soluţia general¼a a urm¼atoarei ecua̧tii diferenţiale liniare
neomogene cu coe�cienţi constanţi

x00 + x =
1

cos t
; t 2 I,

apoi s¼a se determine soluţia problemei Cauchy(
x00 + x =

1

cos t
;

CI : x (0) = 1; x0 (0) = �1:

Rezolvare : Fie (�EN ) x00 + x =
1

cos t
; t 2 I.

Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = 0, a2 = 1;
neomogen¼a cu termenul liber

f : I! R, f (t) =
1

cos t
.

I este un interval ce nu conţine t a.î. cos t = 0. Pentru t 2 I, variabil¼a independent¼a din domeniul
de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t; c1; c2), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EN ).
Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (�EN ), adic¼a a ecuaţiei

(�EO)x00 + x = 0; t 2 R:
(este ecuaţie ce ar putea modela un oscilator armonic cu ! = 1)

Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a
(�EC) �2 + 1 = 0) �1;2 = 0� i cu m (�1;2) = 1

Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1;2 = 0� i cu m (�1;2) = 1 
�
x1 (t) = e

0t cos t;
x2 (t) = e

0t sin t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru
(�EO) (sunt soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia general¼a
a ecuaţiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1 cos t+ c2 sin t;8t 2 R şi c1; c2 2 R:
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t

x

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ).
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti : Chiar dac¼a (�EN ) are coe�cienţi constanţi , se observ¼a
c¼a termenul ei liber nu este un cvasipolinom ca ulterior şi nici combinaţie liniar¼a de cvasipolinoame.
În consecinţ¼a, nu se poate aplica metoda coe�cienţilor nedeterminaţi.
Metoda varia̧tiei constantelor : Deoarece (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru
(�EO) ; se caut¼a xp de forma

xp (t) = u1 (t) cos t|{z}
x1(t)

+ u2 (t) sin t|{z}
x2(t)

;8t 2 I,

unde u0i : I! R, i 2 f1; 2g, sunt soluţii ale sistemului(
u01 (t) cos t+ u

0
2 (t) sin t = 0

u01 (t) (� sin t) + u02 (t) (cos t) =
1

cos t
Se calculeaz¼a

�(t) =W (t;x1; x2) =

���� cos t sin t
� sin t cos t

���� = 1 6= 0;8t 2 I:
�1 (t) =

����� 0 sin t
1

cos t
cos t

����� = � sin t
cos t

;8t 2 I.

�2 (t) =

����� cos t 0

� sin 2t 1

cos t

����� = 1;8t 2 I.
Atunci8<: u01 (t) =

�1(t)
�(t) =

� sin t
cos t

;

u02 (t) =
�2(t)
�(t) = 1:

������ R (�) dt)
�
u1 (t) = ln jcos tj+ k1;
u2 (t) = t+ k2:

Deoarece se caut¼a o soluţie particular¼a xp; se alege k1 = 0, k2 = 0. S-a obţinut
xp (t) = (ln jcos tj) (cos t) + t (sin t) ;8t 2 I.
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t

x

Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ) este dat¼a de
x (t; c1; c2) = xo (t; c1; c2) + xp (t) ;8t 2 I şi c1; c2 2 R; adic¼a
x (t; c1; c2) = c1 cos t+ c2 sin t+ (ln jcos tj) (cos t) + t (sin t) ;8t 2 I şi c1; c2 2 R:

t

x

Etapa 4 : Pentru a determina soluţia problemei Cauchy ((�EN ) ; CI), se impun asupra soluţiei
g¼asite x condi̧tiile ini̧tiale. Deoarece CI sunt date în t0 = 0 şi deoarece, într-o vecin¼atate mic¼a a
lui 0; cos t > 0)(

x (t) = c1 cos t+ c2 sin t+ (ln cos t) (cos t) + t (sin t)

x0 (t) = c1 (� sin t) + c2 cos t+
1

cos t
(� sin t) (cos t) + (ln cos t) (� sin t) + 1 (sin t) + t cos t

CI:)8<: x (0) = 1
x0 (0) = �1�
1 = c1 � cos 0 + c2 sin 0 + (ln cos 0) (cos 0) + 0 (sin 0)
�1 = c1 (� sin 0) + c2 cos 0 + (� sin 0) + (ln cos 0) (� sin 0) + 1 (sin 0) + 0 cos 0

)
�
c1 = 1
c2 = �1

Atunci
x (t) = cos t� sin t+ (ln cos t) (cos t) + t (sin t) ;8t 2 R;

este unica soluţie a ecuaţiei (�EN ) ce veri�c¼a CI date.
Reprezentând gra�c pe I = R pentru
(c1; c2) = (1; 0) ; (c1; c2) = (0; 1) ;

cu magenta (soluţiile particulare a EN corespunz¼atoare celor din sistemul fundamental), şi pentru
(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (2; 2) ;
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(c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1) ; (c1; c2) = (�2; 2) ;
(c1; c2) = (�1;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1) ; (c1; c2) = (�2;�2) ;
(c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (2;�2) ;

cu albastru, şi pentru
(c1; c2) = (0; 0) ;

cu portocaliu (soluţia particular¼a a EN prin metoda variaţiei constantelor);̧si pentru
(c1; c2) = (1;�1) ;

cu verde (soluţia problemei Cauchy), se obţine:

t

x

b) S¼a se determine soluţia general¼a a urm¼atoarei ecuaţii diferenţiale liniare neomogene cu coe�-
cienţi constanţi

x(4) � 4x000 + 10x00 � 12x0 + 5x = et; t 2 R,
apoi s¼a se determine soluţia problemei Cauchy�

x(4) � 4x000 + 10x00 � 12x0 + 5x = et; t 2 R
CI : x (0) = 1; x0 (0) = �1; x00 (0) = 2; x000 (0) = 0

Rezolvare : Fie (�EN ) x(4) � 4x000 + 10x00 � 12x0 + 5x = et; t 2 R.
Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 4; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = �4,
a2 = 10, a3 = �12; a4 = 5; neomogen¼a cu termenul liber f : R ! R, f (t) = et. Pentru t 2 R,
variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t; c1; :::; c4), soluţia general¼a
pentru ecuaţia (�EN ).
Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (�EN ), adic¼a a ecuaţiei

(�EO) x(4) � 4x000 + 10x00 � 12x0 + 5x = 0; t 2 R.
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC) �4 � 4�3 + 10�2 � 12�+ 5 = 0, (�� 1)
�
�3 � 3�2 + 7�� 5

�
= 0,

, (�� 1)2
�
�2 � 2�+ 5

�
= 0)

�
�1 = 1 cu m (�1) = 2;
�2;3 = 1� 2i cu m (�2;3) = 1:

Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 = 1 cu m (�1) = 2 
�
x1 (t) = e

1t;
x2 (t) = te

1t:

��2;3 = 1� 2i cu m (�2;3) = 1 
�
x3 (t) = e

1t cos (2t) ;
x4 (t) = e

1t sin (2t) :
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; :::; x4) este un sistem fundamental de soluţii
pentru (�EO) (sunt exact 4 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci
soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este
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xo (t; c1; :::; c4) = c1e
t + c2te

t + c3e
t cos (2t) + c4e

t sin (2t) ;8t 2 R şi c1; :::; c4 2 R:
Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ).
Metoda varia̧tiei constantelor (mult calcul, apar determinanţi, derivate, integrale; nu se justi�c¼a
folosirea): Deoarece (x1; :::; x4) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) se caut¼a xp de
forma

xp (t) = u1 (t) e
t|{z}

x1(t)

+ u2 (t) te
t|{z}

x2(t)

+ u3 (t) e
t cos (2t)| {z }
x3(t)

+ u4 (t) e
t sin (2t)| {z }
x4(t)

;8t 2 R,

unde u0i : I! R, i 2 f1; 2; 3; 4g, sunt soluţii ale sistemului8>><>>:
u01 (t) � et + u02 (t) � tet + u03 (t) �

�
et cos 2t

�
+ u04 (t) �

�
et sin 2t

�
= 0

u01 (t) � et + u02 (t) � (t+ 1) et + u03 (t) �
�
et (cos 2t� 2 sin 2t)

�
+ u04 (t) �

�
et (sin 2t+ 2 cos 2t)

�
= 0

u01 (t) � et + u02 (t) � (t+ 2) et + u03 (t) �
�
et (�3 cos 2t� 4 sin 2t)

�
+ u04 (t) �

�
et (�3 sin 2t+ 4 cos 2t)

�
= 0

u01 (t) � et + u02 (t) � (t+ 3) et + u03 (t) �
�
et (�11 cos 2t+ 2 sin 2t)

�
+ u04 (t) �

�
et (�11 sin 2t� 2 cos 2t)

�
= et

Se calculeaz¼a:

�(t) =W (t;x1; :::; x4) =

��������
et tet et cos 2t et sin 2t
et (t+ 1) et et (cos 2t� 2 sin 2t) et (sin 2t+ 2 cos 2t)
et (t+ 2) et et (�3 cos 2t� 4 sin 2t) et (�3 sin 2t+ 4 cos 2t)
et (t+ 3) et et (�11 cos 2t+ 2 sin 2t) et (�11 sin 2t� 2 cos 2t)

�������� =
32e4t 6= 0;8t 2 R.

�1 (t) =

��������
0 tet et cos 2t et sin 2t
0 (t+ 1) et et (cos 2t� 2 sin 2t) et (sin 2t+ 2 cos 2t)
0 (t+ 2) et et (�3 cos 2t� 4 sin 2t) et (�3 sin 2t+ 4 cos 2t)
et (t+ 3) et et (�11 cos 2t+ 2 sin 2t) et (�11 sin 2t� 2 cos 2t)

�������� = �8te
4t;8t 2 R:

�2 (t) =

��������
et 0 et cos 2t et sin 2t
et 0 et (cos 2t� 2 sin 2t) et (sin 2t+ 2 cos 2t)
et 0 et (�3 cos 2t� 4 sin 2t) et (�3 sin 2t+ 4 cos 2t)
et et et (�11 cos 2t+ 2 sin 2t) et (�11 sin 2t� 2 cos 2t)

�������� = 8e
4t;8t 2 R.

�3 (t) =

��������
et tet 0 et sin 2t
et (t+ 1) et 0 et (sin 2t+ 2 cos 2t)
et (t+ 2) et 0 et (�3 sin 2t+ 4 cos 2t)
et (t+ 3) et et et (�11 sin 2t� 2 cos 2t)

�������� = 4e
4t sin 2t;8t 2 R.

�4 (t) =

��������
et tet et cos 2t 0
et (t+ 1) et et (cos 2t� 2 sin 2t) 0
et (t+ 2) et et (�3 cos 2t� 4 sin 2t) 0
et (t+ 3) et et (�11 cos 2t+ 2 sin 2t) et

�������� = �4e
4t cos 2t;8t 2 R.

De menţionat c¼a determinanţii anteriori, funçtionali, de ordin 4; pot � calculaţi folosind programe
diverse pe calculator, Scienti�c WorkPlace de exemplu.
Atunci8>>>><>>>>:

u01 (t) =
�1(t)
�(t) =

�8te4t
32e4t

= �1
4 t

u02 (t) =
�2(t)
�(t) =

8e4t

32e4t
= 1

4

u03 (t) =
�3(t)
�(t) =

4e4t sin 2t
32e4t

= 1
8 sin 2t

u04 (t) =
�4(t)
�(t) =

�4e4t cos 2t
32e4t

= �1
8 cos 2t

����������
R
(�) dt)

8>><>>:
u1 (t) = �1

8 t
2 + k1

u2 (t) =
1
4 t+ k2

u3 (t) = � 1
16 cos 2t+ k3

u4 (t) = � 1
16 sin 2t+ k4

Deoarece se caut¼a o soluţie particular¼a xp, se alege k1 = 0, k2 = 0, k3 = 0, k4 = 0. S-a obţinut
xp (t) =

�
�1
8 t
2
�
et +

�
1
4 t
�
tet +

�
� 1
16 cos 2t

�
et cos 2t+

�
� 1
16 sin 2t

�
et sin 2t)

xp (t) =
1
8 t
2et � 1

16e
t;8t 2 R

Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti : Se va ar¼ata în continuare c¼a, deoarece (�EN ) are coe-
�cienţi constanţi şi termenul liber un cvasipolinom, atunci se poate c¼auta xp de o anumit¼a form¼a.
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Într-adev¼ar,

f (t) = et = e1t

0@ 1|{z}
P (t)

cos (0t) + 1|{z}
Q(t)

sin (0t)

1A ;8t 2 R,
adic¼a f este de forma (7) de mai jos, cu � = 1, � = 0, P (t) = 1, Q (t) = 1. Cum � = 1 + 0i
este r¼adacin¼a caracteristic¼a de multiplicitate m (�) = 2 = s) se caut¼a o soluţie particular¼a pentru
(�EN ) de forma

xp (t) = t
2e1t (A (t) cos (0t) +B (t) sin (0t)) = t2e1tA (t) ;8t 2 R,

unde A şi B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P şi Q, adic¼a 0. Se determin¼a
polinomul constant A (t) = �0 impun¼and ca xp s¼a �e soluţie particular¼a a (�EN ).

Metoda se va aborda dup¼a parcursul teoretic.
Era posibil s¼a se obţin¼a soluţii particulare diferite prin cele dou¼a metode.

Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ) este dat¼a de
x (t; c1; :::; c4) = xo (t; c1; :::; c4) + xp (t) ;8t 2 R şi c1; :::; c4 2 R:

Se înlocuieşte xo (t; c1; :::; c4) de la Etapa 1 şi una din xp (t) de la Etapa 2.
Etapa 4 : Pentru a determina soluţia problemei Cauchy ((�EN ) ; CI), se impun asupra soluţiei
g¼asite x condi̧tiile ini̧tiale în t0 = 0, se determin¼a c1; :::; c4 2 R; se înlocuiesc.�

x(4) � 4x000 + 10x00 � 12x0 + 5x = et; t 2 R
CI : x (0) = 1; x0 (0) = �1; x00 (0) = 2; x000 (0) = 0

Lema 3:2:1: Fie EN (1) cu f polinom de forma
f (t) = P (t) ;8t 2 R: (71)

Dac¼a � = 0 este r¼ad¼acin¼a a EC, cu multiplicitateam (�) = s ( s = 0 dac¼a � = 0 nu este r¼ad¼acin¼a a EC);
atunci EN admite o soluţie particular¼a de forma

xp (t) = t
sA (t) ;8t 2 R: (81)

A este un polinom cu gradul egal cu al polinomului P , iar coe�cienţii lui se determin¼a impun¼and
ca xp s¼a veri�ce EN.
Demonstraţie. Se bazeaz¼a pe rezolvare de sistem de ecuaţii algebrice liniare, neomogen.

Exemplul 3:2:4: S¼a se determine soluţiile generale ale urm¼atoarelor ecua̧tii diferenţiale liniare
neomogene cu coe�cienţi constanţi:
a) x00 � x = t2; t 2 R.
b) x(4) � 4x00 = 8t2; t 2 R.
Rezolvare : a) Fie (�EN ) x00 � x = t2; t 2 R.
Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = 0,
a2 = �1; neomogen¼a cu termenul liber f : R! R, f (t) = t2. Pentru t 2 R, variabil¼a independent¼a
din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t; c1; c2), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EN ).
Etapa1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (�EN ), adic¼a a ecuaţiei

(�EO) x00 � x = 0; t 2 R.
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC)�2 � 1 = 0, (�� 1)1 (�+ 1)1 = 0)
�
�1 = 1 cu m (�1) = 1;
�2 = �1 cu m (�2) = 1;

Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 = 1 cu m (�1) = 1 
�
x1 (t) = e

1t:
��2 = �1 cu m (�2) = 1 

�
x2 (t) = e

�1t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru
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(�EO) (sunt exact 2 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia
general¼a a ecuaţiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1e
t + c2e

�t;8t 2 R şi c1; c2 2 R:

t

x

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ).
Metoda varia̧tiei constantelor (mult calcul, apar determinanţi, derivate, integrale; nu se justi�c¼a
folosirea): Deoarece (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) se caut¼a xp de forma

xp (t) = u1 (t) e
t|{z}

x1(t)

+ u2 (t) e
�t|{z}

x2(t)

;8t 2 R,

unde u0i : I! R, i 2 f1; 2g, sunt soluţii ale sistemului�
u01 (t) � et + u02 (t) � e�t = 0
u01 (t) � et + u02 (t) �

�
�e�t

�
= t2

Se calculeaz¼a:

�(t) =W (t;x1; x2) =

���� et e�t

et �e�t
���� = �2 6= 0;8t 2 R.

�1 (t) =

���� 0 e�t

t2 �e�t
���� = �t2e�t;8t 2 R:

�2 (t) =

���� et 0
et t2

���� = t2et;8t 2 R.
Atunci(

u01 (t) =
�1(t)
�(t) =

�t2e�t
�2

u02 (t) =
�2(t)
�(t) =

t2et

�2

����� R (�) dt)
�
u1 (t) = �1

2e
�t �t2 + 2t+ 2�+ k1

u2 (t) = �1
2e
t
�
t2 � 2t+ 2

�
+ k2

Deoarece se caut¼a o soluţie particular¼a xp; se alege k1 = 0, k2 = 0. S-a obţinut
xp (t) =

�
�1
2e
�t �t2 + 2t+ 2�� � et + ��1

2e
t
�
t2 � 2t+ 2

��
� e�t = �t2 � 2)

xp (t) = �t2 � 2;8t 2 R

t

x
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Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti : Deoarece (�EN ) are coe�cienţi constanţi şi termenul
liber un polinom, atunci se poate c¼auta xp cu Lema 3:2:1. Într-adev¼ar,

f (t) = t2 = P (t) ;8t 2 R,
adic¼a f este de forma (71). Cum � = 0 nu este r¼adacin¼a caracteristic¼a) se caut¼a o soluţie
particular¼a pentru (�EN ) de forma

xp (t) = A (t) ;8t 2 R,
unde A este polinom de gradul lui P; adic¼a 2. Se determin¼a coe�cienţii �i; i 2 f0; 1; 2g ai polinomului
A (t) = �0 + �1t+ �2t

2 impun¼and ca xp s¼a �e soluţie particular¼a a (�EN ).
(�1) � jxp (t) = �0 + �1t+ �2t2
0 �

��x0p (t) = �1 + 2�2t
1 �

��x00p (t) = 2�2
+ în (�EN )

��� t2 = (��0 + 0�1 + 2�2) + (��1 + 0 � 2�2) t+ (��2) t2;8t 2 R.
Identi�c¼am coe�cienţii puterilor lui t)

t0 :
t1 :
t2 :

8<:
0 = ��0 + 0�1 + 2�2
0 = ��1 + 0 � 2�2
1 = ��2

)

8<:
�0 = 2
�1 = 0
�2 = 1

S-a obţinut
xp (t) = 2 + t

2;8t 2 R.

t

x

Era posibil s¼a se obţin¼a soluţii particulare diferite prin cele dou¼a metode.
Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ) este dat¼a de

x (t; c1; c2) = xo (t; c1; c2) + xp (t) ;8t 2 R şi c1; c2 2 R:
Se înlocuieşte xo (t; c1; c2) de la Etapa 1 şi una din xp (t) de la Etapa 2.

Reprezentând gra�c pe I = R pentru
(c1; c2) = (1; 0) ; (c1; c2) = (0; 1) ;

cu magenta (soluţiile particulare din sistemul fundamental), şi pentru
(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (2; 2) ;
(c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1) ; (c1; c2) = (�2; 2) ;
(c1; c2) = (�1;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1) ; (c1; c2) = (�2;�2) ;
(c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (2;�2) ;

cu albastru, şi pentru
(c1; c2) = (0; 0) ;

cu portocaliu (soluţia particular¼a a EN prin metoda variaţiei constantelor), apoi analog pentru
(ec1;ec2) (cu soluţia particular¼a a EN prin metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti) se obţine:
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t

x

t

x

b) Fie (�EN ) x(4) � 4x00 = 8t2; t 2 R.
Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 4; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = 0,
a2 = �4, a3 = 0, a4 = 0; neomogen¼a cu termenul liber f : R ! R, f (t) = 8t2. Pentru t 2 R,
variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t; c1; :::; c4), soluţia general¼a
pentru ecuaţia (�EN ).
Etapa1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (�EN ), adic¼a a ecuaţiei

(�EO) x(4) � 4x00 = 0; t 2 R.
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC)�4 � 4�2 = 0, �2 (�� 2) (�+ 2) = 0)

8<:
�1 = 0 cu m (�1) = 2;
�2 = 2 cu m (�2) = 1;
�3 = �2 cu m (�3) = 1:

Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 = 0 cu m (�1) = 2 
�
x1 (t) = e

0t;
x2 (t) = te

0t:

��2 = 2 cu m (�2) = 1 
�
x3 (t) = e

2t:
��3 = �2 cu m (�3) = 1 

�
x4 (t) = e

�2t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; :::; x4) este un sistem fundamental de soluţii
pentru (�EO) (sunt exact 4 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci
soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este

xo (t; c1; :::; c4) = c11 + c2t+ c3e
2t + c4e

�2t;8t 2 R şi c1; :::; c4 2 R:
Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ).
Metoda varia̧tiei constantelor (mult calcul, apar determinanţi, derivate, integrale; nu se justi�c¼a
folosirea): Deoarece (x1; :::; x4) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) ; se caut¼a xp de
forma

xp (t) = u1 (t) 1|{z}
x1(t)

+ u2 (t) t|{z}
x2(t)

+ u3 (t) e
2t|{z}

x3(t)

+ u4 (t) e
�2t|{z}
x4(t)

;8t 2 R,

unde u0i : I! R, i 2 f1; 2; 3; 4g, sunt soluţii ale sistemului8>><>>:
u01 (t) � 1 + u02 (t) � t+ u03 (t) � e2t + u04 (t) � e�2t = 0
u01 (t) � 0 + u02 (t) � 1 + u03 (t) � e2t � 2 + u04 (t) � e�2t � (�2) = 0
u01 (t) � 0 + u02 (t) � 0 + u03 (t) � e2t � 22 + u04 (t) � e�2t � (�2)

2 = 0

u01 (t) � 0 + u02 (t) � 0 + u03 (t) � e2t � 23 + u04 (t) � e�2t � (�2)
3 = 8t2

Se calculeaz¼a:
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�(t) =W (t;x1; :::; x4) =

��������
1 t e2t e�2t

0 1 e2t � 2 e�2t � (�2)
0 0 e2t � 22 e�2t � (�2)2

0 0 e2t � 23 e�2t � (�2)3

�������� = �64 6= 0;8t 2 R.

�1 (t) =

��������
0 t e2t e�2t

0 1 e2t � 2 e�2t � (�2)
0 0 e2t � 22 e�2t � (�2)2

8t2 0 e2t � 23 e�2t � (�2)3

�������� = �128t
3;8t 2 R:

�2 (t) =

��������
1 0 e2t e�2t

0 0 e2t � 2 e�2t � (�2)
0 0 e2t � 22 e�2t � (�2)2

0 8t2 e2t � 23 e�2t � (�2)3

�������� = 128t
2;8t 2 R.

�3 (t) =

��������
1 t 0 e�2t

0 1 0 e�2t � (�2)
0 0 0 e�2t � (�2)2

0 0 8t2 e�2t � (�2)3

�������� = �32t
2e�2t;8t 2 R.

�4 (t) =

��������
1 t e2t 0
0 1 e2t � 2 0
0 0 e2t � 22 0
0 0 e2t � 23 8t2

�������� = 32t
2e2t;8t 2 R.

Atunci8>>>><>>>>:
u01 (t) =

�1(t)
�(t) =

�128t3
�64 = 2t3

u02 (t) =
�2(t)
�(t) =

128t2

�64 = �2t
2

u03 (t) =
�3(t)
�(t) =

�32t2e�2t
�64 = 1

2 t
2e�2t

u04 (t) =
�4(t)
�(t) =

32t2e2t

�64 = �1
2 t
2e2t

����������
R
(�) dt)

8>><>>:
u1 (t) =

1
2 t
4 + k1

u2 (t) = �2
3 t
3 + k2

u3 (t) = �1
8e
�2t �2t2 + 2t+ 1�+ k3

u4 (t) = �1
8e
2t
�
2t2 � 2t+ 1

�
+ k4

Deoarece se caut¼a o soluţie particular¼a xp se alege k1 = 0, k2 = 0, k3 = 0, k4 = 0. S-a obţinut
xp (t) =

�
1
2 t
4
�
� 1 +

�
�2
3 t
3
�
� t+

�
�1
8e
�2t �2t2 + 2t+ 1�� � e2t + ��1

8e
2t
�
2t2 � 2t+ 1

��
� e�2t )

xp (t) = �1
6 t
4 � 1

2 t
2 � 1

4 ;8t 2 R
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti : Deoarece (�EN ) are coe�cienţi constanţi şi termenul
liber un polinom, atunci se poate c¼auta xp cu Lema 3:2:1. Într-adev¼ar,

f (t) = 8t2 = P (t) ;8t 2 R,
adic¼a f este de forma (71). Cum � = 0 este r¼adacin¼a caracteristic¼a de multiplicitate m (�) = 2 =
s) se caut¼a o soluţie particular¼a pentru (�EN ) ; de forma

xp (t) = t
2A (t) ;8t 2 R,

undeA este polinom de gradul lui P , adic¼a 2. Se determin¼a coe�cienţii �i; i 2 f0; 1; 2g ai polinomului
A (t) = �0 + �1t+ �2t

2 impun¼and ca xp s¼a �e soluţie particular¼a a (�EN ).
0 � jxp (t) = �0t2 + �1t3 + �2t4
0 �

��x0p (t) = 2�0t+ 3�1t2 + 4�2t3
(�4) �

��x00p (t) = 2�0 + 6�1t+ 12�2t2
0 �

��x000p (t) = 6�1 + 24�2t
1 �

���x(4)p (t) = 24�2

+ în (�EN )
��� 8t2 = (�8�0 + 24�2) + (�24�1) t+ (�48�2) t2;8t 2 R.

Identi�c¼am coe�cienţii puterilor lui t)
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t0 :
t1 :
t2 :

8<:
0 = �8�0 + 24�2
0 = �24�1
8 = �48�2

)

8<:
�0 =

�1
2

�1 = 0
�2 =

�1
6

S-a obţinut
xp (t) = t

2
��1
2 + 0t+

�1
6 t

2
�
;8t 2 R.

Era posibil s¼a se obţin¼a soluţii particulare diferite prin cele dou¼a metode.
Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ) este dat¼a de

x (t; c1; :::; c4) = xo (t; c1; :::; c4) + xp (t) ;8t 2 R şi c1; :::; c4 2 R:
Se înlocuieşte xo (t; c1; :::; c4) de la Etapa 1 şi una din xp (t) de la Etapa 2.

Lema 3:2:2: Fie EN (1) cu f cvasipolinom de forma

f (t) = e�tP (t) ;8t 2 R; (72)

unde � 2 R, iar P este un polinom. Dac¼a � = � este r¼ad¼acin¼a a EC, cu multiplicitatea m (�) = s
( s = 0 dac¼a � = � nu este r¼ad¼acin¼a a EC); atunci EN admite o soluţie particular¼a de forma

xp (t) = t
se�tA (t) ;8t 2 R: (83)

A este un polinom cu gradul egal cu al polinomului P , iar coe�cienţii lui se determin¼a impun¼and
ca xp s¼a veri�ce EN.
Demonstraţie. Se bazeaz¼a pe rezolvare de sistem de ecuaţii algebrice liniare, neomogen, obţinut
folosind regula de derivare Leibniz de derivare a produsului dintre polinom şi exponenţial¼a.

Exemplul 3:2:5: S¼a se determine soluţiile generale ale urm¼atoarelor ecua̧tii diferenţiale liniare
neomogene cu coe�cienţi constanţi:
a) x00 � 3x0 + 2x = 8t2e3t; t 2 R.
b) x00 � 6x0 + 9x = t2e3t; t 2 R.
Rezolvare : a) Fie (�EN ) x00 � 3x0 + 2x = 8t2e3t; t 2 R.
Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = �3, a2 =
2; neomogen¼a cu termenul liber f : R ! R, f (t) = 8t2e3t. Pentru t 2 R, variabil¼a independent¼a
din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t; c1; c2), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EN ).
Etapa1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (�EN ), adic¼a a ecuaţiei

(�EO) x00 � 3x0 + 2x = 0; t 2 R.
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC)�2 � 3�+ 2 = 0, (�� 1)1 (�� 2)1 = 0)
�
�1 = 1 cu m (�1) = 1;
�2 = 2 cu m (�2) = 1;

Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 = 1 cu m (�1) = 1 
�
x1 (t) = e

1t:
��2 = 2 cu m (�2) = 1 

�
x2 (t) = e

2t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru
(�EO) (sunt exact 2 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia
general¼a a ecuaţiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1e
t + c2e

2t;8t 2 R şi c1; c2 2 R:
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t

x

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ).
Metoda varia̧tiei constantelor (mult calcul, apar determinanţi, derivate, integrale; nu se justi�c¼a
folosirea).
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti : Deoarece (�EN ) are coe�cienţi constanţi şi termenul
liber un cvasipolinom, atunci se poate c¼auta xp cu Lema 3:2:2. Într-adev¼ar,

f (t) = 8t2e3t = e3tP (t) ;8t 2 R,
adic¼a f este de forma (72). Cum � = 3 nu este r¼adacin¼a caracteristic¼a) se caut¼a o soluţie
particular¼a pentru (�EN ) de forma

xp (t) = e
3tA (t) ;8t 2 R,

unde A este polinom de gradul lui P; adic¼a 2. Se determin¼a coe�cienţii �i; i 2 f0; 1; 2g ai polinomului
A (t) = �0 + �1t+ �2t

2 impun¼and ca xp s¼a �e soluţie particular¼a a (�EN ).
2 � jxp (t) = e3t

�
�0 + �1t+ �2t

2
�

�3 �
��x0p (t) = e3t � 3 ��0 + �1t+ �2t2�+ e3t � (�1 + 2�2t)

1 �
��x00p (t) = e3t � 32 ��0 + �1t+ �2t2�+ 2e3t � 3 (�1 + 2�2t) + e3t � (2�2)

+ în (�EN )
��� 8t2e3t =

�
(2�0 + 11�1 + 4�2) + (2�1 + 18�2) t+ (2�2) t

2
�
e3t;8t 2 R.

Se simpli�c¼a prin e3t; identi�c¼am coe�cienţii puterilor lui t)
t0 :
t1 :
t2 :

8<:
0 = 2�0 + 3�1 + 2�2
0 = 2�1 + 6�2
8 = 2�2

)

8<:
�0 = 14
�1 = �12
�2 = 4

S-a obţinut
xp (t) = e

3t
�
14� 12t+ 4t2

�
;8t 2 R.

t

x

Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ) este dat¼a de
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x (t; c1; c2) = xo (t; c1; c2) + xp (t) ;8t 2 R şi c1; c2 2 R:
Se înlocuieşte xo (t; c1; c2) de la Etapa 1 şi una din xp (t) de la Etapa 2.

Reprezentând gra�c pe I = R pentru
(c1; c2) = (1; 0) ; (c1; c2) = (0; 1) ;

cu magenta (soluţiile particulare din sistemul fundamental), şi pentru
(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (2; 2) ;
(c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1) ; (c1; c2) = (�2; 2) ;
(c1; c2) = (�1;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1) ; (c1; c2) = (�2;�2) ;
(c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (2;�2) ;

cu albastru, şi pentru
(c1; c2) = (0; 0) ;

cu portocaliu (soluţia particular¼a a EN prin metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti), se obţine:

t

x

b) Fie (�EN ) x00 � 6x0 + 9x = t2e3t; t 2 R.
Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = �6,
a2 = 9; neomogen¼a cu termenul liber f : R! R, f (t) = t2e3t. Pentru t 2 R, variabil¼a independent¼a
din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t; c1; c2), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EN ).
Etapa1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (�EN ), adic¼a a ecuaţiei

(�EO) x00 � 6x0 + 9x = 0; t 2 R.
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC)�2 � 6�+ 9 = 0, (�� 3)2 = 0) f�1 = 3 cu m (�1) = 2:
Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 = 3 cu m (�1) = 2 
�
x1 (t) = e

3t;
x2 (t) = te

3t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru
(�EO) (sunt exact 2 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia
general¼a a ecuaţiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1e
3t + c2te

3t;8t 2 R şi c1; c2 2 R:
Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ).
Metoda varia̧tiei constantelor (mult calcul, apar determinanţi, derivate, integrale; nu se justi�c¼a
folosirea).
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti : Deoarece (�EN ) are coe�cienţi constanţi şi termenul
liber un cvasipolinom, atunci se poate c¼auta xp cu Lema 3:2:2. Într-adev¼ar,

f (t) = t2e3t = e3tP (t) ;8t 2 R,
adic¼a f este de forma (72). Cum � = 3 este r¼adacin¼a caracteristic¼a de multiplicitate s = 2 ) se
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caut¼a o soluţie particular¼a pentru (�EN ) de forma
xp (t) = t

2e3tA (t) ;8t 2 R,
unde A este polinom de gradul lui P; adic¼a 2. Se determin¼a coe�cienţii �i; i 2 f0; 1; 2g ai polinomului
A (t) = �0 + �1t+ �2t

2 impun¼and ca xp s¼a �e soluţie particular¼a a (�EN ).
9 � jxp (t) = e3t

�
�0t

2 + �1t
3 + �2t

4
�

�6 �
��x0p (t) = e3t � 3 ��0t2 + �1t3 + �2t4�+ e3t � �2�0t+ 3�1t2 + 4�2t3�

1 �
��x00p (t) = e3t � 32 ��0t2 + �1t3 + �2t4�+ 2e3t � 3 �2�0t+ 3�1t2 + 4�2t3�+ e3t � �2�0 + 6�1t+ 12�2t2�

+ în (�EN )
��� t2e3t =

�
2�0 + 6�1t+ 12�2t

2
�
e3t;8t 2 R.

Se simpli�c¼a prin e3t; identi�c¼am coe�cienţii puterilor lui t)
t0 :
t1 :
t2 :

8<:
0 = 2�0
0 = 6�1
1 = 12�2

)

8<:
�0 = 0
�1 = 0
�2 =

1
12

S-a obţinut
xp (t) = e

3t
�
1
12 t

4
�
;8t 2 R.

Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ) este dat¼a de
x (t; c1; c2) = xo (t; c1; c2) + xp (t) ;8t 2 R şi c1; c2 2 R:

Se înlocuieşte xo (t; c1; c2) de la Etapa 1 şi una din xp (t) de la Etapa 2.

Teorema 3:2:3. Fie EN (1) cu f un cvasipolinom, adic¼a
f (t) = e�t (P (t) cos (�t) +Q (t) sin (�t)) ;8t 2 R; (7)

unde �; � 2 R, iar P;Q sunt polinoame.
Dac¼a � = � + �i este r¼ad¼acin¼a a EC, cu multiplicitatea m (�) = s ( s = 0 dac¼a � = � +
�i nu este r¼ad¼acin¼a a EC); atunci EN admite o soluţie particular¼a de forma

xp (t) = t
se�t (A (t) cos (�t) +B (t) sin (�t)) ;8t 2 R: (8)

A şi B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P şi Q iar coe�cienţii lor se determin¼a
impun¼and ca xp s¼a veri�ce EN.
Demonstraţie. Se bazeaz¼a pe rezolvare de sistem de ecuaţii algebrice liniare, neomogen, obţinut
folosind regulile de derivare şi de�ni̧tia funçtiei exponenţiale în C:
Cazul s = 0 se mai întâlneşte cu denumirea "f¼ar¼a rezonanţ¼a", iar cazul s > 0 cu denumirea "cu
rezonanţ¼a".

Exemplul 3:2:6: S¼a se determine soluţiile generale ale urm¼atoarelor ecua̧tii diferenţiale liniare
neomogene cu coe�cienţi constanţi:
a) x00 � 6x0 + 9x = 10 sin t; t 2 R.
b) x00 + x = 10 sin t; t 2 R.
Rezolvare : a) Fie (�EN ) x00 � 6x0 + 9x = 10 sin t; t 2 R.
Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = �6,
a2 = 9; neomogen¼a cu termenul liber f : R ! R, f (t) = 10 sin t. Pentru t 2 R, variabil¼a
independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t; c1; c2), soluţia general¼a pentru
ecuaţia (�EN ).
Etapa1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (�EN ), adic¼a a ecuaţiei

(�EO) x00 � 6x0 + 9x = 0; t 2 R.
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC)�2 � 6�+ 9 = 0, (�� 3)2 = 0) f�1 = 3 cu m (�1) = 2:
Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat



Gabriela Grosu / EDCO 21

��1 = 3 cu m (�1) = 2 
�
x1 (t) = e

3t;
x2 (t) = te

3t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru
(�EO) (sunt exact 2 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia
general¼a a ecuaţiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1e
3t + c2te

3t;8t 2 R şi c1; c2 2 R:

t

x

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ).
Metoda varia̧tiei constantelor (mult calcul, apar determinanţi, derivate, integrale; nu se justi�c¼a
folosirea).
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti : Deoarece (�EN ) are coe�cienţi constanţi şi termenul
liber un cvasipolinom, atunci se poate c¼auta xp cu Teorema 3:2:3. Într-adev¼ar,

f (t) = 10 sin t = e0t

0@ 0|{z}
P (t)

cos (1t) + 10|{z}
Q(t)

sin (1t)

1A ;8t 2 R,
adic¼a f este de forma (7), cu � = 0, � = 1, P (t) = 0, Q (t) = 10. Cum � = 0+ 1i nu este r¼adacin¼a
caracteristic¼a) se caut¼a o soluţie particular¼a pentru (�EN ) de forma

xp (t) = e
0t (A (t) cos (1t) +B (t) sin (1t)) ;8t 2 R,

unde A şi B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P şi Q, adic¼a 0. Se determin¼a
polinoamele constante A2 (t) = �0 şi B2 (t) = �0 impun¼and ca xp2 s¼a �e soluţie particular¼a a (�EN2).

9 � jxp (t) = �0 cos t+ �0 sin t
�6 �

��x0p (t) = ��0 sin t+ �0 cos t
1 �

��x00p (t) = ��0 cos t� �0 sin t
+ în (�EN )

��� 10 sin t = (8�0 � 6�0) cos t+ (6�0 + 8�0) sin t;8t 2 R
Cum (cos t; sin t) ;8t 2 R sunt funçtii liniar independente pe R (auW = 1)) identi�c¼am coe�cienţii
lor)

cos t :
sin t :

�
0 = 8�0 � 6�0
10 = 6�0 + 8�0

)
�
�0 =

3
5

�0 =
4
5

S-a obţinut
xp (t) =

3
5 cos t+

4
5 sin t;8t 2 R.
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t

x

Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ) este dat¼a de
x (t; c1; c2) = xo (t; c1; c2) + xp (t) ;8t 2 R şi c1; c2 2 R:

Se înlocuieşte xo (t; c1; c2) de la Etapa 1 şi una din xp (t) de la Etapa 2.
Reprezentând gra�c pe I = R pentru
(c1; c2) = (1; 0) ; (c1; c2) = (0; 1) ;

cu magenta (soluţiile particulare ale EN corespunz¼atoare celor din sistemul fundamental), şi pentru
(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (2; 2) ;
(c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1) ; (c1; c2) = (�2; 2) ;
(c1; c2) = (�1;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1) ; (c1; c2) = (�2;�2) ;
(c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (2;�2) ;

cu albastru, şi pentru
(c1; c2) = (0; 0) ;

cu portocaliu (soluţia particular¼a a EN prin metoda coe�cienţilor), se obţine:

t

x

b) Fie (�EN ) x00 + x = 10 sin t; t 2 R.
Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = 0, a2 = 1;
neomogen¼a cu termenul liber f : R! R, f (t) = 10 sin t. Pentru t 2 R, variabil¼a independent¼a din
domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t; c1; c2), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EN ).
Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (�EN ), adic¼a a ecuaţiei

(�EO)x00 + x = 0; t 2 R:
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC) �2 + 1 = 0) �1;2 = 0� i cu m (�1;2) = 1
Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat
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��1;2 = 0� i cu m (�1;2) = 1 
�
x2 (t) = e

0t cos t;
x3 (t) = e

0t sin t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru
(�EO) (sunt soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia general¼a
a ecuaţiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1 cos t+ c2 sin t;8t 2 R şi c1; c2 2 R:

t

x

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ).
Metoda varia̧tiei constantelor (mult calcul, apar determinanţi, derivate, integrale; nu se justi�c¼a
folosirea).
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti : Deoarece (�EN ) are coe�cienţi constanţi şi termenul
liber un cvasipolinom, atunci se poate c¼auta xp cu Teorema 3:2:3. Într-adev¼ar,

f (t) = 10 sin t = e0t

0@ 0|{z}
P (t)

cos (1t) + 10|{z}
Q(t)

sin (1t)

1A ;8t 2 R,
adic¼a f este de forma (7), cu � = 0, � = 1, P (t) = 0, Q (t) = 10. Cum � = 0 + 1i este r¼adacin¼a
caracteristic¼a de multiplicitate m (�) = 1 = s ) se caut¼a o soluţie particular¼a pentru (�EN ) de
forma

xp (t) = te
0t (A (t) cos (1t) +B (t) sin (1t)) ;8t 2 R,

unde A şi B sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P şi Q, adic¼a 0. Se determin¼a
polinoamele constante A (t) = �0 şi B (t) = �0 impunând ca xp s¼a �e soluţie particular¼a a (�EN ).

1 � jxp (t) = t (�0 cos t+ �0 sin t)
0 �

��x0p (t) = 1 (�0 cos t+ �0 sin t) + t (��0 sin t+ �0 cos t)
1 �

��x00p (t) = 2 (��0 sin t+ �0 cos t) + t (��0 cos t� �0 sin t)
+ în (�EN )

��� 10 sin t = (2�0) cos t+ (�2�0) sin t;8t 2 R
Cum (cos t; sin t) ;8t 2 R sunt funçtii liniar independente pe R (auW = 1)) identi�c¼am coe�cienţii
lor)

cos t :
sin t :

�
0 = 2�0
10 = �2�0

)
�
�0 = �5
�0 = 0

S-a obţinut
xp (t) = �5t cos t;8t 2 R.
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t

x

Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ) este dat¼a de
x (t; c1; c2) = xo (t; c1; c2) + xp (t) ;8t 2 R şi c1; c2 2 R:

Se înlocuieşte xo (t; c1; c2) de la Etapa 1 şi una din xp (t) de la Etapa 2.
Reprezentând gra�c pe I = R pentru
(c1; c2) = (1; 0) ; (c1; c2) = (0; 1) ;

cu magenta (soluţiile particulare ale EN corespunz¼atoare celor din sistemul fundamental), şi pentru
(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (2; 2) ;
(c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1) ; (c1; c2) = (�2; 2) ;
(c1; c2) = (�1;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1) ; (c1; c2) = (�2;�2) ;
(c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (2;�2) ;

cu albastru, şi pentru
(c1; c2) = (0; 0) ;

cu portocaliu (soluţia particular¼a a EN cu metoda coe�cienţilor nedeterminaţi); se obţine:

t

x

Teorema 3:2:4. Fie EN (1), cu f o combinaţie liniar¼a de funçtii continue (pot � cvasipolinome în
particular), adic¼a

f (t) = c1f1 (t) + :::+ crfr (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cr 2 R: (9)

unde fi 2 C (I;R) (în particular fi pot �de forma (7)). Dac¼a, pentru 8i 2 f1; :::; rg, xpi sunt soluţii
particulare pentru (ENi)

x(n) (t) + a1x
(n�1) (t) + :::+ an�1x0 (t) + anx (t) = fi (t) ;8t 2 I (10)

atunci
xp (t) = c1xp1 (t) + :::+ crxpr (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cr 2 R: (11)

este soluţie particular¼a pentru EN.
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Demonstraţie. Se bazeaz¼a pe liniaritatea operatorului L.

Exemplul 3:2:7: S¼a se determine soluţia general¼a a urm¼atoarei ecuaţii diferenţiale liniare neomo-
gene cu coe�cienţi constanţi:

x00 � 9x = e3t cos t� 12te�3t + t2; t 2 R.
Rezolvare: Fie (�EN ) x00 � 9x = e3t cos t� 12te�3t + t2; t 2 R.
Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = 0,
a2 = �9; neomogen¼a cu termenul liber f : R ! R, f (t) = e3t cos t � 12te�3t + t2. Pentru t 2 R,
variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t; c1; c2), soluţia general¼a
pentru ecuaţia (�EN ).
Etapa1 : Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei omogene ataşate ecuaţiei (�EN ), adic¼a a ecuaţiei

(�EO) x00 � 9x = 0; t 2 R.
Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a

(�EC)�2 � 9 = 0, (�� 3)1 (�+ 3)1 = 0)
�
�1 = 3 cu m (�1) = 1;
�2 = �3 cu m (�2) = 1;

Pasul 2 : Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare
liniar independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 = 3 cu m (�1) = 1 
�
x1 (t) = e

3t:
��2 = �3 cu m (�2) = 1 

�
x2 (t) = e

�3t:
Pasul 3 : Conform algoritmului de la Pasul 2, (x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru
(�EO) (sunt exact 2 soluţii particulare pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia
general¼a a ecuaţiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1e
3t + c2e

�3t;8t 2 R şi c1; c2 2 R:

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ).
Metoda varia̧tiei constantelor (mult calcul, apar determinanţi, derivate, integrale; nu se justi�c¼a
folosirea).
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti : Deoarece (�EN ) are coe�cienţi constanţi şi termenul
liber nu cvasipolinom, ci combinaţie liniar¼a de cvasipolinoame, se caut¼a xp cu Teorema 3:2:3 şi
Teorema 3:2:4. Într-adev¼ar,

f (t) = 1|{z}
c1

� e3t cos t| {z }
f1(t)

+ 1|{z}
c2

�
�
�12te�3t

�| {z }
f2(t)

+ 1|{z}
c3

� t2|{z}
f3(t)

Pentru �ecare i 2 f1; 2; 3g se determin¼a soluţii particulare xpi corespunz¼atoare pentru
(�ENi) x00 � 9x = fi (t) ; t 2 R

Teorema 2)
xp (t) = 1 � xp1 (t) + 1 � xp2 (t) + 1 � xp3 (t) ;8t 2 R este soluţie particular¼a pentru (�ENi).

Etapa 2:1 : Fie (�EN1) x00 � 9x = e3t cos t; t 2 R,
Se observ¼a c¼a

f1 (t) = e
3t cos t = e3t

0@ 1|{z}
P1(t)

cos (1t) + 1|{z}
Q1(t)

sin (1t)

1A ;8t 2 R,
adic¼a f1 este de forma (7), cu � = 3, � = 1, P1 (t) = 1, Q1 (t) = 1. Cum � = 3+1i nu este r¼adacin¼a
caracteristic¼a) se caut¼a o soluţie particular¼a pentru (�EN1) de forma

xp1 (t) = e
3t (A1 (t) cos (1t) +B1 (t) sin (1t)) ;8t 2 R,

unde A1 şi B1 sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P1 şi Q1, adic¼a 0. Se determin¼a
polinoamele constante A1 (t) = �0 şi B1 (t) = �0 impun¼and ca xp1 s¼a �e soluţie particular¼a a (�EN1).
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�9 � jxp1 (t) = e3t (�0 cos t+ �0 sin t)
0 �

��x0p1 (t) = e3t � 3 (�0 cos t+ �0 sin t) + e3t (��0 sin t+ �0 cos t)
1 �

��x00p1 (t) = e3t � 32 (�0 cos t+ �0 sin t) + 2e3t � 3 (��0 sin t+ �0 cos t) + e3t (��0 cos t� �0 sin t)
+ în (�EN1)

��� e3t cos t = e3t ((��0 + 6�0) cos t+ (�6�0 � �0) sin t) ;8t 2 R
Se simpli�c¼a prin e3t: Cum (cos t; sin t) ;8t 2 R sunt funçtii liniar independente pe R (au W = 1)
) identi�c¼am coe�cienţii lor)

cos t :
sin t :

�
1 = ��0 + 6�0
0 = �6�0 � �0

)
�
�0 =

�1
37

�0 =
6
37

S-a obţinut
xp1 (t) = e

3t
��1
37 cos t+

6
37 sin t

�
;8t 2 R.

Etapa 2:2 : Fie (�EN2) x00 � 9x = �12te�3t; t 2 R,
Se observ¼a c¼a

f2 (t) = �12te�3t = e�3t

0B@(�12t)| {z }
P2(t)

cos (0t) + (1)|{z}
Q2(t)

sin (0t)

1CA ;8t 2 R,
adic¼a f2 este de forma (7), cu � = �3, � = 0, P2 (t) = �12t, Q2 (t) = 1. Cum � = �3 + 0i este
r¼adacin¼a caracteristic¼a de multiplicitate m (�) = 1 = s ) se caut¼a o soluţie particular¼a pentru
(�EN2) de forma

xp2 (t) = t
1e�3t (A2 (t) cos (0t) +B2 (t) sin (0t)) = t1e�3tA2 (t) ;8t 2 R,

unde A2 şi B2 sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P2 şi Q2, adic¼a 1. Se
determin¼a coe�cienţii �i; i 2 f0; 1g ai polinomului A2 (t) = �0 + �1t impun¼and ca xp2 s¼a �e soluţie
particular¼a a (�EN2).

�9 � jxp2 (t) = e�3t
�
�0t+ �1t

2
�

0 �
��x0p2 (t) = e�3t � (�3) ��0t+ �1t2�+ e�3t (�0 + 2�1t)

1 �
��x00p2 (t) = e�3t � (�3)2 ��0t+ �1t2�+ 2e�3t � (�3) (�0 + 2�1t) + e�3t (2�1)

+ în (�EN2)
��� �12te�3t = e3t ((�6�0 + 2�1) + (�12�1)) ;8t 2 R

Se simpli�c¼a prin e3t: Identi�c¼am coe�cienţii puterilor lui t)
t0 :
t1 :

�
0 = �6�0 + 2�1
�12 = �12�1

)
�
�0 =

1
3

�1 = 1
S-a obţinut

xp2 (t) = te
�3t �1

3 + t
�
;8t 2 R.

Etapa 2:3 : Fie (�EN3) x00 � 9x = t2; t 2 R,

Se observ¼a c¼a f3 (t) = t2 = e0t

0@ t2|{z}
P3(t)

cos (0t) + 1|{z}
Q3(t)

sin (0t)

1A ;8t 2 R,
adic¼a f3 este de forma (7), cu � = 0, � = 0, P3 (t) = t2, Q3 (t) = 1. Cum � = 0 + 0i nu este
r¼adacin¼a caracteristic¼a ) se caut¼a o soluţie particular¼a pentru (�EN3) de forma

xp3 (t) = e
0t [A3 (t) cos (0t) +B3 (t) sin (0t)] = A3 (t) ;8t 2 R,

unde A3 şi B3 sunt polinoame de grad cel mai mare dintre gradele lui P3 şi Q3, adic¼a 2. Se
determin¼a coe�cienţii �i; i 2 f0; 1; 2g ai polinomului A3 (t) = �0 + �1t + �2t2 impun¼and ca xp3 s¼a
�e soluţie particular¼a a (�EN3).

�9 � jxp3 (t) = �0 + �1t+ �2t2
0 �

��x0p3 (t) = �1 + 2�2t
1 �

��x00p3 (t) = 2�2
+ în (�EN3)

��� t2 = (�9�0 + 2�2) + (�9�1) t+ (�9�2) t2;8t 2 R



Gabriela Grosu / EDCO 27

Identi�c¼am coe�cienţii puterilor lui t)
t0 :
t1 :
t2 :

8<:
0 = �9�0 + 2�2
0 = �9�1
1 = �9�2

)

8<:
�0 =

�2
81

�1 = 0
�2 =

�1
9

S-a obţinutS-a obţinut
xp3 (t) =

�2
81 + 0t+

�1
9 t

2;8t 2 R.
Atunci o soluţie particular¼a pentru (�EN ) este

xp (t) = 1e
3t
��1
37 cos t+

6
37 sin t

�
+ 1te�3t

�
1
3 + t

�
+ 1

��2
81 +

�1
9 t

2
�
;8t 2 R:

Etapa 3 : Soluţia general¼a a ecuaţiei neomogene (�EN ) este dat¼a de
x (t; c1; c2) = xo (t; c1; c2) + xp (t) ;8t 2 R şi c1; c2 2 R:

Se înlocuieşte xo (t; c1; c2) de la Etapa 1 şi xp (t) de la Etapa 2.

Euristic¼a 3:2:1: b) Se descrie/ demonstreaz¼a în continuare rezolvarea ecua̧tiei liniare cu coe�-
cienţi constanţi omogen¼a EO (2)

x(n) (t) + a1x
(n�1) (t) + :::+ an�1x0 (t) + anx (t) = 0 (2)

Forma normal¼a a ecuaţiei (2) este
x(n) (t) = �a1x(n�1) (t)� :::� an�1x0 (t)� anx (t) ; t 2 I.
Se observ¼a c¼a orice soluţie a EO (2) este de o in�nitate de ori derivabil¼a şi c¼a orice derivat¼a de

ordin strict mai mare decât n poate � scris¼a cu ajutorul derivatelor de ordin inferior lui n; deoarece
x(n+p) (t) = �a1x(n�1+p) (t)� :::� an�1x(1+p) (t)��anx(p) (t) ; t 2 I; p 2 N. (12)
F¼ar¼a a restrânge generalitatea, se presupune c¼a 0 2 I:
Deoarece orice soluţie x a ecuaţiei este derivabil¼a de orice ordin în 0; se scrie formula Taylor

pentru x în jurul lui 0; cu restul Lagrange:

x (t) = x (0) +
x0 (0)

1!
t+

x00 (0)

2!
t2 + � � �+ x

(p�1) (0)

(p� 1)! t
p�1 +

x(p)
�
�t;0
�

p!
tp; (13)

unde � este un num¼ar situat între 0 şi t; t 2 I: Formula are loc chiar pentru orice t 2 I şi p 2 N�:

S-ar putea scrie chiar seria Taylor pentru x (ordinul de derivare este p =1), dac¼a
x(p)

�
�t;0
�

p!
tp ! 0

pentru p ! 1; uniform în raport cu t: Se va demonstra aceasta ulterior. Astfel, se va cunoaşte
soluţia ecuaţiei EO (2) dac¼a se vor cunoaşte valorile derivatelor functiei x în origine, de orice ordin,
x(p) (0) ; p 2 N.

Deoarece
x(n+p) (0) = �a1x(n�1+p) (0)� :::� an�1x(1+p) (0)� anx(p) (0) ; p 2 N

este o recurenţ¼a liniar¼a de ordinul n, care poate �rezolvat¼a, atunci se poate determina x(p) (0) ;8p 2
N. Se va prezenta o tehnic¼a de determinare, iar în probleme se vor aplica doar concluziile.

Se noteaz¼a x(p) (0) = xp; p 2 N şi relaţia de recurenţ¼a devine

xn+p = �a1xn+p�1 � :::� an�1xp+1 � anxp; p 2 N. (14)
Se adaug¼a acestei ecuaţii n � 1 ecuaţii imediate, pentru a transforma ecuaţia într-un sistem de
ecuaţii (echivalent)8>>>>><>>>>>:

xn+p = �a1xn+p�1 � ::: � an�1xp+1 � anxp
xn+p�1 = xn+p�1
xn+p�2 = xn+p�2
...
xp+1 = xp+1

: (15)

Se noteaz¼a cu
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yp+1 =

0BBBB@
xn+p
xn+p�1
xn+p�2
:::
xp+1

1CCCCA 2 Mn�1 (R) ' Rn;8p 2 N, A =

0BBBB@
�a1 �a2 ::: �an�1 �an
1 0 ::: 0 0
0 1 ::: 0 0
::: ::: ::: ::: :::
0 0 ::: 1 0

1CCCCA 2

Mn (R) (16)
şi se obţine sistemul matriceal

yp+1 = A � yp;8p 2 N.
De remarcat c¼a

y0 =

0BBBB@
xn�1
xn�2
xn�3
:::
x0

1CCCCA =

0BBBB@
x(n�1) (0)
x(n�2) (0)
x(n�3) (0)

:::
x (0)

1CCCCA (17)

şi, pentru orice p 2 N,
yp = A � yp�1 = A2 � yp�2 = � � � = Ap � y0:

R¼amâne s¼a se calculeze Ap; p 2 N. Se vor studia mai multe cazuri, dar în toate se va face referire
la forma canonic¼a a operatorului liniar

T : Rn ! Rn; T (u) = A � u; (18)
adic¼a a operatorului liniar pe Rn ' Rn; a c¼arui matrice în raport cu baza canonic¼a este matricea
A: Când se va face referire la A se va face referire la T şi reciproc (de exemplu, în loc de T este
diagonalizabil, A este diagonalizabil¼a şi invers). Polinomul caracteristic al matricei A este

det (A� �In) =

����������
�a1 � � �a2 ::: �an�1 �an

1 �� ::: 0 0
0 1 ::: 0 0
::: ::: ::: �� 0
0 0 ::: 1 ��

����������
:

Dezvoltând determinantul dup¼a prima coloan¼a, se obţine

det (A� �In) = (�a1 � �) �

��������
�� ::: 0 0
1 ::: 0 0
::: ::: �� 0
0 ::: 1 ��

���������
����������
�a2 �a3 ::: �an�1 �an
1 �� ::: 0 0
::: ::: ::: ::: :::
0 0 ::: �� 0
0 0 ::: 1 ��

����������
= ::: =

= (�a1 � �) � (��)n�1 � (�a2) � (��)n�2 + (�a3) � (��)n�3 + � � �+
+(�1)n�2(�an�1) � (��)1 + (�1)n�1(�an) =
= (�1)n �

�
�n + a1�

n�1 + a2�
n�2 + � � �+ an�1�+ an

�
:

Este chiar polinomul caracteristic de�nit în Euristica 3:2:1:a), obţinut înlocuind în ecuaţia difer-
enţial¼a derivata de ordin k cu �k; k = 0; n, apoi înmuļtind cu (�1)n :
�Cazul I : Toate valorile proprii �i; i = 1; n au multiplicitatea 1, adic¼a �i 6= �j8i 6= j:
Atunci A este diagonalizabil¼a, adic¼a exist¼a o matrice inversabil¼a P 2Mn (R) (modal¼a, format¼a din
coloane vectori proprii asociaţi valorilor proprii în baza canonic¼a) astfel încât

P�1 �A � P = D =

0@�1 ::: 0
::: ::: :::
0 ::: �n

1A, A = P �D � P�1

Atunci
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Ap = P �Dp � P�1 = P �

0@�p1 ::: 0
::: ::: :::
0 ::: �pn

1A � P�1
În plus, pentru orice matrice inversabil¼a P; elementele matricei PDpP�1 sunt combinaţii liniare

ale numerelor �p1; :::; �
p
n; datorit¼a regulii de înmuļtire a matricelor. Atunci, notând cu a

(p)
ij elementele

matricei Ap; se obţine
a
(p)
ij = c

(1)
ij �

p
1 + c

(2)
ij �

p
2 + � � �+ c

(n)
ij �

p
n:8i; j = 1; n

şi, ţinând cont c¼a yp = Ap � y0; rezult¼a c¼a

yp =

0B@ ::: ::: :::

::: c
(1)
ij �

p
1 + c

(2)
ij �

p
2 + � � �+ c

(n)
ij �

p
n :::

::: ::: :::

1CA � y0 ,
0BBBB@
xn+p�1
xn+p�2
xn+p�3
:::
xp

1CCCCA =

0B@ ::: ::: :::

::: c
(1)
ij �

p
1 + c

(2)
ij �

p
2 + � � �+ c

(n)
ij �

p
n :::

::: ::: :::

1CA �
0BBBB@
x(n�1) (0)
x(n�2) (0)
x(n�3) (0)

:::
x (0)

1CCCCA
Se deduce c¼a, pentru orice p � n; termenul xp este, de asemenea, o combinaţie liniar¼a a numerelor
�p1; �

p
2; :::�

p
n :

x(p) (0) = xp = c1�
p
1 + c2�

p
2 + :::+ cn�

p
n:

De remarcat este c¼a numerele c1; :::; cn sunt aceleaşi, pentru orice p. Mai mult, aceleaşi constante
pot � folosite şi pentru scrierea numerelor x0; x1; :::xp�1:

Pentru c¼a
ci�

p
i

p!
tp = c1

(�it)
p

p!
! 0 pentru p!1;8i = 1; n;8t 2 R,

rezult¼a c¼a soluţia ecuaţiei diferenţiale omogene EO (2) poate � scris¼a cu ajutorul seriei Taylor chiar
pe R :

x (t) = x (0) +
x0 (0)

1!
t +

x00 (0)

2!
t2 + � � � + x(p�1) (0)

(p� 1)! t
p�1 +

x(p) (0)

p!
tp + ::: =

1X
p=0

x(p) (0)

p!
tp; t 2 R

(18)
Înlocuind x(p) (0) = c1�

p
1 + c2�

p
2 + :::+ cn�

p
n se obţine

x (t) =
1X
p=0

c1�
p
1 + c2�

p
2 + :::+ cn�

p
n

p!
tp = c1

1X
p=0

�p1
p!
tp + c2

1X
p=0

�p2
p!
tp + : : : cn

1X
p=0

�pn
p!
tp; t 2 R:

Dar, de la cursul de analiz¼a, se ştie c¼a

et =
1X
p=0

tp

p!
; t 2 R

şi atunci rezult¼a c¼a
x (t) = c1e

�1t + c2e
�2t + :::+ cne

�nt; t 2 R.
În concluzie, dac¼a ecuaţia EC
�n + a1�

n�1 + :::+ an�1�+ an = 0
are r¼ad¼acini reale distincte �1; :::; �n (deci toate de multiplicitate 1); atunci ecuaţia diferenţial¼a
liniar¼a omogen¼a de ordinul n EO (2)

x(n) (t) + a1x
(n�1) (t) + :::+ an�1x0 (t) + anx (t) = 0

are soluţia de forma
x (t) = c1e

�1t + c2e
�2t + :::+ cne

�nt; t 2 R.
R¼amâne s¼a se arate c¼a funçtiile xi (t) = e�it; t 2 R,i = 1; n; sunt liniar independente şi atunci,
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formând un sistem fundamental de soluţii, va rezulta c¼a funçtiile de forma c1e�1t+c2e�2t+:::+cne�nt

sunt TOATE soluţiile ecuaţiei. Pentru a ar¼ata liniara independenţ¼a, se calculeaz¼a wronskianul în 0

W (0;x1; :::x2) =

��������
1 1 ::: 1
�1 �2 ::: �n
::: ::: ::: :::

�n�11 �n�12 ::: �n�1n

��������
Vandermonde

=
Y

1�i<j�n
(�j � �i) 6= 0;

deoarece �i 6= �j 8i 6= j: Atunci, funçtiile (x1; :::xn) formeaz¼a un sistem fundamental de soluţii.

Exemplu. Fie (�EO) x(4) � 5x00 + 6 = 0;8t 2 R:
Atunci

(�EC) �4 � 5�2 + 6 = 0,
�
�2 � 2

� �
�2 � 3

�
= 0)8>><>>:

�1 =
p
2 cu m (�1) = 1;

�2 = �
p
2 cu m (�2) = 1;

�3 =
p
3 cu m (�3) = 1;

�4 = �
p
3 cu m (�4) = 1:

Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare liniar
independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 =
p
2 cu m (�1) = 1 x1 (t) = e

p
2t;

��2 = �
p
2 cu m (�2) = 1 x2 (t) = e

�
p
2t;

��3 =
p
3 cu m (�3) = 1 x3 (t) = e

p
3t;

��4 = �
p
3 cu m (�4) = 1 x4 (t) = e

�
p
3t:

(x1; :::; x4) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) (sunt exact 4 soluţii particulare
pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este

xo (t; c1; :::; c4) = c1 � e
p
2t + c2e

�
p
2t + c3e

p
3t + c4e

�
p
3t;8t 2 R şi c1; :::; c4 2 R:

�Cazul al II-lea : Polinomul caracteristic admite numai r¼ad¼acini reale, dar printre acestea se a�¼a şi
r¼ad¼acini cu multiplicitate cel puţin egal¼a cu 2. Pentru simplitate, s¼a consider¼a mai întâi c¼a polinomul
caracteristic are o singur¼a r¼ad¼acin¼a, notat¼a cu �, de multiplicitate algebric¼a n. Se observ¼a c¼a, ¼an
rezolvarea sistemului

(A� �In) � u = u,0BBBB@
�a1 � � �a2 ::: �an�1 �an

1 �� ::: 0 0
0 1 ::: 0 0
::: ::: ::: ::: :::
0 0 ::: 1 ��

1CCCCA �
0BBBBB@
u1

...

un

1CCCCCA =

0BBBBB@
u1

...

un

1CCCCCA
apare un minor de ordin n� 1 nenul pentru matricea sistemului��������

1 �� ::: 0
0 1 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: 1

�������� = 1 6= 0:
Rezult¼a c¼a sistemul are n � 1 necunoscute principale şi o singur¼a necunoscut¼a secundar¼a, deci
spaţiul soluţiilor acestui sistem, adic¼a spaţiul de vectori proprii corespunz¼atori valorii proprii �; are
dimensiunea egal¼a cu 1. Rezult¼a c¼a matricea A nu este diagonalizabil¼a (multiplicitatea algebric¼a
este n � 2 iar cea geometric¼a este mereu egal¼a cu 1), deci forma canonic¼a este nu este forma
diagonal¼a, ci forma canonic¼a Jordan, care va � alc¼atuit¼a aici dintr-o singur¼a celul¼a Jordan de
dimensiune n: Atunci exist¼a o matrice inversabil¼a P 2Mn (R) ; astfel încât
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P�1 �A � P = J =

0BBBBBB@

� 1 0 ::: 0 0
0 � 1 ::: 0 0
0 0 � ::: 0 0
::: ::: ::: ::: ::: :::
0 0 0 ::: � 1
0 0 0 ::: 0 �

1CCCCCCA
(deasupra diagonalei principale apare 1):

Mai mult,

P�1 �A � P = � � In +N , unde N =

0BBBB@
0 1 ::: 0 0
0 0 ::: 0 0
::: ::: ::: ::: :::
0 0 ::: 0 1
0 0 ::: 0 0

1CCCCA
veri�c¼a N � In = In �N şi este nilpotent¼a de ordin n: Atunci, folosind binomul lui Newton,

P�1 �Ap � P = (�In +N)p = C0p�pIn + C1p�p�1N + C2p�
p�2N2 + :::+ CppNp; cu

N2 =

0BBBBBBB@

0 0 1 : : : 0 0
0 0 0 : : : 0 0

. . .
1

0 0
0 0 0 0

1CCCCCCCA
; N3 =

0BBBBBBBBB@

0 0 0 1 : : : 0 0
0 0 0 0 : : : 0 0

. . .
1
0

0 0
0 0 0 0

1CCCCCCCCCA
; :::; Nn�1 =

0BBBBB@
0 0 : : : 0 1
0 0 : : : 0 0

. . .
0 0

0 0 0

1CCCCCA ; Nn =

On
se obţine c¼a din suma anterioar¼a r¼amân doar primii n termeni:

P�1�Ap�P = C0p�pIn+C1p�p�1N+C2p�p�2N2+:::+Cn�1p �p�n+1Nn�1 =

0BBBBBBB@

�p C1p�
p�1 C2p�

p�2 : : : Cp�n+2p �n�2 Cn�1p �p�n+1

0 �p C1p�
p�1 : : : Cp�n+2p �n�2

0 0 �p

. . .
�p C1p�

p�1

0 0 0 �p

1CCCCCCCA
:

Înmuļtind la stânga cu P şi la dreapta cu P�1 se obţine Ap; despre ale c¼arei elemente putem spune,
ca şi în Cazul I, c¼a sunt combinaţii liniare ale numerelor �p; C1p�

p�1; C2p�
p�2:::; Cn�1p �p�n+1 iar

coe�cienţii nu depind de p :
a
(p)
ij = c

(1)
ij �

p + c
(2)
ij C

1
p�
p�1 + c

(3)
ij C

2
p�
p�2:::+ c

(n)
ij C

n�1
p �p�n+1

Dup¼a unele regrup¼ari de termeni şi renot¼ari ale coe�cienţilor, rezult¼a c¼a

x0 = c1 � C00
x1 = c1C

0
1�+ c2C

1
1

x2 = c1C
0
2�
2 + c2C

1
2�+ c3C

2
2

...

xn�1 = c1C
0
n�1�

n�1 + c2C
1
n�1�

n�2 + : : : cn�1C
n�2
n�1�

1 + cnC
n�1
n�1

xp = c1 � C0p�p + c2 � C1p�p�1 + c2 � C2p�p�2 + :::+ cn � Cn�1p �p�n+1; 8p � 0;

şi deci soluţia x poate � scris¼a cu ajutorul seriei Taylor (restul tinde, din nou, la 0) în jurul originii
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şi

x (t) =

1X
p=0

xp
p!
tp =

x (t) = c1

1X
p=0

C0p�
p

p!
tp + c2

1X
p=1

C1p�
p�1

p!
tp + c2

1X
p=2

C2p�
p�2

p!
tp + : : : cn

1X
p=n�1

Cn�1p �p�n+1

p!
tp:

Prima sum¼a este e�t: Apoi, se obţine pentru termenul general

1X
p=k

Ckp�
p�k

p!
tp =

1X
p=0

Ckp+k�
p

(p+ k)!
tp+k =

tk

k!

1X
p=0

(p+ k)(p+ k � 1):::(p+ 1)�p

(p+ k)!
tp

=
tk

k!

1X
p=0

(�t)p

p!
=
1

k!
tke�t; 8k = 1; ::; n� 1:

Astfel, având în vedere c¼a şi
1

k!
este tot o constant¼a, soluţia general¼a a ecuaţiei liniare omogene

de gradul n este, în condi̧tiile acestui caz (�-r¼ad¼acin¼a de multiplicitate n), o combinaţie liniar¼a a
funçtiilor

e�t; te�t; t2e�t; : : : ; tn�1e�t;

despre care se poate ar¼ata c¼a sunt şi liniar independente, deci formeaz¼a un sistem fundamental de
soluţii. Altfel spus, orice soluţie a ecuaţiei are forma

x (t) = c1e
�t + c2te

�t + :::+ cnt
n�1e�t; �i 2 R,8i = 1; ::; n:

x (t) = f (t) e�t; t 2 R,

unde f este un polinom de grad n� 1 cu coe�cienţi reali.
Observa̧tie. O alt¼a cale de a rezolva situaţia anterioar¼a este urm¼atoarea. Deoarece � este singura
r¼ad¼acin¼a, rezult¼a c¼a polinomul caracteristic este (X � �)n ; deci ecuaţia diferenţial¼a are forma

x(n) � C1nx(n�1) + C2nx(n�2) + :::+ (�1)nCnnx = 0:

Înmuļtind aceast¼a ecuaţie cu e��t; şi observând c¼a

x(n)e��t � C1nx(n�1)e��t + C2nx(n�2)e��t + :::+ (�1)nCnnxe��t =
�
xe��t

�(n)
;

adic¼a derivata de ordinul n a produsului dintre e��t şi x rezult¼a noua ecuaţie diferenţial¼a�
xe��t

�(n)
= 0;

astfel încât xe��t nu poate � decât un polinom de grad n� 1: Notând acest polinom cu f obţinem,
din nou

xe��t = f , x = f � e�t = �1e�t + �2te�t + :::+ �ntn�1e�t:

Exemplu. Fie (�EO) x000 + 6x00 + 12x0 + 8x = 0;8t 2 R:
Atunci
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(�EC) �3 + 6�2 + 12�+ 8 = 0, (�+ 2)3 = 0)�
�1 = �2 cu m (�1) = 3

Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare liniar
independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 = �2 cu m (�1) = 3 

8<:
x1 (t) = e

�2t;
x2 (t) = te

�2t;
x3 (t) = t

2e�2t

(x1; :::; x3) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) (sunt exact 3 soluţii particulare
pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este

xo (t; c1; :::; c3) = c1 � e�2t + c2te�2t + c3t3e�2t;8t 2 R şi c1; :::; c3 2 R:

�Cazul al III-lea : Ecuaţia caracteristic¼a are toate r¼ad¼acinile reale dar nu sunt nici distincte, nici
toate egale. Se presupune c¼a r¼ad¼acinile ecuaţiei caracteristice (valorile proprii ale lui A) sunt
�1; :::; �k cu multiplicit¼aţile n1; :::; nk şi cu n1+:::+nk = n. Atunci, ca anterior, orice valoare proprie
are dimensiunea spaţiului de vectori proprii egal¼a cu 1; deci matricea A nu este diagonalizabil¼a iar
în forma canonic¼a, pentru �ecare valoare proprie �i apare o singur¼a celul¼a Jordan, de dimensiune
ni. Printr-un raţionament similar, având în vedere c¼a pentru a ridica matricea A la o anumit¼a
putere p este acelaşi lucru cu a ridica celulele Jordan corespunz¼atoare la puterea p, vom obţine ca
soluţie pentru ecuaţia diferenţial¼a o combinaţie liniar¼a a urm¼atoarelor funçtii:8>>><>>>:

pentru �1 de multiplicitate n1 : e�1t; te�1t; t2e�1t; :::; tn1�1e�1t

pentru �2 de multiplicitate n2 : e�2t; te�2t; t2e�2t; :::; tn2�1e�2t

...
pentru �k de multiplicitate nk : e�kt; te�kt; t2e�kt; :::; tnk�1e�kt

adic¼a
x (t) = f1 (t) e

�1t + f2 (t) e
�2t + � � �+ fk (t) e�kt;

unde fi este un polinom de grad ni � 1; i = 1; ::; k:
Observa̧tie Aceast¼a situaţie se suprapune şi peste cazul I, când toate r¼ad¼acinile sunt reale,
distincte(ni = 1;8i şi k = n) şi peste cazul al lI-lea, când avem o singur¼a r¼ad¼acin¼a de multi-
plicitate n (k = 1, n1 = n).

Exemplu. Fie (�EO) x(5) � x(4) � 8x000 + 8x00 + 16x0 � 16x = 0;8t 2 R:
Atunci

(�EC) �5 � �4 � 8�3 + 8�2 + 16�� 16 = 0, �4(�� 1)� 8�2(�� 1) + 16(�� 1) = 0,
, (�� 1)(�2 � 4)2 = 0, (�� 1) (�� 2)2 (�+ 2)2 = 0)8<:
�1 = 1 cu m (�1) = 1
�2 = 2 cu m (�2) = 2
�3 = �2 cu m (�3) = 2

Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare liniar
independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1 = 1 cu m (�1) = 1 
�
x1 (t) = e

1t;

��2 = 2 cu m (�1) = 2 
�
x2 (t) = e

2t;
x3 (t) = te

2t;

��3 = �2 cu m (�3) = 2 
�
x4 (t) = e

�2t;
x5 (t) = te

�2t;
(x1; :::; x5) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) (sunt exact 5 soluţii particulare
pentru (�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este
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xo (t; c1; :::; c5) = c1 � et + c2e2t + c3te2t + c4e�2t + c5te�2t;8t 2 R şi c1; :::; c5 2 R:

�Cazul al IV -lea : Fiind un polinom de grad n cu coe�cienţi reali, se presupune în acest caz c¼a
admite z 2 C n R r¼ad¼acin¼a complex¼a de multiplicitate k. Atunci, polinomul având coe�cienţi reali,
admite ca r¼ad¼acin¼a şi conjugatul conjugatul �z, cu aceeaşi multiplicitate, k. În acest caz, matricea
A nu mai este diagonalizabil¼a peste R, nu admite nici form¼a canonic¼a Jordan peste R. Studiul se
face peste C, unde forma Jordan exist¼a întotdeauna. F¼acând calcule similare, pentru r¼ad¼acinile
caracteristice reale se va obţine mai sus, iar pentru cele complexe se presupune s¼a se reg¼aseasc¼a:

pentru z de multiplicitate k :
�
ezt; tezt; t2ezt; :::; tk�1ezt

e�zt; te�zt; t2e�zt; :::; tk�1e�zt
:

Cu detalii de la cursul de Matematici Speciale, anul II, se de�neşte
ez = ex (cos y + i sin y) ;8z = x+ iy 2 C)
ezt = ext (cos yt+ i sin yt) ;8z = x+ iy 2 C, t 2 R
Atunci, deoarece EO (2) este cu coe�cienţi reali, se obţine ca soluţie o combinaţie liniar¼a în care,

pentru r¼ad¼acinile caracteristice complexe � = � + i�, de multiplicitate k 2 N� apar corespunz¼ator
soluţii particulare ale EO de forma

e�t cos�t; te�t cos�t; t2e�t cos�t; :::; tk�1e�t cos�t şi

e�t sin�t; te�t sin�t; t2e�t sin�t; :::; tk�1e�t sin�t

sau, echivalent,

e�t cos�t � f; e�t sin�t � g; f; g polinoame de grad k � 1:

�Cazul general : În cazul în care EC are şi r¼ad¼acini reale şi complexe şi de orice multiplicit¼aţi, se
fac combinaţii liniare de soluţii particulare g¼asite ca anterior.

Exemplu. Fie (�EO) x00 + x = 0;8t 2 R:
Atunci

(�EC) �2 + 1 = 0)
�
�1;2 = 0� 1i cu m (�1;2) = 1:

Pentru �ecare r¼ad¼acin¼a a ecuaţiei caracteristice se g¼asesc corespunz¼ator soluţii particulare liniar
independente ale ecuaţiei omogene (�EO), dup¼a algoritmul dat

��1;2 = 0� 1i cu m (�1;2) = 1: 
�
x1 (t) = e

0t cos (1t) ;
x3 (t) = e

0t sin (1t) :
(x1; x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru (�EO) (sunt exact 2 soluţii particulare pentru
(�EO) şi funçtii liniar independente). Atunci soluţia general¼a a ecua̧tiei (�EO) este

xo (t; c1; c2) = c1 � cos t+ c2 sin t;8t 2 R şi c1; c2 2 R:


