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CURS NR. 7
EDCO, AIA

4: SISTEME DE n ECUAŢII DIFERENŢIALE LINIARE DE ORDINUL 1 CU n
NECUNOSCUTE

4:1: Sisteme de ecua̧tii diferenţiale liniare având coe�cienţi variabili

În primul curs s-a observat c¼a modelarea matematic¼a a fenomenelor din diverse domenii poate
conduce şi la sisteme de ecuaţii diferenţiale. De exemplu, modelul prad¼a-pr¼ad¼ator (Lotka - Volterra)
ce descrie dinamica sistemelor biologice în care doar dou¼a specii interaçtioneaz¼a, pr¼ad¼atorul şi prada
(peşti prad¼a-peşti pr¼ad¼ator, iepuri-vulpi). Fie x (t) num¼arul de indivizi din populaţia prad¼a la
momentul t şi y (t) num¼arul pr¼ad¼atorilor. S-a obţinut sistemul:�

x0 (t) = ax (t)� px (t) y (t)
y0 (t) = �by (t) + qx (t) y (t) :

cu a; b; p; q > 0, care va � identi�cat cu unul de dou¼a ecuaţii diferenţiale de ordinul 1; cu dou¼a
necunoscute, neliniar, deoarece apare xy (a se vedea Bibliogra�e [Vrabie]; a se vedea şi Diver-
gence and curl: The language of Maxwell�s equations, �uid �ow, and more, minutele 7-9, de pe
3Blue1Brown

https://www.youtube.com/watch?v=rB83DpBJQsE).

Forma general¼a a unui sistem de n ecua̧tii diferenţiale de ordinul 1; liniare, neomogen/omogen,
având coe�cienţi variabili, sub form¼a normal¼a:8>>><>>>:

x01 (t) = a11 (t)x1 (t) + a12 (t)x2 (t) + :::+ a1n (t)xn (t) + b1 (t)
x02 (t) = a21 (t)x1 (t) + a22 (t)x2 (t) + :::+ a2n (t)xn (t) + b2 (t)
...
x0n (t) = an1 (t)x1 (t) + an2 (t)x2 (t) + :::+ ann (t)xn (t) + bn (t)

; t 2 I (1)

unde I � R este un interval nevid deschis, aij : I! R, i; j 2 f1; :::; ng, sunt funçtii continue numite
coe�cienţi (variabili; constanţi dac¼a funçtiile sunt constante), iar bi : I! R; i 2 f1; :::; ng, sunt
funçtii continue numite termeni liberi. Dac¼a bi : I! R sunt funçtii identic nule 8i 2 f1; :::; ng ;
atunci (1) se numeşte sistem omogen; dac¼a 9i 2 f1; :::; ng a.î. bi : I! R este funçtie neidentic nul¼a,
atunci (1) se numeşte sistem neomogen. Funçtiile xj : I! R; j 2 f1; :::; ng sunt funçtiile necunos-

cute ale sistemului. O funçtie x : I!Mn�1(R) ' Rn, x (t) =

0BB@
x1 (t)
x2 (t)
:::

xn (t)

1CCA' (x1 (t) ; :::; xn (t)) de
clas¼a C1 ce veri�c¼a (1) se numeşte soluţie pentru sistem.

Introducând notaţiile x;b : I!Mn�1 (R) ' Rn şi A : I!Mn(R);

x (t) =

0BB@
x1 (t)
x2 (t)
:::

xn (t)

1CCA, b (t) =
0BB@
b1 (t)
b2 (t)
:::
bn (t)

1CCA şi A (t) =

0BB@
a11 (t) a12 (t) ::: a1n (t)
a21 (t) a22 (t) ::: a2n (t)
::: ::: ::: :::

an1 (t) an2 (t) ::: ann (t)

1CCA ;
sistemul devine ecua̧tia diferenţial¼a de ordinul 1 liniar¼a, vectorial¼a

x0 (t) = A (t) � x (t) + b (t) ; t 2 I: (10)
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Problema Cauchy asociat¼a unui sistem de ecua̧tii diferenţiale de ordinul 1 liniare
neomogen/omogen, cu coe�cienţi variabili, sub form¼a normal¼a cu datele D = (I;b; t0;x0) ;

unde x0 =

0BB@
x1;0
x2;0
:::
xn;0

1CCA ; const¼a în determinarea unei funçtii x : I!Mn�1(R) ' Rn de clas¼a C1; unde

I � R este un interval nevid deschis, t0 2 I; xi;0 2 R, i = 1; n pentru care

PC (D) :
�
(10) x0 (t) = A (t) � x (t) + b (t) ; t 2 I, (1) :::
(CI) x (t0) = x0 , x1 (t0) = x1;0; x2 (t0) = x2;0; :::; xn (t0) = xn;0:

Funçtia x se numeşte soluţie a problemei Cauchy PC (D) :
De menţionat c¼a soluţia, dac¼a exist¼a, este unic¼a şi este de�nit¼a pe tot I; este saturat¼a.

Exemplul 4:1:1: a) Fie circuitul format dintr-un rezistor caracterizat prin rezistenţa R, o bobin¼a
ideal¼a caracterizat¼a prin inductanţa/ inductivitatea proprie L şi un condensator caracterizat prin
capacitatea electric¼a C; toate constante în timp, ca în �gur¼a:

Modelare. Se va studia comportamentul circuitului în regim liber (regim propriu) atunci când
condensatorul a fost înc¼arcat anterior sub tensiunea generatorului şi când se descarc¼a în bobin¼a şi
rezistor din momentul t � 0:
Se reaminteşte c¼a, notând cu iR; iL; iC intensitatea curentului pe poŗtiunile de circuit care conţin
rezistorul R; bobina L; respectiv condensatorul C, şi cu uR; uL; uC ; tensiunile corespunz¼atoare
rezult¼a, din Legile lui Kircho¤, Ohm, Faraday, urm¼atoarele relaţii:

Legea I-a lui Kircho¤: iR = iL = iC
Legea lui Ohm: uR = R � iR
Legea a II-a a lui Kircho¤: ea = uR + uC ;

unde ea este tensiunea electromotoare autoindus¼a.

Legile lui Faraday:

8><>:
�LdiL

dt
= ea

C
duC
dt

= iC

Atunci, q �ind sarcina la bornele condensatorului,8<:
iR = iL = iC
uR = R � iR
ea = uR + uC

şi
�
uC =

1
C � q , u0C =

1
C � iC

ea = �L � i0L
Atunci, notând uC = x şi iL = y, se veri�c¼a sistemul de ecua̧tii
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�
C � x0 (t) = y (t)
�L � y0 (t) = R � y (t) + x (t) ,

(SO)

8><>:
x0 (t) =

1

C
� y (t)

y0 (t) =
�1
L
� x (t) + �R

L
� y (t)

;

care este un sistem de n = 2 ecuaţii diferenţiale de ordin 1; liniare, cu n = 2 funçtii necunoscute;
cu coe�cienţi constanţi, omogen, care modeleaz¼a curentul în circuit la momentul t.
Rezolvare cu metoda elimin¼arii. Din prima ecuaţie a SO)�

(�) y (t) = Cx0 (t) ;8tj ddt (t)
y0 (t) = Cx00 (t) ;8t

Se înlocuiesc y şi y0 în a doua ecuaţie a (SO) (se elimin¼a y; y0 din a doua ecuaţie a SO))
Cx00 (t) =

�1
L
� x (t) + �R

L
� Cx0 (t) ;8t)

x00 (t) =
�1
LC

� x (t) + �R
L
� x0 (t) ;8t,

(�EO)x00 (t) +
R

L
x0 (t) +

1

LC
x (t) = 0;8t;

care este o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a de ordinul al 2-lea, liniar¼a, cu coe�cienţi constanţi, omogen¼a,
veri�cat¼a de tensiunea la bornele condensatorului uC : Uneori derivata în raport cu t se noteaz¼a cu
� şi ecuaţia apare sub forma:

(�EO)
��
uC +

R

L

�
uC +

1

LC
uC = 0;

descriind variaţia tensiunii de la bornele condensatorului pe parcursul desc¼arc¼arii acestuia. A se
vedea Bibliogra�e [Ciobanu, Apreutesei].

Pentru t, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se determin¼a xo (t; c1; c2),
soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EO).
Se ataşeaz¼a ecuaţiei diferenţiale (�EO) ecuaţia ei caracteristic¼a:

(�EC) �2 +
R

L
� �+ 1

LC
� 1 = 0; cu � =

�
R

L

�2
� 4 1

LC
=
R2 � 4L

C
L2

cazul 1. Dac¼a � > 0 , R2 � 4L
C
> 0; ecuaţia caracteristic¼a admite dou¼a soluţii reale distincte,

�1; �2 2 R. Atunci8>>>><>>>>:
�1 =

�R
L
+
p
�

2
2 R cu m (�1) = 1;

�2 =
�R
L
�
p
�

2
2 R cu m (�2) = 1:

xo (t; c1; c2) = c1e
�1t + c2e

�2t;8t şi c1; c2 2 R:
Înlocuind x; x0 în (�) y (t) = Cx0 (t) ;8t)

yo (t; c1; c2) = C
�
c1e

�1t � �1 + c2e�2t � �2
�
=

= c1 (C�1) � e�1t + c2 (C�2) � e�2t:
Soluţia general¼a a (SO) este:�

xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
=

�
c1e

�1t + c2e
�2t

c1 (C�1) � e�1t + c2 (C�2) � e�2t
�
=

= c1 �
�
e�1t

(C�1) � e�1t
�
+ c2 �

�
e�2t

(C�2) � e�2t
�
=
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= c1 � e�1t �
�
1
C�1

�
| {z }

vect. pr. al A
coresp. lui �1

+ c2 � e�2t �
�
1
C�2

�
| {z }

vect. pr. al A
coresp. lui �2

:

A se vedea gra�ce de soluţii în Seminar 7; precum pentru (c1; c2) = (1; 0) şi (c1; c2) = (0; 1) cu
magenta (corespunz¼atoare soluţiilor particulare din sistemul fundamental) şi pentru

(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1;�1) ;
(c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1)
(c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1)

cu albastru, corespunzând:
��1 > 0; �2 > 0 :

t

x

t

y

��1 < 0; �2 < 0 :

t

x

t

y

��1 > 0; �2 < 0 :

t

x

t

y

��1 = 0; �2 < 0 :
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t

x

t

y

��1 = 0; �2 > 0 :

t

x

t

y

cazul 2. Dac¼a � = 0, R2 � 4L
C
= 0; ecuaţia caracteristic¼a admite dou¼a soluţii reale coincidente,

�1 = �2 2 R. Atunci�
�1 = �

R

2L
2 R cu m (�1) = 2

xo (t; c1; c2) = c1e
�1t + c2te

�1t;8t şi c1; c2 2 R:
Înlocuind x; x0 în (�) y (t) = Cx0 (t) ;8t)

yo (t; c1; c2) = C
�
c1e

�1t � �1 + c2
�
e�1t + te�1t � �1

��
=

= c1 (C�1) � e�1t + c2 (C (1 + �1t)) � e�1t:
Soluţia general¼a a SO este:�

xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
=

�
c1e

�1t + c2te
�1t

c1 (C�1) � e�1t + c2 (C (1 + �1t)) � e�1t
�
=

= c1 �
�
e�1t

(C�1) � e�1t
�
+ c2 �

�
te�1t

C (1 + �1t) � e�1t
�
=

= c1 � e�1t �
�
1
C�1

�
+ c2 � e�1t �

�
t
C (1 + �1t)

�
:

A se vedea gra�ce de soluţii în Seminar 7; precum pentru (c1; c2) = (1; 0) şi (c1; c2) = (0; 1) cu
magenta (corespunz¼atoare soluţiilor particulare din sistemul fundamental) şi pentru

(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1;�1) ;
(c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1)
(c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1)

cu albastru, corespunzând:
��1 > 0 :
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t

x

t

y

��1 < 0 :

t

x

t

y

��1 = 0 :

t

x

t

y

cazul 3. Dac¼a � < 0, R2�4L
C
< 0; ecuaţia caracteristic¼a admite dou¼a soluţii complexe conjugate.

Atunci8><>:�1;2 =
�R
L
� i
p
��

2
2 C n R cu m (�1;2) = 1:

xo (t; c1; c2) = c1e
�t cos�t+ c2e

�t sin�t;8t > 0 şi c1; c2 2 R;

unde � = � R
2L ; � =

p
��
2

=

r
�R2 + 4L

C
2L

:

Înlocuind x; x0 în (�) y (t) = Cx0 (t) ;8t)
yo (t; c1; c2) =

= C
�
c1
�
�e�t cos�t� �e�t sin�t

�
+ c2

�
�e�t sin�t+ �e�t cos�t

��
:
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Soluţia general¼a a (SO) este:�
xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
=

�
c1e

�t cos�t+ c2e
�t sin�t

C
�
c1
�
�e�t cos�t� �e�t sin�t

�
+ c2

�
�e�t sin�t+ �e�t cos�t

�� � =
= c1 �

�
e�t cos�t
e�tC

�
�e�t cos�t� �e�t sin�t

� �+ c2 � � e�t sin�t
e�tC

�
�e�t sin�t+ �e�t cos�t

� � =
= c1 � e�t

�
cos�t
C
�
�e�t cos�t� �e�t sin�t

� �+ c2 � e�t� sin�t
C
�
�e�t sin�t+ �e�t cos�t

� � :
A se vedea gra�ce de soluţii în Seminar 7;precum pentru (c1; c2) = (1; 0) şi (c1; c2) = (0; 1) cu
magenta (corespunz¼atoare soluţiilor particulare din sistemul fundamental) şi pentru

(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1;�1) ;
(c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1)
(c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1)

cu albastru, corespunzând:
�� > 0 :

t

x

t

y

�� < 0 :

t

x

t

y

�� = 0 :
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t

x

t

y

Comentariu. �Se observ¼a c¼a, în �ecare caz în parte, soluţia sistemului omogen de dou¼a
ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul 1 provine dintr-un sistem fundamental de soluţii pentru o
ecuaţie diferenţial¼a de ordinul 2 omogen¼a.

�Forma gra�celor pentru xo; yo este aseman¼atoare, datorit¼a formulei �nale în care apar combi-
naţii liniare de funçtii de acelaşi tip (sau e�1t şi e�2t, sau e�1t şi te�1t, sau e�t cos�t şi e�t sin�t).
Mai mult, forma asem¼an¼atoare provine şi datorit¼a leg¼aturii lor în SO.

�În cazul 3; pentru � = 0; soluţia x = uc este o oscilaţie armonic¼a, adic¼a este o "mi̧scare" (de
sarcin¼a) descris¼a de un parametru de stare de forma "legii sinusului":

x (t) = A sin (!t+ ') ; unde A;!; ' sunt constante reale date.
Se poate presupune c¼a ! > 0; deoarece
sin (!t+ ') = � sin (�!t� ') :

Num¼arul A = max
t2R

jf (t)j se numeşte amplitudinea oscilaţiei, iar num¼arul T =
2�

!
se numeşte

perioada oscilaţiei (în s). Num¼arul ! = 2�
T se numeşte frecvenţa ciclic¼a, pulsaţia oscilaţiei (în

rad=s), iar num¼arul ' frecvenţa iniţial¼a a oscilaţiei (în rad).
Amplitudinile oscilaţiilor armonice au importanţa dat¼a de faptul c¼a energia oscilaţiei depinde

de p¼atratul amplitudinii, iar fazele pentru a observa defazajul dintre diferite oscilaţii. A se vedea
Cursul 1 şi Anexa 2 de la AM.

*REZOLVAREA SISTEMULUI DIFERENŢIAL OMOGEN SO
Conform exemplului 4:1:1, se poate pune în evidenţ¼a Metoda Elimin¼arii de rezolvare a SO prin

reducerea la rezolvarea unei ecuaţii diferenţiale de ordin n liniare şi omogene. Pentru cazul n � 3;
eliminarea a n� 1 funçtii şi obţinerea unei ecuaţii diferenţiale de ordinul n în funçtia r¼amas¼a poate
întâmpina di�cult¼aţi (a se vedea Exerci̧tiul 2 din Seminarul 7). Se va pune în evidenţ¼a şi o alt¼a
metod¼a, legat¼a de valorile proprii (şi vectorii proprii) pentru matricea A; în cazul în care SO are
coe�cienţi constanţi.

Fie sistemul diferenţial omogen ataşat sistemului neomogen (1) ;8>>><>>>:
x01 (t) = a11 (t)x1 (t) + a12 (t)x2 (t) + :::+ a1n (t)xn (t)
x02 (t) = a21 (t)x1 (t) + a22 (t)x2 (t) + :::+ a2n (t)xn (t)
...
x0n (t) = an1 (t)x1 (t) + an2 (t)x2 (t) + :::+ ann (t)xn (t)

; t 2 I (2)

scris vectorial sub forma
x0 (t) = A (t) � x (t) ; t 2 I: (20)

Teorema 4:1:1:Spaţiul soluţiilor unui sistem diferenţial omogen (2) este un spaţiu vectorial de
dimensiune n peste R.
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Demonstraţie. Se noteaz¼a cu V muļtimea soluţiilor sistemului (2) de�nite pe I = R,
V =

�
x 2 C1 (I;Rn) j x0 (t) = A (t) � x (t)

	
:

Se demonstreaz¼a c¼a aceast¼a submuļtime a lui C1 (I;Rn) este un subspaţiu liniar, izomorf cu Rn.
Într-adev¼ar:

Fie 8
�
�; �;x;y

�
2 R2 � V2: Atunci:�

�x+ �y
�0
(t) = �x0 (t) + �y0 (t) = �A (t) � x (t) + �A (t) � y (t) =

= A (t) �
�
�x+ �y

�
(t) ;8t 2 I) �x+ �y 2 V:

Se construieşte un izomor�sm între V şi Rn. Procedeul este analog cu cel folosit în cazul ecuaţiilor
diferenţiale liniare de ordin n cu coe�cienţi variabili. Se �xeaz¼a t0 2 I şi se de�neşte

T : V! Rn, T (x) = x (t0) =

0BB@
x1 (t0)
x2 (t0)
:::

xn (t0)

1CCA = x0.

T este o aplicaţie liniar¼a, ca în demonstraţia Propozi̧tiei 3:1:3: Din Teorema de existenţ¼a şi
unicitate Cauchy, rezult¼a c¼a T este o funçtie injectiv¼a (din unicitate) şi surjectiv¼a (din existenţ¼a),
deci T este un izomor�sm de spaţii liniare.

Atunci dimRV = n:

Observa̧tia 4:1:1: a) Conform Teoremei 4:1:1; este su�cient s¼a se determine o baz¼aB = (x1;x2; : : : ;xn)
în V; adic¼a exact n soluţii particulare liniar independente pentru SO (2) ; şi atunci soluţia general¼a
pentru sistemul diferenţial liniar omogen are soluţia general¼a

xo (t; c1; :::; cn) = c1x1 (t) + :::+ cnxn (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cn 2 R;
unde

xi (t) =

0BB@
x1;i (t)
x2;i (t)
:::

xn;i (t)

1CCA not:
= 'i (t) ;8i 2 f1; :::; ng :

Elementele bazei B se numesc soluţii fundamentale ale sistemului diferenţial omogen, B sistem
fundamental de soluţii, iar matricea

X : I!Mn (R) ;X (t;x1;x2; : : : ;xn) =

0BB@
x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
x2;1 (t) x2;2 (t) ::: x2;n (t)
::: ::: ::: :::

xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

1CCA
se numeşte o matrice fundamental¼a asociat¼a sistemului diferenţial omogen.
b) Dac¼a S = (x1;x2; : : : ;xn) este un sistem de n soluţii pentru sistemul diferenţial omogen (nu
neap¼arat liniar independente), matricea

W : I!Mn (R) ;W (t;x1;x2; : : : ;xn) =

0BB@
x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
x2;1 (t) x2;2 (t) ::: x2;n (t)
::: ::: ::: :::

xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

1CCA
se numeşte matrice Wronski a soluţiilor (x1;x2; : : : ;xn) ; iar

W (t;x1;x2; : : : ;xn) = detW (t;x1;x2; : : : ;xn) =

��������
x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
x2;1 (t) x2;2 (t) ::: x2;n (t)
::: ::: ::: :::

xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

��������
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wronskianul soluţiilor (x1;x2; : : : ;xn) :
c) Exist¼a o in�nitate de matrice fundamentale, deoarece un spa̧tiu vectorial admite o in�nitate de
baze.
d) Se observ¼a c¼a pentru orice matrice Wronski asociat¼a unui sistem de soluţii (x1;x2; : : : ;xn) are
loc ecuaţia diferenţial¼a matriceal¼a

W 0 (t) = A (t) � W (t) ; t 2 I: .
În plus, dac¼a W = X este matrice fundamental¼a, atunci orice soluţie a sistemului poate � scris¼a
sub forma

x (t) = X (t) � c; c 2Mn�1 (R) ' Rn:
Întradev¼ar,

X (t) � c =

0BB@
x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
x2;1 (t) x2;2 (t) ::: x2;n (t)
::: ::: ::: :::

xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

1CCA �
0BB@
c1
c2
:::
cn

1CCA = c1x1 (t) + c2x2 (t) + : : :+ cnxn (t) :

Teorema 4:1:2: Funçtiile x1;x2; : : : ;xn 2 V sunt liniar independente dac¼a şi numai dac¼a
W (t;x1;x2; : : : ;xn) 6= 0;8t 2 I.

Demonstraţie. Fie x1;x2; : : : ;xn 2 V. Se presupune c¼a �1; :::; �n în R sunt scalari nu toţi nuli,
astfel încât

�1x1 + :::+ �nxn = �V , �1x1 (t) + :::+ �nxn (t) = 0;8t 2 I,

�1

0BB@
x1;1 (t)
x2;1 (t)
:::

xn;1 (t)

1CCA+ :::+ �n
0BB@
x1;n (t)
x2;n (t)
:::

xn;n (t)

1CCA = 0;8t 2 I,

8>><>>:
�1x1;1 (t) + :::+ �nx1;n (t) = 0
�1x2;1 (t) + :::+ �nx2;n (t) = 0
:::
�1xn;1 (t) + :::+ �nxn;n (t) = 0

;8t 2 I.

Sistemul în necunoscutele �1; :::; �n are soluţii diferite de soluţia (0; :::; 0) dac¼a şi numai dac¼a de-
terminantul s¼au, care este wronskianul, este nul.

Teorema 4:1:3: (Liouville) Fie x1;x2; : : : ;xn 2 V. Atunci

W (t;x1;x2; : : : ;xn) =W (t0;x1;x2; : : : ;xn) � e
�

Z t

t0

TrA(s)ds

;8t 2 I, (8)

unde t0 2 I este un punct arbitrar �xat şi

Tr (A (t)) =

nX
j=1

ajj (t) ; ; 8t 2 I.

Demonstraţie. Se ştie c¼a derivata unui determinant de ordin n ale c¼arui elemente sunt funçtii
reale de variabil¼a real¼a este o sum¼a de n determinanţi obţinuţi din determinantul ini̧tial derivând
în �ecare dintre ei succesiv elementele �ec¼arei linii (sau coloane).

Se deriveaz¼a succesiv liniile în W (t;x1;x2; : : : ;xn) raport cu variabila t şi se obţine

W 0 (t;x1;x2; : : : ;xn) =

��������
x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
x2;1 (t) x2;2 (t) ::: x2;n (t)
::: ::: ::: :::

xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

��������
0

=
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=

��������
x01;1 (t) x01;2 (t) ::: x01;n (t)
x2;1 (t) x2;2 (t) ::: x2;n (t)
::: ::: ::: :::

xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

��������+
��������
x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
x02;1 (t) x02;2 (t) ::: x02;n (t)
::: ::: ::: :::

xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

��������+ :::+

+

��������
x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
x2;1 (t) x2;2 (t) ::: x2;n (t)
::: ::: ::: :::

x0n;1 (t) x0n;2 (t) ::: x0n;n (t)

�������� ;8t 2 I.
Se observ¼a c¼a în linia cu derivate a determinanţilor corespunz¼atori se pot înlocui, folosind c¼a

x1;x2; : : : ;xn sunt soluţii, derivatele cu sumele corespunz¼atoare)

W 0 (t;x1;x2; : : : ;xn) =
nX
k=1

������������

x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
::: ::: ::: :::

nP
j=1

akj (t)xj;1 (t)
nP
j=1

akj (t)xj;2 (t) :::
nP
j=1

akj (t)xj;n (t)

::: ::: ::: :::
xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

������������
=

=

nX
k=1

nX
j=1

akj (t)

����������
x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
::: ::: ::: :::

xj;1 (t) xj;2 (t) ::: xj;n (t)
::: ::: ::: :::

xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

����������
=

nX
j=1

ajj (t)

����������
x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
::: ::: ::: :::

xj;1 (t) xj;2 (t) ::: xj;n (t)
::: ::: ::: :::

xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

����������
;

8t 2 I.
Deci se veri�c¼a ecuaţia diferenţial¼a
W 0 (t;x1;x2; : : : ;xn) = Tr (A (t)) �W (t;x1;x2; : : : ;xn) ;8t 2 I.
Este o ecuaţie diferenţial¼a de ordinul 1 liniar¼a şi omogen¼a, de unde, prin integrare, rezult¼a

concluzia.

Teorema 4:1:4: Fie 8x1;x2; : : : ;xn 2 V: Atunci wronskianul lor sau este identic nul pe I sau este
diferit de zero în orice punct din I:
Demonstraţie. Fie x1;x2; : : : ;xn 2 V. Dac¼a exist¼a un punct t0 2 I pentru care W (t0;x1;x2; : : : ;xn) = 0
atunci, conform Teoremei Liouville, rezult¼a c¼a

W (t;x1;x2; : : : ;xn) = 0;8t 2 I.

Exemplul 4:1:1: b) Pentru circuitul de la a) şi sistemul diferenţial omogen ataşat

(SO)

8><>:
x0 (t) =

1

C
� y (t)

y0 (t) =
�1
L
� x (t) + �R

L
� y (t)

;

se observ¼a c¼a este un sistem de n = 2 ecuaţii diferenţiale de ordinul 1; liniare, având coe�cienţi
constanţi, daţi de

A (t) = A =

0B@ 0
1

C�1
L

�R
L

1CA ; cu TrA (t) = TrA = �R
L
;8t; omogen, cu b (t) =

�
0
0

�
:

Are n = 2 necunoscute
�
x (t)
y (t)

�
=?

cazul 1. Dac¼a R2 � 4L
C
> 0; atunci
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�
xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
= c1 �

�
e�1t

(C�1) � e�1t
�

| {z }
x1

+ c2 �
�
e�2t

(C�2) � e�2t
�

| {z }
x2

:

Deoarece x1 =
�
e�1t

(C�1) � e�1t
�
;x2 =

�
e�2t

(C�2) � e�2t
�
sunt soluţii ale SO şi

W (t;x1;x2) =

���� e�1t e�2t

(C�1) � e�1t (C�2) � e�2t
���� = C (�2 � �1) et(�1+�2) 6= 0;8t)

B = (x1;x2) este sistem fundamental de soluţii pentru SO:

cazul 2. Dac¼a R2 � 4L
C
= 0; atunci�

xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
= c1 �

�
e�1t

(C�1) � e�1t
�

| {z }
x1

+ c2 �
�
te�1t

C (1 + �1t) � e�1t
�

| {z }
x2

:

Deoarece x1 =
�
e�1t

(C�1) � e�1t
�
;x2 =

�
te�1t

C (1 + �1t) � e�1t
�
sunt soluţii ale SO şi

W (t;x1;x2) =

���� e�1t te�1t

(C�1) � e�1t C (1 + �1t) � e�1t
���� = Ce2(t�1) 6= 0;8t)

B = (x1;x2) este sistem fundamental de soluţii pentru SO:

cazul 3. Dac¼a R2 � 4L
C
< 0; atunci�

xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
= c1�

�
e�t cos�t
e�tC

�
�e�t cos�t� �e�t sin�t

� �| {z }
x1

+c2�
�
e�t sin�t
e�tC

�
�e�t sin�t+ �e�t cos�t

� �| {z }
x2

:

Deoarece x1 =
�
e�t cos�t
e�tC

�
�e�t cos�t� �e�t sin�t

� � ;x2 = � e�t sin�t
e�tC

�
�e�t sin�t+ �e�t cos�t

� �
sunt soluţii ale SO şi

W (t;x1;x2) =

���� e�t cos�t e�t sin�t
e�tC

�
�e�t cos�t� �e�t sin�t

�
e�tC

�
�e�t sin�t+ �e�t cos�t

� ���� = C�e3(t�) 6=
6= 0;8t)

B = (x1;x2) este sistem fundamental de soluţii pentru SO:
În toate cazurile, soluţia general¼a a SO este:

xo (t; c) = X (t;x1;x2) � c = c1x1 (t) + c2x2 (t) ; t 2 R, c1; c2 2 R.
Ulterior se vor stabili alte modalit¼aţi de determinare de soluţii x1;x2 particulare, liniar independente
pentru SO cu n = 2; având coe�cienţi constanţi.

Convenţie. Peste tot în cele ce urmeaz¼a, se va nota:

-pentru n = 2;
�
x1 (t)
x2 (t)

�
cu
�
x (t)
y (t)

�
şi, pentru n = 3;

0@ x1 (t)
x2 (t)
x3 (t)

1A cu

0@ x (t)
y (t)
z (t)

1A :
Exemplul 4:1:2: Se determin¼a soluţia general¼a a sistemului8><>:

x0 =
4

t
x� 4

t2
y

y0 = 2x� 1
t
y;

ştiind c¼a admite soluţiile particulare

x1 (t) = '1 (t) =

�
1
t

�
şi x2 (t) = '2 (t) =

�
2t2

t3

�
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Rezolvare : Sistemul (SO)

8><>:
x0 (t) =

4

t
x (t)� 4

t2
y (t)

y0 (t) = 2x (t)� 1
t
y (t)

; t 2 I-interval; 0 =2 I;

este un sistem de n = 2 ecuaţii diferenţiale de ordinul 1; liniare, având coe�cienţi variabili, daţi de

A (t) =

0B@ 4

t
� 4
t2

2 �1
t

1CA ; omogen, cu b (t) = � 0
0

�
; cu n = 2 necunoscute

�
x (t)
y (t)

�
=?

�Se observ¼a c¼a x1;x2 2 C1
�
I;R2

�
şi, prin calcul direct, c¼a sunt soluţii particulare ale SO:

Într-adev¼ar,

x1 (t) =

�
1
t

�
=

�
x1 (t)
y1 (t)

�
veri�c¼a

8><>:
0 =

4

t
� 1� 4

t2
� t

1 = 2 � 1� 1
t
� t

; t 2 I:

x2 (t) =

�
2t2

t3

�
=

�
x2 (t)
y2 (t)

�
veri�c¼a

8><>:
4t =

4

t
� 2t2 � 4

t2
� t3

3t2 = 2 � 2t2 � 1
t
� t3

; t 2 I:

�Mai mult, sunt funçtii vectoriale liniar independente, deoarece

W (t;x1;x2) =

���� x1 (t) x2 (t)
y1 (t) y2 (t)

���� = ���� 1 2t2

t t3

���� = �t3 6= 0;8t 2 I.
�Atunci B = (x1;x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru SO.
Soluţia general¼a a sistemului SO este�
xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
= c1 �

�
1
t

�
+ c2

�
2t2

t3

�
=

�
c1 � 1 + c2 � 2t2
c1 � t+ c2 � t3

�
;8t 2 I şi c1; c2 2 R:

Reprezentând gra�c pe xo şi yo pe I = ]0;1[, apoi pe I = ]0;1[ pentru (c1; c2) = (1; 0) şi
(c1; c2) = (0; 1) cu magenta (corespunz¼atoare soluţiilor particulare din sistemul fundamental) şi
pentru

(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1;�1) ;
(c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1)
(c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1)

cu albastru, se obţine

t

x

t

y
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*REZOLVAREA SISTEMULUI DIFERENŢIAL NEOMOGEN SN ŞI A PROBLEMEI
CAUCHY

Fie sistemul neomogen de ecuaţii diferenţiale de ordinul 1; liniare; scris vectorial
x0 (t) = A (t) � x (t) + b (t) ; t 2 I; (10) ;

unde A : I!Mn(R) şi b : I!Mn�1 (R) ' Rn sunt funçtii continue. Fie sistemul omogen ataşat
de ecuaţii diferenţiale de ordinul 1; liniare; scris vectorial

x0 (t) = A (t) � x (t) ; t 2 I: (20)

Teorema 4:1:4: Fie X o matrice fundamental¼a a sistemului diferenţial omogen (2) şi �e
xp : I!Mn�1 (R) ' Rn o soluţie particular¼a a sistemului diferenţial neomogen (1). O funçtie
x : I!Mn�1 (R) ' Rn este soluţie a sistemului diferenţial neomogen (1) dac¼a şi numai dac¼a este
de forma

x (t) = X (t) � c+ xp (t) ; t 2 I; c 2Mn�1 (R) ' Rn:
În particular, soluţia general¼a a sistemului diferenţial neomogen (1) este

x (t; c) = xo (t; c) + xp (t) ; t 2 I; c 2Mn�1 (R) ' Rn:
unde xo (t; c) este soluţia general¼a a sistemului diferenţial omogen (2) şi xp (t) este o soluţie
particular¼a a sistemului diferenţial neomogen (1) :
Demonstraţie. Necesitatea. Fie x : I ! Rn o soluţie a sistemului diferenţial neomogen (1) Se
de�neşte

v : I!Mn�1 (R) ' Rn;v (t) = x (t)� xp (t) :
Atunci v este de clas¼a C1 şi

v0 (t) = x0 (t)� x0p (t)
(10)
= (A (t) � x (t) + b (t))�

�
A (t) � xp (t) + b (t)

�
=

= A (t) �
�
x (t)� xp (t)

�
= A (t) � v (t) :

Deci v este soluţie a sistemului diferenţial liniar omogen (2) ; şi deci este de forma
v (t) = X (t) � c; t 2 I;

unde c 2Mn�1 (R) ' Rn; de unde concluzia.
Su�cienţa. Fie funçtia x : I!Mn�1 (R) ' Rn de�nit¼a prin
x (t) = X (t) � c+ xp (t) ; t 2 I;

unde c 2 Mn�1 (R) ' Rn: Se ştie c¼a X (t) � c este soluţie a sistemului diferenţial liniar omogen,
deci este de clas¼a C1 şi atunci x este de clas¼a C1 şi

x0 (t) = (X (t) � c)0 + x0p (t) = A (t) � (X (t) � c) +A (t) � xp (t) + b (t) =
= A (t) �

�
X (t) � c+ xp (t)

�
+ b (t) =

= A (t) � x (t) + b (t) ; t 2 I;
de unde concluzia.

În ipotezele anterioare, �e problema Cauchy

PC (D) :
�
(10) x0 (t) = A (t) � x (t) + b (t) ; t 2 I
(CI) x (t) = x0:

Teorema 4:1:5: Fie X o matrice fundamental¼a a sistemului diferenţial omogen (2). Atunci soluţia
problemei Cauchy anterioare este dat¼a de formula variaţiei constantelor:

x (t) = X (t) � X�1 (t0) � x0 + X (t) �
R t
t0
X�1 (s) � b (s) ds; t 2 I:

Demonstraţie. Folosind observaţia c¼a un sistem se poate reduce la o ecua̧tie diferenţial¼a de ordin
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n şi metoda variaţiei constantelor dat¼a de Teorema 3:1:4:; se caut¼a soluţia problemei Cauchy de
forma x : I!Mn�1 (R) ' Rn,

x (t) = X (t) � u (t) ; unde u : I!Mn�1 (R) ' Rn este o funçtie vectorial¼a ce va � determinat¼a
asfel încât x s¼a veri�ce (1) ; adic¼a

(X (t) � u (t))0 = A (t) � (X (t) � u (t)) + b (t) ; t 2 I,
X 0 (t) � u (t) + X (t) � u0 (t) = A (t) � X (t) � u (t) + b (t) ; t 2 I
Deoarece X (t) este matrice fundamental¼a, adic¼a veri�c¼a sistemul diferenţial omogen (2) ; X 0 (t) =

A (t) � X (t))
A (t) � X (t) � u (t) + X (t) � u0 (t) = A (t) � X (t) � u (t) + b (t) ; t 2 I,
X (t) � u0 (t) = b (t) ; t 2 I, u0 (t) = X�1 (t) � b (t) ; t 2 I.
Integrând,
u (t) = u (t0) +

R t
t0
X�1 (s) � b (s) ds; t 2 I.

Înlocuind în relaţia ce de�neşte x; se obţine

x (t) = X (t) �
�
u (t0) +

R t
t0
X�1 (s) � b (s)

�
ds; t 2 I.

Înlocuind (CI) : x (t) = x0 )
x (t) = X (t) � X�1 (t0) � x0 + X (t) �

R t
t0
X�1 (s) � b (s) ds; t 2 I:

Teorema 4:1:6:Fie

X (t;x1;x2; : : : ;xn) =

0BB@
x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
x2;1 (t) x2;2 (t) ::: x2;n (t)
::: ::: ::: :::

xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

1CCA
o matrice fundamental¼a a sistemului diferenţial omogen (2) ; cu soluţia general¼a a SO

xo (t; c) = c1x1 (t) + :::+ cnxn (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cn 2 R.
Atunci o soluţie particular¼a xp (t) pe I a sistemului diferenţial neomogen (1) este de forma

xp (t) = u1 (t)x1 (t) + :::+ un (t)xn (t) ;8t 2 I.
unde u0i : I! R, i 2 f1; :::; ng, sunt funçtii-soluţii ale sistemului8>><>>:

u01 (t)x1;1 (t) + :::+ u
0
n (t)x1;n (t) = b1 (t)

u01 (t)x2;1 (t) + :::+ u
0
n (t)x2;n (t) = b2 (t)

:::
u01 (t)xn;1 (t) + :::+ u

0
n (t)xn;n (t) = bn (t) :

Demonstraţie. Analog cu cea a Teoremei 4:1:5: Pentru calcul, se integreaz¼a rezultatele, se înlocuiesc
expresiile lui ui; i 2 f1; :::; ng ; şi se obţine xp.

Exemplul 4:1:3: Se determin¼a soluţia problemei Cauchy8>>><>>>:
(SN)

8><>:
x0 =

4

t
x� 4

t2
y + 1

y0 = 2x� 1
t
y + 2;

CI : x (1) = 1; y (1) = 1
ştiind c¼a SO ataşat admite soluţiile particulare

x1 (t) = '1 (t) =

�
1
t

�
şi x2 (t) = '2 (t) =

�
2t2

t3

�
:

Rezolvare : Sistemul (SN)

8><>:
x0 (t) =

4

t
x (t)� 4

t2
y (t) + 1

y0 (t) = 2x (t)� 1
t
y (t) + 2

; t 2 I-interval; 0 =2 I;

este sistem de n = 2 ecuaţii diferenţiale de ordin 1, liniare, cu coe�cienţii variabili, daţi de
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A (t) =

0B@ 4

t
� 4
t2

2 �1
t

1CA ; omogen, cu b (t) = � 1
2

�
; cu n = 2 necunoscute

�
x (t)
y (t)

�
=?

modul 1: Conform Exemplului 4:1:2)

X (t;x1;x2) =
�
x1 (t) x2 (t)
y1 (t) y2 (t)

�
=

�
1 2t2

t t3

�
este o matrice fundamental¼a.

Deoarece

W (t;x1;x2) =

���� x1 (t) x2 (t)
y1 (t) y2 (t)

���� = ���� 1 2t2

t t3

���� = �t3 6= 0;8t 2 I)
X (t;x1;x2) este inversabil¼a şi X�1 (t;x1;x2) =

�
�1 2

t
1
t2

� 1
t3

�
:

Atunci
x (t) = X (t) � X�1 (t0) � x0 + X (t) �

R t
t0
X�1 (s) � b (s) ds; t 2 I t0=12I=]0;1[)

x (t) =

�
1 2t2

t t3

�
�
�
�1 2

1
1
12

� 1
13

�
�
�
1
1

�
+

�
1 2t2

t t3

�
�
R t
1

�
�1 2

s
1
s2

� 1
s3

�
�
�
1
2

�
ds =

=

�
1
t

�
+

�
1 2t2

t t3

�Z t

1

�
4
s � 1
1
s2
� 2

s3

�
ds =

�
1
t

�
+

�
1 2t2

t t3

��
4 ln t� t+ 1
�1
t +

1
t2

�
=

=

�
2 + 4 ln t� 3t+ 2
2t+ 4t ln t� 2t2 + t

�
:

modul 2:
etapa 1: Se ataşeaz¼a şi se rezolv¼a SO.

(SO)

8><>:
x0 (t) =

4

t
x (t)� 4

t2
y (t)

y0 (t) = 2x (t)� 1
t
y (t)

; t 2 I:

Conform Exemplului 4:1:2) B = (x1;x2) este un sistem fundamental de soluţii pentru SO.
Soluţia general¼a a sistemului SO este�
xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
= c1

�
1
t

�
+ c2

�
2t2

t3

�
=

�
c1 � 1 + c2 � 2t2
c1 � t+ c2 � t3

�
;8t 2 I şi c1; c2 2 R:

etapa 2: Se determin¼a
�
xp (t)
yp (t)

�
=? o soluţie particular¼a a SN, cu metoda variaţiei constantelor.

Se caut¼a�
xp (t)
yp (t)

�
= u1 (t)

�
1
t

�
+ u2 (t)

�
2t2

t3

�
=

�
u1 (t) � 1 + u2 (t) � 2t2
u1 (t) � t+ u2 (t) � t3

�
,

unde u0i : I! R, i 2 f1; 2g, sunt soluţii ale sistemului�
u01 (t) � 1 + u02 (t) � 2t2 = 1
u01 (t) � t+ u02 (t) � t3 = 2

; t 2 I:

Se calculeaz¼a

W (t;x1;x2) =

���� 1 2t2

t t3

���� = �t3 6= 0;8t 2 I:
�1 (t) =

���� 1 2t2

2 t3

���� = t3 � 4t2;8t 2 I.
�2 (t) =

���� 1 1
t 2

���� = 2� t;8t 2 I.
Atunci, alegând I = ]0;1[ a.î. t0 = 1 2 I)
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8><>:
u01 (t) =

�1(t)
�(t) =

t3 � 4t2
�t3 ;

u02 (t) =
�2(t)
�(t) =

2� t
�t3 :

�������
R
(�) dt)

�
u1 (t) = 4 ln t� t+ k1;
u2 (t) = �1

t +
1
t2
+ k2:

Deoarece se caut¼a o soluţie particular¼a xp; se alege k1 = 0, k2 = 0. S-a obţinut�
xp (t)
yp (t)

�
=

�
(4 ln t� t) � 1 +

�
�1
t +

1
t2

�
� 2t2

(4 ln t� t) � t+
�
�1
t +

1
t2

�
� t3

�
=

�
4 ln t� 3t+ 2
4t ln t� 2t2 + t

�
;8t 2 I.

etapa 3: Soluţia general¼a a SN este�
x (t; c1; c2)
y (t; c1; c2)

�
=

�
xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
+

�
xp (t)
yp (t)

�
;8t 2 I.�

x (t; c1; c2)
y (t; c1; c2)

�
=

�
c1 � 1 + c2 � 2t2
c1 � t+ c2 � t3

�
+

�
4 ln t� 3t+ 2
4t ln t� 2t2 + t

�
=

=

�
c1 � 1 + c2 � 2t2 + 4 ln t� 3t+ 2
c1 � t+ c2 � t3 + 4t ln t� 2t2 + t

�
;8t 2 I.

Etapa 4 : Pentru a determina soluţia problemei Cauchy ((SN) ; CI), se impun asupra soluţiei g¼asite
x condi̧tiile ini̧tiale. Deoarece CI sunt date în t0 = 1, pe I ales la etapa 2)�

x (t) = c1 � 1 + c2 � 2t2 + 4 ln t� 3t+ 2
y (t) = c1 � t+ c2 � t3 + 4t ln t� 2t2 + t

CI:)8>><>>:
t = 1
x (1) = 1
y (1) = 1�

1 = c1 � 1 + c2 � 2 + 4 � 0� 3 + 2
1 = c1 � 1 + c2 � 1 + 4 � 0� 2 + 1

)
�
c1 + 2c2 = 2
c1 + c2 = 2

)
�
c1 = 2
c2 = 0

Atunci�
x (t) = 2 + 4 ln t� 3t+ 2
y (t) = 2t+ 4t ln t� 2t2 + t

este unica soluţie a sistemului SN ce veri�c¼a CI date.
Reprezentând gra�c pe x şi y pe I = ]0;1[, apoi pe I = ]0;1[ pentru (c1; c2) = (1; 0) şi

(c1; c2) = (0; 1) cu magenta (corespunz¼atoare soluţiilor particulare din sistemul fundamental) şi
pentru

(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1;�1) ;
(c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1)
(c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1)

cu albastru, şi pentru
(c1; c2) = (0; 0) ;

cu portocaliu (soluţia particular¼a a SN prin metoda variaţiei constantelor);̧si pentru
(c1; c2) = (2; 0) ;

cu verde (soluţia problemei Cauchy), se obţine:
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t

x

t

y

Observa̧tia 4:1:3: a) Exist¼a metode de determinare pentru un sistem fundamental de soluţii ale
sistemului omogen, adic¼a a unei matrice fundamentale X (t) ; speci�ce sistemelor având coe�cienţi
constanţi.
b) Exist¼a şi alte metode de determinare pentru o soluţie particular¼a a sistemului neomogen, xp;
atunci când se cunoaşte un sistem fundamental de soluţii pentru sistemul omogen. Metoda coe�-
cienţilor nedeterminaţi presupune ca sistemele s¼a aib¼a coe�cienţi constanţi.


