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CURS NR. 7
EDCO, AIA

4. SISTEME DE n ECUATII DIFERENTIALE LINIARE DE ORDINUL 1 CU n
NECUNOSCUTE
4.1. Sisteme de ecuatii diferentiale liniare avand coeficienti variabili

In primul curs s-a observat ci modelarea matematicd a fenomenelor din diverse domenii poate
conduce i la sisteme de ecuatii diferentiale. De exemplu, modelul prada-pradator (Lotka - Volterra)
ce descrie dinamica sistemelor biologice in care doar doua specii interactioneaza, pradatorul si prada
(pesti pradd-pesti pradator, iepuri-vulpi). Fie z (¢) numdarul de indivizi din populatia prada la
momentul ¢ §i y (¢) numdrul pradatorilor. S-a obtinut sistemul:

{ 2 (t) = ax (t) = po (£)y (1

Y (8) = —by () + g2 () y (8)
cu a,b,p,q > 0, care va fi identificat cu unul de doua ecuatii diferentiale de ordinul 1, cu dou&
necunoscute, neliniar, deoarece apare xy (a se vedea Bibliografie [Vrabie]; a se vedea si Diver-
gence and curl: The language of Maxwell’s equations, fluid flow, and more, minutele 7-9, de pe
3BluelBrown

https://www.youtube.com/watch?v=rB83DpBJQsE).

Forma generald a unui sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul 1, liniare, neomogen/omogen,
avand coeficienti variabili, sub forma normala:

) (t) = a1 (t) x1 (t) + a1z (t) x2 (¢) + ... + a1n (8) zp () + b1 (2)
:EIQ (t) = a9l (t) X1 (t) + ag2 (t) X2 (t) + ...+ aon (t) T (t) + by ( )

4~

el (1)

xl (t) = an1 (£) x1 () + an2 (¢) 22 (£) + ... + app (¢) 25 () + by, (2)
unde I C R este un interval nevid deschis, a;; : I — R, 7,5 € {1,...,n}, sunt functii continue numite
coeficienti (variabili; constanti dacd functiile sunt constante), iar b, : I — R,i € {1,...,n}, sunt
functii continue numite termeni liberi. Daca b; : I — R sunt functii identic nule Vi € {1,...,n},
atunci (1) se numegte sistem omogen; dacd 3i € {1,...,n} a.i. b; : [ — R este functie neidentic nul4,
atunci (1) se numeste sistem neomogen. Functiile z; : I — R, j € {1,...,n} sunt functiile necunos-

cute ale sistemului. O functie x : T — M, x1(R) ~R", x(¢t) = z2 (1) ~(x1(t) .y zp (t)) de

clasi C! ce verificd (1) se numeste solutie pentru sistem.
Introducand notatiile x,b : T — M, x1 (R) ¥ R" gi A: I — M, (R),

I (t) b1 (t) ail (t) a2 (t) . Q1n (t)
o Rl T el R R
T () by, (t) ani (t) ap2 (t) ... apn(t)

sistemul devine ecuatia diferentiala de ordinul 1 liniara, vectoriala

X () =A(t)-x(t)+b(t),tel (1)
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Problema Cauchy asociata unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul 1 liniare
neomogen/omogen, cu coeficienti variabili, sub forma normala cu datele D = (I, b, to, %) ,

1,0

2,0

unde x; = , constd in determinarea unei functii x : I — M,,»1(R) ~ R" de clasa C 1 unde

Tn,0
I C R este un interval nevid deschis, tp € I,x;9 € R, ¢ = 1,n pentru care
pc@):{ (1) X/ () = A(t) - x () + b (1) ,t € T & (1) ...
(CI) X(t()) =Xg <= T1 (to) = T1,0, %2 (to) =220,y Tn (to) = Tn,0-
Functia x se numeste solutie a problemei Cauchy PC (D).
De mentionat ca solutia, daca existd, este unica si este definitd pe tot I, este saturata.

Exemplul 4.1.1. a) Fie circuitul format dintr-un rezistor caracterizat prin rezistenta R, o bobind
ideald caracterizata prin inductanta/ inductivitatea proprie L si un condensator caracterizat prin
capacitatea electrica C, toate constante in timp, ca in figura:

it

T TC

Modelare. Se va studia comportamentul circuitului in regim liber (regim propriu) atunci cand
condensatorul a fost incarcat anterior sub tensiunea generatorului si cand se descarca in bobina gi
rezistor din momentul ¢ > 0.
Se reaminteste ca, notand cu ig, i1, ic intensitatea curentului pe portiunile de circuit care contin
rezistorul R, bobina L, respectiv condensatorul C, gi cu ugr, ur, uc, tensiunile corespunzitoare
rezultd, din Legile lui Kirchoff, Ohm, Faraday, urmatoarele relatii:

Legea I-a lui Kirchoff: ir =i = i¢

Legea lui Ohm: ug = R - ip

Legea a I1-a a lui Kirchoff: e, = ugr + uc,
unde e, este tensiunea electromotoare autoindusa.

dif,
— ), — = ea

Legile lui Faraday: dudt
=~

Atunci, ¢ fiind sarcina la bornele condensatorului,
IR =1L =1C 1 R
. Jue=5 g8 us=5-1
up = R-igp i ¢c—c q‘/ cmce
€q = —L -1}
€q = UR + uc
Atunci, notand uc = x si if, = y, se verifica sistemul de ecuatii
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V)= 2w+ ey )
care este un sistem de n = 2 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu n = 2 functii necunoscute,
cu coeficienti constanti, omogen, care modeleaza curentul in circuit la momentul ¢.
Rezolvare cu metoda elimindrii. Din prima ecuatie a SO=
{ (0) y (1) = Ca’ (1) ,¥e| 4 (1)
y' (t) = Cz" (t),Vt
Se inlocuiesc y si ¥’ in a doua ecuatie a (SO) (se elimind y, 3’ din a doua ecuatie a SO) =

Cm”(t):_Tl-x(t)+%R-C’a:'(t),Vt:>
x”(t):%-:c(t)—l—% o () Wt
(+50) "/ (8) + 2o (8) + 1w (1) = 0, %,

care este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul al 2-lea, liniara, cu coeficienti constanti, omogena,
verificatd de tensiunea la bornele condensatorului uc. Uneori derivata in raport cu t se noteazé cu
- §i ecuatia apare sub forma:

(*go) uc + u + L 0,
EO UC LUC LCUC =

descriind variatia tensiunii de la bornele condensatorului pe parcursul descércirii acestuia. A se
vedea Bibliografie [Ciobanu, Apreutesei.

Pentru ¢, variabild independents din domeniul de definitie a solutiei, se determina x, (; c1, ¢2),
solutia generald pentru ecuatia (xgo).
Se atageazd ecuatiei diferentiale (xpo) ecuatia ei caracteristica:

R 1 R\? 1 RT-43
2 1t o1 2y o4

cazul 1. Daci A > 0 & R? — 46 > 0, ecuatia caracteristicad admite doua solutii reale distincte,
A1, A2 € R, Atunci

R

-7 +VA
AlzfeRcum()\l):l

SELEN/N
AQZ%ERCUTR(AQ):l

T (t;c1,02) = 1 eMt 4 coeMt Vit sieq, o € R.
Inlocuind z,2’ in (o) y (t) = Ca' (t),Vt =
Yo (t;c1,c0) = C (cle)‘lt A+ 026)\2t )\2)
= (C)\l) et + c2 (C)\Q)
Solutia generald a (SO) este:

o (ticr,ca) \ _ [ creMt 4 cpe?! -
Yo (t; c1, 02) N Cc1 (C)\l) Mt + c2 (C)\z) - etet o
e/\lt e)\Qt
=cCp- < (C>\l)'e>\1t > +ca - ( (C)Q).e,\ﬁ ) =
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1 1
— .Mt et
C1-€ (C')q ) +co-e (C)\g )

— —
vect. pr. al A vect. pr. al A
coresp. lui \; coresp. lui Ao

A se vedea grafice de solutii in Seminar 7, precum pentru (c¢1,c2) = (1,0) si (c1,¢2) = (0,1) cu

magenta (corespunzatoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) si pentru
(Clv 02) = (17 1) ) (61702) = (17 _1) ) (01702) = (_L 1) ) (Cl’ 02) = (_L _1) )
(Cl, Cg) = (1, 2) N (01,02) = (2, 1) y (61, 02) = (—1, 2) y (Cl, Cg) = (—2, 1)
(Cl, 62) = (1, —2) s (Cl, 62) = (2, —1) s (Cl, CQ) = (—1, —2) y (Cl, 62) = (—2, —1)

cu albastru, corespunzand:

o)1 >0,A>0:
% — t

oA <0,X<0:
——t » :t

oA >0,M<0:

oA =0, <0:
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oA =0, >0:

L
cazul 2. Dacd A =0 < R? — 46 = 0, ecuatia caracteristica admite doua solutii reale coincidente,

A1 = Ao € R. Atunci
Alz—%eRcum(Al):Q
T (t;c1,02) = 1 eMt 4 coteMt Vi si e, e € R.
Inlocuind z,2’ in (o) y (t) = Ca' (t),Vt =
Yo (t;c1,00) = C (cle/\lt AL+ co (e)‘lt + teMt. )\1)) =
=c1 (CA1) - M4 co (O (14 M\t)) - et
Solutia generald a SO este:

Zo (tic1,c2) \ creMt 4 coteM? B
Yo (t;c1,2) { L a(Chy) - e +A02 (C(1+Nt))-eMt )
ettt tett

1 t
oAt . oAt
et (C/\1> c2- e <C(1+)\1t)>'

A se vedea grafice de solutii in Seminar 7, precum pentru (ci,c2) = (1,0) si (¢1,¢2) = (0,1) cu
magenta (corespunzitoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) si pentru

(c1,e2) = (1,1), (c1,¢2) = (1, 1), (e, e2) = (=1,1), (1, ¢2) = (-1, 1),

(61702) (1 2) (61762) (27 1) (ClaCQ) = (*1?2)7(Cla02) = (*27 1)

(c1,e2) = (1,-2), (c1,02) = (2,—1), (c1,¢2) = (=1, =2), (c1, 2) = (=2, 1)
cu albastru, corespunzand:

o) >0:
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L
cazul 3. Daca A < 0 & R2_46 < 0, ecuatia caracteristica admite doua solutii complexe conjugate.

Atunci B
—— +iv/-A
)\172 = Lf S C\R cu m()\LQ) =1.
T, (t;c1,c2) = c1e® cos Bt + coe® sin Bt,Vt > 0 i c1, co € R,
L
_p2 el
unde o = — &£, 3 = _A: R+4C
X 2L 2 2L '
Inlocuind z, 2’ in (o) y (t) = Cx' (t),Vt =
Yo (tc1,02) =

=C (01 (aeo‘t cos St — e sin ,6’2?) +ca (aeo‘t sin Bt + Be® cos Bt)) .
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Solutia generald a (SO) este:
To (tye1,e2) \ [ c1e® cos Bt + cpe® sin Bt B
< Yo (t;¢1,¢2) > a < C (c1 (e cos Bt — Be™ sin Bt) + ¢z (e® sin Bt + Be® cos Bt)) > a
. '<eatcosﬁt >+c '<eatsin5t >
- e C (ce® cos Bt — Be® sin Bt) 2 e C (ce® sin Bt + Be® cos Bt)

at [ cos Bt ot [ sin St
—ase ( C (aeat cos St — e sin ﬁt) > tee < C (aeo‘t sin Bt + e cos Bt) ) '
A se vedea grafice de solutii in Seminar 7,precum pentru (c1,c2) = (1,0) si (c1,¢2) = (0,1) cu
magenta (corespunzatoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) gi pentru

(c1,02) = (1,1),(c1,e2) = (1, 1), (e1,¢2) = (=1,1), (c1,2) = (—1, 1),

(c1,e2) = (1,2), (c1,¢2) = (2,1), (e1,02) = (=1,2), (c1,¢2) = (=2,1)

(Clv 02) = (17 *2> ’ (Clv 62) = (2’ *1) ’ (Clv 62) = (*17 *2) ) (Cla 02) = (*27 *1)
cu albastru, corespunzéand:

o> 0:

i

,‘ ‘\ H
il

n\\h \
Tl

o < 0:
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OO gmmmm'.gm'
A A RV VARV IR VAVE VAV
FEOEPIEEACT IR
AV ()

AN \ RN
AL T A XA RA VY ARARA
wwmmwm wmm m,m‘

Comentariu. eSe observa ci, in fiecare caz in parte, solutia sistemului omogen de doua
ecuatii diferentiale liniare de ordinul 1 provine dintr-un sistem fundamental de solutii pentru o
ecuatie diferentiald de ordinul 2 omogena.

eForma graficelor pentru x,, y, este asemanétoare, datorita formulei finale in care apar combi-
natii liniare de functii de acelasi tip (sau eM? si e2f, sau eM? si teM?, sau e cos ft si e sin Bt).
Mai mult, forma aseméan&toare provine i datorita legaturii lor in SO.

oin cazul 3, pentru a = 0, solutia = = u, este o oscilatie armonici, adici este o "miscare" (de
sarcind) descrisa de un parametru de stare de forma "legii sinusului":

x (t) = Asin (wt + ¢), unde A,w, @ sunt constante reale date.

Se poate presupune ca w > 0, deoarece

sin (wt + ¢) = —sin (—wt — ).

o g 27

Numarul A = mzﬁc\ f(t)| se numeste amplitudinea oscilatiei, iar numarul T = — se numesgte
te w

perioada oscilatier (in s). Numdarul w = 2% se numeste frecventa ciclica, pulsatia oscilatier (in

rad/s), iar numarul ¢ frecventa initiala a oscilatiei (in rad).

Amplitudinile oscilatiilor armonice au importanta data de faptul ci energia oscilatiei depinde
de péatratul amplitudinii, iar fazele pentru a observa defazajul dintre diferite oscilatii. A se vedea
Cursul 1 i Anexa 2 de la AM.

*REZOLVAREA SISTEMULUI DIFERENTIAL OMOGEN SO

Conform exemplului 4.1.1, se poate pune in evidentd Metoda Eliminarii de rezolvare a SO prin
reducerea la rezolvarea unei ecuatii diferentiale de ordin n liniare gi omogene. Pentru cazul n > 3,
eliminarea a n — 1 functii si obtinerea unei ecuatii diferentiale de ordinul n in functia rdmasa poate
intAmpina dificultdti (a se vedea Exercitiul 2 din Seminarul 7). Se va pune in evidentd si o altd
metoda, legatd de valorile proprii (si vectorii proprii) pentru matricea A, in cazul in care SO are
coeficienti constanti.

Fie sistemul diferential omogen atasat sistemului neomogen (1),

l‘ll (t) = a1 (t) x1 (t) + ais (t) X9 (t) + ...+ an (t) Tn (t)
1'/2 (t) = a91 (t) 1 (t) + aoo (t) o (t) + ...+ a9y (t) Tn (t)

,tel (2)

xl (t) = an1 (t) z1 () + an2 (t) 22 () + ... + apn (t) zp, (L)
scris vectorial sub forma

x (t)=A(t) -x(t),tel (2"
Teorema 4.1.1.Spatiul solutiilor unui sistem diferential omogen (2) este un spatiu vectorial de
dimensiune n peste R.
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O Demonstratie. Se noteazd cu V multimea solutiilor sistemului (2) definite pe I = R,
V= {xcC (LR [x () = A() - x (D)}
Se demonstreazs ci aceastd submultime a lui C! (I; R™) este un subspatiu liniar, izomorf cu R™.
Intr-adevar:

Fie V (o, 3,x,y) € R? x V2. Atunci:

(ax + By) (1) = ax' (t) + By’ (t) = aA (1) - x (1) + BA(t) -y (t) =

=A(t) (ax+By)(t),Vt e = ax+ By € V.
Se construieste un izomorfism intre V gi R”. Procedeul este analog cu cel folosit in cazul ecuatiilor
diferentiale liniare de ordin n cu coeficienti variabili. Se fixeazd ty € I si se defineste
1 (to)

TVRY T (x) —x(t) = | 200 | =

In to
T este o aplicatie liniara, ca in del(no)nstrapia Propozitiei 3.1.3. Din Teorema de existenta si
unicitate Cauchy, rezulta cd T este o functie injectivd (din unicitate) gi surjectiva (din existentd),
deci T este un izomorfism de spatii liniare.
Atunci dimg V = n.

Observatia 4.1.1. a) Conform Teoremei 4.1.1, este suficient sa se determine o bazd B = (x1, Xy, .- .,X,,)
in V, adica exact n solutii particulare liniar independente pentru SO (2), si atunci solutia generald
pentru sistemul diferential liniar omogen are solutia generald

’30 (t;cty ey cn) = 1% (B) + ... +enx, (t),VE €lsicy, ..., cn €R,

unde
:Elﬂ'(t)
i (0= | 22O [t o) vie 1,.n).
mm-(t)

Elementele bazei B se numesc solutii fundamentale ale sistemului diferential omogen, B sistem
fundamental de solutii, iar matricea

711 (1) @12 (1) T1p (1)
X:1— M, (R),X (X, X9, ..,X,) = x21 (1) x22(t) Zop (1)
tor () T () o Ton (D)

se numegte o matrice fundamentald asociata sistemului diferential omogen.
b) Dacd S = (x1,X9,...,X,) este un sistem de n solutii pentru sistemul diferential omogen (nu
neapdrat liniar independente), matricea

z11(t) z12(t) ... 21 (1)
W:I— M, R) W (t;x1,X9,...,X,) = 221(8) @22(8) o wan ()
Tpi () xp2(t) ... xpp(f)
se numeste matrice Wronski a solutiilor (x;,Xs,...,X,), iar
z11(t) zi2(t) ... zin(t)
W (t; %1, Xg, -+, Xy,) = det W (¢ X1, Xo, - - -, X,,) = 221 (8) 222(8) o wan ()
Tpa(t) zp2(t) .. zpp(t)
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wronskianul solutiilor (x1,Xg,...,X,) -
c) Existd o infinitate de matrice fundamentale, deoarece un spatiu vectorial admite o infinitate de
baze.
d) Se observa ca pentru orice matrice Wronski asociata unui sistem de solutii (x;,X,,...,X,,) are
loc ecuatia diferentiald matriceald

W (H=A) W(t),tel|
In plus, daci W = X este matrice fundamentalii, atunci orice solutie a sistemului poate fi scrisi

sub forma
lg(t) =X (t)-c,c € Mpx1(R) QR”.‘

Intradevir,
r11(t) w12 (1) T1n (1) c1
T t) =z t) ... x t c
X(t)-c= 21 (1) 722(t) 2n(t) | 2 =1x; (t) + caxo (t) + ... + X, (1) .
T (t) zpo(t) .. zpp(t) Cn
Teorema 4.1.2. Functiile x;,Xy,...,X%,, € V sunt liniar independente daca si numai daca
W(t;XMXQ, s 7§n) 7é O,Vt el
O Demonstratie. Fie X1,Xg,...,X, € V. Se presupune ca Ai,..., \, in R sunt scalari nu toti nuli,

astfel incat
MX)+ oA, =0y & Aixg (B) + .o+ Ax, (1) =0,VEel &

21,1 (t) 10 (1)
IV IO N 0NN JEVRVESS PN
Tn,1 t) Tn,n (t)
)\11’171 (t) + ...+ )‘nxlﬂl (t) =0
)\156271 (t) + ...+ )\n$2,n (t) =0 Vel
)\1.1‘,7,71 (t) + ...+ Anxnm (t) =0
Sistemul in necunoscutele A1, ..., \,, are solutii diferite de solutia (0, ...,0) daca si numai daca de-

terminantul sau, care este wronskianul, este nul.

Teorema 4.1.3. (Liouville) Fie x;,Xs,...,%, € V. Atunci
t
—/ TrA(s)ds
Wt x, %9, .., %,) = W (lo; Xy, Xg,..., X,,) - € /to Ve el (8)

unde o € I este un punct arbitrar fixat si
n
Tr(At)=> aj(t),,vtel
j=1

O Demonstratie. Se stie ci derivata unui determinant de ordin n ale cirui elemente sunt functii
reale de variabild reald este o suma de n determinanti obtinuti din determinantul initial derivaAnd
in fiecare dintre ei succesiv elementele fiecdrei linii (sau coloane).

Se deriveaza succesiv liniile in W (¢;x;,X,, . ..,X,,) raport cu variabila ¢ gi se obtine
/
Z1,1 (t) x172 (t) xl,n (t)
21 (t) €22 (t) -e XT2n (t)

W/(t;§1752"..’§n) - PRy cee cee cee -

Tpa(t) zp2(t) .. zpp(t)
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() 212 Ty (1) z11(t) 212(t) 1 (1)

_ | m2a(t) w22(D) 2o (t) |, | 220 (8) 235 (1) Ton () | L
LL‘171 (t) 1‘172 (t) CCl’n (t)

| #2a®) w22 () z2n () | yrer
Py (1) Tho(t) e T (1)

Se observa cd in linia cu derivate a determinantilor corespunzitori se pot inlocui, folosind c&
., X, sunt solutii, derivatele cu sumele corespunzatoare=

§17§27 ..
x1,1 (1) x12 (1) Tip (1)
W' (£X1, Ko, -, X,) = > | 20 ok (D@50 (8) 32 ak; (8) 2 (t) > ag (B jn (t) | =
1 7j=1 7j=1 7j=1
T (1) T2 (1) T (1)
z11(t) z12(t) Zim (1) z11(t) z12(t) Zim (1)
=3 N a ) za @) wa(t) o ma @) | =D a )] 2 () wpt) .z ) |,
k=1 j=1 j=1
Tpi () zp2(2) Ty (1) Tpi () zp2(2) T ()
Vvt e L.
Deci se verificd ecuatia diferentiala
W' (t;%1, X9,y X,) =TT (A(L)) - W (%4, X9, ..., X,),Vt € L.

Este o ecuatie diferentiald de ordinul 1 liniard si omogend, de unde, prin integrare, rezulta

concluzia.

Teorema 4.1.4. Fie Vx;,X,,...,X, € V. Atunci wronskianul lor sau este identic nul pe I sau este
diferit de zero in orice punct din I.

O Demonstratie. Fie x1,X,...,%, € V. Daci existd un punct to € I pentru care W (to; Xq, X5, ...,X,,) =0
atunci, conform Teoremei Liouville, rezultd ca

W (t;x1,Xg,...,X%,) =0,Vt € L.

Exemplul 4.1.1. b) Pentru circuitul de la a) si sistemul diferential omogen atasat

0= é%w
Y =2 w2y )

L L
se observa ca este un sistem de n = 2 ecuatii diferentiale de ordinul 1, liniare, avind coeficienti

constanti, dati de
1
am=a=| " © TrA(t) = Tr A= — b(t)=( 0
(t)=A= -1 R ,cu TrA(t) =Tr _T’W’ omogen, cu b (t) = N
L

L
Are n = 2 necunoscute ( @ (t) > =7
y(t)

L
cazul 1. Daci R? — 46 > 0, atunci



Gabriela Grosu / EDCO 12

Zo (ta C1, 02) o ) €A1t n ' e)‘Qt
voltierea) )~ T\ (@A) et ) TR (Ong) -t )

TV
X4 Xo

e/\lt e)\zt
Deoarece x; = < (CAr) - Mt > ,Xg = < (Cy) - Mot > sunt solutii ale SO si
e)\lt e)\gt

(CAp) -eMt (Chy) - eM2t
B = (x;,x5) este sistem fundamental de solutii pentru SO.

W (t;%1,%9) = ‘ ‘ =C Ay — ) etitR2) L vt =

cazul 2. Dacd R? —4— = 0, atunci
T (tye1,c2) | o et e teit
Yo (ticr,ca) )~ ! (CAr) - Mt 2 C (14 M\t)-eMt )
Xq Xo

D ettt teM? lutii ale SO si

eoarece X = < (CA) - it > ,Xg = < C(1+Mt)- it ) sunt solutii ale i
e)\lt te/\lt
W (t;x;,X9) = ‘ ‘ = Ce2(tM) £ 0, Vt =

(CA1) - eMt O (1+ A\it) - eM?
B = (x;, %) este sistem fundamental de solutii pentru SO.

cazul 3. Dacd R? —4— < 0, atunci

Zo (tic1,c2) \ . e cos [t e e sin 3t

Yo (t;c1,02) ) U\ eto (aeat cos Bt — Be* sin Bt) 2\ eotc (aeo‘t sin Bt + Be®! cos 6t) ’
X, X2
e cos [t < — e sin 3t
etC (aeat cos Bt — Be* sin ﬁt) =2 e (oze“t sin Bt + Be® cos Bt)

Deoarece x; = <
sunt solutii ale SO si
W (t;x1,%9) =

#0,Vt =
B = (x;,x5) este sistem fundamental de solutii pentru SO.
In toate cazurile, solutia generald a SO este:
X, (tc) =X (tx1,X5) ¢ = a1xy (1) + %5 (¢) ;1 ER, c1,¢0 ER.
Ulterior se vor stabili alte modalitati de determinare de solutii x,, x, particulare, liniar independente
pentru SO cu n = 2, avand coeficienti constanti.

et cos Ot et gin Bt - "
et (aeat cos Bt — ﬁeat sin ﬁt) et (aeat sin Bt + Beo‘t oS ﬁt) =Cpe £

Conventie. Peste tot in cele ce urmeaza, se va nota:

-pentru n = 71 (1) cu z (1) i, pentru n = il(t) cu o
pentrun =2, ( 337 ) en (55 ) s petrun =2 e v

Exemplul 4.1.2. Se determina solutia generala a sistemului
4 4

/—7 —_— —
2= 1t2y
=21 — —y;
Yy ty

stiind ca admite solutiile particulare

xl(t):gol(t)=<2>§ix2(t):(p2(t):(t2§2>
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4 4
V() = Fa ()~ gy ()
1
y (1) =2z(t) — Sy ()

este un sistem de n = 2 ecuatii diferentiale de ordinul 1, liniare, avand coeficienti variabili, dati de

Rezolvare : Sistemul (SO) ,t € I-interval, 0 ¢ I,

4 4
Alt) = ; _f , omogen, cu b (t) = < 8 > , Cu m = 2 necunoscute < gg; ) =7
t

eSe observi ci x;,x, € C* (]I, ]Rz) si, prin calcul direct, ca sunt solutii particulare ale SO.
Intr-adevir,

4

1 a1 (t) ) L) 0=7

x (1) = = verifica t

%, () ( t > ( y1 (1) 1=2.
oL

2 4t =
Xy (t) = ( ?g ) = < 2 <f) ) verifica t12 ,tel
y2 (1) 3t2:2-2t2—?t3

eMai mult, sunt functii vectoriale liniar ir12dependerlte7 deoarece
W (t;x1,%x,) = ;:11 <(§)) ;22 ((f)) i fzf =—t*#0,vtel

eAtunci B = (x;,X,) este un sistem fundamental de solutii pentru SO.

Solutia generald a sistemului SO este , )

(et )= (2 ) ree (B )= (000008 ) metsanes

Reprezentand grafic pe x, si y, pe I = ]0,00], apoi pe I = ]0,00[ pentru (ci,c2) = (1,0) si
(c1,¢2) = (0,1) cu magenta (corespunzatoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) si
pentru

(c1,02) = (1,1), (c1,¢2) = (1, 1), (e1, ¢2) = (=1,1) , (ex, ¢2) = (=1, —1),

(61702) (17 ) (61762) = ( ) (ClaCZ) ( 72)3(Cla62) (_271)

(c1,02) = (1,=2), (c1,02) = (2,-1), (e, ¢2) = (=1, -2) , (c1, 02) = (=2, —1)

cu albastru, se obtine

{ ' ,te]I.
3t

S TSN
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*REZOLVAREA SISTEMULUI DIFERENTIAL NEOMOGEN SN ST A PROBLEMEI
CAUCHY

Fie sistemul neomogen de ecuatii diferentiale de ordinul 1, liniare, scris vectorial

X/ (t) = A(t) - x(t) +b ()t €L, (1),
unde A: 1 — My,(R) sib: 1T — M, (R) ~ R” sunt functii continue. Fie sistemul omogen atagat
de ecuatii diferentiale de ordinul 1, liniare, scris vectorial

X () = A(t)-x ()t € L. (2)

Teorema 4.1.4. Fie X o matrice fundamentald a sistemului diferential omogen (2) si fie
x, : [ — M1 (R) >~ R" o solutie particulard a sistemului diferential neomogen (1). O functie
X : I — My (R) ~ R™ este solutie a sistemului diferential neomogen (1) daca si numai daca este
de forma
x(t) =X () c+x,(t),tel, c€ Mpx1 (R) =R"
In particular, solutia generald a sistemului diferential neomogen (1) este
x(t;c) =x,(t;c) +x,(t),t €L, c € Mpx1 (R) ~R".
unde X, (¢;c) este solutia generald a sistemului diferential omogen (2) si x,, () este o solutie
particulard a sistemului diferential neomogen (1).
O Demonstratie. Necesitatea. Fie x : T — R” o solutie a sistemului diferential neomogen (1) Se
definegte

vil— My (R) =R v (t) = x(t) — x, ().
Atunci v este de clasi C! si

v () =x (t) —x, (1) © (A1) - x (1) + b (1)) — (A(t) -x, (1) + b (1)) =

— AW (x(D) —x, (1) = A1) - v (1),
Deci v este solutie a sistemului diferential liniar omogen (2), si deci este de forma
V() =X(t)-ctel
unde ¢ € M1 (R) ~ R", de unde concluzia.
Suficienta. Fie functia x : I — M, «1 (R) ~ R™ definitd prin
x(t)=X(t) c+x,(t),tel
unde ¢ € M, x1 (R) ~ R™. Se gtie c& X (t) - ¢ este solutie a sistemului diferential liniar omogen,
deci este de clasi C! si atunci x este de clasd C! si
X () = (X (1) - )+, (£) = A () (X (1) - €) + A () - x,, () + b () =
=At)- (X (t)-c+x,(t)+b(t) =
—A(t)-x(t) +b(t), L],
de unde concluzia.

In ipotezele anterioare, fie problema Cauchy
Q) x(t)=A@)-x(t)+Db(t),tel
Pe®):{ {en e —n.
Teorema 4.1.5. Fie X 0 matrice fundamentald a sistemului diferential omogen (2). Atunci solutia
problemei Cauchy anterioare este datd de formula variatiei constantelor:
_ t o4
x(t) = X (£)- X1 (tg) 30+ X (1) [} X1 (s) - b(s)ds,t €L

O Demonstratie. Folosind observatia ci un sistem se poate reduce la o ecuatie diferentialg de ordin
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n gi metoda variatiei constantelor datd de Teorema 3.1.4., se cauta solutia problemei Cauchy de
forma x: I — M1 (R) ~ R,

x(t)=X(t)-u(t), unde u: I — M, (R) ~ R" este o functie vectoriald ce va fi determinata
asfel incat x sa verifice (1), adica

(X () -u@®) =A@)-(X(t)-u®)+b(t),tele

X () u@®)+X ()0 (t)=A@)-X(t)-ut)+b(t),tel

Deoarece X (t) este matrice fundamentald, adicé verificd sistemul diferential omogen (2), X’ (t) =
A(t)-X(t) =

A(t)- X (t) -u(t)+ X (1) -u' (t) =

X(t)-u'(t)=b(t),teleu(t)=

Integrand,

u(t)=u(t) + [, X1 (s) b(s)ds,t €L

Inlocuind in relatia ce defineste x, se obtine

;@%:X@y(g@@+J%X*W®-b@»d&tGE

Inlocuind (CT) : x () = x5 =

x(t)=X(t)- X (tg) - xg+ X (t)- fto X~ 1(s)-b(s)ds,t €L
Teorema 4.1.6.Fie

A() X () u() +b(h),tele
X1(t) b(t),tel

xl,l (t) 37172 (t) .1‘1,71 (t)
X (t; Kl) KQ? A ’Xn) = x271 (t) (L‘2’2 (t) x27n (t)
a1 () Tz () o Zon ()

o matrice fundamentald a sistemului diferential omogen (2), cu solutia generald a SO
x, (t;c) = ax; (t) + ... + enx, (B),VE €lsi ey, ..oy cp € R
Atunci o solutie particulara x, () pe I a sistemului diferential neomogen (1) este de forma
x, (1) = u1 (1) %y (£) + ... +un (1) X, (1) ,VE € L.
unde v} : I — R, i € {1,...,n}, sunt functii-solutii ale sistemului
u’l (t) r1,1 (t) + ...+ u% (t) Tin (t) = b (t)
u’l (t) 21 (t) + ...+ u; (t) Ton (t) = by (t)

) () 1 (8) 4 oo+l (8) Tpp (8) = b (1)
Demonstratie. Analog cu cea a Teoremei 4.1.5. Pentru calcul, se integreaza rezultatele, se inlocuiesc
expresiile lui u;, 7 € {1,...,n}, si se obtine x,,.

Exemplul 4.1.3. Se determina solutia problemei Cauchy
4 4
=-x——Sy+1
(SN) t P
Y =22 y+2
Cl:z(1)=1,y(1)=1
stiind ca SO atagat admite solutiile particulare

x0=n0=(; Jin0-no-(5 ).

4 4
(t)=-z({t)— syt)+1
Rezolvare : Sistemul (SN) t t?

1
y(t)=2z()~Sy(t)+2
este sistem de n = 2 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii variabili, dati de

,t € I-interval, 0 ¢ I
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4 4
Ay =| t & b(t)=( 1 —2 o [T =
(t) = ) I E omogen, cu b () = o |»Cun =2 mnecunoscute v )=

modul 1. Conform Exemplului 4.1.2 =
2
X (tx1,%X,) = < 7 (f) () > = < b2 > este o matrice fundamentali.

yi(t) v2(t) t t?
Deoarece 0 ® )
X | 1 t o t o 1 2t _ .3
W(ta§17§2)_ y1<t) yg(t) '—' + 43 = —t #O,VtEH:>

: e -1 2
X (t;x1,X,) este inversabild si X1 (t;x,,%x,) = < 1 t ) .
2 8
Atunci

X(t) =X () XL (to) Xo+ X () - [y X7 (s)-b(s)ds,t €T
so=(1 2 ) (3 5 ) ()G &) a(E 5)()e-
() Cm ) Cams)e=(0)+ (0 8 (M )-

[ 2+4Int—3t+2
T\ 2t +4tlnt — 212 +¢

to=1€ﬂ=]0,00[

modul 2.
etapa 1. Se ataseazd si se rezolvd SO.
4 4
a () = —a(t) — 5y (@)
(SO) t t2 el

1
y () =2z(t) - ;y(t)
Conform Exemplului 4.1.2 = B = (x;,X,) este un sistem fundamental de solutii pentru SO.
Solutia generald a sistemului SO este

T (te1,c2) 1 22 B c1-1+co-2t2 .
<yo(t;61,02)>_61<t els T \atte-t? veelsie,er €R.

.o xp(t . . o C e
etapa 2. Se determin& < »(®) ) =7 o solutie particulara a SN, cu metoda variatiei constantelor.

Se ¢
b (1) 1 212 up (t) - 1+ wug (t) - 2t2
(, <>> it (g )+mo( 5 )= (0 e & )
unde w, : I — R, i € {1,2}, sunt solutii ale sistemului
uf () - 14+uh(t)-2t2 =1
L sl B ot
Se calculeaza

1 22 3
Wtx,x)=|, ;5 |=-t°#0,Vtel
2
Al(t):‘; ?:f =t3 42 vtel
11
Ag(t)— " 2‘—2—t,Vt€H‘

Atunci, alegand I =1]0,00[ ad. tgp=1€ 1=
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Ai(t) _ t* — 4t?
u (t) = A T 3 up (t) =4Int —t + ky,
o2t [(JOMZ = Ly
Uy (t> = A(t) = —t3 . ¢
Deoarece se cautd o solutie particulard x,, se alege k1 = 0, k2 = 0. S-a obtinut
zp(t)\ [ (Alnt—¢)- 1+ (=3 + i—z) 262\ [ 4Int—3t+2 el
yp (1) )~ \ (Alnt—t) - t+ (-2 + %) ¢ ~\ 4tlnt -2+t )’ ‘
etapa 3. Solutia generald a SN este

z(ticr,c2) \ [ xo(t;cr,c2) 7y (1)
< (t;01702)>_<yo(t301702) * Yp (1) veel

( ) c1-14 cg -2t 4Int — 3t +2

( ) ) N tte-t3 Atlnt — 224+t )
c1-14co-2t2+4Int — 3t +2 Vi
c1-t+eg-t2+4tInt —2t2 +t

Etapa 4 : Pentru a determina solutia problemei Cauchy ((SN),CI), se impun asupra solutiei gasite
x conditiile initiale. Deoarece C'I sunt date in to = 1, pe I ales la etapa 2 =

z(t)=c-1+cy-2t2+4Int —3t+2 L

y(t)=c1-t+co-t3+4tlnt —282+t
z(l)=1
y(1) =

{1=c1-1+cQ~2+4-0—3+2 {c1+202:2 :>{c1:2
l=c-14+c-14+4-0—-2+1 c1+cyg=2 =
Atunci
x(t)=2+4Int — 3t +2
{ y(t) =2t +4tInt — 2% +¢
este unica solutie a sistemului SN ce verificd CI date.
Reprezentand grafic pe z si y pe I = ]0,00[, apoi pe I = ]0,00] pentru (c1,c2) = (1,0) si

(c1,c2) = (0,1) cu magenta (corespunzitoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) si
pentru

(c1,02) = (1,1),(c1,e2) = (1, 1), (e1,¢2) = (=1,1), (c1,¢2) = (=1, 1),

(c1,¢2) = (1,2), (e1,¢2) = (2,1), (c1, ¢2) = (= 72)7(01,02) (=2,1)

(c1,e2) = (1, — )(01702)_ E 1), (c1,e2) = (=1,-2), (c1,¢2) = (=2, 1)

cu albastru, si pentru

(c1,¢2) = (0,0),

cu portocaliu (solupla particulard a SN prin metoda variatiei constantelor),si pentru

(01, 62) = (2, 0) s
cu verde (solutia problemei Cauchy), se obtine:
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Observatia 4.1.3. a) Existd metode de determinare pentru un sistem fundamental de solutii ale
sistemului omogen, adicd a unei matrice fundamentale X (t), specifice sistemelor avand coeficienti
constanti.

b) Existd si alte metode de determinare pentru o solutie particulara a sistemului neomogen, X,
atunci cand se cunoagte un sistem fundamental de solutii pentru sistemul omogen. Metoda coefi-
cientilor nedeterminati presupune ca sistemele s& aiba coeficienti constanti.



