
Gabriela Grosu / EDCO 1

CURS NR. 8
EDCO, AIA

4:2: Sisteme de n ecua̧tii diferenţiale de ordinul 1, liniare, având coe�cienţi constanţi

În cursul anterior s-a studiat deja circuitul RLC serie din perspectiva rezolv¼arii un sistem de
ecuaţii diferenţiale liniare cu coe�cienţi constanţi, prin metoda elimin¼arii, cu interpret¼ari legate
de un sistem fundamental de soluţii. În continuare se va pune în evidenţ¼a o rezolvare direct¼a, cu
determinare direct¼a de sistem fundamental de soluţii/ matrice fundamental¼a pentru un sistem de
ecuaţii diferenţiale de ordinul 1; liniare, având coe�cienţi constanţi, omogen, apoi a soluţiei generale
pentru unul neomogen. Se vor folosi valorile proprii ataşate matricei sistemului.

Forma general¼a a unui sistem de n ecua̧tii diferenţiale de ordinul 1; liniare,
neomogen/omogen, având coe�cienţi constanţi, sub form¼a normal¼a:8>>><>>>:

x01 (t) = a11x1 (t) + a12x2 (t) + :::+ a1nxn (t) + b1 (t)
x02 (t) = a21x1 (t) + a22x2 (t) + :::+ a2nxn (t) + b2 (t)
...
x0n (t) = an1x1 (t) + an2x2 (t) + :::+ annxn (t) + bn (t)

; t 2 I (1)

unde I � R este un interval nevid deschis, aij 2 R, i; j 2 f1; :::; ng, sunt numere reale numite
coe�cienţi constanţi, iar bi : I! R; i 2 f1; :::; ng, sunt funçtii continue numite termeni liberi.
Dac¼a bi : I! R sunt funçtii identic nule 8i 2 f1; :::; ng ; atunci (1) se numeşte sistem omogen
SO ; dac¼a 9i 2 f1; :::; ng a.î. bi : I! R este funçtie neidentic nul¼a, atunci (1) se numeşte sistem
neomogen SN. Funçtiile xj : I! R; j 2 f1; :::; ng sunt funçtiile necunoscute ale sistemului. O

funçtie x : I!Mn�1(R) ' Rn, x (t) =

0BB@
x1 (t)
x2 (t)
:::

xn (t)

1CCA' (x1 (t) ; :::; xn (t)) de clas¼a C1 ce veri�c¼a (1)
se numeşte soluţie pentru sistem.

Introducând notaţiile x;b : I!Mn�1 (R) ' Rn;

x (t) =

0BB@
x1 (t)
x2 (t)
:::

xn (t)

1CCA, b (t) =
0BB@
b1 (t)
b2 (t)
:::
bn (t)

1CCA şi A =

0BB@
a11 a12 ::: a1n
a21 a22 ::: a2n
::: ::: ::: :::
an1 an2 ::: ann

1CCA ;
sistemul devine ecua̧tia diferenţial¼a de ordinul 1 liniar¼a, vectorial¼a

x0 (t) = A � x (t) + b (t) ; t 2 I: (10)

Problema Cauchy asociat¼a unui sistem de ecua̧tii diferenţiale de ordinul 1 liniare
neomogen/omogen, cu coe�cienţi constanţii, sub form¼a normal¼a cu datele D = (I;b; t0;x0) ;

unde x0 =

0BB@
x1;0
x2;0
:::
xn;0

1CCA ; const¼a în determinarea unei funçtii x : I!Mn�1(R) ' Rn de clas¼a C1; unde

I � R este un interval nevid deschis, t0 2 I; xi;0 2 R, i = 1; n pentru care
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PC (D) :
�
(10) x0 (t) = A � x (t) + b (t) ; t 2 I, (1) :::
(CI) x (t0) = x0 , x1 (t0) = x1;0; x2 (t0) = x2;0; :::; xn (t0) = xn;0:

Funçtia x se numeşte soluţie a problemei Cauchy PC (D) :
De menţionat c¼a soluţia, dac¼a exist¼a, este unic¼a şi este de�nit¼a pe tot I; este saturat¼a.

Exemplul 4:2:1: Studiul circuitului RLC din exemplul 4:1:1: a condus la sistemul de ecuaţii
diferenţiale liniare având coe�cienţi constanţi, omogen:

(SO)

8><>:
x0 (t) =

1

C
� y (t)

y0 (t) =
�1
L
� x (t) + �R

L
� y (t)

;

unde uC = x este tensiunea la bornele condensatorului care se descarc¼a şi iL = y este intensitatea
la bornele bobinei. Rezolvarea matematic¼a a lui, f¼ar¼a interpretare �zic¼a, s-a f¼acut prin metoda
elimin¼arii.

Observa̧tia 4:2:1: Nota̧tiile, de�ni̧tiile şi rezultatele din Seçtiunea 4:1; enunţate pentru sisteme
diferenţiale liniare având coe�cienţi variabili se p¼astreaz¼a şi pentru sisteme diferenţiale liniare având
coe�cienţi constanţi.

*REZOLVAREA SISTEMULUI DIFERENŢIAL OMOGEN SO
Euristica 4:2:1. a) Se propune determinarea soluţiei generale pe I; chiar pe R; a sistemului omogen
SO ataşat sistemului neomogen SN (1) ; anume8>>><>>>:

x01 (t) = a11x1 (t) + a12x2 (t) + :::+ a1nxn (t)
x02 (t) = a21x1 (t) + a22x2 (t) + :::+ a2nxn (t)
...
x0n (t) = an1x1 (t) + an2x2 (t) + :::+ annxn (t)

; t 2 I, chiar t 2 R (2)

cu forma vectorial¼a
x0 (t) = A � x (t) ; t 2 I: (20)
Din Seçtiunea 4:1: se ştie c¼a, dac¼a se cunoaşte o matrice fundamental¼a a SO, X (t;x1;x2; : : : ;xn) ;

atunci sistemul SO are soluţia general¼a
xo (t; c1; :::; cn) = c1x1 (t) + :::+ cnxn (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cn 2 R;
�Fie sistemul SO, cu n = 1; adic¼a o ecuaţie diferenţial¼a liniar¼a de ordinul 1; omogen¼a
x0 (t) = a11x (t), t 2 R;

a c¼arei soluţie general¼a este
xo (t; c) = ce

ta = x (0) � eta; t 2 R; c 2 R (a11 = a).
Se ştie c¼a

eta = 1 +
1

1!
(ta) +

1

2!
(ta)2 + :::+

1

k!
(ta)k + ::: =

= 1 +
t

1!
a+

t2

2!
a2 + :::+

tk

k!
ak + :::; t 2 R,

(seria de numere este uniform convergent¼a pentru t din orice muļtime compact¼a din R).
�Fie sistemul SO, cu n � 2 :
x0 (t) = A � x (t) ; t 2 I, chiar t 2 R,

pentru care se observ¼a c¼a orice soluţie a SO (2) este de o in�nitate de ori derivabil¼a, deoarece
x00 (t) = A � x0 (t) = A �A � x (t) = A2 � x (t) ; t 2 R:
x000 (t) = A � x00 (t) = A3 � x (t) ; t 2 R:
:::
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x(k) (t) = A � x(k�1) (t) = :::: = Ak � x (t) ; t 2 R;8k 2 N.
F¼ar¼a a restrânge generalitatea, se presupune c¼a 0 2 I:

�Exist¼a o justi�care ce implic¼a seria Taylor ataşat¼a unei soluţii vectoriale x pentru SO (2)

x (t) = x (0) +
t

1!
x0 (0) +

t2

2!
x00 (0) + � � �+ tk�1

(k � 1)!x
(k�1) (0) +

tk

k!
x(k) (0) + ::: =

= x (0) +
t

1!
Ax (0) +

t2

2!
A2x (0) + � � �+ tk�1

(k � 1)!A
k�1x (0) +

tk

k!
Akx (0) + ::: =

=

�
In +

t

1!
A+

t2

2!
A2 + � � �+ tk�1

(k � 1)!A
k�1 +

tk

k!
Ak + :::

�
x (0),

diagonalizare / jordanizare de matrice, de�ni̧tia funçtiei exponenţiale în complex
ezt = ext (cos yt+ i sin yt) ;8z = x+ iy 2 C; t 2 R;

de�ni̧tia funçtiei exponenţiale de matrice

etA = In +
1

1!
(tA) +

1

2!
(tA)2 + :::+

1

k!
(tA)k + ::: =

= In +
t

1!
A+

t2

2!
A2 + :::+

tk

k!
Ak + :::; t 2 R

(seria de matrice este uniform convergent¼a pentru t din muļtimi compacte din R, în sensul normei
kAk1 = sup

kxk=1
kAxk),

pe baza c¼areia o matrice fundamental¼a pentru SO (2) se poate c¼auta sub forma

X (t) = etA; t 2 R,
adic¼a soluţia general¼a a SO este

x (t; c) = etA � c = etA � x (0) ; t 2 R, c 2Mn�1 (R) ' Rn
O demonstraţie este prezentat¼a în Bibliogra�e [Corduneanu, Pletea].

De�ni̧tia 4:2:1: Fie A 2 Mn (R) o matrice p¼atratic¼a de ordin n: Se numeşte funcţie exponenţial¼a
de matrice A seria

eA = In +
1

1!
A+

1

2!
A2 + :::+

1

k!
Ak + :::;

privit¼a ca o serie de n2 numere reale, atunci când este convergent¼a. (se poate demonstra c¼a de�ni̧tia
este consistent¼a, seria este C).

Propozi̧tia 4:2:1: Dac¼a A;B 2Mn (R) a.î. AB = BA; atunci eA+B = eA � eB:

Demonstraţie. Fie

eA = In +
1

1!
A+

1

2!
A2 + :::+

1

k!
Ak + :::

eB = In +
1

1!
B +

1

2!
B2 + :::+

1

k!
Bk + :::

Folosind seria produs în sens Cauchy şi AB = BA, se obţine:

eA � eB =
�
In +

1

1!
A+

1

2!
A2 + :::+

1

k!
Ak + :::

�
�
�
In +

1

1!
B +

1

2!
B2 + :::+

1

k!
Bk + :::

�
=

= In +
1

1!
(A+B) +

1

2!

�
A2 + 2AB +B2

�
+ ::: =

= In +
1

1!
(A+B) +

1

2!
(A+B)2 + :::+

1

k!
(A+B)k + ::: = eA+B:

Propozi̧tia 4:2:2: Dac¼a �n 2Mn (R) este matricea nul¼a; atunci e�n = In:

Demonstraţie.

e�n = In +
1

1!
�n +

1

2!
�2n + :::+

1

k!
�kn + ::: = In + �n = In:
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Propozi̧tia 4:2:3: Dac¼a In 2Mn (R) este matricea unitate; atunci eIn = eIn:

Demonstraţie.

eIn = In +
1

1!
In +

1

2!
I2n + :::+

1

k!
Ikn + ::: =

�
1 +

1

1!
+
1

2!
+ :::+

1

k!
+ :::

�
In = eIn:

Propozi̧tia 4:2:4: Dac¼a A 2Mn (R) ; atunci
�
eA
��1

= e�A:

Demonstraţie. Deoarece A � (�A) = (�A) �A; atunci

eA � e�A = eA+(�A) = e�n = In şi e�A � eA = e�A+A = e�n = In
Deci eA este inversabil¼a şi

�
eA
��1

= e�A:
Algoritmul 4:2:1: de calcul pentru matricea eA:
Cazul 1. Dac¼a A este matrice diagonal¼a de ordin n

A = Dn =

0BB@
�1 0 ::: 0
0 �2 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: �n

1CCA ; atunci Dkn =
0BB@
�k1 0 ::: 0

0 �k2 ::: 0
::: ::: ::: :::

0 0 ::: �kn

1CCA şi

eDn = In +
1

1!
Dn +

1

2!
D2n + :::+

1

k!
Dkn + ::: =

=

0BBBBBB@
1 +

1

1!
�1 + :::+

1

k!
�k1 + ::: 0 ::: 0

0 1 +
1

1!
�2 + :::+

1

k!
�k2 + ::: ::: 0

::: ::: ::: :::

0 0 ::: 1 +
1

1!
�n + :::+

1

k!
�kn + :::

1CCCCCCA)

eDn =

0BB@
e�1 0 ::: 0
0 e�2 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: e�n

1CCA :
De menţionat c¼a dac¼a �1 apare pe diagonala matricei Dn de m1 ori, adic¼a apare o celul¼a

diagonal¼a de ordinm1 cu �1 pe diagonal¼a, atunci pe diagonala matricei eDn apare o celul¼a diagonal¼a
corespunz¼atoare de ordin m1 cu e�1 pe diagonal¼a.

Cazul 2. Dac¼a A este celul¼a Jordan de ordin n

A = Jn =

0BBBBBB@

� 1 0 ::: 0 0
0 � 1 ::: 0 0
0 0 � ::: 0 0
::: ::: ::: ::: ::: :::
0 0 0 ::: � 1
0 0 0 ::: 0 �

1CCCCCCA = �In +Nn;

unde Nn =

0BBBBBB@

0 1 0 ::: 0 0
0 0 1 ::: 0 0
0 0 0 ::: 0 0
::: ::: ::: ::: ::: :::
0 0 0 ::: 0 1
0 0 0 ::: 0 0

1CCCCCCA ; N
2
n =

0BBBBBB@

0 0 1 ::: 0 0
0 0 0 ::: 0 0
0 0 0 ::: 0 0
::: ::: ::: ::: ::: :::
0 0 0 ::: 0 0
0 0 0 ::: 0 0

1CCCCCCA ; :::; N
n
n = �n;

adic¼a Nn este o matrice nilpotent¼a de ordin n; atunci

eJn = e�In+Nn = e�In � eNn = e�In �
�
In +

1

1!
Nn +

1

2!
N2
n + :::+

1

n!
Nn
n

�
)
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eJn = e�

0BBBBBBBBBBBBB@

1
1

1!

1

2!
::: 0

1

(n� 1)!
0 1

1

1!
::: 0

1

(n� 2)!
0 0 1 ::: 0

1

(n� 3)!
::: ::: ::: ::: ::: :::

0 0 0 ::: 1
1

1!
0 0 0 ::: 0 1

1CCCCCCCCCCCCCA
:


Cazul 3. Dac¼a A este o matrice Jordan de ordin n; format¼a din s celule Jordan

A = Jn =

0BBB@
J1

J2
. . .

Js

1CCCA atunci eJ =

0BBB@
eJ1

eJ2

. . .
eJs

1CCCA :
Propozi̧tia 4:2:5: Dac¼a A;B 2 Mn (R) sunt matrice asemenea, adic¼a 9C 2 Mn (R) inversabil¼a,
cu

B = C�1AC (, A = CBC�1), atunci eB = C�1eAC (, eA = CeBC�1)

Demonstraţie. B2 = C�1A2C; :::; Bk = C�1AkC; ::: şi, în ipoteze de convergenţ¼a,

eB = In +
1

1!
B +

1

2!
B2 + :::+

1

k!
Bk + ::: =

= In +
1

1!

�
C�1AC

�
+
1

2!

�
C�1A2C

�
+ :::+

1

k!

�
C�1AkC

�
+ ::: =

= C�1
�
In +

1

1!
A+

1

2!
A2 + :::+

1

k!
Ak + :::

�
C = C�1eAC:

Propozi̧tia 4:2:6: a) Dac¼a A 2 Mn (R) este matrice diagonalizabil¼a, adic¼a 9P 2 Mn (R) in-
versabil¼a, matrice modal¼a (cu vectori proprii ai A pe coloane), cu

D = P�1AP (, A = PDP�1), atunci eD = P�1eAP (, eA = PeDP�1 ).

b) Dac¼a A 2Mn (R) este matrice cvasidiagonalizabil¼a (poate � adus¼a la o form¼a Jordan), adic¼a
9P 2Mn (R) inversabil¼a, matrice modal¼a (cu vectori proprii ai A pe coloane), cu

J = P�1AP (, A = PJP�1), atunci eJ = P�1eAC (, eA = PeJP�1 ).
Demonstraţie. Din Propozi̧tia 4:2:5:

Observa̧tia 4:2:2. Se poate de�ni funcţia exponenţial¼a de matricea tA; etA ca în Euristica 4:2:1:; a),
ca serie uniform convergent¼a pentru t din muļtimi compacte din R :

etA = In +
t

1!
A+

t2

2!
A2 + :::+

tk

k!
Ak + :::; t 2 R

A se vedea Bibliogra�e [Pletea]. Mai mult, calculul se face analog:
a) Dac¼a A 2Mn (R) este matrice diagonalizabil¼a, adic¼a 9P 2Mn (R) inversabil¼a, matrice modal¼a
(cu vectori proprii ai A pe coloane), cu

A = PDP�1, atunci etA = PetDP�1; unde etDn =

0BB@
et�1 0 ::: 0
0 et�2 ::: 0
::: ::: ::: :::
0 0 ::: et�n

1CCA
De menţionat c¼a dac¼a �1 apare pe diagonala matricei D dem1 ori, adic¼a apare o celul¼a diagonal¼a de
ordin m1 = m (�1) cu �1 pe diagonal¼a, atunci pe diagonala matricei etDn apare o celul¼a diagonal¼a
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corespunz¼atoare de ordin m1 cu et�1 pe diagonal¼a.

b) Dac¼a A 2Mn (R) este matrice cvasidiagonalizabil¼a (poate � adus¼a la o form¼a Jordan), adic¼a
9P 2Mn (R) inversabil¼a, matrice modal¼a (cu vectori proprii ai A pe coloane), cu

A = PJP�1, atunci

etA = PetJP�1; unde etJn = et�

0BBBBBBBBBBBBB@

1
t

1!

t2

2!
::: 0

tn�1

(n� 1)!
0 1

t

1!
::: 0

tn�2

(n� 2)!
0 0 1 ::: 0

tn�3

(n� 3)!
::: ::: ::: ::: ::: :::

0 0 0 ::: 1
t

1!
0 0 0 ::: 0 1

1CCCCCCCCCCCCCA
; etJ =

0BBB@
etJ1

etJ2

. . .
etJs

1CCCA :

Propozi̧tia 4:2:7: Dac¼a A 2Mn (R) ; atunci seria

In +
t

1!
A+

t2

2!
A2 + :::+

tk

k!
Ak + :::

este uniform convergent¼a pentru t din orice interval compact din R: În plus, suma ei, notat¼a etA;

este funçtie matriceal¼a derivabil¼a pe R şi are loc
d

dt

�
etA
�
= A � etA = etA �A:

Demonstraţie. Se folosesc
d

dt
(In) = �n;

d

dt

�
tk

k!
Ak
�
= A � tk�1

(k � 1)!A
k�1:

A se vedea Bibliogra�e [Pletea].
Teorema 4:2:1:Fie sistemul diferenţial omogen SO (2) : Atunci matrice etA este o matrice funda-
mental¼a a sistemului şi soluţia general¼a este

xo (t; c) = e
tA � c;8t 2 I; c 2Mn�1 (R) ' Rn:

(o combinaţie liniar¼a de coloanele matricei etA):

Exemplul 4:2:2: S¼a se rezolve8<:
x0 = y + z
y0 = x + z
z0 = x+ y;

Rezolvare: Sistemul (SO)

8<:
x0 (t) = y (t) + z (t)
y0 (t) = x (t) + z (t)
z0 (t) = x (t) + y (t)

; t 2 R;

este sistem de n = 3 ecuaţii diferenţiale de ordin 1, liniare, cu coe�cienţii constanţi, daţi de

A =

0@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1A ;omogen, cu b (t) =
0@ 0
0
0

1A ; cu n = 3 necunoscute
0@ x (t)
y (t)
z (t)

1A =?

Metoda elimin¼arii- greoaie pentru n � 3; a se vedea la seminar, Exerci̧tiul 2 din Seminarul 7; se
foloseşte mai ales pentru n = 2:
Metoda cu valori proprii
Pasul 1 Se ataşeaz¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A şi se rezolv¼a. Adic¼a se determin¼a valorile
proprii în C ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :
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PA (�) = det (A� �I3)=

������
0� � 1 1
1 0� � 1
1 1 0� �

������ = ��3 + 3�+ 2 sau
PA (�) = (�1)3

�
�3 � �1�2 + �2�� �3

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adic¼a
�1 = TrA = 0 + 0 + 0 = 0;

�2 =

���� 0 1
1 0

����
1;2

+

���� 0 1
1 0

����
1;3

+

���� 0 1
1 0

����
2;3

= �3;

�3 = detA =

������
0 1 1
1 0 1
1 1 0

������ = 2:
PA (�) = �

�
�3 � 0�2 + (�3)�� 2

�
:

�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, � (�+ 1)2 (�� 2) = 0,
�
�1 = �1 2 R cu m (�1) = 2;
�2 = 2 2 R cu m (�2) = 1:

Se observ¼a c¼a toate r¼ad¼acinile caracteristice sunt din R, adic¼a sunt valori proprii ale matricei A
în R.

Spectrul matricei A este � (A) = f�1; 2g :
Raza spectral¼a a matricei A este � (A) = max fj�1j ; j2jg = 2:

Pasul 2. Se determin¼a un sitem fundamental de soluţii ale SO / o matrice fundamental¼a a SO.
modul 1.- aplicabil dac¼a A � D în R. Se determin¼a subspaţiile proprii ale matricei A, precum şi
dimensiunile lor.
j�1 = �1j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �1 = �1, adic¼a

x =

0@ x1
x2
x3

1A 2M3�1 (R), x 6= �M3�1(R) a.î.(A� (�1) I3)x = �M3�1(R), adic¼a8<:
(0 + 1)x1 + x2 + x3 = 0
x1 + (0 + 1)x2 + x3 = 0
x1 + x2 + (0 + 1)x3 = 0

)

8<:
x1 = ��� �
x2 = � 2 R
x3 = � 2 R

)

S�1 (A) = fx 2M3�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �1 = �1g [
n
�M3�1(R)

o
=

=

8>>>>>><>>>>>>:
x 2M3�1 (R) ;x =

0@ ��� �
�
�

1A = �

0@ �1
1
0

1A
| {z }
u11=v1

+ �

0@ �1
0
1

1A
| {z }
u12=v2

; �; � 2 R

9>>>>>>=>>>>>>;
=

=
��
u11;u

1
2

��
) dimR S�1 (A) = 2 = m (�1) :

j�2 = 2j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �2 = 2, adic¼a

x =

0@ x1
x2
x3

1A 2M3�1 (R), x 6= �M3�1(R) a.î.(A� 2I3)x = �M3�1(R), adic¼a8<:
(0� 2)x1 + x2 + x3 = 0
x1 + (0� 2)x2 + x3 = 0
x1 + x2 + (0� 2)x3 = 0

)

8<:
x1 = 

x2 = 

x3 = 
 2 R

)
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S�2 (A) = fx 2M3�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �2 = 2g [
n
�M3�1(R)

o
=

=

8>>>>>><>>>>>>:
x 2M3�1 (R) ;x =

0@ 






1A = 


0@ 1
1
1

1A
| {z }
u21=v3

; 
 2 R

9>>>>>>=>>>>>>;
=

=
��
u21
��
) dimR S�2 (A) = 1 = m (�2) :

Cum toate r¼ad¼acinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum mul-
tiplicit¼aţile geometrice (dimensiunile subspaţiilor proprii) coincid cu multiplicit¼aţile algebrice ale
valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabil¼a în R, adic¼a

9D =

0@ �1 0 0
0 �1 0
0 0 2

1A 2 M3 (R) matrice diagonal¼a şi 9P =

0@ �1 �1 1
1 0 1
0 1 1

1A 2 M3 (R)

matrice modal¼a, astfel înc¼at A � D, adic¼a A = P �D � P�1 sau D = P�1 � A � P . Se precizeaz¼a c¼a
matricea modal¼a P este format¼a din coloanele vectorilor proprii, baze în S�1 (A) respectiv S�2 (A).
Mai mult, matricea modal¼a P este nesingular¼a, deoarece respectivii vectori proprii formeaz¼a o baz¼a
înM3�1 (R) ; cu P =C AS .
modul 1:1. Deoarece A este diagonalizabil¼a,

��1 = �1; m (�1) = 2 x1 (t)
not.
= '1 (t) =

0@ x1 (t)
y1 (t)
z1 (t)

1A = e�t

0@ �1
1
0

1A
| {z }

v1

=

0@ �e�t
e�t

0

1A :

x2 (t)
not.
= '2 (t) =

0@ x2 (t)
y2 (t)
z2 (t)

1A = e�t

0@ �1
0
1

1A
| {z }

v2

=

0@ �e�t
0
e�t

1A :

��2 = 2; m (�2) = 1 x3 (t)
not.
= '3 (t) =

0@ x3 (t)
y3 (t)
z3 (t)

1A = e2t

0@ 1
1
1

1A
| {z }

v3

=

0@ e2t

e2t

e2t

1A :
modul 1:2. O matrice fundamental¼a este

-sau X (t) = X (t;x1;x2;x3) =

0@ �e�t �e�t e2t

e�t 0 e2t

0 e�t e2t

1A :
-sau X (t) = etA = PetDP�1 =

=

0@ �1 �1 1
1 0 1
0 1 1

1A0@ e�t 0 0
0 e�t 0
0 0 e2t

1A0@ �1 �1 1
1 0 1
0 1 1

1A�1

=

=

0@ �1 �1 1
1 0 1
0 1 1

1A0@ e�t 0 0
0 e�t 0
0 0 e2t

1A0@ �1
3

2
3 �1

3
�1
3 �1

3
2
3

1
3

1
3

1
3

1A =

=

0@ 2
3e
�t + 1

3e
2t 1

3e
2t � 1

3e
�t 1

3e
2t � 1

3e
�t

1
3e
2t � 1

3e
�t 2

3e
�t + 1

3e
2t 1

3e
2t � 1

3e
�t

1
3e
2t � 1

3e
�t 1

3e
2t � 1

3e
�t 2

3e
�t + 1

3e
2t

1A :
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modul 2. (aici nu se justi�c¼a, deoarece A � D în R şi apar siteme algebrice liniare omogene de
ordin mare ) Pe baza teoriei de la ecuaţii diferenţiale de ordin 3; liniare omogene; se caut¼a n = 3
soluţii particulare liniar independente ale (SO):
��1 = �1 2 R cu m (�1) = 2 se caut¼a dou¼a soluţii particulare l.i. ale SO de forma

' (t) =

0@ x (t)
y (t)
z (t)

1A =

0@ a1e
�t + a2te�t

a3e
�t + a4te�t

a5e
�t + a6te�t

1A =

0@ (a1 + ta2) e
�t

(a3 + ta4) e
�t

(a5 + ta6) e
�t

1A.
Se determin¼a numerele a1; :::; a6, impunând ca x; y; z s¼a veri�ce (SO) :8<:

a2e
�t + (a1 + ta2) e�t (�1) = (a3 + ta4) e

�t + (a5 + ta6) e�t

a4e
�t + (a3 + ta4) e�t (�1) = (a1 + ta2) e�t + (a5 + ta6) e

�t

a6e
�t + (a5 + ta6) e�t (�1) = (a1 + ta2) e�t + (a3 + ta4) e�t

; t 2 R;

Se împarte �ecare ecuaţie prin e�t şi se identi�c¼a coe�cienţii polinoamelor din cele trei ecuaţii:
t0 :
t1 :
t0 :
t1 :
t0 :
t1 :

8>>>>>><>>>>>>:

a2 � a1 = a3 + a5
�a2 = a4 + a6
a4 � a3 = a1 + a5
�a4 = a2 + a6
a6 � a5 = a1 + a3
�a6 = a2 + a4

,

8>>>>>><>>>>>>:

a1 � a2 + a3 + a5 = 0
a2 + a4 + a6 = 0
a1 + a3 � a4 + a5 = 0
a2 + a4 + a6 = 0
a1 + a3 + a5 � a6 = 0
a2 + a4 + a6 = 0

,

8>><>>:
a1 � a2 + a3 + a5 = 0
a1 + a3 � a4 + a5 = 0
a1 + a3 + a5 � a6 = 0

a2 + a4 + a6 = 0

�Gauss:

0 �1 �1 1
1

1
1

��������

0BBBBB@
j1j �1 1 0 1 0

1 0 1 �1 1 0
1 0 1 0 1 �1
0 1 0 1 0 1| {z }

����������
0
0
0
0|{z}

1CCCCA pas1�
l1

�l1 + l2
�l1 + l3
0l1 + l4

1
�1 �1 1

1
1

��������
0BB@
1 �1 1 0 1 0

0 j1j 0 �1 0 0

0 1 0 0 0 �1
0 1 0 1 0 1

��������
0
0
0
0

1CCA pas2�
l1
l2

�l2 + l3
�l2 + l40BB@

1 �1 1 0 1 0
0 1 0 �1 0 0
0 0 0 1 0 �1
0 0 0 2 0 1

��������
0
0
0
0

1CCA pas3�
l1
l2
l3

�2l3 + l4

0BB@
1 �1 1 0 1 0
0 1 0 �1 0 0
0 0 0 1 0 �1
0 0 0 0 0 3

��������
0
0
0
0

1CCA

Deoarece

��������
1 �1 0 0
0 1 �1 0
0 0 1 �1
0 0 0 3

�������� = 3 6= 0)
-ecuaţiile 1, 2, 3, 4, corespunz¼atoare liniilor, se aleg drept ecuaţii principale;
-necunoscutele 1, 2, 4, 6, corespunz¼atoare coloanelor, se aleg drept necunoscute principale.
�Sau direct:
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Deoarece

��������
1 �1 0 0
1 0 �1 0
1 0 0 �1
0 1 1 1

�������� = 3 6= 0)
-ecuaţiile 1, 2, 3, 4, corespunz¼atoare liniilor, se aleg drept ecuaţii principale;
-necunoscutele 1, 2, 4, 6, corespunz¼atoare coloanelor, se aleg drept necunoscute principale.

�Atunci

8>><>>:
a1 � a2 + a3 + a5 = 0

a2 � a4 = 0
a4 � a6 = 0

3a6 = 0

)

8>>>>>><>>>>>>:

a1 = ��� �
a2 = 0
a3 = � 2 R
a4 = 0
a5 = � 2 R
a6 = 0

:

S-a g¼asit

' (t) =

0@ x (t)
y (t)
z (t)

1A =

0@ (��� � + 0t) e�t
(�+ 0t) e�t

(� + 0t) e�t

1A = �e�t

0@ �1
1
0

1A
| {z }

+�e�t

0@ �1
0
1

1A
| {z }

; � 2 R; � 2 R.

Se caut¼a dou¼a soluţii particulare l.i. ale (SO))

� = 1; � = 0 x1 (t)
not.
= '1 (t) =

0@ x1 (t)
y1 (t)
z1 (t)

1A = e�t

0@ �1
1
0

1A =

0@ �e�t
e�t

0

1A
� = 0; � = 1 x2 (t)

not.
= '2 (t) =

0@ x2 (t)
y2 (t)
z2 (t)

1A = e�t

0@ �1
0
1

1A =

0@ �e�t
0
e�t

1A
��2 = 2 2 R cu m (�2) = 1 se caut¼a o soluţie particular¼a a SO de forma0@ x (t)

y (t)
z (t)

1A =

0@ a7e
2t

a8e
2t

a9e
2t

1A.
Se determin¼a numerele a7; a8; a9, impunând ca x; y; z s¼a veri�ce (SO)8<:

a7e
2t � 2 = a8e

2t + a9e
2t

a8e
2t � 2 = a7e2t + a9e

2t

a9e
2t � 2 = a7e2t + a8e2t

; t 2 R;

Se împarte �ecare ecuaţie prin e2t8<:
a7 � 2 = a8 + a9
a8 � 2 = a7 + a9
a9 � 2 = a7 + a8

,

8<:
�2a7 + a8 + a9 = 0
a7 � 2a8 + a9 = 0
a7 + a8 � 2a9 = 0

)

8<:
a7 = 

a8 = 

a9 = 
 2 R

�este acelaşi sistem ca la S�2 (A) :
S-a g¼asit0@ x (t)

y (t)
z (t)

1A =

0@ 
e2t


e2t


e2t

1A = 
e2t

0@ 1
1
1

1A
| {z }

; 
 2 R:

Se caut¼a o soluţie particular¼a)


 = 1 x3 (t)
not.
= '3 (t) =

0@ x3 (t)
y3 (t)
z3 (t)

1A = e2t

0@ 1
1
1

1A =

0@ e2t

e2t

e2t

1A :
Din algoritm se obţin 3 soluţii liniar independente, adic¼a B = (x1;x2;x3) = ('1; '2; '3) este un
sistem fundamental de soluţii ale (SO).
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Pasul 3. Soluţia general¼a a SO este:
-sau xo (t; c) = X (t;x1;x2;x3) � c = c1x1 (t) + c2x2 (t) + c3x3 (t) ; t 2 R, c1; c2; c3 2 R.0@ xo (t; c1; c2; c3)
yo (t; c1; c2; c3)
zo (t; c1; c2; c3)

1A = c1e
�t

0@ �1
1
0

1A
| {z }

v1

+ c2e
�t

0@ �1
0
1

1A
| {z }

v2

+ c3e
2t

0@ 1
1
1

1A
| {z }

v3

; c1; c2; c3 2 R.

-sau xo (t; c) = e
tA � c;8t 2 I; c =

0@ c1
c2
c3

1A 2M3�1 (R) ' R3;0@ xo (t; c1; c2; c3)
yo (t; c1; c2; c3)
zo (t; c1; c2; c3)

1A =

0@ 2
3e
�t + 1

3e
2t 1

3e
2t � 1

3e
�t 1

3e
2t � 1

3e
�t

1
3e
2t � 1

3e
�t 2

3e
�t + 1

3e
2t 1

3e
2t � 1

3e
�t

1
3e
2t � 1

3e
�t 1

3e
2t � 1

3e
�t 2

3e
�t + 1

3e
2t

1A0@ c1
c2
c3

1A :
Comentariu. a) Deşi �1 = �1 cu m (�1) = 2, la modul 2 nu au intervenit în �nal, în expresia
soluţiei generale, funçtiile te�t; cum ar � ap¼arut la ecuaţii diferenţiale liniare de ordin 3: Aceasta
deoarece, la acest exerci̧tiu, A este diagonalizabil¼a în R.

b) Fiecare component¼a a matricei fundamentale este o combinaţie liniar¼a de funçtiile e�t şi e2t:
c) Modul cu determinarea matricei fundamentale X (t;x1; : : : ;xn) se foloseşte uşor pentru n

oarecare (chiar n = 3; 4; 5; :::) când A este diagonalizabil¼a, cu modul 1:1; se poate folosi programul
Scienti�c WorkPlace sau Matlab sau altele, pentru a determina automat forma Jordan (diagonal¼a)
a matricei A şi vectorii proprii, pe coloanele matricei P:

d) Modul cu determinarea matricei fundamentale etA se foloseşte uşor pentru n oarecare (chiar
n = 3; 4; 5; :::) când A este diagonalizabil¼a, cu modul 1:2; este util¼a folosirea programului Scienti�c
WorkPlace sau altele, pentru a determina automat forma Jordan (diagonal¼a) a matricei A; adic¼a
D;P; P�1; pentru a determina automat produse cu matrice şi alte calcule matriceale.

e) Dac¼a în fenomenele de modelat au semni�caţie atât valorile proprii cât şi vectorii proprii, la
pasul 2 se foloseşte modul 1; dac¼a au semni�caţie doar valorile proprii, la pasul 2 se poate folosi
modul 2:

f) Modul 2 de la Pasul 2 se foloseşte cu pondere în cazul în care matricea A nu este diagonal-
izabil¼a în R şi n = 2; 3: Pentru n � 4, dac¼a A are o r¼ad¼acin¼a caracteristic¼a de multiplicitate � 2;
atunci modul 2 devine greoi, cu rezolvare de sisteme algebrice liniare omogene de ordin mare (a se
vedea Exemplul 4:2:3):

g) De menţionat, f¼ar¼a demonstraţie, c¼a în cazul în care matricea A are r¼ad¼acini caracteristice
complexe � = ��i�, atunci componentele matricei fundamentale vor conţine şi e�t cos�t; e�t sin�t.(a
se vedea exemplul 4:2:4).

Forma Jordan, chiar şi în C; ataşat¼a unei astfel de matrice, din nou se poate determina cu
ajutorul programului Scienti�c WorkPlace. De exemplu, A = PJP�1 ar ��

1 �1
2 �1

�
=

�
1 1

1 + i 1� i

��
�i 0
0 i

��
1
2 +

1
2 i �1

2 i
1
2 �

1
2 i

1
2 i

�
:


Exemplul 4:2:3: S¼a se rezolve8>><>>:
x01 = x1 + x4
x02 = x2
x03 = +x3 � 2x4
x04 = x1 � 2x3 + 5x4
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Rezolvare: Sistemul (SO)

8>><>>:
x01 (t) = x1 (t) + x4 (t)
x02 (t) = x2 (t)
x03 (t) = +x3 (t)� 2x4 (t)
x04 (t) = x1 (t) � 2x3 (t) + 5x4 (t)

; t 2 R;

este sistem de n = 4 ecuaţii diferenţiale de ordin 1, liniare, cu coe�cienţii constanţi, daţi de

A =

0BB@
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 �2
1 0 �2 5

1CCA ;omogen, cu b (t) =
0BB@
0
0
0
0

1CCA ; cu n = 4 necunoscute
0BB@
x1 (t)
x2 (t)
x3 (t)
x4 (t)

1CCA =?

Metoda elimin¼arii- NU, pentru n = 4; este greoaie pentru n � 3; a se vedea la seminar, Exerci̧tiul
2 din Seminarul 7; se foloseşte mai ales pentru n = 2:
Metoda cu valori proprii
Pasul 1 Se ataşeaz¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A şi se rezolv¼a. Adic¼a se determin¼a valorile
proprii în C ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :

PA (�) = det (A� �I4)=

��������
1� � 0 0 1
0 1� � 0 0
0 0 1� � �2
1 0 �2 5� �

�������� = �
4 � 8�3 + 13�2 � 6�

PA (�) = (�1)4
�
�4 � �1�3 + �2�2 � �3�+ �4

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin

i ai matricei A; �1 = TrA , �4 = detA - greoi
�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, � (�� 1)2 (�� 6) = 0,

8<:
�1 = 0 2 R cu m (�1) = 1;
�2 = 1 2 R cu m (�2) = 2;
�3 = 6 2 R cu m (�3) = 1;

Se observ¼a c¼a toate r¼ad¼acinile caracteristice sunt din R, adic¼a sunt valori proprii ale matricei A.
Spectrul matricei A este � (A) = f0; 1; 6g :
Raza spectral¼a a matricei A este � (A) = max fj0j ; j1j ; j6jg = 6:

Pasul 2. Se determin¼a un sitem fundamental de soluţii ale SO / o matrice fundamental¼a a SO.
modul 1.- aplicabil dac¼a A � D în R. Se determin¼a subspaţiile proprii ale matricei A, precum şi
dimensiunile lor.
j�1 = 0j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �1 = 0, adic¼a

x =

0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA 2M4�1 (R), x 6= �M4�1(R) a.î.(A� 0I4)x = �M4�1(R), adic¼a

8>><>>:
(1� 0)x1 + x4 = 0

(1� 0)x2 = 0
(1� 0)x3 � 2x4 = 0

x1 � 2x3 + (5� 0)x4 = 0

)

8>><>>:
x1 = ��
x2 = 0
x3 = 2�
x4 = � 2 R

)

S�1 (A) = fx 2M4�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �1 = 0g [
n
�M4�1(R)

o
=
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=

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
x 2M4�1 (R) ;x =

0BB@
��
0
2�
�

1CCA = �

0BB@
�1
0
2
1

1CCA
| {z }
u11=v1

; � 2 R

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
=

=
��
u11
��
) dimR S�1 (A) = 1 = m (�1) :

j�2 = 1j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �1 = 1, adic¼a

x =

0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA 2M4�1 (R), x 6= �M4�1(R) a.î.(A� 1I4)x = �M4�1(R), adic¼a

8>><>>:
(1� 1)x1 + x4 = 0

(1� 1)x2 = 0
(1� 1)x3 � 2x4 = 0

x1 � 2x3 + (5� 1)x4 = 0

)

8>><>>:
x1 = 2�
x2 = � 2 R
x3 = � 2 R
x4 = 0

)

S�2 (A) = fx 2M4�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �2 = 1g [
n
�M4�1(R)

o
=

=

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
x 2M4�1 (R) ;x =

0BB@
2�
�
�
0

1CCA = �

0BB@
0
1
0
0

1CCA
| {z }
u21=v2

+ �

0BB@
2
0
1
0

1CCA
| {z }
u22=v3

; �; � 2 R

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
=

=
��
u21;u

2
2

��
) dimR S�2 (A) = 2 = m (�2) :

j�3 = 6j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �3 = 6, adic¼a

x =

0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA 2M4�1 (R), x 6= �M4�1(R) a.î.(A� 6I4)x = �M4�1(R), adic¼a

8>><>>:
(1� 6)x1 + x4 = 0

(1� 6)x2 = 0
(1� 6)x3 � 2x4 = 0

x1 � 2x3 + (5� 6)x4 = 0

)

8>><>>:
x1 = 

x2 = 0
x3 = �2

x4 = 5
 2 R

)

S�3 (A) = fx 2M4�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �3 = 6g [
n
�M4�1(R)

o
=

=

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
x 2M4�1 (R) ;x =

0BB@


0
�2

5


1CCA = 


0BB@
1
0
�2
5

1CCA
| {z }
u31=v4

; 
 2 R

9>>>>>>>>=>>>>>>>>;
=

=
��
u31
��
) dimR S�3 (A) = 1 = m (�3) :
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Cum toate r¼ad¼acinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum mul-
tiplicit¼aţile geometrice (dimensiunile subspaţiilor proprii) coincid cu multiplicit¼aţile algebrice ale
valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabil¼a, adic¼a

9D =

0BB@
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 6

1CCA 2 M4 (R) matrice diagonal¼a şi 9P =

0BB@
�1 0 2 1
0 1 0 0
2 0 1 �2
1 0 0 5

1CCA 2 M3 (R)

matrice modal¼a, astfel înc¼at A � D, adic¼a A = P � D � P�1 sau D = P�1 � A � P . Se precizeaz¼a
c¼a matricea modal¼a P este format¼a din coloanele vectorilor proprii, baze în S�1 (A) ; respectiv
S�2 (A) ; S�3 (A). Mai mult, matricea modal¼a P este nesingular¼a, deoarece respectivii vectori proprii
formeaz¼a o baz¼a înM4�1 (R) ; cu P =C AS .
modul 1:1. Deoarece A este diagonalizabil¼a,

��1 = 0; m (�1) = 1 x1 (t)
not.
= '1 (t) =

0BB@
x1;1 (t)
x2;1 (t)
x3;1 (t)
x4;1 (t)

1CCA = e0t

0BB@
�1
0
2
1

1CCA
| {z }

v1

=

0BB@
�1
0
2
1

1CCA :

��2 = 1; m (�1) = 2 x2 (t)
not.
= '2 (t) =

0BB@
x1;2 (t)
x2;2 (t)
x3;2 (t)
x4;2 (t)

1CCA = e1t

0BB@
0
1
0
0

1CCA
| {z }

v2

=

0BB@
0
et

0
0

1CCA :

x3 (t)
notez
= '3 (t) =

0BB@
x1;3 (t)
x2;3 (t)
x3;3 (t)
x4;3 (t)

1CCA = e1t

0BB@
2
0
1
0

1CCA
| {z }

v3

=

0BB@
2et

0
et

0

1CCA :

��3 = 6; m (�3) = 1 x4 (t)
notez
= '4 (t) =

0BB@
x1;4 (t)
x2;4 (t)
x3;4 (t)
x4;4 (t)

1CCA = e6t

0BB@
1
0
�2
5

1CCA
| {z }

v4

=

0BB@
e6t

0
�2e6t
5e6t

1CCA :
modul 1:2. O matrice fundamental¼a este

-sau X (t) = X (t;x1;x2;x3;x4) =

0BB@
�1 0 2et e6t

0 et 0 0
2 0 et �2e6t
1 0 0 5e6t

1CCA :
(cu detX (t) =W (t;x1;x2;x3;x4) = �30e8t 6= 0)
-sau X (t) = etA = PetDP�1 =

=

0BB@
�1 0 2 1
0 1 0 0
2 0 1 �2
1 0 0 5

1CCA
0BB@
e0t 0 0 0
0 e1t 0 0
0 0 e1t 0
0 0 0 e6t

1CCA
0BB@
�1 0 2 1
0 1 0 0
2 0 1 �2
1 0 0 5

1CCA
�1

=



Gabriela Grosu / EDCO 15

=

0BB@
�1 0 2 1
0 1 0 0
2 0 1 �2
1 0 0 5

1CCA
0BB@
e0t 0 0 0
0 e1t 0 0
0 0 e1t 0
0 0 0 e6t

1CCA
0BB@
�1
6 0 1

3
1
6

0 1 0 0
2
5 0 1

5 0
1
30 0 � 1

15
1
6

1CCA =

=

0BB@
4
5e
t + 1

30e
6t + 1

6 0 2
5e
t � 1

15e
6t � 1

3
1
6e
6t � 1

6
0 et 0 0

2
5e
t � 1

15e
6t � 1

3 0 1
5e
t + 2

15e
6t + 2

3
1
3 �

1
3e
6t

1
6e
6t � 1

6 0 1
3 �

1
3e
6t 5

6e
6t + 1

6

1CCA :
modul 2. Pe baza teoriei de la ecuaţii diferenţiale liniare de ordin 3; se caut¼a soluţii particulare
liniar independente ale (SO): greoi pentru �2 = 1 2 R cu m (�2) = 2 din cauza n = 4:
Din algoritm se obţin 4 soluţii liniar independente, adic¼a B = (x1;x2;x3;x4) este un sistem funda-
mental de soluţii ale (SO).
Pasul 3. Soluţia general¼a a SO este:

-sau xo (t; c) = X (t;x1;x2;x3;x4)�c = c1x1 (t)+c2x2 (t)+c3x3 (t)+c4x4 (t) ; t 2 R, c1; c2; c3; c4 2 R:0BB@
x1;o (t; c1; c2; c3; c4)
x2;o (t; c1; c2; c3; c4)
x3;o (t; c1; c2; c3; c4)
x4;o (t; c1; c2; c3; c4)

1CCA = c1e
0t

0BB@
�1
0
2
1

1CCA
| {z }

v1

+c2e
t

0BB@
0
1
0
0

1CCA
| {z }

v2

+c3e
t

0BB@
2
0
1
0

1CCA
| {z }

v3

+c4e
6t

0BB@
1
0
�2
5

1CCA
| {z }

v4

; c1; c2; c3; c4 2 R:

-sau xo (t; c) = e
tA � c;8t 2 I; c =

0BB@
c1
c2
c3
c4

1CCA 2M4�1 (R) ' R4;

0BB@
x1;o (t; c1; c2; c3; c4)
x2;o (t; c1; c2; c3; c4)
x3;o (t; c1; c2; c3; c4)
x4;o (t; c1; c2; c3; c4)

1CCA =

0BB@
4
5e
t + 1

30e
6t + 1

6 0 2
5e
t � 1

15e
6t � 1

3
1
6e
6t � 1

6
0 et 0 0

2
5e
t � 1

15e
6t � 1

3 0 1
5e
t + 2

15e
6t + 2

3
1
3 �

1
3e
6t

1
6e
6t � 1

6 0 1
3 �

1
3e
6t 5

6e
6t + 1

6

1CCA
0BB@
c1
c2
c3
c4

1CCA :
Comentariu. De menţionat c¼a e0A = I4 !!!

De menţionat c¼a X (t;x1;x2;x3;x4) este tot o matrice fundamental¼a, deoarece coloanele sunt
soluţii particulare ale SO şi liniar independente, cu

W (t;x1;x2;x3;x4) = �30e8t 6= 0;8t: Dar

X (0;x1;x2;x3;x4) =

0BB@
�1 0 2 1
0 1 0 0
2 0 1 �2
1 0 0 5

1CCA 6= I4 )W (t;x1;x2;x3;x4) 6= etA:

Determinarea matricei etA poate � uşurat¼a folosind programe de calcul, precum SWP.

Convenţie. Peste tot în cele ce urmeaz¼a, se va nota:

-pentru n = 2;
�
x1 (t)
x2 (t)

�
cu
�
x (t)
y (t)

�
şi, pentru n = 3;

0@ x1 (t)
x2 (t)
x3 (t)

1A cu

0@ x (t)
y (t)
z (t)

1A :
În cazurile n � 4; de menţionat a nu se se face confuzie între vectorii proprii pentru A, c¼autaţi

pentru �ecare valoare proprie în parte,

0@ x1
:::
xn

1A =? ca vectori coloan¼a de numere, şi soluţiile SO
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c¼autate

0@ x1 (t)
:::
xn (t)

1A =? ca vectori coloan¼a de funçtii.

Exemplul 4:2:4: S¼a se rezolve8<:
x0 = 2x+ y
y0 = x+ 3y � z
z0 = �x+ 2y + 3z

Rezolvare: Sistemul (SO)

8<:
x0 (t) = 2x (t) + y (t)
y0 (t) = x (t) + 3y (t)� z (t)
z0 (t) = �x (t) + 2y (t) + 3z (t)

; t 2 R;

este sistem de n = 3 ecuaţii diferenţiale de ordin 1, liniare, cu coe�cienţii constanţi, daţi de

A =

0@ 2 1 0
1 3 �1
�1 2 3

1A ; omogen, cu b (t) =
0@ 0
0
0

1A : Are n = 3 necunoscute
0@ x (t)
y (t)
z (t)

1A =?

Metoda cu valori proprii
Pasul 1 Se ataşeaz¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A şi se rezolv¼a. Adic¼a se determin¼a valorile
proprii în C ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :

PA (�) = det (A� �I3) =

������
2� � 1 0
1 3� � �1
�1 2 3� �

������ = ��3 + 8�2 � 22�+ 20:
PA (�) = (�1)3

�
�3 � �1�2 + �2�� �3

�
, unde �i este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A-greoi.
�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, � (�� 2)
�
�2 � 6�+ 10

�
= 0,

8<:
�1 = 2 2 R cu m (�1) = 1;
�2 = 3� i 2 C n R cu m (�2) = 1;
�3 = 3 + i 2 C n R cu m (�3) = 1;

Se observ¼a c¼a exist¼a r¼ad¼acini caracteristice şi în C n R, adic¼a sunt valori proprii ale matricei A
în C.

Spectrul matricei A este � (A) = f2; 3� ig :
Raza spectral¼a a matricei A este � (A) = max fj2j ; j3� ijg =

p
10:

Pasul 2. Se determin¼a un sitem fundamental de soluţii ale SO / o matrice fundamental¼a a SO.

modul 1.- aplicabil dac¼a A � D în R. Se poate şi dac¼a A � D în C, dar în cele ce urmeaz¼a nu se
va apela la acest mod. Se determin¼a subspaţiile proprii ale matricei A în C, precum şi dimensiunile
lor.
j�1 = 2j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �1 = 2, adic¼a

x =

0@ x1
x2
x3

1A 2M3�1 (R), x 6= �M3�1(R) a.î.(A� 2I3)x = �M3�1(R), adic¼a8<:
(2� 2)x1 + x2 + 0x3 = 0
x1 + (3� 2)x2 � x3 = 0
�x1 + 2x2 + (3� 2)x3 = 0

)

8<:
x1 = �
x2 = 0
x3 = � 2 R

)

S�1 (A) = fx 2M3�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �1 = �1g [
n
�M3�1(R)

o
=
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=

8>>>>>><>>>>>>:
x 2M3�1 (R) ;x =

0@ �
0
�

1A = �

0@ 1
0
1

1A
| {z }
u11=v1

; � 2 R

9>>>>>>=>>>>>>;
=

=
��
u11
��
) dimR S�1 (A) = 1 = m (�1) :

De menţionat c¼a v1 2M3�1 (R) chiar, datorit¼a coe�cienţilor reali ai sistemului.
j�2 = 3� ij Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �2 = 3� i, adic¼a

x =

0@ x1
x2
x3

1A 2M3�1 (C), x 6= �M3�1(C) a.î.(A� (3� i) I3)x = �M3�1(C), adic¼a8<:
(2� (3� i))x1 + x2 + 0x3 = 0
x1 + (3� (3� i))x2 � x3 = 0
�x1 + 2x2 + (3� (3� i))x3 = 0

)

8<:
(�1 + i)x1 + x2 = 0
x1 + ix2 � x3 = 0
�x1 + 2x2 + ix3 = 0

)

8<:
(�1 + i)x1 + x2 = 0
x1 + ix2 = 5�
x3 = 5� 2 R

� =

���� �1 + i 1
1 i

���� = �2� i 6= 0;
�1 =

���� 0 1
5� i

���� = �5�;�2 = ���� �1 + i 0
1 5�

���� = � (1� i) 5�
)

8>>><>>>:
x1 =

�5�
�2� i =

5� (2� i)
5

= (2� i)�

x2 =
�5� (1� i)
�2� i =

5� (1� i) (2� i)
5

= � (2� i� 2i� 1) = (1� 3i)�
x3 = 5� 2 R

)

S�2 (A) = fx 2M3�1 (C) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �2 = 3� ig [
n
�M3�1(C)

o
=

=

8>>>>>><>>>>>>:
x 2M3�1 (R) ;x =

0@ (2� i)�
(1� 3i)�

5�

1A = �

0@ 2� i
1� 3i
5

1A
| {z }

u21=v2

; � 2 R

9>>>>>>=>>>>>>;
=

=
��
u21
��
) dimR S�2 (A) = 1 = m (�2) :

j�3 = 3 + ij Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �3 = 3 + i, adic¼a

x =

0@ x1
x2
x3

1A 2M3�1 (C), x 6= �M3�1(C) a.î.(A� (3 + i) I3)x = �M3�1(C), adic¼a8<:
(2� (3 + i))x1 + x2 + 0x3 = 0
x1 + (3� (3 + i))x2 � x3 = 0
�x1 + 2x2 + (3� (3 + i))x3 = 0

)

8<:
(�1� i)x1 + x2 = 0
x1 � ix2 � x3 = 0
�x1 + 2x2 � ix3 = 0

)

8<:
(�1� i)x1 + x2 = 0
x1 � ix2 = 5

x3 = 5
 2 R

� =

���� �1� i 1
1 �i

���� = �2 + i 6= 0;
�1 =

���� 0 1
5
 �i

���� = �5
;�2 = ���� �1� i 0
1 5


���� = � (1 + i) � 5
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)

8>>><>>>:
x1 =

�5

�2 + i =

5
 (2 + i)

5
= (2 + i) 


x2 =
�5
 (1 + i)
�2 + i =

5
 (1 + i) (2 + i)

5
= 
 (2 + i+ 2i� 1) = (1 + 3i) 


x3 = 5
 2 R

)

S�3 (A) = fx 2M3�1 (C) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �3 = 3 + ig [
n
�M3�1(C)

o
=

=

8>>>>>><>>>>>>:
x 2M3�1 (R) ;x =

0@ (2 + i) 

(1 + 3i) 


5


1A = 


0@ 2 + i
1 + 3i
5

1A
| {z }

u31=v3

; � 2 R

9>>>>>>=>>>>>>;
=

=
��
u31
��
) dimR S�3 (A) = 1 = m (�3) :

Cum toate r¼ad¼acinile caracteristice ale matricei A sunt din C (sunt valori proprii în C) si cum
multiplicit¼aţile geometrice (dimensiunile subspaţiilor proprii) coincid cu multiplicit¼aţile algebrice
ale valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabil¼a în C, adic¼a

9D =

0@ 2 0 0
0 3� i 0
0 0 3 + i

1A 2 M3 (C) matrice diagonal¼a şi 9P =

0@ 1 2� i 2 + i
0 1� 3i 1 + 3i
1 5 5

1A 2

M3 (C) matrice modal¼a, astfel înc¼at A � D, adic¼a A = P � D � P�1 sau D = P�1 � A � P . Se
precizeaz¼a c¼a matricea modal¼a P este format¼a din coloanele vectorilor proprii, baze în S�1 (A)
respectiv S�2 (A) ; S�3 (A). Mai mult, matricea modal¼a P este nesingular¼a, deoarece respectivii
vectori proprii formeaz¼a o baz¼a înM3�1 (C) ; cu P =C AS .

Se poate veri�ca, folosind SWP, c¼a0@ 1 2� i 2 + i
0 1� 3i 1 + 3i
1 5 5

1A0@ 2 0 0
0 3� i 0
0 0 3 + i

1A0@ 3
2 �1

2 �1
2

� 3
20 +

1
20 i

1
20 +

3
20 i

3
20 �

1
20 i

� 3
20 �

1
20 i

1
20 �

3
20 i

3
20 +

1
20 i

1A =

0@ 2 1 0
1 3 �1
�1 2 3

1A
De menţionat c¼a, folosind SWP, se obţine o alt¼a diagonalizare în C:0@ 2 1 0

1 3 �1
�1 2 3

1A =

0@ 1 1 1
0 1� i 1 + i
1 2 + i 2� i

1A0@ 2 0 0
0 3� i 0
0 0 3 + i

1A0@ 3
2 �1

2 �1
2

�1
4 +

1
4 i

1
4 +

1
4 i

1
4 �

1
4 i

�1
4 �

1
4 i

1
4 �

1
4 i

1
4 +

1
4 i

1A ;
aceasta deoarece matricea modal¼a P nu este unic¼a, depinde de alegerea vectorilor proprii corespun-
z¼atori (care sunt o in�nitate).

modul 1:1. Deoarece A este diagonalizabil¼a în C,

��1 = 2; m (�1) = 1 x1 (t)
notez
= '1 (t) =

0@ x1 (t)
y1 (t)
z1 (t)

1A = e2t

0@ 1
0
1

1A
| {z }

v1

=

0@ e2t

0
e2t

1A :

��2;3 = 3 � i; m (�2;3) = 1 ) v2;3 =

0@ 2� i
1� 3i
5

1A vectori proprii corespunz¼atori, generatori de

S�2;3 (A) 

x2;3 (t)
notez
= '2;3 (t) = e

(3�i)t

0@ 2� i
1� 3i
5

1A
| {z }

v2;3

= e3t (cos t+ i sin t)

0@0@ 2
1
5

1A� i
0@ 1
3
0

1A1A =
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= e3t

0@cos t
0@ 2
1
5

1A� sin t
0@ 1
3
0

1A1A� ie3t
0@� cos t

0@ 1
3
0

1A+ sin t
0@ 2
1
5

1A1A
Se aleg partea real¼a/ imaginar¼a a vectorului anterior ca soluţii particulare liniar independente

(cu menţiunea c¼a şi orice combinaţie liniar¼a de soluţii ale SO este tot soluţie):

x2 (t)
notez
= '2 (t) =

0@ x2 (t)
y2 (t)
z2 (t)

1A = e3t

0@ 2 cos t� sin t
cos t� 3 sin t
5 cos t

1A =

0@ e3t (2 cos t� sin t)
e3t (cos t� 3 sin t)
e3t (5 cos t)

1A
x3 (t)

notez
= '3 (t) =

0@ x3 (t)
y3 (t)
z3 (t)

1A = e3t

0@ cos t+ 2 sin t
3 cos t+ sin t

5 sin t

1A =

0@ e3t (cos t+ 2 sin t)
e3t (3 cos t+ sin t)

e3t (5 sin t)

1A

modul 1:2. O matrice fundamental¼a este

-sau X (t) = X (t;x1;x2;x3) =

0@ e2t e3t (2 cos t� sin t) e3t (cos t+ 2 sin t)
0 e3t (cos t� 3 sin t) e3t (3 cos t+ sin t)
e2t e3t (5 cos t) e3t (5 sin t)

1A
(are W (t;x1;x2;x3) = �10e8t 6= 0)
-sau X (t) = etA = PetDP�1 greoi.
De menţionat c¼a X (t;x1;x2;x3) 6= etA; deoarece X (0;x1;x2;x3) 6= I4:

modul 2. Pe baza teoriei de la ecuaţii diferenţiale liniare de ordin 3; se caut¼a soluţii fundamentale
ale SO:
��1 = 2 2 R cu m (�1) = 1 se caut¼a o soluţie particular¼a SO de forma0@ x (t)

y (t)
z (t)

1A =

0@ a1e
2t

a2e
2t

a3e
2t

1A.
Se determin¼a numerele a1; a2; a3, impunând ca s¼a se veri�ce SO8<:

a1e
2t � 2 = 2a1e2t + a2e2t

a2e
2t � 2 = a1e2t + 3a2e2t � a3e2t

a3e
2t � 2 = �a1e2t + 2a2e2t + 3a3e2t

; t 2 R:

Se împarte �ecare ecuaţie prin e2t8<:
a1 � 2 = 2a1 + a2
a2 � 2 = a1 + 3a2 � a3
a3 � 2 = �a1 + 2a2 + 3a3

,

8<:
+a2 = 0

a1 + a2 � a3 = 0
�a1 + 2a2 + a3 = 0

)

8<:
a1 = �
a2 = 0
a3 = � 2 R

S-a g¼asit0@ x (t)
y (t)
z (t)

1A =

0@ �e2t

0e2t

�e2t

1A = �e2t

0@ 1
0
1

1A
| {z }

:

Se caut¼a o soluţie particular¼a a (SO))

� = 1 x1 (t)
not.
= '1 (t) =

0@ x1 (t)
y1 (t)
z1 (t)

1A = e2t

0@ 1
0
1

1A :
��2;3 = 3� i 2 C n R cu m (�2;3) = 1 se caut¼a dou¼a soluţii particulare l.i. ale SO de forma0@ x (t)

y (t)
z (t)

1A =

0@ e3t (a4 cos t+ a5 sin t)
e3t (a6 cos t+ a7 sin t)
e3t (a8 cos t+ a9 sin t)

1A.
Se determin¼a a4; :::; a9 (numere, altele decât constantele de indexare), impunând ca s¼a se veri�ce
SO
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8>>>>>><>>>>>>:

e3t � 3 (a4 cos t+ a5 sin t) + e3t (�a4 sin t+ a5 cos t) =
= 2e3t (a4 cos t+ a5 sin t) + e

3t (a6 cos t+ a7 sin t)
e3t � 3 (a6 cos t+ a7 sin t) + e3t (�a6 sin t+ a7 cos t) =

= e3t (a4 cos t+ a5 sin t) + 3e
3t (a6 cos t+ a7 sin t)� e3t (a8 cos t+ a9 sin t)

e3t � 3 (a8 cos t+ a9 sin t) + e3t (�a8 sin t+ a9 cos t) =
= �e3t (a4 cos t+ a5 sin t) + 2e3t (a6 cos t+ a7 sin t) + 3e3t (a8 cos t+ a9 sin t)

; t 2 R:

Se împarte prin e2t :8>>>>>><>>>>>>:

3 (a4 cos t+ a5 sin t) + (�a4 sin t+ a5 cos t) =
= 2 (a4 cos t+ a5 sin t) + (a6 cos t+ a7 sin t)

3 (a6 cos t+ a7 sin t) + (�a6 sin t+ a7 cos t) =
= (a4 cos t+ a5 sin t) + 3 (a6 cos t+ a7 sin t)� (a8 cos t+ a9 sin t)

3 (a8 cos t+ a9 sin t) + (�a8 sin t+ a9 cos t) =
= � (a4 cos t+ a5 sin t) + 2 (a6 cos t+ a7 sin t) + 3 (a8 cos t+ a9 sin t)

Se identi�c¼a coe�cienţii funçtiilor liniar independente (cos t; sin t) (au W = 1) :
cos t :
sin t :
cos t :
sin t :
cos t :
sin t :

8>>>>>><>>>>>>:

3a4 + a5 = 2a4 + a6
3a5 � a4 = 2a5 + a7
3a6 + a7 = a4 + 3a6 � a8
3a7 � a6 = a5 + 3a7 � a9
3a8 + a9 = �a4 + 2a6 + 3a8
3a9 � a8 = �a5 + 2a7 + 3a9

,

8>>>>>><>>>>>>:

�a4 � a5 + a6 = 0
a4 � a5 + a7 = 0
a4 � a7 � a8 = 0

a5 + a6 � a9 = 0
�a4 + 2a6 � a9 = 0

�a5 + 2a7 + a8 = 00BBBBBB@

�1 �1 1 0 0 0
1 �1 0 1 0 0
1 0 0 �1 �1 0
0 1 1 0 0 �1
�1 0 2 0 0 �1
0 �1 0 2 1 0

������������

0
0
0
0
0
0

1CCCCCCA
Gauss�

0BBBBBB@

1 0 0 0 �2
5 �1

5
0 1 0 0 1

5 �2
5

0 0 1 0 �1
5 �3

5
0 0 0 1 3

5 �1
5

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

������������

0
0
0
0
0
0

1CCCCCCA
8>><>>:
a4 + �2

5a8 �
1
5a9 = 0

a5 + 1
5a8 �

2
5a9 = 0

a6 � 1
5a8 �

3
5a9 = 0

a7 +
3
5a8 �

1
5a9 = 0

)

8>>>>>><>>>>>>:

a4 = 2� + 

a5 = �� + 2

a6 = � + 3

a7 = �3� + 

a8 = 5� 2 R
a9 = 5
 2 R

:

Sau direct, ca în liceu.
S-a g¼asit0@ x (t)
y (t)
z (t)

1A =

0@ e3t ((2� + 
) cos t+ (�� + 2
) sin t)
e3t ((� + 3
) cos t+ (�3� + 
) sin t)

e3t ((5�) cos t+ (5
) sin t)

1A =

= �

0@ e3t (2 cos t� sin t)
e3t (cos t� 3 sin t)
e3t (5 cos t)

1A+ 

0@ e3t (cos t+ 2 sin t)
e3t (3 cos t+ sin t)

e3t (5 sin t)

1A :
Se caut¼a dou¼a soluţii particulare l.i. ale (SO))

� = 1; 
 = 0 x2 (t)
not.
= '2 (t) =

0@ x2 (t)
y2 (t)
z2 (t)

1A =

0@ e3t (2 cos t� sin t)
e3t (cos t� 3 sin t)
e3t (5 cos t)

1A
� = 0; 
 = 1 x3 (t)

not.
= '3 (t) =

0@ x3 (t)
y3 (t)
z3 (t)

1A =

0@ e3t (cos t+ 2 sin t)
e3t (3 cos t+ sin t)

e3t (5 sin t)

1A
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Din algoritm se obţin 3 soluţii liniar independente, adic¼a B = (x1;x2;x3) este un sistem funda-
mental de soluţii ale (SO) :

W (t;x1;x2;x3) =

������
e2t e3t (2 cos t� sin t) e3t (cos t+ 2 sin t)
0 e3t (cos t� 3 sin t) e3t (3 cos t+ sin t)
e2t e3t (5 cos t) e3t (5 sin t)

������ = �10e8t 6= 0;8t
Coloanele (x1;x2;x3) nu genereaz¼a e

tA;W (0;x1;x2;x3) 6= I3:
Pasul 3. Soluţia general¼a a SO este:

-sau xo (t; c) = X (t;x1;x2;x3) � c = c1x1 (t) + c2x2 (t) + c3x3 (t) ; t 2 R, c1; c2; c3 2 R.0@ xo (t; c1; c2; c3)
yo (t; c1; c2; c3)
zo (t; c1; c2; c3)

1A = c1

0@ e2t

0
e2t

1A+c2e�t
0@ e3t (2 cos t� sin t)
e3t (cos t� 3 sin t)
e3t (5 cos t)

1A+c3
0@ e3t (cos t+ 2 sin t)
e3t (3 cos t+ sin t)

e3t (5 sin t)

1A ;
c1; c2; c3 2 R.

-sau xo (t; c) = e
tA � c;8t 2 I; c =

0@ c1
c2
c3

1A 2Mn�1 (R) ' Rn�greoi.

Observa̧tia 4:2:3:Metoda elimin¼arii a fost prezentat¼a în Exemplul 4:1:1; pentru n = 2: Pentru
n � 3 se face discuţie dup¼a rangul matricei coe�cienţilor necunoscutelor ce se elimin¼a, explicaţiile
�ind în �ecare caz în parte prezentate nu pe teoria general¼a, ci doar în exerci̧tiile din seminar
(pentru n = 3):

*REZOLVAREA SISTEMULUI DIFERENŢIAL NEOMOGEN SN ŞI A PROBLEMEI
CAUCHY

Euristic¼a 4:2:2. Se propune determinarea soluţiei generale pe I a sistemului neomogen (1) : Teo-
remele 4:2:4:; 4:2:5 ulterioare asigur¼a soluţia general¼a a SN când se cunoaşte soluţia general¼a a SO
(oferit¼a de o matrice fundamental¼a X (t;x1;x2; : : : ;xn) corespunz¼atoare unui sistem fundamental
de soluţii sau X (t) = etA) şi o soluţie particular¼a a SN (oferit¼a ulterior de Teorema 4:2:6; în cazul
general, când se cunoaşte un sistem fundamental de soluţii ale (SO), sau de Teoremele 4:2:7 şi
4:2:8; în cazul particular, când se cunoaşte un sistem fundamental de soluţii ale (SO), sistemul SN
are coe�cienţi constanţi şi termenii liberi cvasipolinoame de acelaşi tip sau o combinaţie liniar¼a de
cvasipolinoame de acelaşi tip).
Teorema 4:2:4: Fie X o matrice fundamental¼a a sistemului diferenţial omogen (2) şi �e
xp : I!Mn�1 (R) ' Rn o soluţie particular¼a a sistemului diferenţial neomogen (1). O funçtie
x : I!Mn�1 (R) ' Rn este soluţie a sistemului diferenţial neomogen (1) dac¼a şi numai dac¼a este
de forma

x (t) = X (t) � c+ xp (t) ; t 2 I; c 2Mn�1 (R) ' Rn:
În particular, soluţia general¼a a sistemului diferenţial neomogen (1) este

x (t; c) = xo (t; c) + xp (t) ; t 2 I; c 2Mn�1 (R) ' Rn:
unde xo (t; c) este soluţia general¼a a sistemului diferenţial omogen (2) şi xp (t) este o soluţie
particular¼a a sistemului diferenţial neomogen (1) :
Demonstraţie. Ca în Seçtiunea 4:1:

În ipotezele anterioare, �e problema Cauchy

PC (D) :
�
(1) x0 (t) = A � x (t) + b (t) ; t 2 I
(CI) x (t) = x0:

Teorema 4:2:5: Fie X o matrice fundamental¼a a sistemului diferenţial omogen (2) (etA sau
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X (t;x1;x2; : : : ;xn)). Atunci soluţia problemei Cauchy anterioare este dat¼a de formula variaţiei
constantelor:

x (t) = etA � e�t0A � x0 + etA �
R t
t0
e�sA � b (s) ds; t 2 I:

De menţionat c¼a, în formul¼a e�tA se înlocuieşte cu X�1 (t) dac¼a se cunoaşte alt¼a matrice funda-
mental¼a decât etA:

Teorema 4:2:6:Fie etA sau X (t;x1;x2; : : : ;xn) =

0BB@
x1;1 (t) x1;2 (t) ::: x1;n (t)
x2;1 (t) x2;2 (t) ::: x2;n (t)
::: ::: ::: :::

xn;1 (t) xn;2 (t) ::: xn;n (t)

1CCA o matrice

fundamental¼a a sistemului diferenţial omogen (2) ; cu soluţia general¼a a SO
xo (t; c) = c1x1 (t) + :::+ cnxn (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cn 2 R.

(dac¼a se d¼a etA; atunci x1;x2; : : : ;xn sunt coloanele matricei e
tA):

Atunci o soluţie particular¼a xp (t) pe I a sistemului diferenţial neomogen (1) este de forma
xp (t) = u1 (t)x1 (t) + :::+ un (t)xn (t) ;8t 2 I.

unde u0i : I! R, i 2 f1; :::; ng, sunt funçtii-soluţii ale sistemului8>><>>:
u01 (t)x1;1 (t) + :::+ u

0
n (t)x1;n (t) = b1 (t)

u01 (t)x2;1 (t) + :::+ u
0
n (t)x2;n (t) = b2 (t)

:::
u01 (t)xn;1 (t) + :::+ u

0
n (t)xn;n (t) = bn (t) :

Demonstraţie. Ca în Seçtiunea 4:1:

Exemplul 4:2:5: S¼a se rezolve8><>:
x0 = �4x� 2y + 2

et + 1

y0 = 6x+ 3y � 3

et + 1

Rezolvare: Sistemul (SN)

8><>:
x0 (t) = �4x (t)� 2y (t) + 2

et + 1

y0 (t) = 6x (t) + 3y (t)� 3

et + 1

; t 2 I = R;

este sistem de n = 2 ecuaţii diferenţiale de ordin 1, liniare, cu coe�cienţii constanţi, daţi de

A =

�
�4 �2
6 3

�
; neomogen, cu b (t) =

0B@ 2

et + 1
�3
et + 1

1CA : Are n = 2 necunoscute � x (t)
y (t)

�
=?

Metoda direct¼a, în SN, a elimin¼arii- se poate aplica.
Metoda cu valori proprii
Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a SO ataşat sistemului SN:

(SO)

�
x0 (t) = �4x (t)� 2y (t)
y0 (t) = 6x (t) + 3y (t)

; t 2 I = R

Pasul 1 : Se ataşeaz¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A şi se rezolv¼a. Adic¼a se determin¼a valorile
proprii în C ale matricei A, precum şi multiplicitatea lor algebric¼a.
�Se determin¼a polinomul caracteristic al matricei A;PA (�) :

PA (�) = det (A� �I2)=
���� �4� � �2

6 3� �

���� = �2 + �
PA (�) = (�1)2

�
�2 � �1�+ �2

�
= �2 + �; unde

�1 = TrA= �4 + 3 = �1;
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�2 = detA=

���� �4 �2
6 3

���� = 0
�Se rezolv¼a ecuaţia caracteristic¼a a matricei A,

PA (�) = 0, (�EC) �2 + � = 0, � (�+ 1) = 0)
�
�1 = 0 cu m (�1) = 1;
�2 = �1 cu m (�2) = 1:

Se observ¼a c¼a toate r¼ad¼acinile caracteristice sunt din R, adic¼a sunt valori proprii ale matricei A.
Spectrul matricei A este � (A) = f0;�1g :
Raza spectral¼a a matricei A este � (A) = max fj0j ; j�1jg = 1:

Pasul 2. Se determin¼a un sitem fundamental de soluţii ale SO / o matrice fundamental¼a a SO.
modul 1.- aplicabil dac¼a A � D în R. Se determin¼a subspaţiile proprii ale matricei A, precum şi
dimensiunile lor.
j�1 = 0j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �1 = 0, adic¼a

x =

�
x1
x2

�
2M2�1 (R), x 6= �M2�1(R) a.î.(A� 0I2)x = �M2�1(R), adic¼a�

(�4� 0)x1 � 2x2 = 0
6x1 + (3� 0)x2 = 0

)
�
x1 = ��
x2 = 2� 2 R

)

S�1 (A) = fx 2M2�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �1 = 0g [
n
�M2�1(R)

o
=

=

8>>>><>>>>:x 2M2�1 (R) ;x =
�
��
2�

�
= �

�
�1
2

�
| {z }
u11=v1

; � 2 R

9>>>>=>>>>; =

=
��
u11
��
) dimR S�1 (A) = 1 = m (�1) :

j�2 = �1j Se caut¼a vectorii proprii corespunz¼atori valorii proprii �2 = �1, adic¼a

x =

�
x1
x2

�
2M2�1 (R), x 6= �M2�1(R) a.î.(A+ 1I2)x = �M2�1(R), adic¼a�

(�4 + 1)x1 � 2x2 = 0
6x1 + (3 + 1)x2 = 0

)
�
x1 = �2�
x2 = 3� 2 R

)

S�2 (A) = fx 2M2�1 (R) ;x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii �2 = �1g [
n
�M2�1(R)

o
=

=

8>>>><>>>>:x 2M2�1 (R) ;x =
�
�2�
3�

�
= �

�
�2
3

�
| {z }
u12=v2

; � 2 R

9>>>>=>>>>; =

=
��
u21
��
) dimR S�2 (A) = 1 = m (�2) :

Cum toate r¼ad¼acinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum mul-
tiplicit¼aţile geometrice (dimensiunile subspaţiilor proprii) coincid cu multiplicit¼aţile algebrice ale
valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabil¼a, adic¼a

9D =

�
0 0
0 �1

�
2 M2 (R) matrice diagonal¼a şi 9P =

�
�1 �2
2 3

�
2 M2 (R) matrice

modal¼a, astfel înc¼at A � D, adic¼a A = P �D � P�1 sau D = P�1 �A � P . Se precizeaz¼a c¼a matricea
modal¼a P este format¼a din coloanele vectorilor proprii, baze în S�1 (A) respectiv S�2 (A). Mai
mult, matricea modal¼a P este nesingular¼a, deoarece respectivii vectori proprii formeaz¼a o baz¼a în
M2�1 (R) ; cu P =C AS .
modul 1:1. Deoarece A este diagonalizabil¼a,
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��1 = 0; m (�1) = 1 x1 (t)
notez
= '1 (t) =

�
x1 (t)
y1 (t)

�
= e0t

�
�1
2

�
| {z }

v1

=

�
�1
2

�
:

��2 = �1; m (�2) = 1 x2 (t)
notez
= '2 (t) =

�
x2 (t)
y2 (t)

�
= e�t

�
�2
3

�
| {z }

v2

=

�
�2e�t
3e�t

�
:

modul 1:2. O matrice fundamental¼a este

-sau X (t) = X (t;x1;x2) =
�
�1 �2e�t
2 3e�t

�
:

-sau X (t) = etA = PetDP�1 =
�
�1 �2
2 3

��
e0t 0
0 e�t

��
1 1
1 2

��1
=

=

�
�1 �2
2 3

��
1 0
0 e�t

��
3 2
�2 �1

�
=

�
4e�t � 3 2e�t � 2
6� 6e�t 4� 3e�t

�
modul 2. Pe baza teoriei de la ecuaţii diferenţiale liniare de ordin 2; se caut¼a soluţii particulare
liniar independente ale (SO):[:::] Este aplicabil, cu acelaşi rezultat de la modul 1:1:
Pasul 3. Soluţia general¼a a SO este:

-sau xo (t; c) = X (t;x1;x2) � c = c1x1 (t) + c2x2 (t) ; t 2 R, c1; c2 2 R.�
xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
= c1e

0t

�
�1
2

�
+ c2e

�t
�
�2
3

�
=

�
�c1 � 2c2e�t
2c1 + 3c2e

�t

�
; t 2 R, c1; c2 2 R.

-sau xo (t; c) = etA � c;8t 2 I; c =
�
c1
c2

�
2M2�1 (R) ' R2;�

xo (t; c1; c2)
yo (t; c1; c2)

�
=

�
4e�t � 3 2e�t � 2
6� 6e�t 4� 3e�t

��
c1
c2

�
:

Se va utiliza în continuare X (t;x1;x2) :
Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a (SN), xp (t) =?.
Metoda varia̧tiei constantelor pentru SN - teoretic, mereu aplicabil¼a; practic apar di�cult¼aţi

în aplicare când sistemul este de ordin mare şi apar de calculat (f¼ar¼a calculator) determinanţi
funçtionali de ordinul respectiv, integrale.

Se caut¼a de forma
xp (t) = u1 (t)x1 (t) + u2 (t)x2 (t) ;8t 2 R,

unde u0i : I! R, i 2 f1; 2g, sunt funçtii-soluţii ale sistemului8><>:
u01 (t) (�1) + u02 (t)

�
�2e�t

�
=

2

et + 1

u01 (t) (2) + u
0
2 (t)

�
3e�t

�
=

�3
et + 1

�(t) =W (t;x1;x2) =

���� �1 �2e�t
2 3e�t

���� = e�t 6= 0;8t 2 R.
�1 (t) =

�������
2

et + 1
�2e�t

�3
et + 1

3e�t

������� = 0;8t 2 R:
�2 (t) =

�������
�1 2

et + 1

2
�3
et + 1

������� = �
1

et + 1
;8t 2 R.
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8<: u01 (t) =
�1(t)
�(t) =

0
e�t = 0

u02 (t) =
�2(t)
�(t) =

�1
et+1

e�t =
�et
et + 1

������ R (�) dt)
�
u1 (t) = 0 + k1
u2 (t) = � ln

�
et + 1

�
+ k2

Deoarece se caut¼a o soluţie particular¼a xp, se alege k1 = 0, k2 = 0. S-a obţinut�
xp (t)
yp (t)

�
= 0

�
�1
2

�
� ln

�
et + 1

�� �2e�t
e�t

�
=

�
2e�t ln

�
et + 1

�
�e�t ln

�
et + 1

� � ;
8t 2 R

Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti pentru SN Nu se poate aplica, deoarece sistemul neo-
mogen SN are coe�cienţi constanţi, dar nu are termenii liberi cvasipolinoame.
Etapa 3 : Soluţia general¼a a sistemului diferenţial neomogen SN este

x (t; c) = xo (t; c) + xp (t) ; t 2 R; c 2M3�1 (R) ' R3;
unde xo (t; c) este soluţia general¼a SO şi xp (t) este o soluţie particular¼a a SN; adic¼a�

x (t; c1; c2)
y (t; c1; c2)

�
= c1

�
�1
2

�
+ c2

�
�2e�t
e�t

�
+

�
2e�t ln

�
et + 1

�
�e�t ln

�
et + 1

� � =
=

�
�c1 � 2c2e�t + 2e�t ln

�
et + 1

�
2c1 + c2e

�t � e�t ln
�
et + 1

� �
; t 2 R; c 2M2�1 (R) ' R2:

Reprezentând gra�c pe xo şi yo; al¼aturi pe x şi y; pe I = R pentru (c1; c2) = (1; 0) şi (c1; c2) =
(0; 1) cu magenta (corespunz¼atoare soluţiilor particulare din sistemul fundamental) şi pentru

(c1; c2) = (1; 1) ; (c1; c2) = (1;�1) ; (c1; c2) = (�1; 1) ; (c1; c2) = (�1;�1) ;
(c1; c2) = (1; 2) ; (c1; c2) = (2; 1) ; (c1; c2) = (�1; 2) ; (c1; c2) = (�2; 1)
(c1; c2) = (1;�2) ; (c1; c2) = (2;�1) ; (c1; c2) = (�1;�2) ; (c1; c2) = (�2;�1)

cu albastru şi pentru (c1; c2) = (0; 0) cu portocaliu soluţia particular¼a obţinut¼a cu metoda variaţiei
constantelor, se obţine:

t

x

t

x

t

y

t

y

Teorema 4:2:7. (metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti) Fie SN (1) cu b având pe coloan¼a
cvasipolinoame de acelaşi tip, adic¼a
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bi (t) = e
�t (Pi (t) cos (�t) +Qi (t) sin (�t)) ;8t 2 R; i = 1; n

unde �; � 2 R, iar Pi; Qi sunt polinoame, i = 1; n.
Dac¼a � = � + �i este r¼ad¼acin¼a a EC, cu multiplicitatea m (�) = s ( s = 0 dac¼a � = � +
�i nu este r¼ad¼acin¼a a EC); atunci SN admite o soluţie particular¼a de forma

xp (t) =

0@ x1;p (t)
:::

xn;p (t)

1A ; cu
xi;p (t) = e

�t (Ai (t) cos (�t) +Bi (t) sin (�t)) ;8t 2 R:
Ai şi Bi sunt polinoame de grad egal cu cel mai mare dintre gradele lui Pi şi Qi la care se adun¼a
s; iar coe�cienţii lor se determin¼a impun¼and ca xp s¼a veri�ce SN.
Demonstraţie. Se bazeaz¼a pe rezolvare de sistem de ecuaţii algebrice liniare, neomogen, obţinut
folosind regulile de derivare şi de�ni̧tia funçtiei exponenţiale în C:
Teorema 4:2:8. (principiul superpozi̧tiei) Fie SN (1), cu b combinaţie liniar¼a de coloane de
funçtii continue (pot � cvasipolinome în particular), adic¼a

b (t) = c1b1 (t) + :::+ crbr (t) ;8t 2 I şi c1; :::; cr 2 R:
unde bi 2 C (R;Rn) (în particular bi pot � de forma (7)). Dac¼a, pentru 8i 2 f1; :::; rg, xpi sunt
soluţii particulare pentru (SNi)

x0 (t) = A � x (t) + bi (t) ; t 2 R
atunci

xp (t) = c1xp1 (t) + :::+ crxpr (t) ;8t 2 R şi c1; :::; cr 2 R:
este soluţie particular¼a pentru EN.
Demonstraţie. Ca la ecuaţii EN de ordin n:

Exemplul 4:2:6: S¼a se rezolve8<:
x0 = y + z + t
y0 = x + z
z0 = x+ y

Rezolvare: Sistemul (SN)

8<:
x0 (t) = y (t) + z (t) + t
y0 (t) = x (t) + z (t) + 0
z0 (t) = x (t) + y (t) + 0

; t 2 R;

este sistem de n = 3 ecuaţii diferenţiale de ordin 1, liniare, cu coe�cienţii constanţi, daţi de

A =

0@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1A ; neomogen, cu b (t) =
0@ t
0
0

1A ; cu n = 3 necunoscute
0@ x (t)
y (t)
z (t)

1A =?

Metoda cu valori proprii
Etapa 1 : Se determin¼a soluţia general¼a a SO ataşat sistemului

(SO)

8<:
x0 (t) = y (t) + z (t) + 0
y0 (t) = x (t) + z (t) + 0
z0 (t) = x (t) + y (t) + 0

; t 2 R:

Cu metoda cu valori proprii; s-a g¼asit la Exemplul 4:2:2; c¼a soluţia general¼a a SO este:
-sau xo (t; c) = X (t;x1;x2;x3) � c = c1x1 (t) + c2x2 (t) + c3x3 (t) ; t 2 R, c1; c2; c3 2 R.0@ xo (t; c1; c2; c3)
yo (t; c1; c2; c3)
zo (t; c1; c2; c3)

1A = c1e
�t

0@ �1
1
0

1A
| {z }

v1

+ c2e
�t

0@ �1
0
1

1A
| {z }

v2

+ c3e
2t

0@ 1
1
1

1A
| {z }

v3

; c1; c2; c3 2 R.
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0@ xo (t; c1; c2; c3)
yo (t; c1; c2; c3)
zo (t; c1; c2; c3)

1A = c1

0@ �e�t
e�t

0

1A+ c2
0@ �e�t

0
e�t

1A+ c3
0@ e2t

e2t

e2t

1A ; c1; c2; c3 2 R.
-sau xo (t; c) = e

tA � c;8t 2 I; c =

0@ c1
c2
c3

1A 2Mn�1 (R) ' Rn;0@ xo (t; c1; c2; c3)
yo (t; c1; c2; c3)
zo (t; c1; c2; c3)

1A =

0@ 2
3e
�t + 1

3e
2t 1

3e
2t � 1

3e
�t 1

3e
2t � 1

3e
�t

1
3e
2t � 1

3e
�t 2

3e
�t + 1

3e
2t 1

3e
2t � 1

3e
�t

1
3e
2t � 1

3e
�t 1

3e
2t � 1

3e
�t 2

3e
�t + 1

3e
2t

1A0@ c1
c2
c3

1A :
Se va folosi xo (t; c) = X (t;x1;x2;x3) � c:

Etapa 2 : Se determin¼a o soluţie particular¼a a SN, xp (t) =?.
Metoda varia̧tiei constantelor �teoretic, mereu aplicabil¼a; practic apar di�cult¼aţi în aplicare
când sistemul este de ordin mare şi apar de calculat (f¼ar¼a calculator) determinanţi funçtionali de
ordinul respectiv, integrale.

Se caut¼a de forma
xp (t) = u1 (t)x1 (t) + u2 (t)x2 (t) + u3 (t)x3 (t) ;8t 2 R,

unde u0i : I! R, i 2 f1; 2; 3g, sunt funçtii-soluţii ale sistemului8<:
u01 (t)

�
�e�t

�
+ u02 (t)

�
�e�t

�
+ u03 (t)

�
e2t
�
= t

u01 (t)
�
e�t
�
+ u02 (t) (0) + u

0
3 (t)

�
e2t
�
= 0

u01 (t) (0) + u
0
2 (t)

�
e�t
�
+ u03 (t)

�
e2t
�
= 0:

�(t) =W (t;x1;x2;x3) =

������
�e�t �e�t e2t

e�t 0 e2t

0 e�t e2t

������ = 3 6= 0;8t 2 R.
�1 (t) =

������
t �e�t e2t

0 0 e2t

0 e�t e2t

������ = �tet;8t 2 R:
�2 (t) =

������
�e�t t e2t

e�t 0 e2t

0 0 e2t

������ = �tet;8t 2 R.
�3 (t) =

������
�e�t �e�t t
e�t 0 0
0 e�t 0

������ = te�2t;8t 2 R.8>><>>:
u01 (t) =

�1(t)
�(t) =

�tet
3

u02 (t) =
�2(t)
�(t) =

�tet
3

u03 (t) =
�3(t)
�(t) =

te�2t

3

��������
R
(�) dt)

8<:
u1 (t) = �1

3e
t (t� 1) + k1

u2 (t) = �1
3e
t (t� 1) + k2

u3 (t) = � 1
12e

�2t (2t+ 1) + k3

Deoarece se caut¼a o soluţie particular¼a xp, se alege k1 = 0, k2 = 0, k3 = 0. S-a obţinut0@ xp (t)
yp (t)
zp (t)

1A = �1
3e
t (t� 1)

0@ �e�t
e�t

0

1A� 1
3e
t (t� 1)

0@ �e�t
0
e�t

1A� 1
12e

�2t (2t+ 1)

0@ e2t

e2t

e2t

1A =

=

0@ 1
2 t�

3
4

1
4 �

1
2 t

1
4 �

1
2 t

1A ;8t 2 R
Metoda coe�cienţilor nedetermina̧ti Deoarece SN are coe�cienţi constanţi şi termenul liber

având pe coloane cvasipolinoame de acelaşi tip atunci se poate c¼auta xp cu Teorema 4:2:7. Într-
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adev¼ar,

b (t) =

0@ t
0
0

1A =

0@ e0t (t cos (0t) + 1 sin (0t))
e0t (0 cos (0t) + 1 sin (0t))
e0t (0 cos (0t) + 1 sin (0t))

1A
adic¼a este de forma din teorem¼a Cum � = 0+0i nu este r¼adacin¼a caracteristic¼a) s = 0) se caut¼a
o soluţie particular¼a pentru SN de forma

xp (t) =

0@ xp (t)
yp (t)
zp (t)

1A = t0

0@ e0t (A1 (t) cos (0t) +B1 (t) sin (0t))
e0t (A2 (t) cos (0t) +B2 (t) sin (0t))
e0t (A3 (t) cos (0t) +B3 (t) sin (0t))

1A =

0@ A1 (t)
A2 (t)
A3 (t)

1A ;8t 2 R,
unde Ai şi B1 sunt polinooame de grad 1. Se determin¼a coe�cienţii polinomului Ai (t) = �0;i+�1;it,
i 2 f0; 1; 2g ; impun¼and ca0@ xp (t)

yp (t)
zp (t)

1A =

0@ �0;1 + �1;1t

�0;2 + �1;2t

�0;3 + �1;3t

1A s¼a �e soluţie particular¼a a SN .8<:
�1;1 =

�
�0;2 + �1;2t

�
+
�
�0;3 + �1;3t

�
+ t

�1;2 =
�
�0;1 + �1;1t

�
+
�
�0;3 + �1;3t

�
�1;3 =

�
�0;1 + �1;1t

�
+
�
�0;2 + �1;2t

�
Identi�c¼am coe�cienţii puterilor lui t)

t0 :
t1 :
t0 :
t1 :
t0 :
t1 :

8>>>>>><>>>>>>:

�1;1 = �0;2 + �0;3
0 = �1;2 + �1;3 + 1

�1;2 = �0;1 + �0;3
0 = �1;1 + �1;3
�1;3 = �0;1 + �0;2
0 = �1;1 + �1;2

,

8>>>>>><>>>>>>:

�0;2 + �0;3 � �1;1 = 0

�1;2 + �1;3 = �1
�0;1 + �0;3 � �1;2 = 0

�1;1 + �1;3 = 0

�0;1 + �0;2 � �1;3 = 0
�1;1 + �1;2 = 00BBBBBB@

0 1 1 �1 0 0
0 0 0 0 1 1
1 0 1 0 �1 0
0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 �1
0 0 0 1 1 0

������������

0
�1
0
0
0
0

1CCCCCCA
Gauss�

0BBBBBB@

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

������������

�3
4
1
4
1
4
1
2
�1
2

�1
2

1CCCCCCA)

8>>>>>><>>>>>>:

�0;1 =
�3
4

�0;2 =
1
4

�0;3 =
1
4

�1;1 =
1
2

�1;2 =
�1
2

�1;3 =
�1
2

S-a obţinut0@ xp (t)
yp (t)
zp (t)

1A =

0@ �3
4 +

1
2 t

1
4 +

�1
2 t

1
4 +

�1
2 t

1A ;8t 2 R.
S-a întâmplat s¼a se obţin¼a exact aceeaşi soluţie ca la metoda variaţiei constantelor de mai sus.
De menţionat c¼a polinoamele se pot considera de coe�cienţi numerele reale a; b; c; d; e; f sau

u1; u2; :::; u6; pentru a nu � di�cil¼a scrierea coe�cienţilor:
Etapa 3 : Soluţia general¼a a sistemului diferenţial neomogen SN este

x (t; c) = xo (t; c) + xp (t) ; t 2 R; c 2M3�1 (R) ' R3;
unde xo (t; c) este soluţia general¼a SO şi xp (t) este o soluţie particular¼a a SN; adic¼a0@ x (t; c1; c2; c3)

y (t; c1; c2; c3)
z (t; c1; c2; c3)

1A = c1

0@ �e�t
e�t

0

1A+ c2
0@ �e�t

0
e�t

1A+ c3
0@ e2t

e2t

e2t

1A+
0@ 1

2 t�
3
4

1
4 �

1
2 t

1
4 �

1
2 t

1A =

=

0@ �c1e�t � c2e�t + c3e2t + 1
2 t�

3
4

c1e
�t + c3e

2t � 1
2 t+

1
4

c2e
�t + c3e2t � 1

2 t+
1
4

1A ; t 2 R; c 2M3�1 (R) ' R3:


