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CURS NR. 8
EDCO, AIA

4.2. Sisteme de n ecuatii diferentiale de ordinul 1, liniare, avind coeficienti constanti

In cursul anterior s-a studiat deja circuitul RLC serie din perspectiva rezolvarii un sistem de
ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti, prin metoda eliminérii, cu interpretari legate
de un sistem fundamental de solutii. In continuare se va pune in evidentd o rezolvare directi, cu
determinare directd de sistem fundamental de solutii/ matrice fundamentald pentru un sistem de
ecuatii diferentiale de ordinul 1, liniare, avind coeficienti constanti, omogen, apoi a solutiei generale
pentru unul neomogen. Se vor folosi valorile proprii atagate matricei sistemului.

Forma generala a unui sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul 1, liniare,
neomogen/omogen, avand coeficienti constanti, sub forma normala:

l’ll (t) = a1111 (t) “+ a12x2 (t) + ...+ apTy (t) + b1 (t)
37/2 (t) = a9171 (t) + agox9 (t) + ...+ aonTy (t) + by (t)

tel (1)

xl (t) = ap1z1 (t) + anaza (t) + ... + appay () + by ()
unde I C R este un interval nevid deschis, a;; € R, 4,5 € {1,...,n}, sunt numere reale numite
coeficienti constanti, iar b; : I - Ri € {1,...,n}, sunt functii continue numite termeni liberi.
Dacd b; : I — R sunt functii identic nule Vi € {1,...,n}, atunci (1) se numeste sistem omogen
SO; dacd Ji € {1,...,n} al. b; : [ — R este functie neidentic nuld, atunci (1) se numegte sistem
neomogen SN. Functiile z; : I = R,j € {1,...,n} sunt functiile necunoscute ale sistemului. O

functie x : I - M1 (R) @ R", x(t) = ~ (21 (t),..., 7 (t)) de clasd C! ce verifica (1)

Ty, (t)
se numeste solufie pentru sistem.
Introducand notatiile x, b : I — My, 1 (R) ~ R",

1 (t) b1 (t) ailp a2 ... Qain
K(t) _ T2 (t) : b (t) _ bg (t) §i A= a1 a2 ... QA2n ’
T () by, (t) Gnl  Qp2 .. Qnpn
sistemul devine ecuatia diferentiald de ordinul 1 liniard, vectoriala
X (t)=A-x(t)+b(t),tel (1"

Problema Cauchy asociata unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul 1 liniare
neomogen/omogen, cu coeficienti constantii, sub forma normala cu datele D = (I, b, to, x,) ,

1,0

2,0

unde x; = , constd in determinarea unei functii x : I — My, »1(R) ~ R" de clasi C!, unde

Tn,0
I € R este un interval nevid deschis, tg € I, z;0 € R, 2 = 1,n pentru care
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pc(m.{ (1) X () =A-x(t) +b(t),t €T (1)...

" (C) x(to) =% & 71 (o) = 71,0, 72 (to) = 72,0, -+, T (t0) = Tn0-
Functia x se numeste solutie a problemei Cauchy PC (D).

De mentionat ca solutia, daca existd, este unica si este definitd pe tot I, este saturata.

Exemplul 4.2.1. Studiul circuitului RLC din exemplul 4.1.1. a condus la sistemul de ecuatii
diferentiale liniare avand coeficienti constanti, omogen:

) — L
so) Z0= | o
YO =F w )+ ()

unde uc = z este tensiunea la bornele condensatorului care se descarca gi 17, = y este intensitatea
la bornele bobinei. Rezolvarea matematicd a lui, fara interpretare fizicd, s-a facut prin metoda
eliminarii.

Observatia 4.2.1. Notatiile, definitiile si rezultatele din Sectiunea 4.1, enuntate pentru sisteme
diferentiale liniare avand coeficienti variabili se pastreaza si pentru sisteme diferentiale liniare avand
coeficienti constanti.

*REZOLVAREA SISTEMULUI DIFERENTIAL OMOGEN SO

Euristica 4.2.1. a) Se propune determinarea solutiei generale pe I, chiar pe R, a sistemului omogen
SO atasat sistemului neomogen SN (1), anume

1"1 (t) = a11x1 (t) + a12x2 (t) + ...+ anxy (t)
1'/2 (t) = a91T1 (t) + agox9 (t) + ...+ aonxy (t)

,t €1, chiar t € R (2)
xl (t) = ap1x1 () + an2za (t) + ... + apnxy ()
cu forma vectoriala
x' (t)=A-x(t),tel (2"
Din Sectiunea 4.1. se stie cd, dacd se cunoaste o matrice fundamentald a SO, X (¢; X, Xg, .. .,X,)

atunci sistemul SO are solutia generala
’30 (t;c1yeycn) = 1%y (B) + oo +epx, (t) ,VE €T i c1, .y € R,‘
elie sistemul SO, cu n = 1, adicd o ecuatie diferentiala liniard de ordinul 1, omogena
' (t) =anz(t), t € R,
a cdrei solutie generald este
T, (t;c) =ce!® =x(0)- €, t e R,c €R (a11 = a).

Se stie ca
1 1 9 1 k
eta:1+ﬁ(m)+§(m) +...+H(ta) +..=
oyt 2, th e R
= +Fa+§a ++ga +7 & y

(seria de numere este uniform convergenta pentru ¢ din orice multime compactd din R).
elie sistemul SO, cun > 2:
x'(t)=A-x(t),t €, chiar t € R,
pentru care se observa ci orice solutie a SO (2) este de o infinitate de ori derivabili, deoarece
X't)=A-x'(t)=A-A-x(t)=A*-x(t),t €R.
x"(t)=A-x"(t) =A% -x(t),t eR.
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xB () =A-x*kD(@t)=..=AF . x(t),t cR,Vk € N.
Fara a restrange generalitatea, se presupune ca 0 € 1.
eEixistd o justificare ce implicd seria Taylor atagatd unei solutii vectoriale x pentru SO (2)

¢ t2 e t*
_ !/ " — —
x (1) —5(0)+T!§ (0)+*2!fx (0) + +7(k,_1)!§ (0) + X 0) +...=
=x(0)+ —1!Ax(0) + —2!A x(0)+---+ = 1)!A ~'x(0) + —k!A x(0)+..=

— A%+ ... AF T 4 — AR+ 0

TR (o § R YR )X( )

diagonalizare / jordanizare de matrice, definitia functiei exponentiale in complex
e*t = e® (cosyt +isinyt),Vz =x +iy € C,t € R,

definitia functiei exponentiale de matrice

1 1 1
e =T+ 55 (14) + 5 (tA)? + ... + - A + .. =

o ta B gk teR
= n+ﬁ +§ +M+H +..,te

(seria de matrice este uniform convergentd pentru ¢ din multimi compacte din R, in sensul normei
4l = sup [l Ax]).
lIxll=1
pe baza cireia o matrice fundamentald pentru SO (2) se poate cduta sub forma
X (t) = e t € R,
adica solutia generala a SO este
x(tie)=e? c=e1-x(0),t €R, c € My (R) ~R"
O demonstratie este prezentata in Bibliografie [Corduneanu, Pletea].

t
= <In+1!A+

Definitia 4.2.1. Fie A € M,, (R) o matrice patraticd de ordin n. Se numeste functie exponentiala
de matrice A seria

1 1
A 2
e —In+1!A+2!A + .+

1
k!
privits ca o serie de n? numere reale, atunci cand este convergents. (se poate demonstra ci definitia
este consistenta, seria este C).

Propozitia 4.2.1. Daca A, B € M,, (R) a.i. AB = BA, atunci ’eA+B =ed. B,

O Demonstratie. Fie

1 1 1
A 2 k
e _In+—1!A+—2!A +...+—k!A + ..

1 1 1
eB:In+FB+§BQ+...+HB’“+...
Folosind seria produs in sens Cauchy si AB = BA, se obtine:
1 1 1 1 1 1
ed.eB = (In+1‘A+2‘A2+...+A’C+...> . <In+1'B+2‘BQ+...+B’f+...) =

Ak

k! k!
1 1
:In+ﬁ(A+B)+§(A2+2AB+B2)+...:
1 i 1
:In+F(A+B)+§(A+B)2+...+H(A#—B)k—i-...:eA+B.

Propozitia 4.2.2. Daca 0,, € M,, (R) este matricea nuld, atunci M
O Demonstratie.

1 1 1
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Propozitia 4.2.3. Daca I, € M,, (R) este matricea unitate, atunci M

O Demonstratie.

1 1 1 11 1
In 2 k
el =Lyt ln+ I8+ ot I+ <1+1,+2,+ TR )I = el,.

Propozitia 4.2.4. Dacd A € M,, (R), atunci (eA)_l =e A

O Demonstratie. Deoarece A - (—A) = (—A) - A, atunci
e A=At A) —efn =] gie A ed = AtA =l = ],
A —A

. . ao 21
Deci e este inversabila si (eA) =e
A

Algoritmul 4.2.1. de calcul pentru matricea e”.

Cazul 1. Dacid A este matrice diagonald de ordin n

M 0 .. 0 Moo 0
A—p,—| © A2 .. 0 atunci DF — 0 XN .0 g
'd b’ Y 000 . X
ePrn =1, + Dn+ D2+ +k,Dk+ =
1+ 1A1+ +k')‘k 0 0
_ 0 1+ )\2+ +k‘)\ 0
0 0 1 )\ +. +k|A,’§
et 0 0
Du | O e 0
0 0 €>\"

De mentionat cd daca A; apare pe diagonala matricei D, de m; ori, adicd apare o celula
diagonala de ordin m cu Aq pe diagonalé atunci pe diagonala matricei e”» apare o celuls diagonal
corespunzitoare de ordin m; cu e* pe diagonals.

OCazul 2. Daci A este celuld Jordan de ordin n

A1 0 .. 0 O
o x 1 .. 0 O
A=J, = 0 0 A .. 0 O A, + N,
0 0 O A 1
0 0 0 .. 0 A
0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 O
unde N, — o 0 0 .. 00 0 0 0 .. 0 O o NT =0,
0O 0 0 .. O 1 0 0 0 .. 0 O
o 0 0 .. 00 0O 0 0 .. 0 O

adica N,, este o matrice nilpotentd de ordin n, atunm

efn = eAMntNn = eAln . oNn = Aln . I + N + 1N2—|- -+ 1Nn>
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1 1 1 0 1
1 2 (n—1)!
1 1
0 1 — 0
1! (n—2)!
eln=e 0 0 1 0 !
(n—3)!
0 0 O 1 !
Y ﬂ
0O 0 0 .. O 1
OCazul 3. Daci A este o matrice Jordan de ordin n, formati din s celule Jordan
J1 e/l
JQ 6‘]2
A=J, = ] atunci |’ =
Js e’s
Propozitia 4.2.5. Dacd A, B € M,, (R) sunt matrice asemenea, adica 3C' € M,, (R) inversabila,

cu
B=C7AC (& A= CBC™), atunci ? = C1eAC (& e = CeBC™)
O Demonstratie. B2 = C~1A2C,...,B¥ = C~1AFC, ... si, in ipoteze de convergenta,

1 1 1
eB:In+FB+—B2+...+—B’“+...:

2! Kl
1, 1, 1,
= I+ 37 (CTAC) + 5 (CTIA%C) + .4 5 (CT1ARC) + . =
1,1 1
— -1 2 k —(-1,A

Propozitia 4.2.6. a) Dacda A € M, (R) este matrice diagonalizabild, adica 3P € M, (R) in-
versabild, matrice modald (cu vectori proprii ai A pe coloane), cu

D =P AP (& A= PDPY), atunci e = P~1eAP (s ed = PeP P 1),
Ob) Dacd A € M,, (R) este matrice cvasidiagonalizabild (poate fi adusi la o form# Jordan), adica
dP € M, (R) inversabild, matrice modald (cu vectori proprii ai A pe coloane), cu

J =P lAP (& A= PJP™!), atunci ¢/ = P~ 1eAC (<:>’ ed = pPe/ P! ‘)
Demonstratie. Din Propozitia 4.2.5.

Observatia 4.2.2. Se poate defini functia exponentiald de matricea tA, et ca in Euristica 4.2.1., a),
ca serie uniform convergenta pentru ¢ din multimi compacte din R :

t_g 4ty t2A2 tkAk teR

A se vedea Bibliografie [Pleteal. Mai mult, calculul se face analog;:
a) Dacd A € M, (R) este matrice diagonalizabila, adicd 3P € M,, (R) inversabild, matrice modald
(cu vectori proprii ai A pe coloane), cu

M0 .0
tAo
A= PDP7! atunci |t = Pe!P’ P!, unde e!Pr = 0 ¢ S
0 0 .. M

De mentionat ca daca \; apare pe diagonala matricei D de m; ori, adica apare o celula diagonala de
ordin m; = m (A1) cu A; pe diagonald, atunci pe diagonala matricei e!Pn apare o celuld diagonal
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corespunzitoare de ordin m; cu e'™ pe diagonal.

Ob) Daci A € M,, (R) este matrice cvasidiagonalizabild (poate fi adusi la o forma Jordan), adicd
IP € M,, (R) inversabild, matrice modald (cu vectori proprii ai A pe coloane), cu
A= PJP~! atunci

2 n—1
o LE e
11 2! (n—1)!
t tn—2 o
0o 1 — .. 0 ——— 1
1! (n—2)! o
-3
et = Pet/P~1 unde et =e* | o 0 1 _ 0 " et =
(n—3)!
0O 0 o0 .. 1 T
0O 0 0 .. O 1

tJs

Propozitia 4.2.7. Dacd A € M,, (R), atunci seria

I tA t2A2 tkAk
n+ﬂ +a —i—...-i—ﬁ =+ ...

este uniform convergentd pentru ¢ din orice interval compact din R. In plus, suma ei, notati e!4

%(etA) — A-etA — etA-A.

)

este functie matriceala derivabila pe R si are loc

D e. Se folosesc |- (1) = 0,5 % (Lar) = 4. 1 _pet
emonstratie. Se folosesc a(n)— n o\ g A G .

A se vedea Bibliografie [Pletea].

Teorema 4.2.1.Fie sistemul diferential omogen SO (2). Atunci matrice e este o matrice funda-
mentald a sistemului si solutia generala este

X, (t;c) = ed.eVtel, c e My (R) ~ R™.
tA>'

(o combinatie liniard de coloanele matricei e

Exemplul 4.2.2. Si se rezolve
/

T = Y+ z
Yy == +z
7=+ y;

' (t) y () +2(t)
Rezolvare: Sistemul (SO)< v (t) =z (t) +2z(t) ,teR,

Z(t)=z(t)+y(t)
este sistem de

n = 3 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de
011 0 x (t)
A= 1 0 1 |,omogen,cub(t)=| 0 |,cun=3necunoscute | y(t) | =7
110 0 z (t)

Metoda eliminarii- greoaie pentru n > 3; a se vedea la seminar, Exercitiul 2 din Seminarul 7; se
foloseste mai ales pentru n = 2.
Metoda cu valori proprii

Pasul 1 Se atageazd ecuatia caracteristicd a matricei A gi se rezolva. Adica se determing valorile
proprii in C ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).
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0—Xx 1 1
PaAM)=det(A=A| 1 0-X 1 |=-X43\+2sau
1 10—\

Py(\) = (1) (A* = 6127 + 62X — 63) |, unde §; este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A, adica

|0 1] o1
2711 0 10

01 1
1 1 0

Pa(A)=— (N =0+ (=3)A—2).
eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,

PA(N) =06 —-(A+1)°(A-2) :o@{ 1;222%%;2%(31): 1'2,

Se observa cd toate radacinile caracteristice sunt din R, adicd sunt valori proprii ale matricei A
in R.

Spectrul matricei A este o (A) = {—1,2}.

Raza spectrald a matricei A este p(A) = max {|—1],|2|} = 2.
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil dacd A ~ D in R. Se determina subspatiile proprii ale matricei A, precum gi
dimensiunile lor.

"

A1 = —1| Se cautéa vectorii proprii corespunzatori valorii proprii Ay = —1, adicd
T
x=| 22 | € Max1 (R), X # Oy, (r) 21-(A — (—1) I3) x = O 4, , (r), adicd
0+1 1 +29+2a3=0 r1=—-a-—p4
1+ 0+ Dz +23=0 = o=acR =
x1+x2+(0+1)z3=0 r3=pF€R
A (A) = {x € M3y (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A\ = —1} U {QMSXI(R)} =
—a—pf -1 -1
=X EMs(R);x= «o =« 1 +p81 0 ,a,BeR B =
g 0 1
———
ul=v; ul=v

[(uf, u3)] = dimg Sy, (4) =2 =m ().

|A2 = 2| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii Ay = 2, adica
x1
x=| x €M3X1(R),§7$QM3X1(R) a.i.(A—QI;;);zQngl(R), adica
3
(0-2)x1+ 224+ 23 =0 Ty =7
1+ (0—=2)zg+23=0 = To =7y =

1+ a2+ (0—2)z3=0 rzg=7v€R
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Sy, (A) = {x € M3x1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ay =2} U {Qngl(R)} =

vy 1
=qxeEMzga(R);x=1 v | =91 |, 7eR) =
v 1
——
ul—v;

= [(u%)] = dimg S)\z (A) =1=m ()\2) .

Cum toate radacinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum mul-
tiplicitatile geometrice (dimensiunile subspatiilor proprii) coincid cu multiplicititile algebrice ale
valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabild in R, adica

-1 0 O -1 -1 1
D = 0 —1 0 | € M3 (R) matrice diagonala si IP = 1 0 1 | e M3(R)
0 0 2 0 1 1

matrice modald, astfel incit A ~ D, adici A= P-D-P ! sau D =P~!'. A-P. Se precizeazi ci
matricea modald P este formaté din coloanele vectorilor proprii, baze in Sy, (A) respectiv S, (A).
Mai mult, matricea modald P este nesingulara, deoarece respectivii vectori proprii formeaza o baza
in Msx1 (R) ,cu P =¢ Ag.

modul 1.1. Deoarece A este diagonalizabila,

x1 (1) -1 —e !
d=-1mA)=2~wx 0" )= @) |=et| 1 |=| e
Z1 (t) 0 0
v1
x9 (1) -1 —e !
t.
Xy (1) = pp(t) = | w2(t) | =e"f 0O |J=| 0
z9 (t) 1 et
—_———
v2
I3 (t) 1 2t
Ay =2,mN) =1~x3(t) " py(t)= [ ws(t) | =eX| 1 | = ¢
23 (t) 1 e?t
——
vs
modul 1.2. O matrice fundamentals este
—et _et o2
-sau X (t) = X (t; %1, X9, X3) = et 0 e
0 eft 2t

-1 -1 1 -1 -1 1
= 1 0 1 0 et 0 1 0 1 =
0 1 1 0 e 0 1 1
-1 -1 1 et 0 0 —% 2 -4
= 1 0 1 0 et 0 -z -+ 2 |=
3 3
0 1 1 0 0 e i 3 §
2 _—t 1.2t 1.2t 1 —¢t 1.2t 1 _—t
se '+ ze” zet — ze g™ — 3¢
Y SCTRR (IR SEVENL UETRN U TR g
= §e %e %e + 3ze %6 3¢
§621& _ ge—t §€215 _ %e—t ge—t + %6%
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(aici nu se justificd, deoarece A ~ D in R si apar siteme algebrice liniare omogene de
ordin mare ) Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale de ordin 3, liniare omogene, se cauta n = 3
solutii particulare liniar independente ale (SO):

e\ = —1 € R cum(A) =2 ~»se cautd doud solutii particulare Li. ale SO de forma
x (t) are”t + agte™ (a1 +tag)et
et)=| y@) | =| aset+aste™ | = (asz+tas)e”’
2 (t) ase”! + agte™ (a5 +tag)e™"
Se determina numerele aq, ..., ag, impunénd ca z,y, z sa verifice (SO) :

aze”t + (a1 +tag) et (—1) = (a3 +tag) et + (a5 + tag) e
ase”t + (ag +tag) et (=1) = (ay + tag) e + (a5 +tag) et |t €R,
age ! + (a5 + tag) et (—=1) = (a1 + taz) et + (a3 + tag) et
Se imparte fiecare ecuatie prin e~ si se identifici coeficientii polinoamelor din cele trei ecuatii:

10 . az — a1 = a3z + as (a1 —as+az+as =0
th . —ag = a4 + ag az +aqg+ag =0 a; —as + as + as =0
0 ) as—az=a1+as ar+a3—as+as=0 a1 +a3—as+as =0
th: —a4 = a9 + ag < az +ag+ag =0 < al + as 4+ a5 —ag =0
10 . ag — a5 = a1 + as ar+as+as—ag=0 az + aq +ag =0
th. —ag = ag + aq as +ag+ag=0
eGauss:
0 -1 -1 1 I -1 1 0 1 0 |0
1 1 0 1 -11 0 |0 pasl
1 1 0 1 0 1 -11]60 I
1 0O 1 0 1 0 1 \0/ I+
—l +13
0l1 + U4
1 1 -1 1 0 1 O 0
-1 -1 1 0 1] 0 =1 0 0 |0 pas2
1 01 0 0 0 —110 L
1 0O 1 0 1 0 1 0 I
—ly + 13
—la2+ 14
1 -1 1 0 1 O 0 1 -1 1 0 1 O 0
0 1 0 -10 0 |O pas3 0 1 0 -1 0 0 |O
0O 0 0 1 0 —-11{0 Z 0O 0 01 0 —-11{0
0O 0 0 2 0 1 0 I 0O 0 0 0 0 3 0
I3
—2l3 + Uy
1 -1 0 0
Deoarece 8 (1) _11 _01 =3#0=
0O 0 0 3

-ecuatiile 1, 2, 3, 4, corespunzatoare liniilor, se aleg drept ecuatii principale;
-necunoscutele 1, 2, 4, 6, corespunzatoare coloanelor, se aleg drept necunoscute principale.
eSau direct:
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1 -1 0 0
1 0 -1 0

Deoarece 1 0 0 —117 3#0=
0 1 1 1

-ecuatiile 1, 2, 3, 4, corespunzatoare liniilor, se aleg drept ecuatii principale;
-necunoscutele 1, 2, 4, 6, corespunzatoare coloanelor, se aleg drept necunoscute principale.

a1 =—-a—0
a1 — as + as + a5 =0 as =0
e Atunci 42 T =0 = a3 = €R
aq — ag = 0 aq = 0
dag =0 as =P R
\ a6 =
S-a gasit
x (t) (— a—5+0t -1 -1
et)y=1 y@) | = (a4 0t)e = e ! 1 +Be~t 0 |,aeR,BeR.
2 (t) (B+0t)e 0 1
N—— ——
Se cauta doud solutii particulare Li. ale (SO)
( ) —e!
a=1,8=0~x )" e (0)= | 1) =| ¢
21 (t) 0
2 (t) —e!
a=0=1vx()"F ¢ ()= | 1) = o
22 (1) e
ody =2 € R cum(A2) =1~ secautd o solu‘g ie partlculara a SO de forma
x (t) are?
y(@t) | =| ase*
z (t) age?t
Se determina numerele a7, ag, ag, impunand ca x, y, z si verifice (SO)
aze?t .2 = age? 4 age®
age?t - 2 = ape* +age? teR,

age?t - 2 = are® + age?

Se imparte fiecare ecuatie prin e?

ay -2 = ag + ag —2a7+ag+ag =0 ay =ry
ag -2 = ar +ag &< ar—2a3+ag=0 = ag=7vy
ag -2 =ay+ ag a7 +ag — 2a9 =0 ag=7v€R
—este acelasi sistem ca la Sy, (A).
S-a gasit
x (t) ye?t 1
yt) | = ¥ | =~ | 1 |,vyeR
z (t) ye?t 1
N——
Se cautd o solutie particularda=
x3 (t) 1 e?t
Y=l xg ()"E o) = ) | =21 )= &
z3 (t) 1 e?t

Din algoritm se obtin 3 solutii liniar independente, adicd B = (x;,Xy,X3) = (1, 9, 3) este un
sistem fundamental de solutii ale (SO).
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Pasul 3. Solutia generala a SO este:

-sau X, (t;¢) = X (¢ X, X9, X3) - € = c1X; () + caXy (t) + c3x5 (1) ,t € R, ¢1,¢2,¢3 € R.
Zo (t;c1, 2, 3) -1 -1 1
Yo (t; 1,2, C3) =cret 1 + coet 0 +c3e®| 1 |,c1,¢9,c3 €R.
2o (t; 1, €2, C3) 0 1 1
—_————
Vi V2
C1
-sau X, (t;¢) —etd.cVtel,c=| € M3y (R) ~ R3,
C3
Zo (t;c1,c2,C3) % by 162t é et %e‘t Le2t _ %e_t c1
Yo (ta C1,C2, 03) = i% 2t ilg _t 3 _t + % gezt 3 C2
2o (t;c1,¢2,C3) et — g€ —t 362t %e‘t 3e_t +3 1 e?t c3
Comentariu. a) Desi A\; = —1 cu m (A1) = 2, la modul 2 nu au intervenit in final, in expresia

solutiei generale, functiile te=!, cum ar fi aparut la ecuatii diferentiale liniare de ordin 3. Aceasta
deoarece, la acest exercitiu, A este diagonalizabila in R.

b) Fiecare components a matricei fundamentale este o combinatie liniara de functiile e si €2

¢) Modul cu determinarea matricei fundamentale X (¢;x;,...,X,,) se folosegte usor pentru n
oarecare (chiar n = 3,4,5,...) cand A este diagonalizabild, cu modul 1.1; se poate folosi programul
Scientific WorkPlace sau Matlab sau altele, pentru a determina automat forma Jordan (diagonald)
a matricei A si vectorii proprii, pe coloanele matricei P.

d) Modul cu determinarea matricei fundamentale e!4 se foloseste usor pentru n oarecare (chiar
n =3,4,5,...) cand A este diagonalizabild, cu modul 1.2; este utila folosirea programului Scientific
WorkPlace sau altele, pentru a determina automat forma Jordan (diagonald) a matricei A, adicd
D, P, P! pentru a determina automat produse cu matrice si alte calcule matriceale.

e) Daca in fenomenele de modelat au semnificatie atat valorile proprii cat i vectorii proprii, la
pasul 2 se foloseste modul 1; dacd au semnificatie doar valorile proprii, la pasul 2 se poate folosi
modul 2.

f) Modul 2 de la Pasul 2 se foloseste cu pondere in cazul in care matricea A nu este diagonal-
izabild in R gi n = 2,3. Pentru n > 4, dacd A are o rddacina caracteristicd de multiplicitate > 2,
atunci modul 2 devine greoi, cu rezolvare de sisteme algebrice liniare omogene de ordin mare (a se
vedea Exemplul 4.2.3).

g) De mentionat, fird demonstratie, cd in cazul in care matricea A are radécini caracteristice
complexe A = a=if3, atunci componentele matricei fundamentale vor contine si e cos Bt, e* sin 8t.(a
se vedea exemplul 4.2.4).

Forma Jordan, chiar si in C, atagatd unei astfel de matrice, din nou se poate determina cu
ajutorul programului Scientific WorkPlace. De exemplu A=PJP larfi

1 -1\ [ 1 1 —i 0 T30 —ki
2 -1 ) \1+i 1—i 0 —5i 3 )7

OExemplul 4.2.3. S§ se rezolve

w\»—n

Ty =1 + 24
/
zh = +x3 — 214

Ty =21 — 23 + 51y
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2y (t) = 21 (¢) + 4 (t)
. Qi ()= w2l
Rezolvare: Sistemul (SO) 2 () = s (1) — 224 (1) ,t R,
@) (t) = 1 (1) — 23 (t) + bxy (t)
este sistem de n = 4 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de
10 0 1 0 x1 (1)
I O |l o _ z2(t) | o
A= 00 1 _o |-omosen cu b (t) = o |rcun= 4 necunoscute ws(t) | =
10 =2 5 0 x4 (1)

Metoda eliminarii- NU, pentru n = 4, este greoaie pentru n > 3; a se vedea la seminar, Exercitiul
2 din Seminarul 7; se foloseste mai ales pentru n = 2.
Metoda cu valori proprii

Pasul 1 Se atageazd ecuatia caracteristicd a matricei A gi se rezolva. Adica se determing valorile
proprii in C ale matricei A, precum gi multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).

1-X 0 0 1
Pa(M=det(A— | O 1-A 0 0 | _ 4¢3 5
[Pa(A) ( =) 0 1o g | =N 813 -6

1 0 -2 5-2\

44 3 2
’PA ) =(=1) ()‘ — 01A” + 02\ — 93\ + 64)‘, unde ¢; este suma minorilor principali de ordin

1 al matricei A, |d; =Tr A\, - greoi

eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
A=0€Rcum(\)=1;
PAAN=02XA-1)’A-6)=0e<{ da=1cRcum(r)=2;
A3=6€Rcum(Ns)=1;
Se observa ca toate radacinile caracteristice sunt din R, adicé sunt valori proprii ale matricei A.
Spectrul matricei A este o (A) = {0,1,6}.
Raza spectrald a matricei A este p (A) = max{[0],|1],|6]} = 6.
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil dacd A ~ D in R. Se determina subspatiile proprii ale matricei A, precum si
dimensiunile lor.
A1 = 0] Se cauta vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A; = 0, adica

x1
X = iz €M4x1(R)aK#QM4X1(R) &.i.(A—0]:4)5:Q/\/[4><1(R)7 adics,
T4
(1_0)331 +x4=0 T = —
1-0)x =0 o =0
{ ( ()1—2())x3—2x4:0 = x§:2a =
T — 223+ (5—=0)z4=0 ti=acR
Sh, (A) = {x € Myx1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ay = 0} U {QM4X1(R)} _
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-« —1
=X E My (R);x= 0 =« 0 acR ) =
= = 2a 2 ’
o 1
~—_———
u%:v1

= [(u%)] = dimR S>\1 (A) =1= m()\l) .

[A2 = 1| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A; = 1, adica

T
D) ) .
x = :1:3 € Maxa (R), X # O, () a1 (A= 11) x = 0y, () adicd
1—1 1‘1 +24=0 1 =28
(I-1)z3—224=0 r3=pF€R
( = {x € Myx1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ao = 1} U {QM4X1(R)} —
)
26 0 2
a 1 0
= 0X € My (R);x = =a +8 a,BeRY =
B 0 1
0 0 0
~——
u?=v, ui=vs

= [(u%,uQ)] = dimp Sy, (4) =2=m(A2).

|)\ = \ 6| Se cauta vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A3 = 6, adica
T1
T X o
X = :Ez €M4X1(R)a X#QM4X1(R) a.l.(A—6I4)§:QM4Xl(R)’ adica
T4
1—6 1’1 +x4=0 T, ="
—6) @ =0 -] 2= 0 N
_2x3+(5—6)$4=0 $4:5")/€R
( = {x € Muxi (R); x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A3 =6} U {QM4><1(R)} -
Y 1
0 0
=< x € My (R) 9y o 5 yERY =
il 5
ui’:v;;

= [(u‘%)] = dimp S); (A) =1=m(A3).
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Cum toate radacinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum mul-
tiplicitatile geometrice (dimensiunile subspatiilor proprii) coincid cu multiplicitatile algebrice ale
valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabila, adica

0000 -1 0 2 1
0100 . . ¢ . 0 1 0 O
aD = 0o010|€ My (R) matrice diagonald si 3P = 5 0 1 -2 | € Ms3 (R)
0 00 6 1 00 5
1

matrice modali, astfel incit A ~ D, adici A = P-D-P~!sau D =P 1. A.P. Se precizeazi
cd matricea modald P este formatd din coloanele vectorilor proprii, baze in Sy, (A), respectiv
Sxy (A), Sy, (A). Mai mult, matricea modala P este nesingulara, deoarece respectivii vectori proprii
formeaza o bazd in Myx1 (R), cu P =¢ Ag.
modul 1.1. Deoarece A este diagonalizabild,

x1,1 (1) -1 -1
_ _ not. o w2 ®) | _ | O _ 0
.)‘1 - 07 m(Al) =1~ X1 (t> = ¥1 (t) - T31 (t) =e 2 - )
4,1 (t) 1 1
Vi
.'L'LQ (t) 0 0
not . 2,2 (t) ol 1 _ ¢!
o=1,m\)=2wx(t) = po(t) = raa(t) | = e o l=1 o
x42 (1) 0 0
——
V2
x1,3 (t) 2 2€t
notez . 33273 (t) 1t 0 . 0
X3 (t) - 3 (t) - 1,3’3 (t) =€ 1 - et
w43 (t) 0 0
~——
v3
x1.4 (1) 1 bt
_ _ notez | w2 ®) | _ e _ 0
A3 =6, m(A\3) =1~ x4(t) = () = wsa(t) | = 2 9 96t
x4 (t) 5 5ebt
N——
V4
modul 1.2. O matrice fundamentala este
-1 0 2¢ bt
0 e 0 0
-sau X (t) = X (£ Xy, X9, X3,Xy) = 9 0 o 96t
1 0 O 5e0
(cudet X (t) = W (t; %1, X9, X3, Xy) = —30e #£0)
sau X (t) = et = PetP P! =
10 2 1 0 0 0 102 1\ "
[ o 10 o0 0 e* 0 0 0 10 0 B
“l 2 01 -2 0 0 e 0 2 01 -2 -
1 00 5 0 0 0 €5 1 00 5
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-10 2 1 S 0 0 0 -+ 0 & 1
] 010 0 0 e 0 0 01 0 0]_
2 01 -2 0 0 €' o0 % o & 0|
1 00 5 0 0 0 € x 0 —% &
Sl bt +d 0 Be— ek et
B 0 el 0 0
- 2 16 1 1 2 2 1 1.6
DY AR A A I
6¢ 5 0 3 3¢ 6¢ t3

Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale liniare de ordin 3, se cauta solutii particulare
liniar independente ale (SO): greoi pentru A2 =1 € R cu m (A\2) = 2 din cauza n = 4.
Din algoritm se obtin 4 solutii liniar independente, adicd B = (x;, X, X3, X,) este un sistem funda-
mental de solutii ale (SO).
Pasul 3. Solutia generald a SO este:

-saux, (t;c) = X (t;X;, X9, X3, X4)C 61X1 +czx2 )+csxs (t)+caxy (1) ,t € R c1,¢2,¢3,¢c4 € R

xlo(t c1,C2,C3,C4) 2
x t;c1,C2,C3,C4 O 0
20( 1,¢€2,C3, ) — 016 +C2€ +036 +C4€ ,C1,C2,C3,C4 € R.
x3,0 (t; €1, 2, €3, C4) 2 1
T4, (t;c1,C2,C3,c4) 1 0
C1
) C2 4
-sau X, (t;c) = e -c,Vt €], c = . € Myx1 (R) ~ R%,
3
C4
1, L6t 4 1 2t 1 6 1 1.6t 1
T1,0 (t 01762763764) 5 + 70 6 0 56 - ﬁe 3 86 G ‘1
¢
T, (tc1,62,¢3,¢4) | _ 0 e 0 0 o
=1 2 1 6t 1 1.¢, 2 6t ,2 1 16t
3, (t;¢1,C2, €3, C4) ge —35¢ —3 0 et et +3 53¢ €3
o6t _ 1 11 6t 5 6t 1
x4,0 (ta Cc1,C2,C3, 64) 6 6 0 3 ge 66 + 6 ¢4

Comentariu. De mentionat ca !!!

De mentionat ca X (t; 51,52,53,54) este tot o matrice fundamentald, deoarece coloanele sunt
solutii particulare ale SO si liniar independente, cu

W (t;x1, X9, X3,X4) = —30e3 £ 0,Vt. Dar

-1 0 2 1
0 1 0 O

X (0;%1, X9, X3, Xy4) = 2 0 1 -2 # 1y =W (tX1,X9,X5,X4) # et4.
1 0 0 5

Determinarea matricei €' poate fi usurati folosind programe de calcul, precum SWP.

Conventie. Peste tot in cele ce urmeaza, se va nota:
x1 (t) x (t)
_ 1 (t) z(t) \ _
-pentru n = 2, 25 (1) cu Y () si, pentrun =3, | xz2(t) | cu | y(¢)
2
3 (t) z(t)
In cazurile n > 4, de mentionat a nu se se face confuzie intre vectorii proprii pentru A, cautati
T1
pentru fiecare valoare proprie in parte, =7 ca vectori coloand de numere, gi solutiile SO
Tn
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1 (1)
cautate [ ... =7 ca vectori coloand de functii.
zn (1)
Exemplul 4.2.4. Si se rezolve
¥ =2x+y

Y =x+3y—=z
2 =—x+2y+3z

' (t) =2z (t) +y (1)
Rezolvare: Sistemul (SO)< ¢/ (¢t) =z (t) + 3y (t) — z (t) ,t €R,
2 (t) = =z (t) + 2y (t) + 32 (1)
este sistem de m = 3 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de
2 1 0 0 z (t)
A= 1 3 —1 |,omogen,cub(t)=| 0 |.Aren =3 necunoscute | y(t) | =?
-1 2 3 0 z(t)

Metoda cu valori proprii

Pasul 1 Se atageazi ecuatia caracteristicd a matricei A si se rezolva. Adicd se determind valorile
proprii in C ale matricei A, precum si multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).
2—A 1 0
PaA) =det (A= AB)—| 1 3-X —1 [=-248)\2—22)\+20.
-1 2 3—A

Py(\) = (-1)3 ()\3 — 1A% + 5o\ — d3) |, unde d; este suma minorilor principali de ordin i ai

matricei A-greoi.
eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,
Al=2€eRcum(A\)=1;
PiA) =0 -A-2)(A2=61+10) =0 Aa=3—-ieC\Rcum(X)=1;
Ad3=3+i€C\Rcum(\3)=1;
Se observa ca exista radacini caracteristice gi in C \ R, adica sunt valori proprii ale matricei A
in C.
Spectrul matricei A este o (A) = {2,3 £1i}.
Raza spectrald a matricei A este p (A) = max {|2|, |3 14|} = /10.
Pasul 2. Se determind un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentala a SO.
Omodul 1.1 modul 1.l aplicabil dacd A ~ D in R. Se poate si daci A ~ D in C, dar in cele ce urmeazi nu se
va apela la acest mod. Se determina subspatiile proprii ale matricei A in C, precum si dimensiunile
lor.
|A\1 = 2| Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = 2, adica

T
X = o engl(R),X#QMsxl(R) a.i.(A—213)§:QM3X1(R), adica
2—2 Yx1 + 22+ 023 =0 T =«
:171+ —2 To —x3 =20 = o =0 =
—:131+2:L"2+(3 2)z3=0 rg=a€R

A (A) = {x € M3y (R); x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ay = —1} U {QM?)“(R)}
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=(x €Mz (R);x=

[@n)]
[l
o
[ e R
°
m
=
[l

17
uy=vi J
= [(u%)] = dimpg S)q (A) =1=m ()q) .
De mentionat ca vi € Msxi (R) chiar, datoritd coeficientilor reali ai sistemului.
|A2 = 3 — i|] Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A2 = 3 — i, adica

T
X = ) € ./\/l3><1 (C), X 75 0M3><1((C) a.i.(A — (3 — ’L) 13)§ == QMle((C)’ adica
2— —Z x1+x2+0x3:0 (—1+i)$1+l‘2 =0 (—1+i)3§1+$2:0
:L'1+ 3— —i))x2—$3:0 = T +1x9 —x3 =0 = T +ixo = 50
21+ 222+(3—-(3—14))x3=0 —x1 +2x9 +ix3 =0 r3=58€cR
—l—i—z I . )
A= 1 ; =—-2—13#0;
0 1| _ D e 1
-5 58 (2 —1 .
=0 YR g
- 1 12—
—2—1
x3 =508 €R
Sh, (A) = {x € M3x1(C);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ag =3 —i} U {Qngl(C)} =
(2—1)p8 2—1
=xeEMs(Rysx=| 1-39)p | =6 1-3i |,6eR, =
58 5
u%:vz

= [(u%)] = dimR SAQ (A) =1=m ()\2) .
|[A3 = 3 +i| Se cauta vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A3 = 3 + 4, adica

x1
x=| 22 | € M3x1(C), x # Opq,,,(c) 20(A—(3+14) I3)x = Or,, () adica
(2 — 3+z )x1 + 22+ 023 =0 (=1 —1i)x1 + 22 =0 (=1 —i)x1+22=0
x1+ (3—( 3+z)) T9 —23=0 =< 1 —dx9 —x3=0 =< 2 —ixo = 5y
-1+ 222+ (3—-(3+14)x3=0 -1 + 229 —ix3 =0 z3=5y€R
—1—2 1 .
A= 1 i ‘——Q—H#O,
0 1 —1—2 0 .
A1—‘5ry i —5’y,A2—‘ 1 57’——(1—1-2)-57
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—5y 5v (2 + 1)

pu— pu— pu— 2 1
N “Sden Ba '< (; Z)z
- +1 +1 +1 . . .
—241 )
rz3 =5y €eR
Sxs (A) = {x € M3x1(C);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A3 =3 +i} U {QM3X1(<C)} =
(2+14)y 2+
=¢xeEMs g (R)ysx=| 1439y | =~ 1+3i |,ER) =
oy 5
u?:vg )

\
= [(u})] = dimg Sy, (A) =1 =m(A3).
Cum toate radacinile caracteristice ale matricei A sunt din C (sunt valori proprii in C) si cum
multiplicitatile geometrice (dimensiunile subspatiilor proprii) coincid cu multiplicitédtile algebrice
ale valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabild in C, adica

2 0 0 1 2—9 244
iD=|0 3—-¢ 0 € M3 (C) matrice diagonald ¢i 3P = [ 0 1—-3¢ 1430 | €
0 0 3+ 1 5 5)

M3 (C) matrice modals, astfel incit A ~ D, adici A = P-D-P lsau D =P ' - A.-P. Se
precizeaza cd matricea modald P este formatd din coloanele vectorilor proprii, baze in Sy, (A)
respectiv Sy, (A), S\ (A). Mai mult, matricea modald P este nesingulard, deoarece respectivii
vectori proprii formeaza o bazd in M3y (C), cu P =¢ Ag.

Se poate verifica, folosind SWP, ca

1 2—i 2+i 2 0 0 3 -3 -3 2 1
: : : 3 1 3 3 1. | _
0 1—-3i 143¢ 0 3—14 0. ?+? 210+? @—Q—Pz. = 1 3
1 5 5 . 0 O 3—!—@ —35 — 35 35 — 29% 320 T 3g¢ -1 2
De mentionat ca, folosind SWP, se obtine o alta diagonalizare in C:
2 1 0 11 1 2 0 0 3 3 -3
1 3 -1 |=[01-i 1+ 0 3-i 0 %—F% i%—%i i %z :
-1 2 3 1 244 2—4 0 0 3+1 —3 %_Zi 4+

aceasta deoarece matricea modald P nu este unica, depinde de alegerea Vectorllor proprii corespun-
zatori (care sunt o infinitate).
Omodul 1.1. Deoarece A este diagonalizabild in C,

x1 (1) 1 e?t
M=2mM)=1wx ()" o )=| () | =0 ]|=( 0
21 (t) 1 e?t
———
Vi
2F1
oho3 =3F i m(A3) =1 = vo3 = 1F3i | vectori proprii corespunzitori, generatori de
)
S)\2,3 (A) ~
2F 1 2 1
Xo3 (1) notez Pa3(t) = eBFN 1530 | = e (cost +isint) 1 x| 3 =
5 5 0

V2.3
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2 1 1 2
=e¥ |cost| 1 | Fsint| 3 —ie3t | £cost| 3 | +sint| 1
5 0 0 5

Se aleg partea reald/ imaginara a vectorului anterior ca solutii particulare liniar independente
(cu mentiunea ca si orice combinatie liniara de solutii ale SO este tot solutie):

x9 (1) 2cost —sint e3t (2cost — sint)
Xy (t) notes oo (t)=| 2(t) | =e3* | cost—3sint | = | e¥(cost—3sint)

2o (t) 5cost e3t (5 cost)

x3 (t) cost + 2sint e3t (cost + 2sint)
X3 (1) noter s =1 vs®) | =e¥| 3cost+sint | = | €3 (3cost+sint)

23 (t) 5sint e3t (5sint)

Omodul 1.2. O matrice fundamentali este
e?t €3 (2cost —sint) €3 (cost + 2sint)
-sau X (t) = X (t;x1,X9,X3) = 0 €% (cost—3sint) e (3cost +sint)
et e3t (5 cost) e3t (5sint)
(are W (£ Xy, X3, X5) = —106% £ 0)
-sau X (t) = et = PetP? P71 greoi.
De mentionat c& X (t;x,, Xy, X3) # e, deoarece X (0; Xy, Xy, X3) # I4.
Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale liniare de ordin 3, se cauta solutii fundamentale
ale SO:
e\ =2¢c R cum(\)=1~vse cauta o solutie particulard SO de forma

x (t) ae?
y(t) | = | a2
z (t) aze?!

Se determinad numerele aq, as, a3, impunind ca sa se verifice SO
are® -2 = 2a1e? + aze?

aze?t - 2 = a1 + 3age? — aze? ,t € R.
aze® -2 = —a1e? + 2a9e? + 3aze?
Se imparte fiecare ecuatie prin e?
a1 -2 =2a1+ as 4+as =0 a; =«
az-2=ay1+ 3az —as & a1 +as—az3=0 = as =0
as -2 = —aj + 2a2 + 3as —a1 + 2a3 +a3 =0 az=a €R
S-a gdsit
x (t) ae? 1
yt) | = 0e® | =ae? | 0
z (t) ae? 1
Se cauta o solutie particulard a (SO) =
T1 (t) 1
a=lwx )T W)= n@ |=e*|0
Z1 (t) 1
e\y3=3Fic C\R cum(Ag3) =1 ~-se cautd doud solutii particulare Li. ale SO de forma
x (t) e3t (ag cost + agsint)
y(t) | = | €* (agcost+ arsint)
z (t) 3t (ag cost + ag sint)

Se determind ay, ..., a9 (numere, altele decat constantele de indexare), impunand ca si se verifice

SO
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(€3t -3(agcost +assint) + 3 (—aygsint + as cost) =
= 2e3t (ag cost + azsint) + €3 (ag cost + aysint)
et -3 (agcost + arsint) + €3 (—agsint + a7 cost) =
= &3 (agcost + assint) + 3¢ (ag cost + arsint) — e
3 - 3 (agcost + agsint) + €3 (—agsint + ag cost) =
= —e3 (agcost + azsint) + 2e3 (ag cost + arsint) + 3e3 (ag cost + ag sint)
Se imparte prin e? :
(3 (ascost+ assint) + (—aqgsint + as cost) =
=2 (aqcost+ assint) + (ag cost + azsint)
3 (agcost + aysint) + (—agsint + aycost) =
= (agcost + assint) + 3 (ag cost + arsint) — (agcost + agsint)
3 (agcost 4 agsint) 4 (—agsint + ag cost) =
= — (agcost + azsint) + 2 (ag cost + aysint) + 3 (ag cost + ag sint)
Se identificd coeficientii functiilor liniar independente (cost,sint) (au W =1) :

3t (ag cost + ag sint)

\

cost : 3aq + a5 = 2a4 + ag —ay4 — a5 + ag =0
sint : 3as — ag = 2as5 + ar a4 — as + ar =0
cost : 3ag + a7 = a4 + 3ag — ag o a4 —ay —ag =0
sint : 3a7 — ag = a5 + 3a7 — ag as + ag —ag =0
cost : 3ag + ag = —ay4 + 2a¢ + 3ag —ay + 2a¢ —ag =20
sint: | 3ag —ag = —as + 2a7 + 3ag —as + 2a7 + ag =0
-1 =110 0 010 1000—%—%0
1 =10 1 0 010 0100%—§0
100—1—100G%350010—%—§0
0 1 1 0 0 -1[0 0001 2 —2|0
-1 0 2 0 0 -—-1/|0 0000 0 O 0
0o -1 0 2 1 0 0 0000 0 O 0
ag =20+~
aq + —%ag—%agzo as = —f0 + 2v
as +%ag—§a920 N ag =0+ 3y
ag —zag—tag =0 a7 =—-38+~
| a7—|—%ag—%a920 ag =50 € R
ag =5y €R
Sau direct, ca in liceu.
S-a gasit
x (t) e3t (28 4 ) cost + (=B + 2v) sint)
y(t) | = e ((B+3y)cost + (=33+7)sint) | =
z (t) &3t ((58) cost + (57) sint)
e3t (2cost — sint) 3t (cost + 2sint)
=B e¥(cost—3sint) | ++ | €3 (3cost +sint)

e3t (5cost) e3t (5sint)
Se cauta doud solutii particulare Li. ale (SO) =

,teR.

x9 (1) e3t (2cost — sint)
B=1,7=0~~ x,(t) not oo ()= v2(t) | = | € (cost— 3sint)

za (t) e3t (5cost)

x3 (t) 3t (cost + 2sint)
B=07=1~wx30t)"L ()= ys(t) | = €3 (3cost+sint)

23 (t) e3t (5sint)

20
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Din algoritm se obtin 3 solutii liniar independente, adicd B = (x;,Xs, X3) este un sistem funda-
mental de solutii ale (SO) :
e?® €3 (2cost —sint) €3 (cost + 2sint)
W (t;xq,X9,%3) = | 0 €3 (cost—3sint) €3 (3cost+sint) | = —10e8 # 0,Vt
e2t 3t (5cost) e3t (5sint)
Coloanele (x1, X, X3) nu genereaza e, W (0; X, X, X3) # I3.
Pasul 3. Solutia generala a SO este:
-sau X, (t;¢) = X (t;X1,X9,X3) - € = 1X; (t) + caXo (t) + c3%5 (t) ,t € R, ¢1,¢2,¢3 € R.

Zo (t;c1, 2, C3) e?t et (2cost — sint) e3t (cost + 2sint)
Yo (t;c1,c2,¢3) | =1 0 |+coe | €3 (cost—3sint) |+cs| e¥(3cost+sint) |,
2o (t;¢1, C2,c3) et e3t (5 cost) et (5sint)
c1,c2,c3 € R.
1
-sau X, (t;c) = ed.eVtelLc=| ¢ | € Mpx1 (R) ~ R™—greoi.
cs

Observatia 4.2.3. Metoda eliminarii a fost prezentatd in Exemplul 4.1.1, pentru n = 2. Pentru
n > 3 se face discutie dupa rangul matricei coeficientilor necunoscutelor ce se elimind, explicatiile
fiind in fiecare caz in parte prezentate nu pe teoria generald, ci doar in exercitiile din seminar
(pentru n = 3).

*REZOLVAREA SISTEMULUI DIFERENTIAL NEOMOGEN SN SI A PROBLEMEI
CAUCHY

Euristica 4.2.2. Se propune determinarea solutiei generale pe I a sistemului neomogen (1) . Teo-
remele 4.2.4., 4.2.5 ulterioare asigura solutia generald a SN cand se cunoaste solutia generald a SO
(oferitd de o matrice fundamentald X (¢;x;,Xs,...,X,) corespunzitoare unui sistem fundamental
de solutii sau X (t) = e!4) si o solutie particulari a SN (oferitd ulterior de Teorema 4.2.6, in cazul
general, cand se cunoagte un sistem fundamental de solutii ale (SO), sau de Teoremele 4.2.7 si
4.2.8, in cazul particular, cand se cunoagte un sistem fundamental de solutii ale (SO), sistemul SN
are coeficienti constanti si termenii liberi cvasipolinoame de acelasi tip sau o combinatie liniard de
cvasipolinoame de acelagi tip).

Teorema 4.2.4. Fie X’ o matrice fundamentald a sistemului diferential omogen (2) si fie

x,: I — My (R) ~ R™ o solutie particulard a sistemului diferential neomogen (1). O functie

x: I — M1 (R) ~ R" este solutie a sistemului diferential neomogen (1) daca si numai daca este
de forma

x(t)=X () c+x,(),t€l, c€ Myx1 (R) ~R"
In particular, solutia generald a sistemului diferential neomogen (1) este
x(tic) =x,(tic) +x,(¢),t €L, c € Myy1 (R) = R".
unde x, (¢;¢) este solutia generala a sistemului diferential omogen (2) si x,, (t) este o solutie

particulard a sistemului diferential neomogen (1).
Demonstratie. Ca in Sectiunea 4.1.

In ipotezele anterioare, fie problema Cauchy
SO X@E)=A-x@t)+b(t),tel
Pe®){ (2 At <

o tA

Teorema 4.2.5. Fie X o matrice fundamentald a sistemului diferential omogen (2) (e sau
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X (t;x1,X9,...,X,)). Atunci solutia problemei Cauchy anterioare este data de formula variatiei
constantelor:
_ JtA . —toA tA [t —sA
x(t)=¢€"-e % . x,+¢€ 'ftoes -b(s)ds,t €L
A

De mentionat c&, in formuld e~ se inlocuieste cu X'~ (t) dacd se cunoaste altd matrice funda-

mentald decat et4.

11 (1) ®12(t) . @1n (1)
Teorema 4.2.6.Fie ' sau X (t;x,X,,...,X,) = 221(8) 222(8) o wan () o matrice
Tpa(t) xpa(t) ... Tpn(t)

fundamentald a sistemului diferential omogen (2), cu solutia generalda a SO
X, (t;c) = c1xy (1) + ... + enx,, (8) ,VE €15l cq,...,cn € R

(dacd se di e/, atunci x;,X,, ..., X, sunt coloanele matricei e

Atunci o solutie particulara x,, (¢) pe I a sistemului diferential neomogen (1) este de forma

x,(t) =u1 (1) x; (8) + ... +un () x, (1), Vt € L.
unde v} : I — R, ¢ € {1,...,n}, sunt functii-solutii ale sistemului
wy (t) @1 () + .o+ ul, (E) x1, (8) = b1 (8)
u’l (t) 2,1 (t) + ...+ u% (t) T2n (t) = by (t)

tA).

uy (t) zpa (B) + .o+ ul, (B) Zpp (8) = by (2) .
Demonstratie. Ca in Sectiunea 4.1.

Exemplul 4.2.5. Sa se rezolve

¥ =—dx —2y+

el +1
y = 6x+ 3y —

el +1
o' (t) = —da (t) =2y (t) + —

Rezolvare: Sistemul (SN) g 1 tel=R,

Y (8) = 6 (¢) + 3y (¢) —

et +1
este sistem de n = 2 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de
2
_ -4 =2 _ et +1 _ x (t) _9
A= < 6 3 ) , neomogen, cu b (t) = B . Are n = 2 necunoscute v )=
et +1

Metoda directa, in SN, a eliminarii- se poate aplica.

Metoda cu valori proprii

Etapa 1 : Se determing solutia generala a SO atagat sistemului SN:
2 (1) = ~4a (t) - 29 (¢)
SO

SO 1) Zamto L2
Pasul 1 : Se atageaza ecuatia caracteristicd a matricei A si se rezolva. Adica se determind valorile
proprii in C ale matricei A, precum si multiplicitatea lor algebrica.
eSe determind polinomul caracteristic al matricei A, P4 (A).

PaN=det(A—AL) | 4-A 2 |_y

PaI=derA=An] | o0 72 [,
’PA (A) = (*1)2 ()‘2 — A+ 62)‘2 A2 4+ X, unde
01 = T A— —4 + 3 = —1,

tel=R
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—4 -2
6 3
eSe rezolva ecuatia caracteristicd a matricei A,

Al=0cum(\) =1,

Pys(N) =0< (*g0) )\2+>\:0<:>>\(>\+1):0:>{ Mo = —1cum () = 1.
Se observa ci toate radacinile caracteristice sunt din R, adica sunt valori proprii ale matricei A.
Spectrul matricei A este o (A) = {0, —1}.
Raza spectrala a matricei A este p(A) = max{|0],|—1|} = 1.
Pasul 2. Se determing un sitem fundamental de solutii ale SO / o matrice fundamentald a SO.
aplicabil dacd A ~ D in R. Se determin& subspatiile proprii ale matricei A, precum si
dimensiunile lor.
|A\1 = 0] Se cautd vectorii proprii corespunzatori valorii proprii A\; = 0, adica

X = ( i; ) c M2><1 (R), X 75 Qszl(R) a.i.(A — OIQ)X = Qngl(R)’ adica

(=4 —-0)x; — 222 =0 L n=—a N
6x1+(3—-0)z2=0 ro =20 €R

=0

0 d :‘

A (A) = {x € Max1 (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii A\; =0} U {QM2><1(R)} =

- ~1
e ra@an (32 ) <ol 7 )en)-
——

u%:vl
= [(u})] = dimg Sy, (4) =1 =m(\).
M Se cauta vectorii proprii corespunzdtori valorii proprii Ay = —1, adica

( 1 > S M2><1 (R), X 7é QM2><1(R) ai(A—l— 1[2)§ = QMQ><1(R)’ adica

( 4+1 331*2332—0 - 5131:*25 -
61+ 3+ )xQ—O o =30 €R
Ao (A) = {x € Mayxi (R);x este vect. propriu. pt. A coresp. val. proprii Ay = —1} U {QMQM(R)}

—{xemamix=( 7 ) =5} )sert-
——

u%:vz

= [(u%)] = dimR S)Q (A) =1=m ()\2) .

Cum toate radacinile caracteristice ale matricei A sunt din R (sunt valori proprii) si cum mul-
tiplicitdtile geometrice (dimensiunile subspatiilor proprii) coincid cu multiplicititile algebrice ale
valorilor proprii, atunci, conform teoremei Jordan, matricea A este diagonalizabild, adica

D = ( 8 —01 > € M3 (R) matrice diagonald si 3P = ( _21 _32 ) € M3 (R) matrice
modali, astfel incit A ~ D, adici A= P-D-P~!sau D= P~!. A.P. Se precizeazi ci matricea
modald P este formatd din coloanele vectorilor proprii, baze in Sy, (4) respectiv Sy, (A). Mai
mult, matricea modald P este nesingulard, deoarece respectivii vectori proprii formeaza o baza in
Moaxi (R), cu P =c¢ As.
modul 1.1. Deoarece A este diagonalizabilg,
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=0 m(n) =1 0" e 0= (50 ) =)= ().

et -t = () (3) - (3)

modul 1.2. O matrice fundamentala este

-1 —2¢t
s X=X ) = (5 ).
—1 =2\ [ o0 11\
3 _ A _ p tDp—1 _ —
sau X (t) =e PtV p <2 3><0 et><12>

(-1 =2 1 0 3 2\ [4et=3 2et-2
2 3 0 et -2 -1 )\ 6-—6e" 4—3e!

Pe baza teoriei de la ecuatii diferentiale liniare de ordin 2, se cauta solutii particulare
liniar independente ale (SO):|...] Este aplicabil, cu acelasi rezultat de la modul 1.1.
Pasul 3. Solutia generala a SO este:

-sau X, (t;¢) = X (4%, X9) - € = 1% (1) + c2Xy (1) ,t €R, 1,2 € R.

Zo(ticr,c2) \ . o[ —1 o 2\ [ —a-— 2cqet
< v (£ c1, ¢) > =cie 9 + coe 3 = 91 + 3ege—t ,t €R, c1,c9 € R,
sau x°(tc)=e-c,Vtel, c= < 21 ) € May1 (R) ~ R?,
2
Zo (tic1,c2) \ de t —3 2t -2 c1
Yo (ticr,e2) ) \ 6 —6et 4—3et co )’
Se va utiliza in continuare X (¢;x;,X,) .

Etapa 2 : Se determind o solutie particulara a (SN), x, (t) =7.
Metoda variatiei constantelor pentru SN - teoretic, mereu aplicabild; practic apar dificultati

in aplicare cand sistemul este de ordin mare si apar de calculat (fird calculator) determinanti
functionali de ordinul respectiv, integrale.

Se cauta de forma

x, (1) = w1 (1) %, (£) + uz (1) %, (1), V2 € R,
unde v} : T — R, 7 € {1,2}, sunt functii-solutii ale sistemului

uy (£) (=1) + uj (t) (—2e7°) =

et +1
() (2) + 1y (1) (3e~) = ——>
et +1
-1 —2¢7t .
A=W (tx,x) =], .7 |[=¢'#0VeR
2
ti —2€_t
Aty =| ¢ Rl =0,Vt € R.
—t
dr1 3e
2
Ao (t) = e L _wemr
2 - 9 -3 - et+1’ :
et +1
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w () =3H =2=0

Ul (t) =0+ kK
—L —et | J()dt= { _ t
w () = = F = uz (t) = —In (' +1) + ko

Deoarece se cauta o solutie particulard x,,, se alege k1 = 0, k2 = 0. S-a obtinut
xp(t) \ -1 ¢ —2¢7"\ [ 27'In(ef+1
(i )=o) e (297) = (251 ),
vt € R

Metoda coeficientilor nedeterminati pentru SN Nu se poate aplica, deoarece sistemul neo-
mogen SN are coeficienti constanti, dar nu are termenii liberi cvasipolinoame.
Etapa 3 : Solutia generalad a sistemului diferential neomogen SN este

x(tic) =x,(tic) +x, (1) ,t €R, c € M3x1 (R) ~ R,
unde x, (¢;c) este solutia generald SO si x,, (¢) este o solutie particulara a SN, adica

x (t;c1,c2) -1 —2e7t 2¢ tIn (el +1
( y (t;c1,c2) ) :cl< 2 ) +02< et > + ( —e‘tln((et—i—l)) ) -
—t —t t

~ (o rart ) ) remee @Rt

Reprezentand grafic pe z, si y,, aldturi pe = si y, pe I = R pentru (¢1,c2) = (1,0) si (c1,c2) =
(0,1) cu magenta (corespunzatoare solutiilor particulare din sistemul fundamental) si pentru

(c1,e2) = (1,1),(c1,e2) = (1, -1), (e1,¢2) = (=1,1), (e1,¢2) = (=1, -1),

(c1,02) = (1,2), (c1,¢2) = (2,1), (e1,¢2) = (=1,2), (c1,¢2) = (—2,1)

(c1,e2) = (1,-2), (c1,e2) = (2,-1), (c1, 62) =(-1,-2),(c1,¢2) = (=2,-1)
cu albastru si pentru (ci, c2) = (0,0) cu portocaliu solutia particulard obtinutd cu metoda variatiei
constantelor, se obtine:

el
T

Teorema 4.2.7. (metoda coeficientilor nedeterminati) Fie SN (1) cu b avand pe coloand
cvasipolinoame de acelasi tip, adica
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bi (t) = e (P; (t) cos (Bt) + Q; () sin (Bt)) ,Vt e R,i =1,n
unde o, 3 € R, iar P;, Q; sunt polinoame, i = 1, n.

Dacd A = « + (i este radacind a EC, cu multiplicitatea m(A\) = s ( s = 0 dacd A = a +
Bi nu este radacing a EC), atunci SN admite o solutie particulard de forma
T1p (t)
x, (t) = , cu
Tnp (1)

Tip (t) = e (A; (t) cos (Bt) + B; (t)sin (Bt)),Vt € R.
A; ¢1 B; sunt polinoame de grad egal cu cel mai mare dintre gradele lui P; gi Q); la care se aduna
s, lar coeficientii lor se determina impunand ca x,, sa verifice SN.
Demonstratie. Se bazeaza pe rezolvare de sistem de ecuatii algebrice liniare, neomogen, obtinut
folosind regulile de derivare gi definitia functiei exponentiale in C.
Teorema 4.2.8. (principiul superpozitiei) Fie SN (1), cu b combinatie liniara de coloane de

functii continue (pot fi cvasipolinome in particular), adica
b(t)=2b, (t)+ ..+ b, (1), ¥t €T5i ... e € R.|
unde b, € C'(R;R") (in particular b; pot fi de forma (7)). Daca, pentru Vi € {1,...,r}, x, sunt
solutii particulare pentru (SN;)
X' () =A-x(t)+b; (1)t €R|
atunci
x,(t) =ax, (t)+..+¢ex, (t),Vt€Rsi ¢, ..., ¢ €R.
este solutie particulara pentru EN.
Demonstratie. Ca la ecuatii EN de ordin n.

Exemplul 4.2.6. Sa se rezolve

= y+z+t
y ==z +z
Z=x+y

x' (t) y(t)+z(t)+t
Rezolvare: Sistemul (SN)<¢ ' (t) =z (¢) +z(t)+0 ,teR,
/(t)g z(t)+y()  +0

este sistem de n = 3 ecuatii diferentiale de ordin 1, liniare, cu coeficientii constanti, dati de
0 11 t x (t)

A=\ 1 0 1 |,neomogen,cub(t)=| 0 |,cun=3necunoscute [ y(t) | =7
1 10 0 z (t)

Metoda cu valori proprii

Etapa 1 : Se determina solutia generala a SO atagat sistemului
' (t) = y(t)+2z()+0
(SO){ ¥ (t) == (t) +z(t)+0 ,teR.
Z(t)=xz(t)+y(t) +0
Cu metoda cu valori proprii, s-a gasit la Exemplul 4.2.2, ca solutia generala a SO este:
-sau X, (t;¢) = X (t; X, X9, X3) - € = c1X; (t) + caXy (t) + c3x3 (t) ,t € R, ¢1,¢2,c3 € R.

Zo (t c1,C2,C3) -1 -1 1
Yo (t;¢1,C2,C3) =cje? 1 + coet 0 +ege? | 1 |, e1, 0,03 €R.
2o (t; c1, €2, €3)

0 1 1
N——

Vi V2 V3
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o (t; 1, 2, C3) —e! —e! 2
Yo (t; 61,62,03) = et ) + Cco 0 + c3 e2t ,C1,Co,c3 € R,
2o (t; 1, 2, C3) 0 et 2
1
saux,(t;c)=e e Vtel,c= [ o | € Mpx1 (R) ~R",
c3
Zo (t;c1, 2, C3) %eft + %e% %e% — %e*t %6% — %e*t c1
Yo (t;¢1,C2,C3) = §e2t %e‘t §e_t + %e% ge% — ge_t Co
2o (t; 1, C2,€3) gezt ze ! §€2t — %e‘t Zet + %e% c3

Se va folosi x, (t;¢) = X (t;x1,X9,X3) - C
Etapa 2 : Se determina o solutie particulara a SN, x,, () =7.
Metoda variatiei constantelor — teoretic, mereu aplicabild; practic apar dificultdti in aplicare

cand sistemul este de ordin mare si apar de calculat (fara calculator) determinanti functionali de
ordinul respectiv, integrale.

Se cautd de forma

X, (t) = up () x; (t) +uz (t) X5 (t) +us (t) x5 (t) ,Vt € R,
unde u} : T — R, i € {1,2,3}, sunt functii-solutii ale sistemului

uy (t) (fe_t) + ub (t) (fe_t) + uf (¢) (ezt) =t
ul () (e7) +ub () (0) + uh (¢) (e*') =0
uj () (0) +uh (¢) (e7F) +ug () (%) = 0.
Cet et Q2
A(t)=W (t;x1,X9,X5) = et 0 e | =3#0,Vt €R.
0 eft th
t _e—t 62t
Ar(t)=]0 0 e? | = —tet,VteR
0 et e2t
—et t e
Ay(t)=|et 0 ¥ |=—teh VteR.
0 0 e
—e ! et t
As(t) =] et 0 te=? vt € R.
0 —t 0
( A t — @t
uf () = Agéf == ur () = —3et (1= 1) + by
t —te
wh (1) = Fg = = |JOdi= 1§ () = e “2: 1)+ ks
A t 672t = -
ug (t) = As(gt)) = 5= us (1) @+ 1)+ ks
Deoarece se cauta o solutie particulara X, S€ alege k1 =0, ko =0, k3 = 0. S-a obtinut
p (1) —e! —et et
yp(t) | =—%el (t—1) et —2et (t—1) 0 —Le H(2t+1) th =
zp (1) 0 et e?t
1y 3
Y
I _ 1y
172

Metoda coeficientilor nedeterminati Deoarece SN are coeficienti constanti si termenul liber

avand pe coloane cvasipolinoame de acelasi tip atunci se poate cauta x,, cu Teorema 4.2.7. Intr-
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adevar,
t €% (¢ cos (0t) + 1sin (0t))
bt)=| 0 | = €% (0cos(0t) + 1sin (0t))
0 €% (0 cos (0t) + 1sin (0t))

adica este de forma din teorema Cum A = 0+ 07 nu este rddacind caracteristici= s = 0 = se cautd
o solutie particulara pentru SN de forma

xp (t) eV (Aq (t) cos (0t) + By () sin (0t)) Aq (1)
x, ()= yp(t) | =t°| €% (A2 (t)cos(0t) + Bz (t)sin(0t)) | = | A2(t) |,VteR,
Zp (1) e (A3 (t) cos (0t) + Bs (t) sin (0t)) As (t)
unde A; si By sunt polinooame de grad 1. Se determina coeficientii polinomului A; () = jug; + 41 1,

i €{0,1,2}, impunand ca

p (t) Poa Tt M1t

Yp(t) | = | mo2+ 12t | s fie solutie particulara a SN.
zp (t) Mo 3+ g 3t

Mg = (o2 + 112t) + (ko3 + 1y 5t) + 1

pi12 = (Ho1 + H11t) + (o3 + 11 3t)

13 = (po1 + H1at) + (o2 + 11 2t)
Identificam coeficientii puterilor lui t =

9 P11 = Moo + o3 Ho2 + fo3 — M1 =0
tli 0:M1,2+,UJ1,3+1 M1,2+N1,3:_1
80 K12 = o1+ Ho3 o ] Hoa + o3 — P12 =0
tl : 0= K11 + H13 Hi1 + Hi3 = 0
10 P13 = Ho1 T Hoz2 Mo T+ Ho2 —p13=0
tl : 0= M1 + K12 H11 + K12 =0
011 -1 0 00 100000]-3 fo1 = 1
000 0 1 1 |-1 010000] 1 fos = 3
101 0 =1 0 | 0 [Gas| 001000 | 5 | _Jpy=g
000 1 0 1 |0 000100/ 4% g =3
110 0 0 —-11]0 000010 |1 [i19 =5
o 00 1 1 0 0 000001—% k,uLg:_Tl
S-a obtinut

zp (t) _Tg"'%t

() | = % + 5t |, VteR.

zp (t) Z+_71t

S-a intamplat s& se obtind exact aceeasi solutie ca la metoda variatiei constantelor de mai sus.
De mentionat ca polinoamele se pot considera de coeficienti numerele reale a,b,c,d, e, f sau
ui, U2, ..., Ug, pentru a nu fi dificild scrierea coeficientilor.
Etapa 3 : Solutia generald a sistemului diferential neomogen SN este
x(1:¢) = x, (ki) +X, () 1 € R, ¢ € Myyy (R) = B2,
unde x, (t; ) este solutia generala SO si x,, (t) este o solutie particulara a SN, adica

(t;c1,c2,c3) —et —et e?t st—3

_ -t 0 2t 1 lt _
(t;c1,c0,c3) | = e + co +c3| e + 172 =
(t;c1,c2,c3) 0 et e2t 11

Cc1 et + (336%

=0
x
Y
z
—cie —t_ cze*t + 6362t + t
_|_
( coe 4 C36’2t lt +

1
i ,tER,QEngl(R)2R3.
1
1



