Gabriela Grosu / EDCO

SEMINAR NR. 10, REZOLVARI
EDCO, ATA

O5. INTEGRALA IMPROPRIE f:IcR—R
-se va studia la Statistica si Prelucrarea Datelor
5.1. Definitii. Exemple. Proprietati

Observatie-definitie.
I. Integrale improprii de speta intai, pe interval nemarginit

In ipotezele din Curs asupra f € Ry (I), se face conventia ca definitia si se rescrie

f;oof( ) dx hm (f f(z )

Pt @de= tim ([ f(2)do).

S F@)de = lim ([ ] (@) do

d. 3

)+ dim (f S (@)

d:c) .

In ipoteza ca F' este o primitiva a lui f, atunci

Integralele anterioare sunt convergente (C) daca limita anterioara exista si este finitd si divergenta
(D) daca nu exista limita anterioard, sau exista si este —oco sau +00

[ f (2) da

duca 3 (ILEI}OO F( )> F (a) not. F (x)|§za+oo
[l f @2 F o)~ i F @)™ F @l

r——00

I1. Integrale improprii de speta a doua, cu integrant nemarginit

d. 3

b—0 .
]
L7 f (x) da N

(f(j‘f(:u)dx).
(f/\bf(:c)da:)

d. 3

b .
ol =, I

d. 3

In ipotezele din Curs asupra f € Rjoc (I) care este nemarginita, se face conventia ca definitia sa
Se rescrie:

b—0 .
fa+0 f (:E) dz )\—}(111,1)\1>a

(3 f (@) da

)+ hm

T

dz).

Integralele anterioare sunt convergente (C) daca hmlta anterioara exista gi este finita gi divergenta
(D) dacd nu existd limita anterioard, sau existé gi este —oo sau +00

In ipoteza ca F' este o primitiva a lui f, atunci
0 @2 (i F@) - P @Rz
z—b,x<b
fb
a+0

T—a,x>a

fa)de PETF ()~ lim (F(x) "2 F ()

r=b

r—a

ar>a ”

¥) dx- a se vedea Curs;

T)dx - a se vedea Curs;

b) /2

Exerc1§1ul 1 Sa se studieze natura gi valoarea integralelor de speta intéi, pe interval nemarginit
a) fo
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c) f (cosz) dx - a se vedea Curs;

arctgxz

Rezolvare. etapa 1. f:[l,+oo[ = R, f (z) = —
— x

f este bine definitd si continud pe [1, +oo[ = f € Ripe ([1, +00])

b = +00 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiazd natura gi valoarea integralei, aplicind Definitia.
pasul 1. Se determind o primitivd pe [1,4+o00[ pentru f.

—1\'
F(z;0)= [ ar<;t2gfcd$ = [ (arctgz) (:13) de =

B -1 1 -1, arctgzx l_ T _
_(arctg$)<x>—f1+x2 dr = . +f< >dm_

x I
/
arctg 1 (1422 arctg x 1 9
= ey sy themah (el =
arctg x

1 x
I— +§1n1+x2 +¢,Va € [1,+o0[, Ve € R.
pasul 2-detaliat ffroo f(z)dx dagd 3 )\lim (fl/\ f(z) dm) .
——400
Se calculeazd, pentru A € [1, +00],
T=A 2
arctg A A > ( arctgl
= (- +s5ln—— || — +51n
i ( PRI e

\arctgx arctgx x2
= d:”—<‘ : Tl

Se determind, daca exista,

) A arctg:c o arctg A 22 T 1.1 B .1
)\EI-iI-loo<l dm>_>\l1}foo<_ 3 +§ln1+)\2+T—§ln§ =—-0+0+7+35n2.
t 5 t 2 r——+00
pasul 2-direct. f+°° AT jpdoca 3 (28T +1n v =
—_ 22 x 1+2%2)|,_,

. arctgr z? arctgl 12 1

Se deduce ca integrala improprie data este convergenta si are valoarea 7 + %ln 2, adica
oo arctg 93 1
fl - % + 3 ln 2

Exec1§1ul 2. Sa se studieze natura si valoarea integralelor de speta a doua, cu integrant nemarginit:

I

e zln? x
Rezolvare. etapa 1. [ : [%, 1[ - R, f(z)=

2

1

rinx’
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f este bine definita si continua pe [E [ = f € Rioc ([e, 1 D .
b = 1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,

deoarece lim f(xz)= lim = +o00.
r—1,x<1

r—1,z<1 g ]n T
etapa 2. Se studiaza natura gi valoarea integralei, aplicind Definitia.

pasul 1.Se determing o primitiva pe [%, 1[ pentru f.

-1
f zIn?x

1
dz = [(Inz)?(Inz) dz = (n_:vi
. 1-0 daca 3 . A
pasul 2-detaliat. fé f(z)de "= Ae%{?d (fﬁ f(z) dl‘) .

+c,Vx € [%,1[,V0€R.

Se calculeaza, pentru A € [%, 1 [,

=\
N (Inz)™* -1 -1
dx = = .
fé xln?z v -1 In A ln%

z=1
€

Se determind, daci exista,

. v 1 . —1 —1
1 — 1 ) - e
)\HIII,I/\1<1 <fi ZL‘]Il :de) )\Hllr,r)\l<1 <ln)\ —1) +oo

r—1lx<1
. -1 -1
= lim — | = — | = +o0.
1 rz—1l,x<1 Inz lnl
=1 e

12 g daci 3 (lnat)*1
zln®z -1

pasul 2-direct. [ 10

Se deduce c&d integrala improprie data este diveregenté si are valoarea +oo, adica
Ik L o=+
———dx = 4o00.
¢z’

2
b) fl\ale
C)fl\/ﬁ

Rezolvare. etapa 1. f:L2[ =R, f(x) =
}r | L
_!_:—’

f este bine definitd i continud pe [1,2][ = f € Rioc ([1,2])
b = 2 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,

dx- a se vedea Curs;

dx.

1
Va2 =5z +6

deoarece lim f(z)= lim —— = +o0.
r—2,x<2

2—2,0<2 /22 — 5z + 6
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etapa 2. Se studiaza natura gi valoarea integralei, aplicand Definitia.
pasul 1.Se determind o primitiva pe [1,2[ pentru f.

2
In _(x_g)_\/(x_g)2_(;)2>+cl, Vo al z—5¢€]-co,—3[,c1 €R
In (1:75)

\/(x—%)z—(%)Q + ca, an.i.:c—%E]%,Jroo[,cQGR
In(—(z-3)- ac2—5ac+6)+01, x €]-00,2[,c1 €R
In (a:—§)+ x2—5x+6)—|—02, x €]3,400[,c2 € R

B!
—~
3
&

I
=)

|

—~
8
|
ot
|
8

[\)

|
ot
8

-
(=]
_l_
o
<
8
m
'F
A
<C
o
m
7~

r—2,x<2

— 1 aca
pasul 2-direct. ff 0 mdm dac 34 (— (z—5)—+va2—bz+ 6) .
I —— — ba r=

— lim (= (2= 3) ~va? =50+ 6) ~In(-(1-3) ~VIZ=5+6) =
r—2,x<2

zln(%) —ln(%—\/i) zlng_;\@ :—ln(3—2\/§).
1 1
Rezolvare. etapa 1. f:[0,1[ = R, f(z) = Nieri
D -z

f este bine definitd si continud pe [0, 1] = f € Rioc ([0, 1]) .
b = 1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,
deoarece lim f(z)= lim — = 4o0.

rz—1,x<1 z—1l,x<1l v/ — :1:2
etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei, aplicand Definitia. Direct:
1

| —; 3 aresinz[*Z1*<V = lim  (arcsinz) — arcsin0 = T
0 /1 — 12 =0 z—1,2<1 2"
0 1
e) |, PO 4d:c.
1

Rezolvare. etapa 1. f:]-2,0] = R, f (z) =

x2—4°
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f este bine definita si continud pe |—2,0] = f € Ryoc (|—2,0]) .

a = —2 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,
deoarece )
lim T) = lim = —o0.
r——2,x>—2 f ( ) r——2,x>-2 2 —4

etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei, aplicand Definitia. Direct:

fo b dp 9243 1, 2—a\ [ = LtInl—- lim —LIn 27 =
202 4 P a2 ey PP so-22>-2\ 22 \z+2/))

—00.
Observatia 4. Dacd pentru f[a b[f (z) dz, f nu este definitd in b, dar lim f( ) exista gi este

I*).’Z‘

finita, atunci integrala scrisd anterior poate fi consideratd ca o integrala 1mpropr1e convergenta

identificata cu integrala Riemann a prelungirii functiei f prin continuitate la [a,b]. De exemplu, a

arctg x
se vedea in curs f[_l o] BT 1.

x
Exercitiul 3. Fie 0 < a < 400,0 < b < 400 fixate. Fie o € R fixat.

1
a) | [ x—adx este

11—«

1 a
v . +o0o v
(C), dacd a € ]1,400[, si| [, —adwzl_a,dacaa>1

(D), dacd a € ]—00, 1], i f+°o —dx = 400, dacd a < 1.

+oo 1 ( )1 ’ +oo 1 (2)17
De exemplu, [, :1:2d 2 (C); d 13 (C); Jq Wda? =1 3
2

3
1
e —dm = +oo (D ffoo NG da = +o00 (D) ; [;7°a%dz = +o0 (D);

1
b) f(j md% este
y o0 1 1 (b—a)'™ y
(C), dacd a € |—o0,1[, si| [ mdm = f[a,b[ = m)adx S p— dacd a < 1

_ 1 1
(D), dacid « € [1,+00], si fb 0 T)adw = f[a’b[ Wd:c = +o00, dacd o > 1.

De exemplu

f2 L dr = y 1 =
V2= 1-1 2 Y1—z 1-1
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f13$i3d:c:+oo )i i 1_xl\/mdx:+oo(D).
c) ff (x_la)ad:c este
(C), dacd « € |—o0, 1[, si f;JrO (xla)adx = f]aﬂ @ 1@)(1 dor = (b ;a);a, dacd a < 1
(D), daci a € [1,4o00[, si f;Jro (x_la)adx = Jian (:C_la)adx = +00, dacd a > 1.
De exemplu, flz \/%dx =1 i I (C); fél - xl_ ldm = C I_%):lj_3 (C);
2
5 . i 5dz = +00 (D) I (:U_l)l\/mdx +00 (D)

Observatia 5. Existd integrale improprii cu doua puncte singulare mizte, in care apar si puncte
singulare pentru interval nemérginit si puncte sigulare pentru integrant nemarginit. De exemplu

a+0f() ddﬁ‘a 11m (f)\ d:n)+ hrn (f:f(x)dx)

Integrala +0 T f(x) da: este convergenta () daca valoarea exista gi este finita gi este divergentd
(D) daca nu existd macar una din limitele anterioare sau daca existd amandoud si suma lor este
—00 sau +00.

ff;)f(x)d:cdaﬁ”a/\li)r_x{w(f;f(a:)dﬂs)+ hm (f“ dz)

Integrala ff;? f (z)dz este convergenta (C) daca Valoarea existd si este finitd si este divergenta
(D) dacd nu existd micar una din limitele anterioare sau dacd existd amandoud si suma lor este
—00 sau +00.

Exista integrale improprii cu mai mult de doua puncte singulare, unele chiar gi in interiorul
intervalului de integrare.
Teorema (de aditivitate a integralei improprii in raport cu functia integrant ) Fie
J; f () dz, [; g (x) dz -integrale improprii ambele de speta intai, sau a doua, sau mixte, cu f,g €
Rloc ( ) .

Daca fH x)dx (C) si fﬂ , atunci= [; (f +g) (z) dz (C) si

[ (f+9) dx = j}l dx —|— j}l x) dz.
Observayia 6 In 1potezele Teoremel 2,

Jif (@) dz (C) st [rg( jfﬂ( +9) () dz (C);

Jif( ) (D) st Jr9( )=>f]1( +9) (x)dz (D);

S f (@) dw ( §ifﬂg( (D) = [ (f+9) (z)dz (D);

f]l x) dx §ifﬂg( ):>f11 (f + g) () dx poate fi sau (C) sau (D).
Teorema 3. (de omogeneltate a integralei improprii in raport cu functia integrant ) Fie
fH x) dx mtegrala 1mpr0prle de speta intéi, sau a doua, sau mixta cu f € Ry (I). Fie a € R*.
Atunm Ji(af) (z)dz si [} f (z)dz au aceeasi naturd (sunt ambele (C') sau (D) simultan) si, in caz
de convergenta

J}I af)(z)dr = aﬁl

Teorema 4. (de ad1t1v1tate a 1ntegralei improprii in raport cu intervalul) Fie f]a b f(z)dx
-integrald improprie de speta intai, sau a doua, sau mixta cu a gi b exact doud puncte singulare, cu

f € Rioe (Ja, b]).
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a) Dacid f b[f dz (C), atunci Ve € ]a, b = jiad f(z)dz (C) si f[c’b[f (z)dx (C) si
fa,c f(x)dx+ f[c,b[ f(x)dx = f]a,b[f (x)dx.
b) Daca Jc € Ja, b] a.i. f]ac f(z (C’) §i f[ o (z)dz (C) atunci = ool (x)dz (C) si

jia,b[f (x> dr = f]a,c] f d.%' —|— f dx

Observatia 7. In ipotezele Teoreme1 4 pentru un c € |a, b[ oarecare dat,

JSf (@) de (C)si [°f (z)da (C) :»fbf (C);
JSf(@)dz (D) si [0 f (z)dz (C) = f f(a:) (D);
JEf(@)de (O)si [ f (2)da (D) = [P f(z)dz (D);
[2f (@) dz (D) si fcb f(z)dz (D) = fa [ (z) dz poate fi sau (C) sau (D).

Observatia 8.
I. Fie f[a b f (z) dx -integrald improprie de speta intai sau a doua cu b unicul punct singular,

f € Rioc ([CL, bD .
f[a o [ (@) dz (C) & f[c o f (@) dz (C) unde c € [a,b] este arbitrar ales. Mai mult,

f(z)dx = / f(x)dx + f(z)dx
la,] [e,b]
imp;(r)prie Riemann, deci (C) imp;gprie

Rezulta cd este suficient sa se studieze convergenta pe intervale [c,b[, cu ¢ "spre" punctul
singular b.
I1. Fie f a,] f (z) dz -integrald improprie de speta intai sau a doua cu a unicul punct singular,

f € Rioe (Ja, b]) -

[a,b]

fab f(z)de (C) < fcb f(z)dz (C) unde ¢ € ]a, b] este arbitrar ales. Mai mult
2) dy = / f@yde+ | f(a)de
la, b] [e,b]
improprie unp?orpne Rlemann deci (C)

Rezultd ci este suficient sa se studieze convergenta pe intervale |a,c], cu ¢ "spre" punctul
singular a.

Exercitiul 4 Sa se studieze natura gi valoarea integralei:

a) [;"° ———dz- a se vedea Curs.

vz —1

1
+oo
b) ['. 22 dz.

1
Rezol . et 1.1:1- R = .
ezolvare. etapa 1.f : |—o0,+oo[ — R, f () 1+ 22
v
-—n——*——n—

f este bine definitd i continud pe |—o00, +oo[ = f € Ripc (]—00, +00])
a = —00 gi b = 400 sunt doud puncte singulare, ambele pentru integrala improprie de speta 1,
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pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiazd natura gi valoarea integralei, cu Definitia.
pasul 0. Se izoleazé cele doud puncte singulare, alegdnd 0 € |—o0, +00] si se studiazid separat
_r0 +o00 1
Il_fool sdx i Iy = dx

0 14 22
pasul 1. Se determlna o primitiva pe ]—oo, +oo[ pentru f.

1
F(z;c)= [ ﬁda: = arctgz + ¢,V € |00, +o0[, Ve € R.
1 . T
pasul 2-direct.Zy = f o1t sdr = arctgz|*=0 _ = arctg0 — xl{r_noo (arctgx) = 5
1 - .
I, = 0+°° Hxlea: = arctg |2, > = mll)l_’l_’loo (arctgx) — arctg 0 = g
Se deduce ca +;° 22 dx (C) si are valoarea
+00 0 ™ m
dx = 5t =T
f°°1+:p2 f—°°1+2 vty 1+2 R

5.2. Criterii de convergenta a integralelor improprii

Observatia 1. Existd functii care admit primitive, dar acestea nu sunt exprimabile cu functii
elementare. Sau nuse poate studia limita ce apare in definitia integralei improprii. In aceste situatii
nu se poate determina natura si eventual valoarea integralelor improprii cu definitia. Atunci:
-se aplica unul dintre criteriile de mai jos pentru a determina natura integralei;
-in caz de convergentd, se poate incerca un calcul al valorii integralei, folosind
—metoda integrarii prin parti in integralele improprii convergente;
—schimbare de variabild de integrare in integralele improprii convergente;
—altele, chiar si metode numerice (calculator).
Observatia 2. Fle f]l x) dx -integrald improprie de speta intai sau a doua sau mixta.
a) Integrala fH x)dz este absolut com)ergenta (AC) dacd [;|f (x)| dz este convergenta.
b) Dacid [; f ( dx (AC) atunci [; f (x)dz (C). Reciproca nu este adevirat.
c) Integrala j;l x) dz este semzconvergenta (SC) dacd [ f (x)dx este (C), dar nu este (AC).
Teorema 1. (Crlterlul comparatiei-cu inegalitati)

Fie ﬁl x) dx -integrald improprie de speta intai sau a doua.
< <

a) Dacd Jg a.i. (}_U( )|_g( ), Ve el } atunci [; f (z) dz (AC).
]1

b) Daci dg a.i.

)>9()>0Vmeﬂ} atunci [, £ (z) dz (D).

fﬁ

Observatia 3. Si folosind criteriile de convergenta este suficient sa se studieze convergenta integralei
improprii f[a bl f (z) dx pe intervale [c, b[, cu ¢ "suficient de aproape" de punctul singular b.

f(z)de = f(z)de + f(z)dzx
[a,b] la,c] [e,b]
improprie Riemanr:rdeci () imp;gprie

Analog, este suficient si se studieze convergenta integralei f}a ) f (z) dz pe intervale |a, c|, cu ¢
"suficient de aproape" de punctul singular a.
f(x)da::/ f@de+ [ f@)de
Ja,b] Ja,c] [c,b]

Vv
improprie improprie Riemann, deci (C)
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Exercitiul 5. S3 se studieze natura integralelor

a) [ Smfl)d — a se vedea Curs
b) fo ? cos (22) da.

Rezolvare. etapa 1. f : [0, 400 = R, f (z) = e * cos (2?) .
f este bine definitd si continud pe [0, +0o[ = f € Rioc ([0, +00]) .
b = +o0 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiazd natura gi valoarea integralei, utilizadnd Definitia -nu este posibil.
etapa 3. Se studiaza natura integralei, utilizand Criterii:
modul 1. Criteriul comparatiei cu inegalitati

0<|f (2)] = [e " cos (2)| = [e7"| - |cos (a?)] < ¢ 7 - 1,V € [0, +o00[.

9(z)
[ e~dx (C) deoarece, direct
Jo e rdn = (—e I = —0+ 1.
Crit. Comp. (4
= fo * f(x)dx (AC).
¢) f Cos T
14 334
cos T
Rezolvare. etapa 1. f:]—00,0] = R, f (z) = T4
— x
f este bine definitd si continud pe |—00,0] = f € Rjpc (]—00, 0])
a = —oo este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.

etapa 2. Se studiaza natura gi valoarea integralei, utilizand Definitia-nu este posibil.
etapa 3. Se studiazd natura integralei, utilizand Criterii:
modul 1. Criteriul comparatiei cu inegalitati

et
Lt

sau
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Cos T |cos z| 1
< = = < — .
0<If (@) = |58 = Tt S T80 72 € 17000
g(z) Crit. Comp. 0
1 = —oo [ () dx (AC)
I 0 © 1Tz Jdx (C’) deoarece, direct /
f d:c = G( )\xH o = 1™V2.
Sau: . .
cos x
< = — —o0, —1].
0 <|[f(z)] e 71+m4<x4,\me] 00, —1]
9(z) Crit. Comp. p—
= f(z)dx (AC), deci

11

I ! —da: ) deoarece, direct
—_3jz=-1

_ d._3 T 1

S *d 3

Atunci / f(x)de = / f(x)dz+ / f (z) dx este integrala (C)
]—00,0] ]—00,—1] [—1,0]

Riemann, deci (C)

(@)

improprie (AC)

~
improprie
Inx

o Inzx
—dz.
V14 x?
il 4ol = R, f(x) = .
(R f(@)=
A , 1,400[).
b = +o0 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit

Rezolvare. etapa 1. f: |

+
d) f;
f este bine definitd gi continud pe [1, +oo[ = f € Rioc (|
etapa 2. Se studiaza natura gi valoarea integralei, utilizand Definitia- nu este posibil

etapa 3. Se studiazd natura integralei improprii date, utilizand Criterii

-

modul 1. Criteriul comparatiei

¥i

e

sau
eSe incearca: [ [
Inz |z>1 Inz O0Shnz<zVae[l+oo "
0< z)| = zZt < T el i
i 1+ V1422 N [ [
~——
9(z)
Dar +°° 7d:p( ) deoarece, direct
Vikal e
dz"= (VI+a?)| = 4o
=

o0 4L
1 /1+Ll_?2

=nu se poate aplica Crit. Comp

eSe incearca:
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Inx Inz T Inx 22 Inz )
0< — - = — = — . 7<7‘ 1,V 6 17 .
<|f (@) — . — = e V1,Vz € [1,4o0]
g()

|
Dar 1+°° 2T s (D) deoarece, direct
x

Inz 4.3 =
+00 . 2 T—F00
1 —dxr = (ln a:) vy = oo
=nu putem aplica Crit. Comp.

eSe Incearca:

v]

R A

Se observs, cad

Inz
)= — > 0,Vz € [1,4o0].
f@) =2 1,-+00]
Inx =>¢ Ine 1
T) = > = , Vo € e, +o0].
/(@) 1+22 — V1422 V1422 [ [

T~ dx (D) deoarece, direct Crit. Qomp- fjoo f(z)dz (D).

¢ V1422

hee \/1:—7;172@6 3 (111 (:U +V1+ x2))

Atunci / f(z)de = f(z)dx + / f (z) dx este integrald (D).
[1,400] [1,e] [e,+o0[

r——+00
= +00.

Tr—=e

n'g n'g n'g

improprie Riemann, deci (C) improprie (D)

Exercitiul 6. S& se studieze natura integralelor
5
2 T
a v

3
T
15) I N
)f?) /$2_9
T
Rezolvare. etapa 1. f:1]3,6] > R, f (z) = ——
pal f:J3,6) = R f (@) = s

f este bine definita gi continud pe |3,6] = f € Rioc (]3,6]) .
a = 3 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,

dx - a se vedea Curs.

3

deoarece lim —— = +400.
2—3.2>3 /22 — 9

etapa 2. Se studiazi natura si valoarea integralei, utilizadnd Definitia. Aici este posibil, dar greoi.

3
X
[ ————=dz =6V22 — 9 + $22V22 — 9+ ¢,V € ]3,6],Vc € R.
vz -9 3
3 d =6
J8 \/:Eiidx 2 (6va? =9+ ba?/a? = 9) — 54v/3,

29 z—3,2>3
etapa 3. Se studiazd natura integralei, utilizdnd Criterii:

modul 1. Criteriul comparatiei cu inegalitati
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3 3 63 v
0< T)| = = < , Vo € 13,6].
<17l | = s < g e e 3
f36 \/3327—961&: (C) deoarece, direct Crit. Some. f3 z)dz (AC).
6 67 a3 ) ["° @3 1n 645
f3+0 mdm = 6°1In <x+\/$ 9) w_}37x>0—6 In 32,

Teorema 2.(Criteriul in o« pentru integrale improprii de speta 1)
I. Fie f[a7 oo f (z) dx -integrald improprie de speta intai, cu b = 400 unicul punct singular. Se
presupune ca f are semn constant pe intervalul de integrare.

da €1, +oo[ i

a)Daca E| hm % |f( )’—l§iO§l<+OO }:>f[a7+oo[f($)d.%'(x40)

Ela € ] 00,1] a
b) Dacd 5 lim 2 |f (@ )| —1§i0<l< 100 { = oo f (@) dx (D).
I1. Fie f]_oo b] f( ) dz -integrald improprie de speta intai, cu @ = —oo unicul punct singular. Se

presupune ca f are semn constant pe intervalul de integrare.
da € )1, 400 ad
2) Dack 3 iy ()" yf( ) =15i0< i< 00 (= Jooop /(@) de(AC).

EIaE] ool]
b) Daci 3t (—a) @l =15i0< i< 400 [ = foonf @i (D).

Teorema 3.(Cr1teriul in a pentru integrale improprii de speta 2)
I. Fie f[a bl f (z) dz -integrala improprie de speta a doua, cu b < 400 unicul punct singular, adica

hbm , f(z) =400 (sau = —00). Se presupune cd f are semn constant pe intervalul de integrare.
T—0,x<
Ja €10,1] a
a) Dack 3 jim b(b—a:)o‘|f(a:)| —1§10<] <400 (7 Jup S (@)dz(AC).
r—0,x<

o Ja e [l,+o0f ad.
b)Dacd 3 lim (b—2)°|f (@) =151 0 <1< +o0 (7 Jiagy S (2) Az (D).
<

r— ,x

II. Fie f 1 f (z) dz -integrald improprie de speta a doua, cu a > —oo unicul punct singular, adica

hm> f (x) = +oo (sau = —o0). Se presupune cd f are semn constant pe intervalul de integrare.
a

Ja €10,1] a
a) Dacd 5y (m—a)a|f(:1:)\:l§10§l<+oo}:>f}a7b]f(x)dx(AC)-

r—a,r>a
o Jdae[l,4o0] ad.
b) Dacd 3 Lim (s a)® |f(2)| =510 <1< +oo (= Jap f (@) dz (D).

r—a,x>a

Exercitiul 7. S3 se studieze natura integralelor



Gabriela Grosu / EDCO 13

a) i

mdl’— a se vedea Curs

b) [o7°Va e Pda.
Rezolvare. etapa 1.f : [0, +oo[ = R, f (z) = x - e "

Yo

o3

0z

ol

an
[ 1 H 3 +

i

f este bine definitd si continud pe [0, +oo[ = f € Ripe ([0, +00]) .

b = 400 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiaza natura gi valoarea integralei, utilizand Definitia-nu este posibil.
etapa 3. Se studiazd natura integralei, utilizand Criterii:
modul 1. Criteriul comparatiei . NU.

modul 2. Criteriul in « cu limita pentru integrale improprii de speta 1.
f(x)=+x-e* >0,V €[0,+00].

zot2
l= lim z|f (z)| = lim x*/r-e = lim
x—+00 T——+00 r—+oo e¥
=t
eSe incearci a = $.37 lim 2°|f (z)] =" lim — =0.

T—-+00 r—+o00 et

304256] ool] a.d.
3 11141_1 z®|f (z)| =1=0 dar nu e adevirat ca 0 <[ < 400

Crit. in «

= nu se poate afirma nimic despre natura integralei.
_3 2
eSe Incearcd o = %.3? lim z¢|f (x)] 22 im L —o.
T—+00 r—+o00 et
]1 +OO[ a.i. Crit. in o p4o00 _
E| hm $a| (z) =1=0s8i0<1<+o0 = fO Ve dx (AC).
w—>—|—oo
+00 .’L‘ -1
c ——dx
) Ja Vab +16
¥i
e
X

Indicatie. a =1,l=1=7(D).
1
d) f ne dm pentru a > 0 fixat.

Indlcagle a=1l=4c0=17I(D).

e) f —coszT 1-cosz,
Ind1ca§1e
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v ]
—— e,
X
11 —cosx . ‘o . : : - .
=)y —— dz (C) ca si integrald Riemann din prelungirea prin continuitate in a = 0.
x
1 —coszx
Iy = 1+°° ——5—dz (C). Se incearca

x
a=2=Nu;a=1,1=0=Nu; a=3,#=Nu
a=31=0=1,(C).

3., .2
400 T +x
f) f—oo 336 _|_31 de 3 9
1 1
Indicatie. % _ _%;21 : N %x ;—f x‘;j”:r -greoi cu definitia
0 $3 + 1132 N )
T, = f_oo xg - 12dx (C). Se incearca a = 3,1 =1=17; (C).
T2+ A <
Ty = 0+°° o dz (C). Se incearcd a = 3,1 = 1= 75 (C).

Exercitiul 8. Si se studieze natura integralelor
——— 5 dz- a se vedea Curs;
x? (z3 —8)3
b) [ de.
) Jo B—x)Vaz+1

3 1
a) f2 3
1
1
Rezolvare. etapa 1. f:[0,3[ = R, f(z) =

B—z)VaZ+1

f este bine definita gi continud pe [0,3[ = f € Rioc ([0, 3[)

b = 3 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,
deoarece )

lim f(z)= lim

x—3,2>3 z—3,2>3 (3 — x) 2 +1
etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei, utilizind Definitia-aici este este posibil-tema.
etapa 3. Se studiaza natura integralei improprii date, utilizand Criterii:
modul 1. Criteriul comparatiei . NU.
modul 2. Criteriul in « cu limita pentru integrale improprii de speta 2.
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1
fle)= (B—xz)Va2+1

1
= lim B-2)%f(x)= lim (3—2)° .
3:—>3,a:>3( )7 1f ()] x—>3,a¢>3( ) B—z)VvaZ+1

>0,vz € [0,3].

= 1 1
N v — 9 . o 6% Oz;l . —
oSe incearcd a = 1.37 m—}g};>3 B—2)"|f (z)] xj§%1>3 A /i
da=1¢€[l,+o0[ ad. 1

. . 1 . Crit. in a 3
3, Jim G-I @) =1= 7560 << o0 b G vare

1 2arcsin T

c) [, T dz.

2arcsinz
Rezolvare. etapa 1.f : [-1,1[ = R, f (x) =
f este bine definitd i continud pe [-1,1[ = f € Rioc ([—1, 1]) .

b = 1 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,
arcsin x

deoarece lim f(z)= lim = +400.
r—1,x<1

z—lz>1 1 —2x
etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei, utilizand Definitia-aici este este posibil, dar greoi.
etapa 3. Se studiaza natura integralei improprii date, utilizand Criterii:
modul 1. Criteriul comparatiei . NU.

modul 2. Criteriul in « cu limita pentru integrale improprii de speta 2.
2arcsinx

f@)=F——>0vee[-L1[.

arcsin x
o 2

l= lim (1—-2)*|f(z)|= lim (1-—=x)

z—1l,x>1 z—1l,x<1 1—2
A ¥ . a=1 . i s
eSe incearcd o = 1.37 lim (1 —2)%|f(z)] = lim 2%m® =23,
r—1,z<1 r—1l,z<1

da=1¢€[l,+o0[ ad.

Crit. in «
: W%Jl—@au@n=z=2a@o<zs+m}> = g (D)
rz—1,x

1 2arcsin T

1
5
O =

Indicatie. o =1,1=1=7(C).

Exercitiul 9. Si se studieze natura integralelor

+oo
a) [ NS \S/Edzn.
Rezolvare. etapa 1. f :]0,400[ — R, f ()

1
IRCER RN

o

f este bine definitd si continud pe |0, +oo[ = f € Rioc (]0, +00])
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b = +0o0 este punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
a = 0 este punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit,

deoarece !

lim z)= lim =
x—>0,$>0f ( ) z—0,2>0 \/5 + \3/5 + \5/5
etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei, utilizand Definitia -aici este este posibil, dar greoi.

etapa 3. Se studiazd natura integralei improprii date, utilizand Criterii:

modul 1. Criteriul comparatiei . NU.
modul 2. Integrala improprie datd are doud puncte singulare. Le izolam si se studiaza separat

+o00.

natura integralelor
o= ! d i Ty = [ ! da.
O Vo + o+ 3z VoVt Y+

Pentru Z;-Criteriul in « cu limitd pentru integrale improprii de speta 2.

1
= >0,vz €]0,1].
o= prvsvros 2 0veelll
1
= 1 — a1 = 1 Qr__
I xlg’gﬂ) (z = 0)" [ f (z)] xl6%>0$ x% +m% +x%'
eScincearci oy = .37 lim (z — 0)*' |f (2)] Oél::% lim 25 L = 1
57 z—0,2>0 z—0,2>0 .’L‘% (.’L'%_é + x%—% + 1) 0+0+1 )
3051 = % € ]0’ 1[ a.i. Crit. in «a 1 1
: N\« — — : = Il == dx (AC)
3, im (- 0)%|f (@) =h=1510<1< o0 J VT + T+
Pentru Zs- Criteriul in « cu limita pentru integrale improprii de speta 1.
1
= > 0,Vx € |1, .
I = mrvsros = 0o e bt
1
lo = lim z*?|f(x)|= lim a®—F7+——.
T—+00 T—+00 T2 + 3 + x5
S A 9 1 3? 1 s |f( )’ 012:% 1 % 1 1
eSe incearca ag = 5.37 lim = )| = im x = .
2727 e vtoo” 1 (1+x%—% H;%_%) 14040
3042 = % S ]—OO, 1] a.l. Crit. in o f+oo 1 do (_D)
. o T
Elmll)riloox lf () =1la=1510<ly <400 U o+ Yo+ Fz

dz este (D).

1
Atunci [T*°
wel o e T Ve

Exercitiul 10. S se studieze natura integralelor:
a) integrala Gauss-Poisson sau a probabilitatilor

f+°° e dx

0 .
Rezolvare. etapa 1. f: [0,400] = R, f () =77

2




Gabriela Grosu / EDCO 17

f este bine definitd si continud pe [0, +oo[ = f € Rioc ([0, +00])

b = 400 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiaza natura gi valoarea integralei, utilizand Definitia-nu este posibil.
etapa 3. Se studiazd natura integralei, utilizand Criterii:
modul 1. Criteriul comparatiei cu inegalitati

z>1
0= |f(@)]=e™ < e Vo€ [l 4o Crit. Gomp. -+
A T e~ dz (C) deoarece, direct = /i e~ dx (AC).
[ e de S (e S = 04 e

Atunci/ e dy = / e dw —|—/ e~ dx este integrald (C), chiar (AC) (deoarece
(0,400 [0,1] [1,+00[

g n'g

improprie Riemann, deci (C) improp;;e (AC)
f ia valori pozitive).
modul 2. Criteriul in « cu limita pentru integrale improprii de speta 1.
f(@)=e" >0,Vz € [0,400].
= lim z%|f(z)]= lim z%-e
T—+00 r—+00

_x2

2
X = T
elSe incearcd a = 2.37 lim x®|f (z)| °=* lim — =0.
r—-+00 r—400 T

da=2¢€]l,+o0] ald. Crit. in o
3 lim a®|f (2) =1=05i0<1<+o0 =~

f0+°° e dx (AC).

oo SInT o0 COS T

dz.

b) Pentru p > 0 dat, integralele Dirichlet fo

sin x
Rezolvare pentru f0+°o

dm si fl o

dx.
xP .
sinx

etapa 1.f : 10,400 = R, f (z) = prat

f este bine definitd si continud pe |0, +oo[ = f € Rioc (]0, +00])

b = 400 este punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.

a = 0 este punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit, doar
pentru p > 1, deoarece

pel0,1[= lim f(x)=

11m 1
z—0,2>0 z—0,2>0 X

sinx

1P =1.0=0# +o0.

b

sin x

p=1= lim f(x)=

im — = 1 # +o0.
z—0,2>0 z—0,2>0 I
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et

sin 1
1,4+o0| = 1 = 1 C—
pEe ] T [ x%%)l,’gcl>0 f (ZL‘) xH%)I:’cl>0 z! zp—1

e

etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei, utilizand Definitia -nu este posibil.
etapa 3. Se studiaza natura integralei improprii date, utilizand Criterii. Se studiaza separat natura

integralelor
_ 1sinx .+ tooSINT
I = 0 p dx si Iy = 1 7 dz.
ePentru 77 :

-daca p € |0, 1] atunci Z; este (C), ca fiind identificatd cu integrala Riemann atagatd functiei
prelungire prin continuitate a lui f.
-daca p € |1, +oo[ se aplica pentru integrala improprie:
Criteriul in a cu limita pentru integrale improprii de speta 2.
sinx

f(z)= " >0,Vz €[0,1].
T
sinz sinx 1
Ih= lim (z2=—0)*|f(z))]= lim ™ = lim ™ . .
! x—>07m>0( ) ‘f( )’ z—0,2>0 xP z—0,2>0 x! zp-1
L . sin x 1 =p—1
eSe incearci a; = p — 1 € |0,1[, adicd p € [1,2[.3?7 = lim 2% —p : “Zz
x—0,2>0 x xP—
sinx _

11m 1
z—0,2>0 T

dag =p-—1¢ ]0’ 1[ a.f. Crit. in « 1 sinzx
S i (-0 1S @) =t = 1510 < too [ S T= [y TR (40)

)

i 1 —=p—
eSe incearcd a1 = p — 1 € [1,+0o0[, adicd p € [2,4+00[.T?; = lim a™ ST arZp—l
z—0,2>0 x! prp—1
sin
im T = 1.
rz—0,2>0 I
Jm =p-1le [1’ +OO[ e Crit. in o 1 sinzx
Tl (-0 @ =h=1s0<i<too [ F =y (D).
z—0,z

Deci Z; — (C) pentru p € ]0,2[ si Z; — (D) pentru p € [2,+00].
ePentru Zo-
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Criteriul in « cu limitd pentru integrale improprii de speta 1. Precizdm ca, pentru z € [1,+o0],
sinz ia gi valori pozitive si valori negative. Deci f nu admite un semn constant pe [1,+oo[, nu
putem aplica Criteriul in « cu limitd pentru integrale improprii de speta 1.

Criteriul comparatiei cu inegalitati

sin |sin z| 1
0<|f (@)l =|—| =5 < Vo€ lli+oo]
1 Crit. Comp. sin
1+°° —pdm (C) conform exercitiului 3 (sau direct) TS 1+oo g dz (AC) pentrup >
T
1 1
1+°° —dr = ——, dacd p > 1.
zP 1—0p

Deoarece se poate ardta, folosind Criteriul lui Dirichlet (neprezentat aici), cd, pentru p > 0

o +oo SIDT
(deci si p €]0,1]), [; P

Se anticipeaza formal cd sunt indeplinite ipotezele de integrare prin parti intr-o integrald im-
proprie convergenta si

dx (C), se va reface reface studiul.

Tr——+00

sinx formal, d. 3 1 1 —
oo dz = T (—cosz) dr = — (—cosz) _ [fee P (—cosz)dr =
1 P 1 P P =1 1 :EP+1
—cosx —cosl +oo COSZT +oo COST
= lim — — dr =0+ cosl — dz.
T—+00 xp 1]7 1 a;p+1 + p fl xp-i,—l
g liex criteriul .. . litak] +ooCOS$d
e aplica criteriul comparatiei cu inegalitati pentru fl RS x.

Cos T |cos z| 1
0< @) = S| = 2T < — 5 vw e (1, +o0]
+o00 dax (C f itiului 3 di t Crit. Comp. p+o00 COSCL‘d AC) . deci
s, ai( ) con 101rm exercitiului 3 (sau direct) = I x (AC), deci
1+°O :Upﬂdx = _—p, daca p+ 1> 1, adicd p > 0.
(C) pentru p >0
sin
1+°° o dz (C) pentru p > 0.
Deci Zy — (C) pentru p € 0, +o0] .
Concluzii:
. +oo SINT .
-pentru p € 10,2[ =T — (C) si Tr — (C) = |, —dx (C) ( chiar (SC)).
“pentru p € [2,+00[ = Ty — (D) §i Tr — (C) = [, > "dx (D).
x
Rezolvare pentru f0+°° Coixda:.
x
etapa 1. f:]0,+o0] = R, f (z) = cospx'
E— x

f este bine definita si continud pe 0, +oo[ = f € Rioc (]0, +00])
b = +o0 este punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
a = 0 este punct singular pentru integrala improprie de speta 2, cu integrant nemarginit, pentru

p > 0, deoarece
. ) cos T
lim f(z)= lim = +00.
z—0,2>0 z—0,2>0 P

etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei, utilizand Definitia -nu este posibil.
etapa 3. Se studiazd natura integralei improprii date, utilizind Criterii. Se studiazaseparat natura

integralelor
1 COST i cos T
Ty = |, dr si Iy = 1+oo dr.
xP P
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ePentru 7 :
Criteriul in a cu limita pentru integrale improprii de speta 2.
f(:v)zcosx >0,Vz € [0,1].
aP
cos
= 1 _ al = 1 a]‘
L A, O @ i,
eSe incearcd a3 =p € |0,1[.37; = lim 2 SB8L MEP by cosz = 1.
z—0,2>0 xP —0,2>0
Jay =p €]0,1] add. Crit_in gk
3 lim (z-0)%|f(z)|=L=1510<1<+c0 o= xpd x (AC)
z—0,2>0
eSe incearcd a; =p € [1,+00[.3?; = lim 2 EB8T MEP iy cosz = 1.
z—0,2>0 xP z—0,2>0
Jay =p € [1,+oo[ ad. Crit_in a g
3 lim (z-0)%|f(z)|=L=1510<1<+0c0 o= P dz (D).
z—0,2>0
Deci Z; — (C) pentru p € |0, 1] si Z; — (D) pentru p € [1,+o00].
ePentru 7o-

Criteriul in « cu limitd pentru integrale improprii de speta 1. De precizat c&, pentru x € [1, +ool,
sin x ia gi valori pozitive gi valori negative. Deci f nu admite un semn constant pe [1,+oo[, nu se
poate aplica Criteriul in « cu limita pentru integrale improprii de speta 1.

Criteriul comparatiei cu inegalitati

0<If @) = |50 = ‘C(Zm‘ <— ¥z € 1, +o0]

1 Crit. Com COoST
1+°° —dz (C) conform exermpulul 3 (sau direct) =0 f1 >
aP

dx (AC) pentrup >

1 1
1+°° —dx = ——, dacd p > 1.
P 1—p
1.
Deoarece se poate arita, folosind Criteriul lui Dirichlet (neprezentat aici), ca, pentru p > 0(deci
cos T
sip€]0,1)), +°O dz (C), este de refacut studiul.

Se ant1c1peazé formal ca sunt indeplinite ipotezele de integrare prin parti intr-o integrala im-
proprie convergenta si

400 COST  formal,d. 3 ,too 1 , . / 1. roes +oo —DP .
1 > de = 1 —p(sma:) dx = ﬁ(smm) 1 -/ ﬁ(smx)daz:
e
. sinz sinl +oo SiDT +oo SinT
_xBIJPoo T 1 p+1d z=0-sinl+pf; p+1d ’
cosx
Se aplica criteriul comparatiei cu inegalitati pentru f oo peoxE dx.
sin x \sm x| 1
0< ’fl( )‘ - 21 $p+1 = xp—i—l’vx € [17+OO[ .
L. . . Crit. Comp. p4co SINT .
1+°° ﬁdm (C) conform exercitiului 3 (sau direct) = o s dz (AC), deci
1 1
+o0 _ - ¥ s
1 mpﬂda:— >’ daca p+1 > 1, adicd p > 0.
(C) pentru p >0

o smm

= fl x (C) pentru p > 0.
Deci Zo — (C’) pentru p € |0, +o00].
Concluzii:
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“pentrup €10,1[ =71 — (C) §i Lo — (C) = [, “da (C) ( chiar (SC)).

“pentru p € [L,+o0[ = Iy — (D) §i To — (C) = [, = “da (D).

c) Pentru p > 0 dat, integralele Fresnel (folosite in optica)
f0+°° sin z2dx si f0+°° cos z2dx
Rezolvare pentru f0+°° sin z2dz.

etapa 1. f : [0, +oo[ — R, f1 (z) = sinz?2.

¥r

[ este bine definita gi continud pe [0, +oo[ = f € Rioc ([0, +00])

b = 400 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
etapa 2. Se studiaza natura si valoarea integralei, utilizand Definitia -nu este posibil.
etapa 3. Se studiazd natura integralei improprii date, utilizand Criterii.

Deoarece se poate arita, folosind Criteriul lui Dirichlet (neprezentat aici), ca f0+°° sin 22dz (C),
se va reface studiul.
Se anticipeazd formal c& sunt indeplinite ipotezele de schimbare de variabild intr-o integrald
improprie convergenta si facem schimbarea de variabila de integrare
22 =t,t €0, +oo[| inversim
x = /1, t € )0, +oc[| diferentiem

_ 1
dx—%/idt

capete: {

z—0=t—0

T — +00=>1— +00

N . +oo - 1 1 oo SNt . O TV 1 .

Se inlocuieste= fo sint- —tdt =3 o —1dt, care este o integrala Dirichlet cu p = 3, deci
t2

2Vt
©).

Atunci | [;7sin (22) dz (C).

Rezolvare pentru f0+°° cos z2dzx.
etapa 1. f: [0, +oo[ — R, f1 (z) = cosz2.

o

f este bine definitd si continud pe [0, +oo[ = f € Rioc ([0, +00])
b = +00 este unicul punct singular pentru integrala improprie de speta 1, pe interval nemarginit.
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etapa 2. Se studiaza natura gi valoarea integralei, utilizadnd Definitia -nu este posibil.
etapa 3. Se studiazd natura integralei improprii date, utilizand Criterii.

Deoarece se poate ardta, folosind Criteriul lui Dirichlet (neprezentat aici), cd f0+oo cos x2dz (C),
vom reface studiul.
Se anticipeazd formal cd sunt indeplinite ipotezele de schimbare de variabild intr-o integrald
improprie convergenta si se face schimbarea de variabild de integrare
z? =t,t €]0, +oo[| inversim
z = /1, t €10, 400]| diferentiem

_ 1
dx = 2\/Zdt
r—0=t—0
capete:
T — 400 =1— 400
1 cost
Se inlocuiegte= f0+oo cost - Tﬁdt = %fOJroo 1 dt, care este o integrala Dirichlet cu p = %,

deci (C).
Atunci | [;7 cos (22) dz (C).

Observatia 4. Teorema de liniaritate a integralei improprii

J.(af (@) + B9 (2)) dv = [, f (z) dz + B f, g (x) da,
teorema integrarii prin parti, precum si teoremele de schimbare de variabild se pot aplica numai
dacd, anterior, s-a stabilit, pe baza unui criteriu, ca integralele gi limitele ce apar in formule sunt
convergente.

Este posibil ca, printr-o schimbare de variabild, o integrald improprie sa se transforme intr-o
integrald Riemann si reciproc.

Exercitiul 11. S3 se studieze natura urmatoarelor integrale si, in caz de convergenta, sa se deter-

mine valoarea lor

a) fol T4/ f xdm— a se vedea Curs.

O6. INTEGRALA IMPROPRIE CU PARAMETRI. FUNCTIILE EULER T si B
-se va studia la Statistica si Prelucrarea Datelor

6.1. Integrala improprie cu parametri. Definitii. Exemple. Criterii...
6.2. Functiile I' si B ale lui Euler
-a se vedea Curs



