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SEMINAR NR. 11, REZOLVARI
EDCO, ATA

CALCUL OPERATIONAL
7. TRANSFORMATA LAPLACE
7.1. Definitii. Determinare de tranformata Laplace (functie imagine) pentru o functie
original data, respectiv de functie original pentru o functie imagine data

Transformata Laplace se utilizeaza in studiul proceselor aproape continue, in rezolvarea unor
ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale, integro-diferentiale.
Definitia 7.1.1. O functie f: R — R (sau f : R — C) se numeste functie original daca:
(i) f(t) =0,V € ] —00,0[;
(ii) pe orice interval marginit, f are cel mult un numar finit de puncte de discontinuitate de speta
intai (exista limite laterale finite);
(iii) f are o crestere de tip exponential, adicd IM € R, M > 0, 3o € R, astfel incat

If (#)] < Met )Vt €0, +o0].
Numarul real o = inf {o € R; |f (¢)| < Me?",Vt € ]0, +00[} se numeste abscisd de convergenti sau
indice de crestere.

Se noteaza cu O multimea tuturor functiilor original.

0, dacat<O0

Exemplul 1. a) Functian: R —= R (saun: R — C),n(t) = { 1 dacst> 0

se numeste functia treapta unitate (functia Heaviside).

n € O cu abscisa de convergenta o, = 0.
b) Daca f verificd (ii) si (iii) din Definitia 1 atunci functia f - n este functie original.
c) Dacd f: R — R este o functie elementara, atunci f - indeplinegte (i) si (ii). Daca existd 5 > 0
astfel incat tEeroo f(t)e Bt =0, atunci este indeplinitd si conditia (iii).

d) Fie f : R — R,f (t) = e (P (t) cos Bt + Q (t) sin Bt),

unde «, 8 € R, iar P, Q) sunt polinoame. Atunci functia f - n este functie original.

e) Dacd f: R — R (sau f : R — C) este o functie continud si marginitd (sau indeplinegte (i7) si
este marginita), atunci f - 7 este functie original cu abscisa de convergentd oy = 0.

Exercitiul 1. Sa se studieze dacd urmatoarele functii sunt functii original
0, dacat <2, 0 dack £ < 0
2, dacdt e [2,4] ) aca t <
: = ’ HUER : = 1
a) frR=R, f(?) 4, dacéte]4,8],’b)f R =R, f(t) — . dacit>0.
0,

daca t > 8. t+1
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¢) fiR— R, f(t)=cost?-n(t); d) f: R—R,f(t) = et

Rezolvare. a) Fie f : R — R, f (t) =

i

)

= I )

Se reprezintd grafic functia anterioara.

Se observa cé:

(i) £ (1) = 0,¥t € |~00,0;

(ii) pe orice interval marginit, f are cel mult un numar finit de puncte de discontinuitate, iar

in aceste puncte de discontinuitate existd limite laterale finite. Intr-adevir, t; = 2.ty = 4,t3 = 8

sunt singurele puncte de discontinuitate ale functiei f si

Is(2) =05ilqg(2) =2

Is (4) =251l (4) = 4

Is(8) =45sil4(8) =0.

(iii) f are o crestere de tip exponential, adici IM =4 > 0, 3o = 0 € R, astfel incat

|f (£)] < 4e%,Vt €10, 400 .

Atunci f € O, cu abscisa de convergenta oy = 0.
0, dacat <0

b) Fie f :R - R, f (¢) =

t+1’

Se reprezinta grafic functia anterioara.

Se observs ci:

(1) / (t) =0,Vt € ]*0070[;
(ii) pe orice interval marginit, f are cel mult un numar finit de puncte de discontinuitate, iar in
aceste puncte de discontinuitate exist# limite laterale finite. Intr-adevir, t; = 0 este singurul punct
de discontinuitate al functiei f si

I, (0) = 0 5i 14 (0) =

lim =
t—0,t>0 ¢ + 1

daca t < 2,
dacd t € [2,4],
daci t € ]4, 8],
daca t > 8.

daca t > 0.

(iii) f are o crestere de tip exponential, adici IM =1 > 0, 3o = 0 € R, astfel incat
1 (B)] < 1%, ¢ € 10, +o00[.
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Atunci f € O, cu abscisa de convergenta oy = 0.
c) Analog cu b)= f € O; d) Nu se verifica (iii)= f ¢ O; e) Analog cu b)= f € O.

Definitia 2. Fie f € O o functie original cu abscisa de convergentd os. Fie D = {s € C;Res > o} .
Functia

+oo
F:D—>(C,F(s):/ eSUF () dt
0

se numeste transformata Laplace a functiei f sau imaginea functiei f prin transformata Laplace.
Se noteaza
(F(s) = L{f (1)} (5).], chiar | f (t) < F ()|
Observatia 2 (Teorema fundamentala a transformatei Laplace). Daca f € O este o functie
original cu abscisa de convergenta o, atunci integrala improprie pe interval nemarginit, cu para-
metrul s € D, din Definitia 2, este absolut convergenta si uniform convergentd pe D, deci transfor-
mata Laplace f este bine definitd. Mai mult, este continud si marginita, cu
lim F(s)=0.

|s|—o0

Exercitiul 2. Utilizand definitia, sd se determine transformata Laplace pentru:

0, dacat <0, 0 dacd t < 1
a) [{RoR,f(H) =14 2, dack0<t<l, ;b)Of:RHR’f(’f):{(t_i)" dacii t > 1
0, dacat>1. 7 o

unde n € N* este dat.

0, dacat<O0 0, dacit<a
k=R ={ | PGS0 DR R 0 =00 ={ S
unde a > 0 este dat.

e) f:R—R,f(t)=e n(t), unde A € R;.(f : R — C, pentru A € C);

£f) f:R—>R, f(t) = (chwt) -n(t), unde w € R,w > 0; (f : R — C, pentru w € C*);
g) f:R—=R,f(t)=(shwt) 7 (t), unde w € R,w > 0; (f : R — C, pentru w € C¥);
h) f:R - R, f(t) = (coswt) -n(t), unde w € R,w > 0; (f : R — C, pentru w € C*);
)RR, f(t)= (smwt) (), unde w € R,w > 0; (f : R — C, pentru w € C*);
DT R-RT(D) =" (1),

0, dacdt<O0,
Rezolvare. a) Fie f :R — R, f(t) =< t?, daci 0<t <1,
0, dacat>1.
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eSe observa ca f € O, cu abscisa de convergenta oy = 0.
oD = {s € C;Res > 0}. Se calculeazi

+o0 1
F(s) = / e Stf (t) dt = / e St2dt.
0 0
I(t' C) _ /G_Stt2dt t este variabila 1 /t2 d (e—st) dt = i t26_5t _ /2t6_5tdt —
’ de mtegrare — dt —S

1 1 d 1 1)\?
=— <t265t / 2t— (e=*) dt) = —te 5 — <> <2teSt - / 2e8tdt> =
—s dt —s —s
2

—st 1
) +tec=— (—82t2€_8t — 2ste 5t — 26_St) +c,
S

= i1526_5'5 — i <2t€_8t — 26

—$ —s —s
pentru Vt € [0,1],Ve € R, Vs € D. Atunci

1

1

/ e~ H2dt = T (1;0)]/Z 0 == (—s%e™* —2se™ —2e7 % +2) .
0 S

1
DeCi F N D — (C7F(S) = — (_82673 _ 286*5 _ 2675 + 2) )

g3
b) Fie n € N* fixat. Fie f: R — R, f () :{ (t—O’l)” gjgjf;l

eSe observa ca f € O.
oD ={scC;Res>oy}.
Se calculeaza

+o0o +o0o
F(s) = /0 =St f (1) di = /1 =5t (1 — 1) dt.

7st

Ty (t;c):/ —stdt =

Il(t;c):/ Lt —1)dt = / (t—1 % (e=5t) dt =
_ _is <(t— 1) st — /e—stdt> <(t— 1) =5t — e__j) te

T, (t;¢) = / e d

1
_st t— 1) dt t este variabila t _1 —st dt —
( ) de 1ntegr<1re —S ) dt( )
1
=—((t-1"et - / n(t— 1)”_165tdt> =—(t—1)"e™' = —nZ, 1 (t;c)

vVt €
Se obtine

Iy (t;¢) =
1.

oo[,Ve € R,Vs € D,Vn € N*.

13[<
(

—S —S

Atunci

1>1 (t—1)" st <1>2 n(t— 1) est+<_18)3 n(n—1)(n—2)(t—1)"%estt
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+o0 +oo 1 n+1
F (s) :/ e Stf(t)dt :/ e S (t—1)"dt = I, (¢;0)|_ H+°° =0— () nle™s,
0 1
vVt € [0,1],Vs € D.

—1\"
Deci, pentrun €e N, F: D — C, F (s) = <> nle™*
s
. 0, dacat<0 _
c) Fien:R—-R,n(t) = { 1. dacit>0 -a se vedea Curs:

I
L{n(t)}(s)zg sau f(t)=7](t):>F(5):§

d) Se obtine, cu definitia, pentru a > 0 dat
e—as
L{n(t—a)}(s) =

—as

(&

sau|f(t)=n(t—a)= F(s)= -
e)Fie f:R— R, f(t)=eM -n(t),unde A€ R ( f:R — C, pentru A € C). A se vedea Curs:

TSP

£{ 77(75)}() s — M\ sau f(t):e)\t'n<t):>F(s):Si)\'
f), g) analog cu e). Se obtine

L{(chwt) -n(t)}(s) = ff’bﬂ;ﬁ{(shwt) ()} (s) = ngﬁ

h) Fie f : R = R, f(¢) = (coswt) -7 (t).
eSe observa ca f € O, cu abscisa de convergenta oy = 0
oD = {s € C;Res > 0}. Se calculeaza

F(s) = /0 =St f (1) d /0 % et cos (wt) dt.

t este variabila 1

t)dt = ~5t (wsin (wt) — ¢
= [e ' cos (w temioe 240 (wsin (wt) — scos (wt)) + ¢,

Vt € [0, 400, Ve € R,Vs € D. Atunci

/+Ooe_5t coswtdt = I (t;0)[\Z;F° = 0 — ———
0 . 52 4+ w?
Deci F: D — C,F (s) = Rl Se scrie
£ tleoswt) - () (s) = 52+ w?] sau f(t)=(coswt) -n(t)= F(s)= 824_;{*}2
i) analog cu h). Se obtine -
LA{(sinwt) -n(t)}(s) = 55—
{sinwt) - n (0} () = 5] can f(t):(sinwt).n(t);»F(s)282%2.

Teorema 1 (de liniaritate). Transformata Laplace este o functie liniara, adica
Vf,g € OVa,p e C:

(L{af (t)+ By (1)} (s) = L {f (1)} (5) + BLg ()} (5), [¥s € C cu Res > max{os,0,} .

Observatia 2. Transformatele Laplace pentru
f(t) = (chwt) -n(t); f(t) = (shwt) -0 (t); f () = (coswit) - (£); f () = (sinwt) - 7 (¢)

f(
se pot determina folosind Teorema 1 si £ {eM -7 (t)} (s) = 3 A se vedea Curs.
S —_—

Exercitiul 3. Utilizand Teorema 1, de liniaritate, sa se determine transformata Laplace pentru :
a) [ R—R, [ (1) = (sint)’ -7 (1); b) f: R R, f (1) = (sint)® - (2);
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eat o ebt

o) [R-R f(t) = 5 - (t).

Rezolvare. a) £ {(sin )2 (t)} (s)=L {HOS% } (s) =
1

2
T1, delin 1 1 1 s 1 4

LA (@)} (s )—*5{(008(21?)) N =5 -5 a2 =3 2ia
3 smt — sin (3t)

b) £ e (0} () = e {0 o) -

T1, de lin 3

2L {(sint) n (0} (5) - iﬁ{(sin (36)) -1 ()} () = % .

o {3 -n<t>}<s>=c{1‘§"52t-n<t>}<s>=

1 1 1 1

SL{e O} (o)~ SO} () =5~

Teorema 2 (a asemanarii, comportarea la omotetie). Fie f € O cu o abscisa de convergenta
st F'(s)=L{f ()} (s). Atunci, Vw € R,w >0
1 s
LA{f (wt)}(s)= ;F (5) ,Ws € C cu Res > oy.
Observatia 3. Transformatele Laplace pentru
a) f(t) = (chwt) -7 (t); b) f(t) = (shwt)-n(t);
c) f(t) = (coswt) -n(t); d) f(t) = (sinwt)-n(t)
se pot determina folosind Teorema 2 gi transformatele functiilor f cu w = 1. A se vedea Curs.

Teorema 3 (a deplasarii, frequency-shift). Fie f € O cu oy abscisa de convergentd si F (s) =

LAf ()} (s). Atunci, YA € C,
L{eXf(t)}(s)=F(s+A),Vs€C cuRes>os—Rel

L A
2412 4 2432

T1, de lin

Exercitiul 4. Utilizaind teorema deplasarii , sa se determine transformata Laplace pentru :
a) f:R—R,f(t)=eM(ch(wt)) -n(t),€C,wecR,w>0;
b)f:RHR,f()—B_/\t(Sh(wt)) n(t), e C,weR,w>0;

c) f:R—R, f(t)=e*(cos(wt)) n(t),\€C,weR,w>0;

d) fR-R f(t)= _’\t(sin(wt))-n(t),)\e((:,wER,w>O;

(rezultatele sunt valabile gi pentru f: R — C, dacd w € R*);

&) [ R — R, f(t) = e (sin (31)) - (1)

f) f:R—R, f(t)=eM" - n(t),\€C,ne N,

Rezolvare (schitd).

a) [ () = (ch(wt)) -1 (t) = F (s) = L{(ch (@) - ()} (s) = 55— =

X (ol (wh)) - &) = F (s :$S ’
L{e ™ (ch(wt)) n(t)}(s)=F(s+A) PRV



Gabriela Grosu / EDCO 7

b) f(t) = (sh(wt) -0 (t) = F (s) = L{(sh (wt) -0 (1)} (s) = 321070)2 =
L{e M (sh(wt)) - nt)}(s)=F(s+A) = (S+>\w2 —
&) F(0) = (cos (@) -0 (1) = F () = £ {(cos(@0) (1)} (5) = 5 =
Y ) s) = F (s _ o s+A
f{e M (cos (wt)) n(t)}(~) F(s+ ) TES\LEE
d) £(t) = Gin(wt)) -0 (1) = F(s) = L{(sin (wb) -0 (0} (5) = 57—
E{e_)‘t (sin (wt))-n(t)} (s)=F(s+ ) = (S+)\)2 o 3
e) f(t) = (sin(3t) - n(t) = F(s) = L{(sin (3t)) -1 (1)} (s EEr i
ot s - B 3
L{e 2 (sin(3t)) - n(t)} (s) =F(s+2) = 12
f f{
t — i — t

=
Teorema 4 (a intarzierii argumentului, comportarea la translatie, positive time-shift.).
Fie f € O cu oy abscisa de convergenta si F (s) = L{f (1)} (s). Atunci, Vtg € R, tg > 0,

LA{f({t—1to)}(s)=e"5F(s),Ns€C cuRes>oy.

Exercitiul 5. Utilizind teorema intarzierii argumentului, sd se determine transformata Laplace
pentru :

a) f:R-R, f(t)=(sin(t— %)) -n(t);b) frR=R, f(t)=e""1.n().

Rezolvare.

2) J(t) = (sint) (1) = F(s) = £{sin0) (0} (5) = 5 =
L{(in (1= 5)) 00} () = e W F () = e
fl f1
I [\
N IS
b) f(B) =™ n(t)= F(s)=L{" n()}(5) = — =
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Teorema 5 (de periodicitate). Fie f € O cu oy abscisa de convergenta si F (s) = L{f (t)} (s).
Daca f este functie periodica pentru t > 0, de perioada T > 0, atunci
1 T
L{f()}(s) = 1—5T/ e St f(t)dt, Vs € C cu Res > oy.
Exercitiul 6. Utilizind teorema de periodicitate, s& se determine transformata Laplace pentru :

_ B 0, dacat <0 ) _
a)f.RaR,f(t)—{ sint], dack > 0. ;b) fiR—=R, f(t)={t}.
fl f

Rezolvare. a) Se observa ca f este functie original si periodicd pentru ¢t > 0, cu T' = 7.
1 i 1 g
_ —st _ —st o
Dar /e_St sintdt = ———e 5 (—cost — ssint) + ¢ =
s2+1

1 1 . 1 1 14e°7
LLFB} () = 7 <52+1e S '1—Sz+11<—1>) EES =0

Ob) Se observi (a se vedea Curs) cd f este functie original si periodica pentru t >0, cu T = 1.

1 ! 1
LN = T [ et = 1=z [ e ta

1 1 =1 =1 1 1 1 1
— —t —st — _,=5_ — ,—s —_ ).
1—es ( s'C o l1—es ( s s2° +s2>

Teorema 6 (de derivare a originalului, imaginea derivatei originalului).

a) Fie f o functie continud pentru t > 0 astfel incit f € O cu oy abscisa de convergentd si
F(s)=LA{f(t)}(s). Se presupune ca 3f" peste tot, eventual cu exceptia originii, si f' € O cu o
abscisa de convergentd. Se noteaza f (04) = t_%ntgof (t). Atunci

’E{f’ (t)}(s) =sF(s)— f(04), Ns € C cu Res > max {os,0p}.
b) Fie f o functie continua pentru t > 0 astfel incat f € O cu of abscisa de convergentd si
F(s)=L{f(t)}(s). Se presupune ci f este de n ori derivabila, ', ..., f™ € O cu oy, N

abscise de convergenta si cu f', ..., f™ Y continue pentru t > 0. Se noteazi f (04) = . I%I? . f(t),..
—0,t>

—st

- —e
52

t=0
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(n—1) _ (n— 1) ; *
f (04) = . lbr?>0f (t). Atunci, Vn € N*,

L {f n) } ) —s"F (S) _ [Sn_lf (0+) + Sn—2fl (0+) o+ Sf(n—Q) (O+) + f(n—l) (0+)] ’
Vs € C cu Res > max{af,af/,...,af(n)} .

0, dacat<0
OExercitiul 7. Fie f :R — R, f(t) ={ 2t, daci 0<t<1
0, dacat>1

a) Sa se calculeze L{f (t)};

b) Si se calculeze L {f' (t)};

c) Se poate aplica formula £{f" (t)} (s) = sF (s) — f (0+)? Justificare.
Rezolvare. A se vedea Curs.

Teorema 7 (de derivare a imaginii). Fie f € O cu oy abscisa de convergentd si F (s) =

LAf @)} (s). Atunci
a) L{(—t) [ ()} (s) = F'(s),]Vs € C cu Res > oy,

b) Vn € N*| L{(—t)" f ()} (s) = F™ (s),Ns € C cu Res > 0.

Exercitiul 8. Utilizand teorema de derivare a imaginii, si se determine transformata Laplace
pentru :

a) f[:R—-R, f(t)=— n(t),A€Cb) f:R—R,f(t)=t"eM n(t),nc N*;
c) f:RHR,f(t)=t(Ch(wt)) n(t);d) f:R =R, f(t)=t(sh(wt)) n(t);
e) f:R—-R, f(t)=t(cos(wt)) -n(t);f) f:R—-R,f(t) =t(sin(wt)) n(t);
g) f:R—R, f(t) =t (sin2t) (cos3t)-77(t);h) f:R—=R,f(t) =t>(cos3t) n(t);

i) f:R =R, f(t)=t(sindt)-n(t);j) f: R =R, f(t) =1t (sint) - n(t);
k) f:R—R, f(t) =te (cost)'n(t).
Rezolvare. a), b) A se vedea Curs

n! . n!

c{treM () (s) = (s — A" In particular, | £{t" - n ()} (s) = 57

¢) f(t) = ch(wt) n(t) = F(s) = L{ch(w) - n(B)} (s) = 5= =
£{t(ch ) n()} (s) TEM (“1) L{(=t)ch (W) - n (1)} (s) =

S 52—w2 — S48 82 (JJ2
— (1) ' (s) = <1>j5()=<—1>1((32 L ot

2 _ )2 _w2)2 <S2 _w2)2‘
LAt (ch (wb) -1 (£)} (5) = (jw‘”) L {t (sh () -0 ()} (s) = <322_522>2
st —w? . 25w
L{t(cos (wt)) -7 (t)} (s) = m;ﬁ{t (sin (wt)) -7 ()} (s) = ERwL
Se poate arata si ca
£A ) O} () = (1" 5 (o ) £ Gh o) n O} e) = (1" 4 (520 ).
£tleos ) (O}6) = (1" S (525 )sL e i) 00} () = 1" 1 (525

d), e), f) analog cu c)
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g) Deoarece f () = sin (wt) - 7 (£) = F (s) = L {sin (wt) n(t)}(s) = ﬁ, atunci
L {t? (sin 2t) (cos 3t) {t2 sin 5t + sin () 1 (t)} (s) =
T1,de lin %ﬁ {(— (sin 5t) — *E { (sint) =N (t)} (s) =

s s
T7,de derlvare a imaginii 1 _
2\ s2 + 52 2\ 2412 12

1/ =5-25 \' 1/ —1-25 \'

<<32+52> ) _2<(s2+12)2> -
(s> +52) —5-2-2s (s +1%) —5-2-2s 352 +52 352 +12
(52 +52)° >+( (% +12)° >__5<s2+52)3 (52 +12)*

: t fnt
ul

=
Analog
. . ... " 3
T7,de derivare a imaginii S 2s° — bds
L {t? (cos3t) - n(t = — 2 7O
fl fl
e ; ; L R L
IAVARVAR. AVARE
= /
. T7,de derivare a imaginii 4 8s
LA{t(sindt) -n(t)} (s = - = .
(¢ sindt) - (1) (5 (72) =

f fl ’

ol
t VV\Jt

=

. T7,de derivare a imaginii 1 " s—2 2_ 1
L {t%e* (sint) - (1)} (s) = <<—z>+1> - 2<<(2>)+1>3
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T7,de derivare a imaginii s—1 ! 52 — 2s
£ et (cost) -m (B} (2 - _<@—4P+ﬁ>::«s—n2+nT

Teorema 8 (de integrare a imaginii). Fie f € O cu o abscisa de convergentd gi F (s) =
t

LA{f ()} (s). Fie g: R — R (sau g : R — C) definita prin g (t) = fi),Vt € R*. Daca g € O cu

o4 abscisa de convergenta, atunci

E{fit)} (s) = /S+OOF(p) dp,Vs € C cu Res > max{of,04}.

Exercitiul 9. Utilizadnd teorema de integrare a imaginii, sa se determine transformata Laplace
pentru :

a) 1R R (1) =0 (t).

=
1
Rezolvare. Deoarece f (t) = sint -7 (t) = F (s) = L{sint -5 (t)} (s) = o 1,atunci
int 1
E{SI? } TS/ F ) dp = / 2+1dp: arctg p[p_, Jroozg—arctgs.
t bt
b) f:R—R, f(t)= 22T (1), Ya,b € R

t
Rezolvare. Deoarece

f(t) = (cosat — cosbt) - n(t) = F(s) = L{(cosat — cosbt) - (t)} (s) = i 5

s24+a2 2402

atunci oo oo
cosat — cos bt TS/ ~ / < D D )
[ e oSOt I [ Fp)dp = - d
{002 [TFwa= [ (e )@
11 p? + a? 2 pee 14 s* + a?
= =—5lh——.
p +b2 2 82—|—b2

Teorema 9 (de integrare a originalului, imaginea originalului integrat). Fie f € O cu oy
abscisa de convergenta si F (s) = L{f (t)}(s). Atunci, fara a scrie "-n(t)",

E{/Otf(T)dT}(s):iF(S), Vs € C cu Res > oy,

a

N’

t T1 Tn—1 ]_
b) Vn € N*| L / / </ f(mn) d7n> dry | dr1 ¢ (s) = —F(s),Vs € C cu Res > oy.
0 0 0

Exercitiul 10. Utilizadnd teorema de integrare a originalului, sa se determine transformata Laplace
pentru :

2 rir—m o= ([

sinT

i) 0 )
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Rezolvare. Deoarece f (t) = SiI;T n(t)=F(s)=L { SINT n (t)} (s) = § — arctg s, atunci
([ ) e

iF(s):f(%—arctgs);
b) f:R—R,f(¢ < 27d7’)-7](t);
Al

Rezolvare. Deoarece f (t) = tle 2 . (t) = F (s) = L {tte™? . n ()} (s) = ——, atunci

(s +2)°
- { </0t74“7d7> ¥ <t>} ()2 1F(s) = i(sfﬁ "

c) f:R—=R,f(t)= </Ote3Tsin27dT> 0 (t);

Rezolvare. Deoarece f(t) = e3sin2t-n(t) = F(s) = L {e3tsin2t -n(t)} (s) =

I3

2
(s —3)% 422

atunci

c { (/Ote?ﬂ sin2TdT) -n(t)} ()2 LF (5) = 2(5_3)22”2

Definitia 4. Fie f,g € O funcgii original. Functia fxg: R — R (sau f * g : R — C), definitd prin
dacat <0

(f {/f g(t—7)dr, dacdt>0

se numeste produs de convolutie a functiilor original f si g, si se noteaza f * g.

Teorema 10 (Borel, a imaginii produsului de convolutie a doua functii original). Fie

f € O o functie original cu abscisa de convergentd oy si F'(s) = L{f (t)} (s), respectiv g € O o

functie original cu abscisa de convergenta o4 si G (s) = L{g (t)} (s). Atunci f*g € O si
’ﬁ{f*g}(s) = F(s)~G(3),‘pentru Vs € C cu Res > max{sg,sg}

Se scrie, prin conventie, si

{([rm96-rar) a0} = 1700 Lo},

Exercitiul 11. a) Fie f: R — R, f(t) = sint-n(t). S4 se determine f * f. S& se determine
LAf*[}.

Rezolvare. ePentru t > 0,

t
/f ft—r) dT—/sinT~sin(t—7)dT:
0

_ / cos (T —(t—1)) ; cos (T4 (t—71)) g ;/t (cos (27 — 1) — cost) dr ™ de integrare
0

:% <W — (cost) '7’)

T=t

1 : 1
=3 (88 — (cost) -t — =St 4 0) = 3 (sint — tcost).

7=0
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I Y
1 . 1
eFolosind Teorema Borel, se obtine imediat: .
LAS=N O} () = LI O} () LAF W)} () = 57

Fie f:R—R,f(t)=sint-n(t).

Sa se determine f * g; S& se determine £ {f * g} .
Rezolvare. ePentru ¢ > 0,

(f*g)(

/f

t
g(t—r) dT—/T-sin(t—T)dT
0

1
2+1

b)Fie f:R—-R,f(t) =

t
_ / .. di (COS (t B 7_)) ar " var. de mtcgrarc (7_ . cos (t . T))|:i€) _ / 1-cos (t — 7-) dr =
0 0

= (t-cos0—0) — (—sin(t —7))|I=h =t —sint
fl fl fl
T |t T \ T |t
si =

eFolosind Tabelul pentru produsul de convolutie calculat:

LA(f+g) ()} (s)

= L{(t—sint) -7 ()} (s) = iz -

S

eFolosind Teorema Borel se obtine imediat:

LA(f*9) @)} (s)

=L{f ()} (s) - L{g ()} (s) = 312 211

s24+1

13

tn(t).
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TRANSFORMATA LAPLACE

f (t) -functia original F(s)=LA{f(t)} (s)-functia imagine
1. | 6 (t)-distributia Dirac (impuls unitar) | 1
0, dacat<O 1
2 ”(t)_{l, daci t > 0, 5 Res >0
3. M.ont), eC — Res>ReA
4. | ch(wt) - n(t),weRw>0 5— 5, Res >0
s
5. (wt) - n(t),weR,w>0 2 5, Res >0
6. | cos(wt) -n(t),weRw>0 2 wQ’ReS>0
7. | sin(wt) -n(t),weR,w>0 2 w2,/\Res>0
8 |eM.ch(wt)-n(t),xeC il ,Res > —ReA
2
(s + )" —w?
9. | eM-sh(wt)-n(t),\eC d ,Res > —ReA
(@)1 T
A
10. | e - cos (wt) -n(t), A€ C S+2 ,Res > —ReA
(s + )+ w?
11. | e M .sin (wt) -n(t),A € C d ,Res > —Re)
(w010 S
12. | t"-eM.n(t),A\ e C,n e N* ni,Res>Re)\
77() (8_)\)714-1
nl
13. | " (t),n € N* +1,Res>0
14. | t-ch(wt) -n(t),w € R,w >0 (82+ 2,Res>0
s
2
15. | t-sh(wt) - n(t),w e R,w >0 i 5, Res >0
(s2 —w
A
16. | t-cos(wt) -n(t),weRw>0 i Res >0
(5?2 + w?)
2
17. | t-sin(wt) -n(t),w € R,w >0 ad 5, Res >0
(52 + w?)
18. | f(t—to) bsf (s)
t<0 —
19. /f G(t—7)dr. t>0 F(s)-G(s)

14
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Exercitiul 12. Sa se determine functiile original pentru :

2) F(s) = —53b) Fls) = 525 ¢) () = i) F(s) = 55 0) Fls) =
1 1
DFO = i ® ' = e W I = o050
)P = g ) P - ) Fls) =
s2+1 25 —1 s2+1

I)F(s):msm)F(S):84_1;n)F(3):m;

34+1 1
) Fls) = sy P P = e
Rezolvare. ?e cautd f(t) =7 funcyie original astfel incat F' (s) = L{f (t)} (s).
a) F(s) = 5 " f(t) =0 (0).

111 taﬁcll o3t &) TLlin 16 3 5
R T se{etnobe ™ e {fetam}e

= [ ()= e 2t ().

3s+2 S 1 4 tabel
F(s) = 2———— =
VFE =g T e e T e e

=3L{(cos4t) -n(t)} (s)—i—%ﬁ {(sindt) -n(t)} (s) L e {3 (cosdt) -n(t) + % (sindt) - n (t)} (s)

= f(t) = <3cos4t+;sin4t> -n(t).

6s+ 7 S 1 5 tabel
VIO == e a5

:6£{(Ch5t)-n(t)}($)+g£{(5h5t)'n(t)}(s) = E{6(ch5t)~77(t)—|-;(Sh5t)-7l(t)}(8)
= f(t) = <6ch5t+;sh5t> 1 (t).

—S

e
F(s)= ;
PO = g
= . tahel 7 _ -2t .
F(S)_s+2 1:> ft)=e n (t). Atunci
R e—ls tabel T —2(t—1) .
F<S) = S + 2 F ( ) sau T4, a intarzierii L {f (t 1)} =L {6 N (t 1)} (8)
= f(t) =Dt -1)
£) F(s) = 2t 4s 113’
Fls)=— =13 Wbl 2 (31) (1)) (s).
(s+2)°+ 32 (s+2)"+ 32 sau T'3, a deplasrii
g) F(s) =

sGs+ 1) (s2+ 1)
Se descompune F' in fractii din tabel (chiar simple) =

Pyt L1 1 s 1 1
s 2s+1 232+1 25241

F(s) = LI} ()~ 3 {e™ n ()} (5) — 3£ {(cost) -m (1)} (s) — 5L A(sne) - (1)} (5) =
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T1,lin 1 1 1, .
20— et n (0 = cost) 0 (0) - 5 Gt 0] o
1 1 1
= f(t) = (1 — ie_t - icost— 2sint> -n(t).
1
h) F(s) = ¥————;
) F(s) s2 —3s+2’
modul 1. Se descompune F in fractii din tabel (chiar simple) =
1 1 takel
F(s) =——— =
(s) s—1 * §—2

F(s) = —L{et-n(t)} (s) + L {e2 -t )}()T“mc{ et-n(t)+e2-n(t)}(s)
:>f(t):(—et—|—62t) n(t) sau f(t) = —et +e2,t >0

1
modul 2. F(s) = 2 tabel

(3 _ §) %)2 sau T3, a deplasarn
Tl hn
=2L {62 sh (3) } {Qeit sh (t) - (t)} (s)
3 3t efét
= f(t) = 2e2 t€ n(t) = (—e' +e*)-n(t)sau f(t) = —e' +e*,t>0
modul 3. Se folosegte 710, a lui Borel:
F(s) = . .
() s—1 s—2
— =
Fis) G(s)
- abel ~
F(s)= — S fW)=en().
~ I tahel ~
Gls) = —5 F gt =e"n().
= =~ a 1 T t
Atunci F(s) = F(s)-G(s) "2 f “r { / fOgt—r dT} (s) =L { / er- e2<“>df} (5.
t 62t T|T g2t ’
:>f(t):/e2t_7d7': = :—e+2tt>0
0 -1 | -1 —1
sau f(t) = (—e' +¢e*) -n(t).
N Fs) — 5 .
i) F(s) st + 552 +4’
modul 1. Se descompune F in fractii din tabel (chiar simple) =
1 1
Fls)= >~ °
3 52 —i— 1 3s2+4 .
tahel
= F(s) = 3£ (cost) - ()} (s) — gL {(cos 2t) -1 (2)} ()
T1,lin

Ll E{;(Cost)-n(t) —é(cos%) -n(t)} (s)

1 1 1 1
= f(t) = (cost— 3cos2t> -n(t) sau f (t) = = cost — 5003215,2‘, > 0.

3 3
modul 2. Se folosegte 110, a lui Borel:
1 S

F(s) = 241 244

—— ——

Fis) G(s)

= tahel 7
F(s) = 211 f(t) = (sint) -n (t)
=~ S abel ~
G(s) = R F (4) = (cos2t) - (t)

5244
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Atunci

~ =~ a u1 T !
F(s) = F(s)-G(s) T10al tBo el {/ f g(t—r) dT}( ) = .C{/ SinT‘COSQ(t—T)dT} (s).
conventie 0
t 2t — 2 — 2t +2 el 1
Ny /sm(T—i— T) +sin (7 + T)dT:/ (sin(—r+2t)+sin(37—2t)> dr =
0 2 0 \2 2
1—cos T+2t) 1—cos (37 —2t)\ |~
_i_f
2 3 7=0
1—cost 1—cost 1—cos2t 1—cos(—2t) 1 1
—(= + = = -cost — -cos2t,t >0
3 2 -1 2 3 3 3
1
sau f (t) = < cost — coth) n(t).
F -
j) F(s) = 54—32

modul 1. Se descompune F' in fractii din tabel (chiar simple) =
1 1 1 1 1

—_— + =
2 2s+1 2s-—1 1 1
E(s) = —L{(=1) 1 (O} () = gL{T 0 (D)} () + L 0 (D)} (s)

T1,lin 1 1
= Loton(t) - et n(6) +5et-n (D) (s)
= f(t) = t—%e‘t—kéet n(t) sau f(t) =t e_t—l—%et,t>0
modul 2. Se foloseste 110, a lui Borel
1 1
F(S) = *2 . 82 _ 1
~ =
F(s)  G(s)
ot 1 tahel =
Fls)= 5 "% F (1) = (1) -0 (1)
=~ 1 abel ~
Gs)= 35— = gty =sht-n()
~ =~ T10,a lui Borel b ~ t
Atunci F(s) = F(s)G(s) 7002 ° L{/f«ﬂgu—Tyh}@)zc{/(—ﬂ-wu—fyh}@y
conventie 0 0

:>f(t):—/07-sh(t—7')d7':..

t e(1‘/77') _ ef(th) 1 [t d
- — . = = (et=7) 4 (=) =
modul 2.1. f () /0 T 5 dr 2/0 T (e +e )dr

1 —T —(t—7 T=t ! —T —(t—T7
:2<@(w )4 ot mhﬂ_é(w )4 ett UW>=
T=t
_1 (0 I e(t—T) e—(t—T)
5 (t (e +e ) 0 1 + 1 .
0 -0 i —t
—;<t-(e0+e0)—0—<i1+61)+<f1+61>>
0 —0 0o_ ,—0 t_ -t
e fte e men ¢ 26 —t—sht,t>0

2 2
sau f (t) = (t —sht)-n(t).

modul 2.2. Folosim
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d

d—(chu):shu,VueR [ (chu)du =shu+¢,Vu € R, Ve e R ch0=1
 (shu) = chu,Vu € R [ (shu)du =chu+c,VueR, VeeR sh0=0
d b

u

f(t):—/OT-sh(t—T)dT:/OT-jT(ch(t—T))dT

B t h(t — T=t
::<T-dﬂt—TN?%—:/l~dﬂt—Tﬁh)::(ﬁchO—O——S(1T) )
0 - =0
L0  sh
_ <t.ch0_o_slo+sf> —t—sht,t > 0sau f () = (t —sht) 7 ().

Observatie. Exista o metoda de determinare a functiei original f atunci cind se cunoaste functia
imagine F, bazata pe analiza matematica a functiilor complexe (se va studia la Matematici Speciale),
gl anume:
Definitie. Fie G: D Cc C — C.
a) sp € C este pol simplu (sau pol de ordin 1) pentru G daci

lim G (s) = oo si Sli_)lglo(s —50)G (s) € C.

S—S0

In acest caz reziduul lui G in s este numirul complex notat rez (G; so) dat de
rez(G; so) = lim ((s — s0)G(s)).
s—S0

b) sp € C este pol de ordin k € N* pentru G daci
lim (s — s0)*1G(s) = oo si lim (s — s9)¥G(s) € C.
S$—S0 §—80

In acest caz se reziduul lui G in sg este numirul complex notat Rez(G; sq) dat de

dk—1
rez(G; so) = (k;—ll)' SILII;O <dsk1 ((s — s0)*G (s))> .

Teorema. Fie o functie rationald

RDCCHQF@:gi;

unde P si @ sunt polinoame cu coeficienti din C, grad P < grad (). Atunci F' este imaginea Laplace
a originalului Laplace

fiR=C f(t)=) rea(e - F(s);s;),

J
unde suma este calculatd dupa toti polii s; ai functiei F'.

In particular, dacd F' admite doar poli simpli 1, ..., s, (sau, echivalent, () are radécini distincte),
atunci

N Pl
f(t) - ]Zl Q/(Sj)

esit t > 0.

Exercitiul 13. Si se determine functiile original pentru :
s2+1
F(s)= —5——.
W F()= 511y
Rezolvare. A se vedea Curs.



