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SEMINAR NR. 12, REZOLVARI
EDCO, ATA

7.2. Metode operationale folosind operatorul Laplace

7.2.1. Rezolvarea de ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti
constanti, omogene sau neomogene (cu termeni liberi functii original) cand se dau

Regula. Conform Teoremei Cauchy pentru problemele Cauchy cu ecuatiile gi sistemele din titlu,
acestea admit o solutie unicd, despre care poate fi presupusd drept functie original (sau vector
coloand de functii original); pentru neomogene se impune ca termenii liberi sa fie functii original.
Atunci:

ese aplicd ecuatiei (sau fiecdrei ecuatii a sistemului) transformata Laplace;

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate);

ese utilizeazd Teorema 6(de derivare a originalului), CT si tabelul (pentru neomogene);

ese obtine o ecuatie functionald algebricd sau sistem functional algebric (fird derivate sau
integrale), avand ca necunoscute functii imagine; o (il) rezolvam;

ese determind originalele corespunzatoare imaginilor gasite.
Observatie. Utilizand metoda legata de transformata Laplace se obtin atat pentru ecuatiile cat
gl pentru sistemele de ecuatii diferentiale din titlu solutiile definite doar pe [0, 400 .

Exercitiul 14. Utilizand transformata Laplace sd se rezolve urmitoarele probleme Cauchy cu
ecuatii diferentiale:

@ 42" 4 22" + 2’ + o = —2(cost)n (1), b) o (t) =22’ (¢) = (2 +t2 = 1)n(t),
CI:xz(0)=0,2'(0)=2,2"(0) =0,2" (0) = { CI:z(0)=4%,2"(0)=1;
" 422" + 2’ = —2e7 2 (1), d) { —4x" + 51’ — 2z = (2t + 3)n (1),
CI:z(0)=2,2'(0)=1,2"(0)=1 CI:xz(0)=1,2"(0)=0,2" (0) =2;
o — 5z’ + 6z = eln (t), ) { 7'+ 2z =e "t (2cos2t +sin2t) n (1),

=1

c)
e)

{
{
{CI:x(O):—l,m’(O)—
{

CI :z(0)=0;
2 4o = (38— 6t 4 6) 7 (t), ooy [ O r ()= ()t £ k1) T
&)\ CI:2(0) =17, (0) = 0,2 (0) = 6; h){m:x()_ogjogf 2

. :n(4)—16:v:(t2+1)17(t), o [ @ 2 =(7t—3cost) (t),
){ C]:a:(()):0,::;’(0):1,33"(0):1,95’"(0):0- ‘]){ CI:z(0)=0,2'(0)=1,2"(0) =0,2" (0) = 6;
k){ 2" (t) — 72’ (t) + 10z (t) = 3et - n (1), l){ " (t) — 22’ (t) + bz (t) = (2te’ + €'sin2t) -7 (1),
CI:x(O)zO,x’(O):—3; CI:z(0)=142'(0) = -1,
){ " (t)+a (t) = (sint + cost) - n (t), n){ () +a(t) = (4e') (1),
CI x(O):—2x(0):3; C’I:az(O)zQ,w’(O):—ll;

0) { (t) +x (t) = (4sint) - n (1), D) { o (t) — 22’ (¢) + = () = (6te’) - n (1),

)

CIo(0) = Lo/ (0) = 0 OI:2(0) =14 (0) = 1

a:”(t)+2:c t)+z(t) = (tet +sint) - n (), r){x”(t)—Zx’(t)—?):c(t):(e‘“)-n(t),
CI:z(0)=4,2'(0) =0;

e}

CI:z(0)=2,2"(0) =2;
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) { a (t) — 5a’ (t) + 4z (t) = (4t%€*) -n (1), £) { 2" (t) — 9z (t) = (e3 cost) - n (1),
CI:z(0)=-1,2/(0)=—1; CI:z(0)=1,2'(0) =2;
) { o (t) + 32" (t) + 2z (t) = (e tcost) -n(t), v) { () + 32’ (t) + 2z (¢t) = (sint) - n(t),
CI:z(0)=-1,2/(0) =1, CI:z(0)=0,2'(0) = 5;
Rezolvare. a) A se vedea Curs.
b) Fie { (x*pn) 2" (t)l— 2/:5’ (t) = (e +t2—1)n(t),
Cl:z(0)=g,2'(0)=1;

Ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniara, cu coeficientii constanti a3 = —2,
az = 0, neomogend cu termenul liber f: R — R, f (t) = (th + 1% — 1) n(t).

Metoda clasica. Pentru ¢ > 0, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se
poate determina x (¢; c1, c2), solutia generald pentru ecuatia (xgy) ca anterior, etapele 1,2, 3. Apoi
se impune asupra solutiei generale CT si se determind acea solutie particulara a (xgy) ce verificd
(CI). Alta metodd de rezolvare este

Metoda transformatei Laplace.

Se observa ca ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniara, cu coeficientii con-
stanti, neomogend cu termenul liber f : R — R, f (¢) = (e* +¢* — 1) n (t), care este functie original.
Se dau CT in ty = 0. Se cautd direct x (t) =7 unica solutie a problemei Cauchy (xgy) -+ CI. Atunci
z € O si se noteaza

X (s)=LA{z(t)}(s).

ese aplicd ecuatiei (xpy) transformata Laplace=

L{z" (t) =22 (t)} (s) =L{(e* +t*—1) -n(t)}(s)

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =

L{2" (1)} (5) — 2L {2 ()} (5) = £{e 0 (D)} (5) + £ {£2 -0 (D)} (5) — £{n (B)} (s)

Din tabel |
n A\ . n:

L (0} () = 5 £ {2 n ()} (5) = 5 L (D} (5) =
Se utilizeazdTeorema 6 (de derivare a originalului) =
0 -[L{z(®)}(s) = X (s)
=2 L2 (1)} (s) = sX () = (x(04))
(sz (04) + 27 (04))

1 \Lli {z" (t%} (3)1: $2X (s) — (sz
— 5 + S —-= (—28+82)X(5) —(=2+s)x(04) —m’(O+),V8 e D.
S — S S N——

+|
1

o=

Se aplica CI =
1 2 1 1
3 8—3—;:s(3—2)X(s)—§(s—2)—1,VS€D.
S-a obtinut o ecuatie functionald algebricd avand ca necunoscutd functia imagine X (s); se
rezolva.

=
s(s—2)
X(S)_S3+2(S—2)—52(S—2) 18—24-8_282—{—28—4_'_1 s+ 6 descomlimemin
N s (S - 2)2 5 s (S - 2) B s (S — 2)2 8s (S — 2) in fr.;implc
4

_(3r, 111113111 3 _
C\8s 452 283 st 8s5—2 2(s—2)2) 8\s—-2 s)
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_0 1 11 11 1 1 1 1 1

VS TIE e A s 2 T2
ese determing originalul z (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gasite.
Din tabel, folosind T'1, de liniaritate=

=07+t ”275 v £+ Sety (t) + =L et
z(t) = '77(1)+411!772( ) —322!177( )—13!77( )+§€ n( )+§ﬂ€ n (1)
t t t t

- <°+ FSTRCE T 3!+862t+21!62t> n(t).
C1to12 #1 1t
Ta1 220 378 Tam
Comentariu. eDescompunerea

2s+2s—4 A B C D  E F

st(s—2)2 s +s2 i +s4 +3—2+ (s —2)
se poate face:

-folosind calculatorul;

-folosind modul general, adicd rezolvarea sistemului liniar algebric neomogen cu necunoscutele
A,B,C,D,E, F, obtinut prin identificarea coeficientilor puterilor lui s;

-folosind modul general combinat cu un mod particular (a se vedea Anexa 4, AM), adica in
sistemul liniar algebric neomogen cu necunoscutele A, B, C, D, E, necunoscutele A gi F corespun-
zatoare sunt determinate cu limita.

eMai mult, 2pentlru functia

G (s) = 234 + 2s —24

st(s—2)
calculati in polul 2, de ordin 2 &i in polul 0, de ordin 4. Calculele sunt tot de dificultate sporita,
din cauza polului de ordin 4.

xs1 = 2 este pol de ordin 2 pentru G, si pentru G (s).

xs9 = 0 este pol de ordin 4 pentru G, si pentru e5'Gy (s) .

Este de dorit sa nu se facd o confuzie in calcul, ci sd se aplice mereu modularea in frecventa,

sau z (t)

se poate determina originalul folosind suma reziduurilor pentru G (s)

adicd s se calculeze reziduurile functiei e - Gy (s) :

~ 1 262 + 25— 4\
St'G .9 Oepold:eorde: li _9 2 st _
res (6 ! (S) ’ ) conform 2 (2 — 1)' SLI:% (S ) st (8 _ 2)2 €
o l lim <252 +2s — 46$t>, s este variabild de derivare
N 1! s—2 st N
o ((4s+2) e + (252 + 25 — 4) e - t) s* — (257 + 25 — 4) e - 453 B
e (s1)? a

1i e (45 +2 4 (25 + 25 —4) - 1) 51 — (25° + 25 — 4) '433)>
= l1m
s§—2 88

10+ 8t —8-2)  e* (4t —3)

24 N 8

. 2 (4-1)
st _\ O0epoldeordin4 1 I o 25°4+2s —4 st
rez (6 Gl (8) , 0) conﬂ;m 2 N (4 — 1)' 51—I>I(1) <<8 0) st (S _ 2)2 ¢

"
. l lim 2s? +2s — 4€5t s este variabild de derivare
3! 5—0 (s —2)
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1. ((4s+2) e + (252 + 25 — 4) e - 1) (s —2)% — (252 4+ 25 —4) e - 2(s—2)
3! 5—0 <(S B 2)2)2

L (s D+ -0 ) (-2 - (a2 D)
31550 (8—2)3 = m(..).
Atunci,
e2t (4t — 3) 1,
f(t):?‘Frez(eSt'Gl(S);O)+§(4€t—3'1),t20.

Uneori metodele pot fi combinate.

¢) Fie { (kpn) =™ (t) + 22" (t) + 2/ (t) = —2e" 20 (1),
CI:z(0)=2,2"(0)=1,2"(0) = 1;

Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 3, liniard, cu coeficientii constanti a1 = 2,
as = 1, a3 = 0, neomogeni cu termenul liber f: R — R, f (t) = —2e 2 (¢).
Metoda clasica.

Pentru ¢t > 0, variabila independentd din domeniul de definitie al solutiei, se poate determina
x (t;c1, ..., c3), solutia generald pentru ecuatia (xgpy) ca anterior, etapele 1,2,3. Apoi se impune
asupra solutiei generale C'T si se determind acea solutie particulard a (xgy) ce verificd (CT). Altad

metoda de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace.

Se observa ca ecuatia (xgpy) este o ecuatie diferentiald de ordin 3, liniara, cu coeficientii con-
stanti, neomogena cu termenul liber f : R — R, f (t) = —2e~ 2! (¢), care este functie original. Se
dau CT in ty = 0. Se cauta direct x (t) =7 unica solutie a problemei Cauchy (xgy) + CI. Atunci
z € O si se noteaza

X (s) = £{z (1)} (5).

ese aplicd ecuatiei (xgpy) transformata Laplace=

L{z" (t)+22" (t) + 2/ ()} (s) = L{=2e72 - (t)} (s)

ese utilizeazd Teorema 1(de hnlarltate)

L{z" ()} (s) +2L{a" (1)} (s) + L{2" ()} (s) = =2L{e* - (1) } (5)

: -2t
Din tabel = £ {e )} (s) = P

n(t
Se utilizeazaTeorema 6 (de derivare a originalului) =
(

0 - |L{z ()} (s) = X (s)
)—(fv(( +))

1 [L{a’ (1)} (s) = sX (s

2 - |L{a" (1)} (s) = X(S) (04) +2"(04))

1 |£{9i'"( )} (s) = X (s) — (5% (04) + s’ (04) + 2" (04))

+| -2 (s4+25>+s3) X (s)— (1+2s+ 5%z (04) — (2+ )2’ (04) —1-2"(04),Vs € D.
——r —— ——

2 1 1

s+ 2 -
Se aplica CI =

1
—2— =s(s+1)°X(s)—2(1+2s+s?) —(2+s)—1,Vs€ D.
S
S-a obtinut o ecuatie functionald algebricd avand ca necunoscutd functia imagine X (s); se
rezolva. .
—2—— 2 +4s + 252 +2 1
X(s) < 5—!—2) TR 272051 1) ) 52 96 110 4 105 4 457
S) = = =
s(s+1)? s(s+1)*(s+2)
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2% +9s 415548 2524+ Ts+8

s(s+1)2%(s+2)  s(s+1)(s+2)
ese determind originalul z (¢) corespunzator functiei imagine X (s) gasite. Se descompune X in
fractii simple (din tabel) =

1

+ .
s+1 s+42

tahel —t . ot T1,lin

= X(s):4£{77(t)}(s)—3£{e n)}(s)+L{e 2 -nt)}(s) =

£{an(® -3t n(0) + 20}

=z(t)=(4-3e"+e" 2lt) n(t) sau x (t) =
d) Fie { (*EN) T + 55" — 2"5 = (2t + 3) ( ),
CI:z(0)=1,2"(0)=0,2" (0) = 2;

Ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin 3, liniara, cu coeficientii constanti a; = —4,
as =5, ag = —2, neomogend cu termenul liber f: R — R, f (¢) = (2t + 3) n (¢).
Metoda clasica. Pentru ¢ > 0, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se
poate determina z (¢; ¢y, ..., c3), solutia generald pentru ecuatia (xgy) ca anterior, etapele 1,2, 3.
Apoi se impune asupra solutiei generale CI si se determind acea solutie particulard a (xgy) ce
verifica (CT). Altd metoda de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace. Se observa ca ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin
3, liniard, cu coeficientii constanti, neomogend cu termenul liber f : R — R, f (¢t) = (2t + 3) n (¢),
care este functie original. Se dau CT in ¢ty = 0. Se cauta direct x (t) =7 unica solutie a problemei
Cauchy (xgn) + CI. Atunci z € O i se noteazi

X (s) = £{z (1)} (s).
ese aplicd ecuatiei (xgy) transformata Laplace=
L2 (1) — 42" (t) + 52’ (1) — 22 (D)} (s) = L{(2t +3) -0 ()} (5)
(

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =
LAz ()} (s)—4L{=" (1)} (81)+5ﬁ {=' ()} (8)—21£ {z (@)} (s) =2L{t-n (1)} (s)+3L{n (@)} (s) .
Din tabel = L£{n (t)} (s) = f;ﬁ{t ()} (s) = 2
Se utilizeazdTeorema 6 (de derivare a originalului) =
=2 -[L{z(®)}(s) = X ()
5 - |L{a" (1)} (s) = sX (s) = (x(04))
—4 - [L{a" ()} (s) = $2X (s ) (sz (OB)JHC (0+))

4—3et4e 2 t>0.

Ll (e 0} ) = X (5) = (s +>+s:n (04) +2" (0:)
+ 2?+3§:( 2455 —45>+ %) X (s) — (5—4s+ %)z (04) — (—4+5)2’ (04) — 12" (01),Vs € L

Se aplica CI =
1 1
25 +3-= (—2+455— 45>+ %) X (s) — (5 —4s+s%) —2,Vs € D.
s

S-a obtinut o ecuatie functionald algebricd avand ca necunoscutd functia imagine X (s); se

rezolva. . .
2= +3- 7—4s+ s?
<s2+ s)Jr( S+S)_2+3s—|—782—4s3+s4

—2+5s5—4s2 + 53 O 2(s—1)%(s—2)
ese determing originalul z (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gasite.

modul 1. Se descompune X in fractii simple (din tabel) =

1 1 1 1 tabel
X =—4-——+5 -9 =
(5) s s2 + 5—2 (s — 1)2

X (s) =
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X(s) = —4L{n )} (s) = L{t-n(®)} () +5L{e* -n(8)} (s) — 9L {te’ - (t)} (s)

TENL{—an () — o (1) +5e2 (1) = 9tet (1)} (5)
=z (t) = (=4 —t+ +5e? — 9tet) - (¢) saua:(t) = —4—t+562t —9tet, t > 0.
, (xgn) o — bz’ + 6z =eln (L),

e) Iie { CI:z(0)=—1,2'(0) = 1;

Ecuatia (xgn) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti a; = —5,
az = 6, neomogend cu termenul liber f: R — R, f (t) = eln (¢).
Metoda clasica. Pentru ¢t > 0, variabild independenta din domeniul de definitie al solutiei, se
poate determina x (¢; c1, ¢2), solutia generald pentru ecuatia (xgy) ca anterior, etapele 1,2, 3. Apoi
se impune asupra solutiei generale CI si se determind acea solutie particulard a (xgy) ce verificd
(CI). Alta metoda de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace. Se observa ca ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin
2, liniara, cu coeficientii constanti, neomogena cu termenul liber f : R — R, f (t) = eln (t), care
este functie original. Se dau CT in ¢ty = 0. Se cautd direct = (¢) =7 unica solutie a problemei Cauchy
(*gn) + CI. Atunci z € O si se noteaza

X (s) =LAz ()} (s).

ese aplicd ecuatiei (xpy) transformata Laplace=

L{a" (1) 52’ (1) + 62 (1)} () = L{e" -7 ()} (s)

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =

LA (8} (s) = 5L’ ()} () + 6L {z ()} () = £ {e’ -1 (D)} (5).

Din tabel = £ {e'-n(t)} (s) = s%

Se utilizeazaTeorema 6 (de derivare a originalului) =

6 -|L{z ()} (s) = X (s)
5 -1L{ (D)} (5) = X (5) - (@(04))
L |L{a" (1)} (s) = s2X (s) — (sz (04) + 2" (04))

(
Tl o= (655 +5) X ()~ (-5 +5)2(0,) ' (05), Vs € D.

-1 1
Se aplica CI =
1
7= (6—5s+s?) X (s)—5+s—1,Vs € D.
8 —
S-a obtinut o ecuatie functionald algebricd avand ca necunoscutd functia imagine X (s); se
rezolva.

1
X(s)—<5—1>+(6_8)_ 1+6s—6—s"+s = —s°4+Ts—5
= 6 — 5s + s2 7(8_1)(5_2)(8_3)7(5_1)(8—2)(3_3)'

ese determind originalul x (¢) corespunzator functiei imagine X (s) gasite.
modul 1. Se descompune X in fractii simple (din tabel) =

Xls) = % 11_5 i2+7 —3

kel x () ,C{e )} (s) —5£{62t-77(t)}(3)+;E{e3t~n(t)}(s):
L{ 70 =500+ 3% 0 (0} ()
<e — 5e?t e3t) -1 (t) sau z (t) = %et — 5e?t + ;e3t,t > 0.
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1 s
" (t t)=——n(t),t 2k+1) =, ke Z
Opy{ *" W +x(t)=n(t),t#2k+1) 5, ke
CI:z(0)=0,2'(0)=2;
Ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin 2, liniard, cu coeficientii constanti a; = 0,

1
as = 1, neomogend cu termenul liber f: 1T — R, f (¢) = et/ (t). T este un interval din [0, +00[ ce
cos

nu contine (2k + 1) g, keZ.

Metoda clasica. Pentru ¢ € I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se
poate determina x (¢; ¢, ¢2), solutia generald pentru ecuatia (xgy) ca anterior, etapele 1,2, 3. Apoi
se impune asupra solutiei generale CT si se determing acea solutie particulard a (xgy) ce verificd
(CI). Alta metoda de rezolvare este

Metoda transformatei Laplace. Se observa ca ecuatia (xgy) este o ecuatie diferentiald de ordin

1
2, liniara, cu coeficientii constanti, neomogena cu termenul liber f: 1 — R, f (t) = el (t), care
cos

este functie original (verifica (i), (ii), (iii)). Se dau CT in ty = 0. Se cautd direct x (t) =7 unica
solutie a problemei Cauchy (xgy) 4+ CI. Atunci z € O si se noteazi

X (s) =LAz ()} (s).
ese aplicd ecuatiei (xgy) transformata Laplace=
£l O+ o)) =£{ oy 10 ] @

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =

£L O} 6+ £ (0) () = £{ oy n 0] 0).
Se utilizeazaTeorema 6 (d derivare a originalului) =

L-[L{z ()} (s) = ()
0 -[L{z" (1)} (s) (8)—( (0+))
- s) — (81‘(0+)+9«“(0+))

1 |L{2" (1)} (s) = "X (
_ 1 ’
F| L{cost n (t) } = (14 s%) X (s) — sz (04) — 2’ (04),Vs € D.
0 2
1 -2 3 7 1
0 2 4 8 —-11
2 0 3 2 6
-1 1 11 1
2 0 2 4 3

Se aplica CI =

1
L —- =(14+s%) X (s)—2,Vs € D.
{10} )= (142 X6 - 2%

S-a obtinut o ecuatie functionald algebricad avand ca necunoscutd functia imagine X (s); se
rezolva.

X(s):282:_1 +s2:—1£{colst‘n(t)}(s)'

1
L {t n(t )} (s) este dificil de exprimat cu functii elementare.
Ccos

ese determing originalul z (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gasite.
modul 1 — 2. Se descompune F' in fractii simple si se foloseste si Teorema 10, Borel=
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82115{601” n(t )} (s) —L{sint-n(t)}(s)ﬁ{colst'77(75)} (s) =

1 1 1
X (5) = 252+1 i 52+1£{cost ‘n(t)} (s)
——
X1(s) Xa(s)
X2 (8) =
t
T10,2130re1£{/ 1
o COST

t

=L smt—cost

2T arf

t .. _ .
sin ( — 7) dT} (s) = L{/ sintcos T SIHTCOSth} (s)
0

COST

= L {[(sint) 7 + (cost)In|cos 7[][7=4} (s)

=L {(bmt) t + (cost) ln |cost|} (s). Atunci

X (s) =2L{(sint) -n(t)} (s) + L{[(sint) t + (cost)In|cost|] -

L{(2sint +tsint + (cost)In|cost|) -
(2sint + tsint + (cost) In [cost|) -

Tl Jin

= f(t)=
0.

n ()} (s)
(1)} (s)

n(t ) sau f (t) = 2sint+tsint+ (cost)In|cost|,t >

Exercitiul 15. Utilizand transformata Laplace sd se rezolve urmatoarele probleme Cauchy cu

sisteme diferentiale:

=y+z
a) y=zta

Z=x+y

Cl:z(0)=-1,y(0)=1,2(0) =

{ x' —2x — 4y = (cost) - n (t)
c) y' +x+ 2y = (sint) - n(t)
CI:z(0)=0,y(0)=0;

{ ¥’ = -2z —y+ (sint) - n(t)

e) y' =4z + 2y + (cost) - n(t)
12 (0)=0,y(0) =1
= Y+ (Qet) n (¢)
g) y=z  +()-n()

=2z — 2y + (2t%€") -1 (¢)

{ o' =+ 2y + (16te') - n (t)
/
CI:z(0)=1,9(0)=—1;
/
/

=z —y+ (2sint) -7 (¢)
I:2(0)=2,y(0) =4;

" + 22" + 2y + 2y = 2t
Cl:

a:”—l—:c’—i—m—i—y”—l—?y’—l—y:l
Oo)

x
{ y' =4z +y+ (=3tcost) - n(t)
C

z(0) = 0,2"(0) =2,y (0) =

{m’+x—3y:0

b){ y —x—y=¢

0: CI:z(0)=0,y(0)=0;
{{xw2y+n(t)

d) "= -3z
CI:z(0)=0,y(0)=1;
{x’: y — 5 (cost)-n(t)

f) Yy =2z +y+ (sin2t)-n(t)
CI:z(0)=0,y(0)=—1,

{ z = Y+ (Qet) - (t)
h) y=z  +()-n()
CI:z(0)=4,y(0)=-2;

{ &' =3z + 2y + (4€™) - (¢)

j){ Yy =z+2y
CIl:z(0)=-1,y(0) =2;
{x'—x—y+(28int)-77(t)

y' =4z +y+ (—3tcost) -n(t)

1){
CI:2(0) =2,y (0) =0

{ o' =z + 2y + (16te’) - n ()
n) y =2z — 2y + (2t%") - (¢)
CI:z(0)=0,y(0)=2;

17 yl (0) = _27
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2 —x+y+z=0

x4y —y+2=0 ' —y —2x + 2y = (sint) - n(t)
Op) r4+y+2"—2=0 Oq) {:E”—I—Zy’—l—a::()
CI:a:(O):Ly()—Oz(): CI:z(0)=2a'(0) =y (0) = 0;
=0;

' (0) =0,y' (0) =0, 2 (0)
2’ =3y —3z+3z
¥ —x+2y=0 Y =xz—y
Or) {:c"+2y’—(2t—c082t)77(t) Os) 2 =—z
CI:z(0)=0,2'(0) =2,y(0) = —1; CI:z(0)=0,y(0)=0,2(0)=1
' (0) = 0,9/ (0) = =1,2"(0) = 0;

Rezolvare. a) A se vedea Curs; b) A se vedea Curs.
(xsn) x' (t) = 2z (t) + 4y (t) + (cost) - n (t)
c) Se scrie SNV o (8) = —a (£) — 2y (¢) + (sint) - n (¢)
CI:z(0)=0,y(0) = 0;
Sistemul (xgx) este un sistem de ecuatii diferentiale de ordin 1, liniar, cu coeficientii constanti dati

. 2 4 . t
de matricea A = < 1 9 ) , neomogen cu termenul liber b (¢) = (S:;)I?t ,Vt > 0.
Metoda clasica. Pentru ¢t > 0, variabild independenta din domeniul de definitie al solutiei, se
. t; . 9 . . . .
poate determina < 5(( t" gl’?g >, solutia generald pentru sistemul (xgy) ca anterior. Apoi se im-
5 €1, €2

pune asupra solutiei generale CT gi se determind acea solutie particulard a (xgy) ce verificd (CT) .
Altd metoda de rezolvare este

Metoda transformatei Laplace. Se observa ci sistemul (xgy) este un sistem de ecuatii difer-
entiale de ordin 1, liniar, cu coeficientii constanti, neomogen. Se dau C1 in ty = 0. Se cautd direct

< z(t) > =7 unica solutie a problemei Cauchy (xgn) + CI. Atunci z,y € O si se noteaza

y (1)
X (s) = L{z @)} ()
Yi(s) = LA{y (1)} (s).
ese aplica fiecdrei ecuatii a sistemului (xgy) transformata Laplace=-
{ L4’ ()} (s) = £ {20 (t) +dy (£) + (cost) -0 (1)} (s)
Ly (1)} (s) = L{=z (&) = 2y (¢) + (sint) - 7 ()} (s)
ese utilizeaza Teorema 1(de liniaritate) =
{ LA ()} (s) = 2L {z ()} (s) + 4L {y ()} (s) + L{(cost) -1 (1)} (s)
L4y (0} (s) = —L L ()} (s) = 2L {y (O} (5) + L {(sint) -7 (D)} (5)

Se utilizeaza Teorema 6 (de derivare a originalului). Se aplicd CI, tabelul=

sX(s)—:C(0+)=2X(5)+4Y(3)+ﬁ
0

SY(S)—y(m)=—X(s)—2Y(s)+821+1
0

(s =2 X (5) =4V () = 5

X(s)+(s+2)y(3):321+1

s)i

S-a obtinut un sistem functional algebric avand ca necunoscute functiile imagine X (s),
se rezolva (rezolvare de tip Cramer, deoarece problema Cauchy are solutie unicd). Se calculeaz

Al(s) = 312 5142 ‘:sQ#O,VseD.

Y
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S
2 4 9
2 2 4
Aq(s) = ook 1 _steste ,Vs € D.
1 2 1
5 8+2 84 +
sc+1 <
5 —2
2 1
Ay (s) = | s f_l :—27S2+1,V86D.
5241
X (s) A1(s) s2+2s+4
S = = 2 2
Atunci AA((‘?) s? (s +11)
Y(S): 2 =

As)  “2(s2+
ese determind originalele z (t) ,y (¢) corespunzatoare functiilor imagine X (s),Y (s) gésite.
Se descompun functule imagine X (s) Y (s) in fractii simple

s
X = 27 4— -2 -3
(5) s—f 52 1s2+1 52+1
Y(s)=—-2=+2——
(5) 52 + s2+1
Din tabel=

{ x(t) = (2+4t —2cost — 3sint) - n(t) sau{ x(t) =2+ 4t —2cost — 3sint Vi> 0

y(t) = (=2t + 2sint) - n (¢) y(t) = —2t + 2sint
' =x—2y+n(t)
d) (xsn) { y = -3z
CI:z(0)=0,y(0)=1;
Sistemul (xgx) este un sistem de ecuatii diferentiale de ordin 1, liniar, cu coeficientii constanti dati

. 1 -2 . 1
de matricea A = ( 3 0 ) , neomogen cu termenul liber B (t) = 0 ,Vt > 0.
Metoda clasica. Pentru ¢t > 0, variabild independenta din domeniul de definitie al solutiei, se
poate determina < g((t’ 21’225 >, solutia generald pentru sistemul (xgy) ca anterior. Apoi se im-
5 €1, €2

pune asupra solutiei generale CT si se determind acea solutie particulard a (xgy) ce verificd (CT).
Alta metoda de rezolvare este

Metoda transformatei Laplace. Se observa ci sistemul (xgy) este un sistem de ecuatii difer-
entiale de ordin 1, liniar, cu coeficientii constanti, neomogen. Se dau CT in ty = 0. Se cautd direct

< x (1) ) =7 unica solutie a problemei Cauchy (xgn) + CI. Atunci z,y € O si se noteazi

y (t)
X (s) =LAz ()} (s).
Yi(s)=LA{y @)} (s).
ese aplica fiecdrei ecuatii a sistemului (xgy) transformata Laplace=-
{ LAa" (1)} (s) =LAz (t) — 2y (t) + 1 (1)} ()
LA{y' ()} (s) = L{=3z(t)}(s)
ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =
{ LAz ()} (s) = 2Lz (1)} (s) = 2L{y (1)} (s) + L{n ()} (5)
LA{y' ()} (s) = =3L{z ()} (s)
Se utilizeaza Teorema 6 (de derivare a originalului). Se aplicd C1I, tabelul=
sX(s)—x(04) =X (s)—2Y (s)+ —
——

¥ ()~ y(04) = —3X (s)
1
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{ (s—1) X (s) +2V (s) :é
3X (s)+sY (s) =1
Se calculeaza

A =] 2= s —6=(s-3)(s+2) £0,¥s € D.
L 2
AL(s)=1 s =—-1,Vs e D.
1 s
1 1 3 s2-5-3
NAp(s)=|°"" 5 |l=s—-1-2=2"""vseD.
3 1 S S

S-a obtinut un sistem functional algebric avand ca necunoscute functiile imagine X (s),Y (s);
se rezolva.

_Ag(s) -1
U B N G-+
Y(S):Ag(s): s“—s—3

A(s) s(s—3)(s+2)
ese determing originalele z (t) ,y (¢) corespunzatoare functiilor imagine X (s),Y (s) gasite.
Se descompun functiile imagine X (s),Y (s) in fractii simple

1
X (s) = _
[ X () 36+ 569
Y (s) = —
)= 20619 T5-3)
Qin tabel= ) )
w(t) = (5 - 5) (1) 2 (1) = 2e% — L
sau ? 5 V>0
AT 5 )7 210 5

(sn) { 2 (t) = =2z (t) —y (t) + (sint) - n (t)
y' (t) =4z (t) + 2y (t) + (cost) - (t)
CI:z(0)=0,y(0)=1;
Sistemul (xgx) este un sistem de ecuatii diferentiale de ordin 1, liniar, cu coeficientii constanti dati

e) Se scrie

. -2 -1 . int
de matricea A = < 4 9 > , neomogen cu termenul liber b (¢) = i:)r;t ,Vt > 0.
Metoda clasica. Pentru ¢ > 0, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se
. t; . o . . .
poate determina ( 5(( t" El’?; >, solutia generald pentru sistemul (xgx) ca anterior. Apoi se im-
3 €1, C2

pune asupra solutiei generale CI si se determind acea solutie particulard a (xgy) ce verificd (CT).
Altd metoda de rezolvare este

Metoda transformatei Laplace. Se observa ca sistemul (xgy) este un sistem de ecuatii difer-
entiale de ordin 1, liniar, cu coeficientii constanti, neomogen. Se dau CI in ty = 0. Se cauta direct

( ig:; > =7 unica solutie a problemei Cauchy (xgyn) + CI. Atunci z,y € O si se noteazi

X (s) =LAz ()} (s).
Y(s)=LA{y @)} (s).
ese aplica fiecdrei ecuatii a sistemului (xgy) transformata Laplace=-
{ LA{z' ()} (s) = L{-22(t) —y (1) + (sint) - n ()} (s)
LAy ()} (s) = L{4z () + 2y (t) + (cost) - n (1)} (s)
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ese utilizeaza Teorema 1(de liniaritate) =
{ L{a" ()} (s) = =2L{z (D)} (s) = L{y (1)} (5) + L{(sint) - n (1)} (s)
LAy ()} (s) = 4L{z ()} (s) + 2Ly ()} (s) + L{(cost) - (£)} (s)

Se utilizeaza Teorema 6 (de derivare a originalului). Se aplicd CI, tabelul=

sX (s)—z(04) =—-2X(s)—Y (s) +

5241

0 s

Y —y(0L)=4X 2Y —_
sY (s) —y (04) (s) + (S)+32+1

1
(S+2)X(S)+Y(S):m
—4X(s)+(s—2)Y(5)=m+l

S-a obtinut un sistem functional algebric avand ca necunoscute functiile imagine X (s),Y (s), Z (s);
se rezolva (rezolvare de tip Cramer, deoarece problema Cauchy are solutie unicd). Se calculeaza:

| s+2 1 o
A(s) = 4 5_2‘—5 #0,Vs € D.
Ly
Ap(s)=| s+1 = 82+3V36D
+1 s-2 s?+ 1
241
s+2 5+3s%+35+6
Ao (5) = 2+1 :8+82+ s+ VseD.
—4 se+1
—|—1 )
X (s) = () 252—1—3
Atunci Afs) 5 (s°+1)
Y (s) = Az (s)  s3+3s2+35+6
OA(s)  s2(s241)

ese determing originalele z (t) ,y (¢) corespunzitoare functiilor imagine X (s),Y (s) gasite.
Se descompun functiile imagine X (s),Y (s) in fractii simple din tabel:
1 1
X(s)=—-3= +2———
(s) s? +1 s2+1 )
s
Y (s) =3 46— — 2 ~3
(s) s 0% s2+1 s2+1
Din tabel=
x (t) = (=3t + 2sint) - n (t) x (t) = =3t + 2sint
. sau .
y(t) = (34 6t —2cost — 3sint) - n(t) y(t) = (346t —2cost — 3sint)
(* ) -’13”+l‘/+$+y”+2y/+y:1
Oo) SNIN 2" + 24 + 2y + 2y = 2t
CI:xz(0)=0,2"(0)=2,9(0) =1, (0) = —2;
Metoda transformatei Laplace. Observam ci sistemul (xgy) este un sistem de ecuatii difer-
entiale de ordin 2, liniar, cu coeficientii constanti, neomogen. Se dau CI in ty = 0. Se cauta direct

,Vt > 0.

t
< z(t) > =7 unica solutie a problemei Cauchy (xgn) + CI. Atunci z,y € O si se noteaza

y (1)
X (s) = LA{z ()} ()
Yi(s)=L{y ()} (s)-
ese aplica fiecdrei ecuatii a sistemului (xgy) transformata Laplace=-
{ LAx"(t) +a" () + () +y" () + 20 (1) +y (1)} (s) = L{T-n (1)} (s)
{2 (1) + 20/ (1) + 25" (1) + 2y (D} () = £42- 0 (8)} (5)
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ese utilizeaza Teorema 1(de liniaritate) =

L")} (s) + L{2" )} (s) + L{z ()} (s) + L{y" ()} (s) +
+2L{y" ()} (s) + L{y ()} (s) = L{1 -1 ()} (s)

L{z" (1)} (s) +2L{z" (1)} (s) +2L{y' (D)} (s) + 2L {y (D)} (5) =

y = L{2t-n ()} (s)

Se utilizeaza Teorema 6 (de derivare a originalului). Se aplicd C1I, tabelul=

(52X (s) — (sx (04) + 2 (0+))) + (.SX (s) —x (O+)) + X (s)+
0 2 0

+ (7Y () = | sy (0) +y/ (04) | | +2[sY () —y(04) | +Y (s) =

1 —2 1

1
S

s2X (s) — [ sz (04) +2' (04) +2sX(s)—x(04) | +
0 2 0

+2 [ sV (s) =y (04) +2Y(3):2?12

1
( (32+3+1)X(s)+(32+25+1)Y(3):§+2+5

1
(s> +2s) X (s)+ (25 +2) Y (s) :2? +4
S-a obtinut un sistem functional algebric avand ca necunoscute functiile imagine X (s),Y (s);

se rezolva (rezolvare de tip Cramer, deoarece problema Cauchy are solutie unicd). Se calculeaza:
2+s+1 s24+2s5+1

— — 293 A
A(s) = 2 1 2 9% + 2 =2+2s—5"—25° —5
:—(82—1)(s2+23+2)5£0,V36D.
1
“+2+s s2+2s54+1 1
Ar(s)=| %4 27(—2—25—233—254):
25 +4 25 +2 5
s

2
28—2(3—1—1)2(32—8—1—1),V36D.

1

2+s+1 —+2+s 1

Ay (s) = S 4 :—2(24—23—1—432—33—85),V8€D.
s2 +2s 25 +4 s
s

_Al(s) ;722(54-1)2(82—54-1)

O B O R R RS S)
_4 (3)_?(2+23+482_33_85)
YO = @ n )

ese determing originalele x (t) ,y (t) corespunzatoare functiilor imagine X (s),Y (s) gasite.
Se descompun functiile imagine X (s),Y (s) in fractii simple din tabel
4 1 1 1 —4s5+4+3

X = —— —_—_

(5) 5s5—1 32+582+28+2
Y() 3 1 +1+3 1 +1—78—11

§)=———+ = -
5s—1 g2 s+1 5s24+25+2

Din tabel=
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s+1 1
——————=L{(etcost) n(t)}(s) si ———H——= =L tsint t)} (s
PESTESE {( ) n(t)}(s)s TESTERE {(e7*sint) -0 (1)} (s)

4 4
x(t) = (—5et — 2 — ge*t cost + ge*t sin t) -1 (t)
4
y(t) = (—get +t2+3e7t — ge_t cost — ge_t sint> -1 (t)
4 4 7
r(t)=——e —t2 — —e“tcost + —e'sint
sau g 5 5 , Vi > 0.
t 42 —t —t 4t
y(t):—ge +t°+ 3e — e cost—ge sin ¢

2 —rx+y+2=0

(xs0) z+y" —y+2=0
Op) Fie {x—i—y—i—z”zo
Cl:z(0)=1,y(0)=0,2(0)=0
' (0) = 0,y (0) = 0,2 (0) = 0;
Metoda transformatei Laplace. Sistemul (xs0) este un sistem de ecuatii diferentiale de ordin

x (t)
2, liniar, cu coeficientii constanti, omogen. Se dau CT in tg = 0. Se cauta direct ( y (t) ) =7
z (t)
unica solutie a problemei Cauchy (xso) + CI. Atunci z,y,z € O si se noteaza
X (s)=LA{z ()} (s).
Y(s)=LA{y )} (s).
Z(s) =LAz ()} (s).
ese aplicd fiecdrei ecuatii a sistemului (xgp) transformata Laplace=
LAz" () =z () +y(t)+2()}(s) = L{0}(s)
L{z @) +y" () —yt)+ =)} (s) = L{0}(s)
LAz (t)+y(t )+Z"(t) z(t)} (s) = L{0} ()

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =
LA{z" ()} (s) = LAz ()} (s) + L{y )} () + L{z(t)} (s) =0
LAz ()} (s)+L{y" ()} (s) = L{y @)} (s) +L{z ()} (s) =0
L{z @)} (s)+L{y O} (s) +L{"([#)}(s) —L{=z()}(s)=0

Se utilizeazd Teorema 6 (de derivare a originalului). Se aplicd CI =

52X (s) — (S:U (04) + 2 (0+)> —X()+Y(s)+Z(s)=0

1 0

X () + 82V (s) - <sy (04)+/ <0+>) —Y ()4 Z(s) =0

0 0

\

X(8)+Y (s)+82Z(s)— | s2(04) + 2 (O+)) —Z(s)=0
v v
{ (s2=1) X (s)+Y (s)+ Z(s)
modul 1

Il o

s
X(s)+ (s*=1)Y (s)+ Z(s)=0
X(s)+Y(s)+(s*=1)Z(s)=0

S-a obtinut un sistem functional algebric avand ca necunoscute functiile imagine X (s),Y (s), Z (s);
se rezolva (rezolvare de tip Cramer, deoarece problema Cauchy are solutie unicd). Se calculeaza:
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s?—1 1 1
A(s)=11 -1 1 =s0—3st+a=5"(24+1)—4(s"—1) =
1 1 s?—1
— (s2+1) (s2=2)° #0,Vs€ D
s 1 1
Ai(s)=1]0 s2-1 1 =5 —2s3=5%(s?-2),Vse D.
01 52 —1
2—1 s 1
Ap(s)=11 01 =2s—s*=—s5(s?—2),Vs € D.
1 0 s*—1
s2-1 1 s
As(s)=1|1 =1 0|=2s—s%=—-s(s*—2),Vs € D.
1 1 0
( A 3
X (s) = S1) ° .
A((s) (s241) (s2 —2)
. Ay (s) —5
Atunci¢ Y (s) = =
B=2 T @D
Z(s) As (s) —s
S) = =
\ Afs)  (s2+1)(s*=2)
(s*=1)X(s)+Y (s)+ Z(s)=s
modul 2.(numai pentru acest exercitiu) { X (s) + (s> = 1) Y (s) + Z(s) =0
X(s)+Y(s)+ (s*—1)Z(s)=0
Se noteaza cu S(s) = X (s) + Y (s) + Z(s),¥s € D. Atunci, adunand ecuatiile sistemului
anterior=- 5
(52+1).S(s):s,VseD:mS'(s):m,VSED. Atunci 1
2 . S _ S _ S )
(S 2)X(S)_S 52;_1 X(S) 82—2 S2T2 52+1
2-2)Y(s)=0~— S D.
(S ) (8) 82;— 1 = Y (S) 82 —9 S2f‘ 1 7\V/S €
2_92)Z(s)=0~— - __°
B =0 2= 55

ese determind originalele z (t) ,y (¢), z (t) corespunzétoare functiilor imagine X (s),Y (s), Z (s)
gasite.
Se determina intai originalul f (¢) corespunzator imaginii

s 1
F(s)=—— ———.
(s) s2—-2 s2+41
modul 1.1. Se descompune F' in fractii simple =
1 s 1 s
F(s)

255212_532“ )
2 p(s) = 3£ {ch (V2) - n ()} (s) — 3L {(cost) - (1)} ()

= {; ch (V2t) -1 () - % (cost) - (t)} (5)

= f(t) = <:13 ch (vV2t) — ;(COSt)) -n(t) sau f(t) = %Ch (V2t) — %(cost),t > 0.

modul 1.2. Se folosegte T'10, Borel-este mai greoi. Atunci=
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[ ()= (VBr) (1) — 5 ch (V3) 0 () + 5 (cost) - (1)

Y () = % ch (V2t) -7 (t) + % (cost) - (£) san
\ z(t):—gch(ﬂt)-n(t)—i-g(cost) n(t)

z(t) = —§ch (V2t) + %Cost

y(t) = —=ch(V2t) + Zcost ,Vt>0
\ z(t):—zch(ﬁt)—i—zcost

------

7.2.3. Rezolvarea de ecuatii integrale si integro-diferentiale

Reguli. In anumite ipoteze asupra ecuatiilor din titlu, acestea admit o solutie unici, ce poate fi
presupusa drept functie original. Atunci

ese aplicd ecuatiei transformata Laplace;

ese utilizeaza Teorema 1(de liniaritate), Teorema 10( Borel), Teorema 6(de derivare a originalului),
CI-pentru ecuatii integro-diferentiale— si tabelul; se obtine o ecuatie functionald, avand ca necunos-
cutd o functie imagine; se rezolvé,

ese determing originalul corespunzator imaginii gasite.
Observatie. Utilizand metoda legatd de transformata Laplace se obtine pentru ecuatiile din titlu
solutiile definite doar pe [0, +00][.

Exercitiul 16. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii integrale :

¢
a)/cos(t—T)x(T)dT:sht,tZO;
0
t
b)/ch(t—T)a:(T)dT:t”,tzO,undeneN*;
0
t

c) / (sin (t — 7))z (1) dr = sin®t,Vt > 0.
0
Rezolvare. a) A se vedea Curs.
b) Fie
t
(*1)/ ch(t—71)z(r)dr =t",t> 0, unde n € N*
0
Ecuatia (x7) este o ecuatie integrald, deoarece functia necunoscuta x (t) apare sub operatorul de
integrare. Se cautd z (t) =7,¢ > 0 solutia ecuatiei (7).

Metoda transformatei Laplace. Se presupune x € O si se noteaza X (s) = L{xz (t)} (s).
ese aplicd ecuatiei (*7) transformata Laplace=

E{/Otx (r) ch (t — 7) dT} () = L{ - (1)} ()

n!
Sn+1 :

eDin tabel = L{t" -n(t)} (s) =
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Se utilizeaza Teorema 10, Borel:
f)=x({),t>0= F(s) =X (s).

tahel ~

G(t) =cht,t >0 G(s) =

Atunci

s2—1"

s n! n!(s2—1
X(s) ——= :>X(s):(8n+2)
c

2 _ 1 gntl
ese determind originalul z (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gésite. Se descompune X in
fractii simple (din tabel) =
- 1)! 1 1)!
() @Dl 1 ()
s n+ 1 Sn+2
T11

t‘i)fl X(s) = nL {tn_l '77(75)} (5)n_1|_1£ {t""H .n(t)} (s) 1lin L {nt”_l -n(t) —

1

e}

1 1
=z (t) = <nt”1 - —i—lth) - (t) sau x (t) = nt" ! — ?tnﬂ,t > 0.
n n
c) Fie
t

(*1) / (sin (t — 7)) = (1) dr = sin?t,Vt > 0.
0
Ecuatia (x7) este o ecuatie integrald, deoarece functia necunoscuta x (t) apare sub operatorul de
integrare. Se cautd x (t) =7,¢ > 0 solutia ecuatiei (xj) .
Metoda transformatei Laplace. Se presupune = € O si se noteazd X (s) = L{z (t)} (s).

ese aplicd ecuatiei (x7) transformata Laplace=
1 —cos2t

c{/ot (sin(t—T)):c(T)dT} (s) 25{2 n(t)}(s)

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =

L 1 1
L {/0 (sin(t — 7))z (1) dT} (s) = 55 {nt)}(s) — §E {cos2t-n(t)}(s).

S

Din tabel = £ {n (£)} (s) = %; £ {cos2t - (£)} (s)

T 2492

Se utilizeaza Teorema 10, Borel:
f@)=z(t),t>0= F(s) =X (s).
~ . tahel X 1
g(t) =sint,t >0 = G(S):m
Atunci (2 )

1 1/1 S 2(s*+1 11 3 s
—— X)) ==l-"—"F= |2 X8 =—~=-——-+= .
s2+12 (s) 2<s 32+22> (s) s(s2+4) 2s+232+4

ese determing originalul z (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gésite

tij>elX(s) —L{(;—i—;cos%) ~77(t)}(3) =z (t) :%"‘%COSQt’tEO'

Exercitiul 17. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii integrale :

t
a) z(t) + 2w/ cosw (t — 1)z (7)dr = bsinwt,Vt > 0, unde b,w € R;
0
¢
b) x (t) — / e~ =Tz (1) dr = cos 3t,Vt > 0;
0

1
Réspuns. z (t) = cos 3t + 3 sin 3t, Vt > 0.



Gabriela Grosu / EDCO

c) x(t)—l—ﬁ/ot (chd(t—7))z (1) dr = e # Vvt > 0;

6 1

Raspuns. z (t) = 56*& - geZt,Vt > 0.
t

d) z(t) :t—/ (t—71)x(r)dr,Vt > 0.

Rezolvare. a) A se vedea Curs.

d) Fie

()2 (1) :t—/o (t— )2 (7) dr, ¥t > 0.

18

Ecuatia (x7) este o ecuatie integrald, deoarece functia necunoscuta x (t) apare sub operatorul de

integrare. Se cautd x (t) =7,¢ > 0 solutia ecuatiei (xj) .
Metoda transformatei Laplace. Se presupune = € O si se noteazd X (s) = L{z (t)} (s).

ese aplicd ecuatiei (x7) transformata Laplace=
t

LA{z(t)}(s) = L‘,{t—/ (t—71)x (1) dr} (s)

ese utilizeazd Teorema g(de liniaritatet) =
£la ) () = £len @) )~ £{ [ - na@rar o).

Din tabel = L{t-n(t)} (s) =
Se utilizeaza Teorema 10, Borel:
ft)=z(t),t>0= F(s) =X (s).

tahel

G =t >0 Gs) = =

)
w"_‘

52
Atunci . )
ese determind originalul x (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gésite
tabel

= X(s)=LA{sint-n(t)}(s) = x(t) =sint,t > 0.

Exercitiul 18. Sa se rezolve urmatoarele ecuatii integrale :
t

a) z(t) /J:(tT):U(T)dT: el — tet,Vt > 0;
0
Rezolvare. a) Fie

(*]){L‘(t)—/tIL‘(t—T)l'(T)dT:et—tet,VtZ 0

0
Ecuatia (x7) este o ecuatie integrald, deoarece functia necunoscutd x (t) apare sub operatorul de

integrare. Se cauta x (t) =?,t > 0 solutia ecuatiei (7).
Metoda transformatei Laplace. Se presupune = € O si se noteazd X (s) = L{z (t)} (s).

ese aplicd ecuatiei (x7) transformata Laplace=-
t

ﬁ{x(t)—/ox(t—T):c(T)dT} (s)=L{(e"—te") -n(t)}(s)

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =
LAz (t)}(s) — L'{/O x(T)x(t—T)dT} (s)=L{(e") n)}(s)— L{te' ()} (s).
Din tabel = £ {¢* - 1 (t)} (s) = S_%;E [te! - (8)} (s) =

(s—1)*
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Se utilizeaza Teorema 10, Borel:
f)=x({),t>0= F(s) =X (s).

G =2(t),t>0"2"G(s) = X (s)
Atunci . 1 s_9

— s) - s) = - 2(s) — s = 0.
X(5)=X(s)- X (s) = =3 2(3—1)2:')(() X()+(S_1)2 0

s—2 (s —3)

A(s)=1—-4 =
) (s—17° (s—1)
s—3 1+s—3
s —1 1. s—1 s—2 1
X1 (s) = 5 = 5i Xo (s) = = =1- .
1(5) 2 I RCIC) 2 s—1 s—1

ese determing originalele x () corespunzatoare functiilor imagine X (s) gasite
tahel I (t) = et,t > 0
wo(t) =0 (t) —el,t > 0.

Exercitiul 19. Si se rezolve urmatoarele probleme Cauchy atagate unor ecuatii integro-diferentiale:
1 t
R-i(t)+L~i’(t)+/i(T)dT:u(t),VtZO
a) cJo
CI :i(0) = 0;

in ipotezele unui circuit RLC din Curs.
t

b) x (t) + 2’ (t) —2/ x (7)sin (t — 7) dT = cost + cht,Vt > 0
0

CI:z(0)=1;
t
o) ' (t) = /0 x(7)cos(t —7)dr,Vt >0
CI:z(0)=1;

Rezolvare. a) A se vedea Curs.
t

(x1p)z (t) + 2’ (t) — 2/ z(7)sin (t — 7)dr = cost + cht,Vt >0

CT: 2 (0) = 1; ’

Ecuatia (x;p) este o ecuatie integro-diferentiald, deoarece functia necunoscuta x (t) apare si sub
operatorul de integrare si sub operatorul de derivare. Se cautd x (t) =?7,¢t > 0 solutia problemei
(*ID) + C1.

Metoda transformatei Laplace. Se presupune = € O si se noteaza X (s) = L{z ()} (s).

ese aplicd ecuatiei (x7p) transformata Laplace=
t

L {az(t) + a2/ (t) — 2/ x (7)sin (t — 7) dT} (s) = L{(cost +cht)-n(t)}(s)

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =

t
LAz @)} (s)+L{2' (t)} (s)—2L {/0 x (7)sin(t —71) dT} (s) = L{(cost)-n(t)}(s)+LA{(cht) -n(t)}(s).

Din tabel = £ {(cost) - n (t)} (s) = ﬁ;ﬁ{(cht) ()} (s) =
Se utilizeaza Teorema 10, Borel:
ft)y=z(t),t>0=F(s) =X (s).
~ . tahel X
t) = t,t>0 = G(s) = 5——.
30 =sint,t 2 0" Gs) = 1
Se utilizeazaTeorema 6 (de derivare a originalului) =

L2/ ()} (s) = sX () = (0)
1

b) Fie

s2—1"
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Atunci
X (s)+sX(s)—1—-2X(s)

s n s N
s2+1 241 s2-1
2 s s S
<+S 52+1> (s) 211 e 1 (s) s2—1
ese determing originalul z (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gasite=
=z (t) = (cht) -n(t) sau z (t) = cht,t > 0.
t

¢) Fie (*jp)x’(t)—/o:U(T)Cos(t—T)dT:(),VtZO
CI:z(0)=1;
Ecuatia (x;p) este o ecuatie integro-diferentiald, deoarece functia necunoscutd x (t) apare gi sub
operatorul de integrare si sub operatorul de derivare. Se cautd x (t) =?,t > 0 solutia problemei
(*ID) +C1.
Metoda transformatei Laplace. Se presupune = € O si se noteazd X (s) = L{z (t)} ().
ese aplicd ecuatiei (x7p) transformata Laplace=
t

c {x/ () — /0 2 (7) cos (t — 7) dT} (s) = £{0} (s)

ese utilizeazd Teorema 1(de liniaritate) =
t

L{ (D)} (s) - L {/ 2 (7 cos (t — 7) dT} (s) = 0.
0

Se utilizeaza Teorema 10, Borel:
fA)=z(),t>0=F(s) =X (s).
~ tahel 5

t) = t,t > = .
g(t)=cost,t >0 = G(s) 21
Se utilizeazdTeorema 6 (de derivare a originalului) =

L{z" (1)} (s) = sX (s) =z (04).

Atunci
s s
sX(s)—l—X(s)S2+1—0:<3—S2+1>X(s)—1:>
2+1 11
X(s):izf—i-—.

53 s 83
ese determing originalul z (¢) corespunzitor functiei imagine X (s) gasite=
=x(t)=(1+22) - nt) saux (t) =1+ 12t > 0.

O7.2.4. Calculul unor integrale improprii (cu parametri sau fara) cu operatorul
Laplace-...
O7.2.5. Calculul unor sume de serii cu operatorul Laplace-...



