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SEMINAR NR. 12, REZOLV¼ARI
EDCO, AIA

7:2: Metode opera̧tionale folosind operatorul Laplace

7:2:1: Rezolvarea de ecua̧tii şi sisteme de ecua̧tii diferenţiale liniare cu coe�cienţi
constanţi, omogene sau neomogene (cu termeni liberi funçtii original) când se dau

condi̧tii ini̧tiale în t0 = 0

Regul¼a. Conform Teoremei Cauchy pentru problemele Cauchy cu ecuaţiile şi sistemele din titlu,
acestea admit o soluţie unic¼a, despre care poate � presupus¼a drept funçtie original (sau vector
coloan¼a de funçtii original); pentru neomogene se impune ca termenii liberi s¼a �e funçtii original.
Atunci:

�se aplic¼a ecuaţiei (sau �ec¼arei ecuaţii a sistemului) transformata Laplace;
�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate);
�se utilizeaz¼a Teorema 6(de derivare a originalului); CI şi tabelul (pentru neomogene);
�se obţine o ecuaţie funçtional¼a algebric¼a sau sistem funçtional algebric (f¼ar¼a derivate sau

integrale); având ca necunoscute funçtii imagine; o (îl) rezolv¼am;
�se determin¼a originalele corespunz¼atoare imaginilor g¼asite.

Observa̧tie. Utilizând metoda legat¼a de transformata Laplace se obţin atât pentru ecuaţiile cât
şi pentru sistemele de ecuaţii diferenţiale din titlu soluţiile de�nite doar pe [0;+1[ :

Exerci̧tiul 14. Utilizând transformata Laplace s¼a se rezolve urm¼atoarele probleme Cauchy cu
ecuaţii diferenţiale:

a)
�
x(4) + x000 + 2x00 + x0 + x = �2 (cos t) � (t) ;
CI : x (0) = 0; x0 (0) = 2; x00 (0) = 0; x000 (0) = �4; b)

�
x00 (t)� 2x0 (t) =

�
e2t + t2 � 1

�
� (t) ;

CI : x (0) = 1
8 ; x

0 (0) = 1;

c)
�
x000 + 2x00 + x0 = �2e�2t� (t) ;
CI : x (0) = 2; x0 (0) = 1; x00 (0) = 1;

d)
�
x000 � 4x00 + 5x0 � 2x = (2t+ 3) � (t) ;
CI : x (0) = 1; x0 (0) = 0; x00 (0) = 2;

e)
�
x00 � 5x0 + 6x = et� (t) ;
CI : x (0) = �1; x0 (0) = 1; f)

�
x0 + 2x = e�t (2 cos 2t+ sin 2t) � (t) ;
CI : x (0) = 0;

g)
�
x000 + x0 =

�
3t2 � 6t+ 6

�
� (t) ;

CI : x (0) = 7; x0 (0) = 0; x00 (0) = 6;
h)

(
x00 (t) + x (t) =

1

cos t
� (t) ; t 6= (2k + 1) �

2
CI : x (0) = 0; x0 (0) = 2;

i)
�
x(4) � 16x =

�
t2 + 1

�
� (t) ;

CI : x (0) = 0; x0 (0) = 1; x00 (0) = 1; x000 (0) = 0;
j)
�
x(4) + x00 = (7t� 3 cos t) � (t) ;
CI : x (0) = 0; x0 (0) = 1; x00 (0) = 0; x000 (0) = 6;

k)
�
x00 (t)� 7x0 (t) + 10x (t) = 3et � � (t) ;
CI : x (0) = 0; x0 (0) = �3; l)

�
x00 (t)� 2x0 (t) + 5x (t) =

�
2tet + et sin 2t

�
� � (t) ;

CI : x (0) = 1; x0 (0) = �1;

m)
�
x00 (t) + x (t) = (sin t+ cos t) � � (t) ;
CI : x (0) = �2; x0 (0) = 3; n)

�
x00 (t) + x (t) =

�
4et
�
� � (t) ;

CI : x (0) = 2; x0 (0) = �4;

o)
�
x00 (t) + x (t) = (4 sin t) � � (t) ;
CI : x (0) = �1; x0 (0) = 0; p)

�
x00 (t)� 2x0 (t) + x (t) =

�
6tet

�
� � (t) ;

CI : x (0) = 1; x0 (0) = 1;

q)
�
x00 (t) + 2x0 (t) + x (t) =

�
te�t + sin t

�
� � (t) ;

CI : x (0) = 4; x0 (0) = 0;
r)
�
x00 (t)� 2x0 (t)� 3x (t) =

�
e4t
�
� � (t) ;

CI : x (0) = 2; x0 (0) = 2;
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s)
�
x00 (t)� 5x0 (t) + 4x (t) =

�
4t2e2t

�
� � (t) ;

CI : x (0) = �1; x0 (0) = �1; t)
�
x00 (t)� 9x (t) =

�
e3t cos t

�
� � (t) ;

CI : x (0) = 1; x0 (0) = 2;

u)
�
x00 (t) + 3x0 (t) + 2x (t) =

�
e�t cos t

�
� � (t) ;

CI : x (0) = �1; x0 (0) = 1; v)
�
x00 (t) + 3x0 (t) + 2x (t) = (sin t) � � (t) ;
CI : x (0) = 0; x0 (0) = 5;

Rezolvare. a) A se vedea Curs.

b) Fie
�
(�EN ) x00 (t)� 2x0 (t) =

�
e2t + t2 � 1

�
� (t) ;

CI : x (0) = 1
8 ; x

0 (0) = 1;
Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = �2,

a2 = 0; neomogen¼a cu termenul liber f : R! R; f (t) =
�
e2t + t2 � 1

�
� (t).

Metoda clasic¼a. Pentru t � 0, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se
poate determina x (t; c1; c2), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EN ) ca anterior, etapele 1; 2; 3. Apoi
se impune asupra soluţiei generale CI şi se determin¼a acea soluţie particular¼a a (�EN ) ce veri�c¼a
(CI) : Alt¼a metod¼a de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace.

Se observ¼a c¼a ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii con-
stanţi, neomogen¼a cu termenul liber f : R! R; f (t) =

�
e2t + t2 � 1

�
� (t), care este funçtie original.

Se dau CI în t0 = 0: Se caut¼a direct x (t) =? unica soluţie a problemei Cauchy (�EN )+CI: Atunci
x 2 O şi se noteaz¼a

X (s) = Lfx (t)g (s) :
�se aplic¼a ecuaţiei (�EN ) transformata Laplace)
Lfx00 (t)� 2x0 (t)g (s) = L

��
e2t + t2 � 1

�
� � (t)

	
(s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))
Lfx00 (t)g (s)� 2Lfx0 (t)g (s) = L

�
e2t � � (t)

	
(s) + L

�
t2 � � (t)

	
(s)� Lf� (t)g (s)

Din tabel

L
�
tn � e�t � � (t)

	
(s) =

n!

(s� �)n+1
)

L
�
e2t � � (t)

	
(s) =

1

s� 2;L
�
t2 � � (t)

	
(s) =

2

s3
;Lf� (t)g (s) = 1

s
:

Se utilizeaz¼aTeorema 6 (de derivare a originalului))
0 � jL fx (t)g (s) = X (s)

�2 � jL fx0 (t)g (s) = sX (s)� (x (0+))
1 � jL fx00 (t)g (s) = s2X (s)� (sx (0+) + x0 (0+))
+j 1

s� 2 +
2

s3
� 1
s
=
�
�2s+ s2

�
X (s)� (�2 + s)x (0+)| {z }

1
8

� x0 (0+)| {z }
1

;8s 2 D:

Se aplic¼a CI )
1

s� 2 +
2

s3
� 1
s
= s (s� 2)X (s)� 1

8 (s� 2)� 1;8s 2 D:
S-a obţinut o ecuaţie funçtional¼a algebric¼a având ca necunoscut¼a funçtia imagine X (s); se

rezolv¼a.

X (s) =

�
1

s� 2 +
2

s3
� 1
s

�
+
�
1
8 (s� 2) + 1

�
s (s� 2) )

X (s) =
s3 + 2 (s� 2)� s2 (s� 2)

s4 (s� 2)2
+ 1

8

s� 2 + 8
s (s� 2) =

2s2 + 2s� 4
s4 (s� 2)2

+ 1
8

s+ 6

s (s� 2)
descompunem în

=
în fr. simple

=

�
3

8

1

s
+
1

4

1

s2
� 1
2

1

s3
� 1

s4
� 3
8

1

s� 2 +
1

2

1

(s� 2)2

�
+
1

8

�
4

s� 2 �
3

s

�
=
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= 0 � 1
s
+
1

4

1

s2
� 1
2

1

s3
� 1

s4
+
1

8

1

s� 2 +
1

2

1

(s� 2)2
:

�se determin¼a originalul x (t) corespunz¼ator funçtiei imagine X (s) g¼asite.
Din tabel, folosind T1; de liniaritate)

x (t) = 0 � � (t) + 1
4

t

1!
� (t)� 1

2

t2

2!
� (t)� t

3

3!
� (t) +

1

8
e2t� (t) +

1

2

t

1!
e2t� (t)

=

�
0 +

1

4

t

1!
� 1
2

t2

2!
� t

3

3!
+
1

8
e2t +

1

2

t

1!
e2t
�
� (t) :

sau x (t) =
1

4

t

1!
� 1
2

t2

2!
� t

3

3!
+
1

8
e2t +

1

2

t

1!
e2t; t � 0:

Comentariu. �Descompunerea
2s2 + 2s� 4
s4 (s� 2)2

=
A

s
+
B

s2
+
C

s3
+
D

s4
+

E

s� 2 +
F

(s� 2)2
se poate face:

-folosind calculatorul;
-folosind modul general, adic¼a rezolvarea sistemului liniar algebric neomogen cu necunoscutele

A;B;C;D;E; F , obţinut prin identi�carea coe�cienţilor puterilor lui s;
-folosind modul general combinat cu un mod particular (a se vedea Anexa 4, AM), adic¼a în

sistemul liniar algebric neomogen cu necunoscutele A;B;C;D;E, necunoscutele A şi E corespun-
z¼atoare sunt determinate cu limit¼a.

�Mai mult, pentru funçtia

G1 (s) =
2s2 + 2s� 4
s4 (s� 2)2

se poate determina originalul folosind suma reziduurilor pentru estG1 (s)

calculaţi în polul 2; de ordin 2 şi în polul 0; de ordin 4: Calculele sunt tot de di�cultate sporit¼a,
din cauza polului de ordin 4:

�s1 = 2 este pol de ordin 2 pentru G1; şi pentru estG1 (s) :
�s2 = 0 este pol de ordin 4 pentru G1; şi pentru estG1 (s) :
Este de dorit s¼a nu se fac¼a o confuzie în calcul, ci s¼a se aplice mereu modularea în frecvenţ¼a,

adic¼a s¼a se calculeze reziduurile funçtiei est �G1 (s) :

rez
�
est �G1 (s) ; 2

� 0 e pol de ordin 2
=

conform 2�
=

1

(2� 1)! lims!2

�
(s� 2)2 2s

2 + 2s� 4
s4 (s� 2)2

est
�(2�1)

=

=
1

1!
lim
s!2

�
2s2 + 2s� 4

s4
est
�0

s este variabil¼a de derivare
=

= lim
s!2

 �
(4s+ 2) est +

�
2s2 + 2s� 4

�
est � t

�
s4 �

�
2s2 + 2s� 4

�
est � 4s3

(s4)2

!
=

= lim
s!2

 
est
��
4s+ 2 +

�
2s2 + 2s� 4

�
� t
�
s4 �

�
2s2 + 2s� 4

�
� 4s3

�
s8

!
=

=
e2t (10 + 8t� 8 � 2)

24
=
e2t (4t� 3)

8
:

rez
�
est �G1 (s) ; 0

� 0 e pol de ordin 4
=

conform 2�
=

1

(4� 1)! lims!0

�
(s� 0)4 2s

2 + 2s� 4
s4 (s� 2)2

est
�(4�1)

=

=
1

3!
lim
s!0

�
2s2 + 2s� 4
(s� 2)2

est
�000

s este variabil¼a de derivare
=
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=
1

3!
lim
s!0

0B@�(4s+ 2) est + �2s2 + 2s� 4� est � t� (s� 2)2 � �2s2 + 2s� 4� est � 2 (s� 2)�
(s� 2)2

�2
1CA
00

=

=
1

3!
lim
s!0

 
est
��
(4s+ 2) +

�
2s2 + 2s� 4

�
� t
�
(s� 2)�

�
2s2 + 2s� 4

�
� 2
�

(s� 2)3

!00
= lim
s!0

(:::) :

Atunci,

f (t) =
e2t (4t� 3)

8
+ rez

�
est �G1 (s) ; 0

�
+
1

8

�
4e2t � 3 � 1

�
; t � 0:

Uneori metodele pot � combinate.

c) Fie
�
(�EN ) x000 (t) + 2x00 (t) + x0 (t) = �2e�2t� (t) ;
CI : x (0) = 2; x0 (0) = 1; x00 (0) = 1;

Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 3; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = 2,
a2 = 1, a3 = 0; neomogen¼a cu termenul liber f : R! R; f (t) = �2e�2t� (t).
Metoda clasic¼a.

Pentru t � 0, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se poate determina
x (t; c1; :::; c3), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EN ) ca anterior, etapele 1; 2; 3. Apoi se impune
asupra soluţiei generale CI şi se determin¼a acea soluţie particular¼a a (�EN ) ce veri�c¼a (CI) : Alt¼a
metod¼a de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace.

Se observ¼a c¼a ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 3; liniar¼a, cu coe�cienţii con-
stanţi, neomogen¼a cu termenul liber f : R ! R; f (t) = �2e�2t� (t), care este funçtie original. Se
dau CI în t0 = 0: Se caut¼a direct x (t) =? unica soluţie a problemei Cauchy (�EN ) + CI: Atunci
x 2 O şi se noteaz¼a

X (s) = Lfx (t)g (s) :
�se aplic¼a ecuaţiei (�EN ) transformata Laplace)
Lfx000 (t) + 2x00 (t) + x0 (t)g (s) = L

�
�2e�2t � � (t)

	
(s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))
Lfx000 (t)g (s) + 2Lfx00 (t)g (s) + Lfx0 (t)g (s) = �2L

�
e�2t � � (t)

	
(s)

Din tabel ) L
�
e�2t � � (t)

	
(s) =

1

s+ 2
:

Se utilizeaz¼aTeorema 6 (de derivare a originalului))
0 � jL fx (t)g (s) = X (s)
1 � jL fx0 (t)g (s) = sX (s)� (x (0+))
2 � jL fx00 (t)g (s) = s2X (s)� (sx (0+) + x0 (0+))
1 � jL fx000 (t)g (s) = s3X (s)�

�
s2x (0+) + sx

0 (0+) + x00 (0+)
�

+j �2 1

s+ 2
=
�
s+ 2s2 + s3

�
X (s)�

�
1 + 2s+ s2

�
x (0+)| {z }

2

� (2 + s)x0 (0+)| {z }
1

� 1 � x00 (0+)| {z }
1

;8s 2 D:

Se aplic¼a CI )
�2 1

s+ 2
= s (s+ 1)2X (s)� 2

�
1 + 2s+ s2

�
� (2 + s)� 1;8s 2 D:

S-a obţinut o ecuaţie funçtional¼a algebric¼a având ca necunoscut¼a funçtia imagine X (s); se
rezolv¼a.

X (s) =

�
�2 1

s+ 2

�
+
�
2 + 4s+ 2s2 + 2 + s+ 1

�
s (s+ 1)2

=
�2 + 5s+ 5s2 + 2s3 + 10 + 10s+ 4s2

s (s+ 1)2 (s+ 2)
=
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=
2s3 + 9s2 + 15s+ 8

s (s+ 1)2 (s+ 2)
=

2s2 + 7s+ 8

s (s+ 1) (s+ 2)
:

�se determin¼a originalul x (t) corespunz¼ator funçtiei imagine X (s) g¼asite. Se descompune X în
fraçtii simple (din tabel) )

X(s) = 4
1

s
� 3 1

s+ 1
+

1

s+ 2
:

tabel) X(s) = 4Lf� (t)g (s)� 3L
�
e�t � � (t)

	
(s) + L

�
e�2t � � (t)

	
(s)

T1;lin
=

L
�
4� (t)� 3e�t � � (t) + e�2t � � (t)

	
(s)

) x (t) =
�
4� 3e�t + e�2t

�
� � (t) sau x (t) = 4� 3e�t + e�2t; t � 0:

d) Fie
�
(�EN ) x000 � 4x00 + 5x0 � 2x = (2t+ 3) � (t) ;
CI : x (0) = 1; x0 (0) = 0; x00 (0) = 2;

Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 3; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = �4,
a2 = 5, a3 = �2; neomogen¼a cu termenul liber f : R! R; f (t) = (2t+ 3) � (t).
Metoda clasic¼a. Pentru t � 0, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se
poate determina x (t; c1; :::; c3), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EN ) ca anterior, etapele 1; 2; 3.
Apoi se impune asupra soluţiei generale CI şi se determin¼a acea soluţie particular¼a a (�EN ) ce
veri�c¼a (CI) : Alt¼a metod¼a de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace. Se observ¼a c¼a ecuaţia (�EN ) este o ecua̧tie diferenţial¼a de ordin
3; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi, neomogen¼a cu termenul liber f : R ! R; f (t) = (2t+ 3) � (t),
care este funçtie original. Se dau CI în t0 = 0: Se caut¼a direct x (t) =? unica soluţie a problemei
Cauchy (�EN ) + CI: Atunci x 2 O şi se noteaz¼a

X (s) = Lfx (t)g (s) :
�se aplic¼a ecuaţiei (�EN ) transformata Laplace)
Lfx000 (t)� 4x00 (t) + 5x0 (t)� 2x (t)g (s) = Lf(2t+ 3) � � (t)g (s)
�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))
Lfx000 (t)g (s)�4Lfx00 (t)g (s)+5Lfx0 (t)g (s)�2Lfx (t)g (s) = 2Lft � � (t)g (s)+3Lf� (t)g (s) :
Din tabel ) Lf� (t)g (s) = 1

s
;Lft � � (t)g (s) = 1

s2
:

Se utilizeaz¼aTeorema 6 (de derivare a originalului))
�2 � jL fx (t)g (s) = X (s)
5 � jL fx0 (t)g (s) = sX (s)� (x (0+))

�4 � jL fx00 (t)g (s) = s2X (s)� (sx (0+) + x0 (0+))
1 � jL fx000 (t)g (s) = s3X (s)�

�
s2x (0+) + sx

0 (0+) + x00 (0+)
�

+j 2
1

s2
+ 3

1

s
=
�
�2 + 5s� 4s2 + s3

�
X (s)�

�
5� 4s+ s2

�
x (0+)| {z }

1

� (�4 + s)x0 (0+)| {z }
0

� 1 � x00 (0+)| {z }
2

;8s 2 D:

Se aplic¼a CI )
2
1

s2
+ 3

1

s
=
�
�2 + 5s� 4s2 + s3

�
X (s)�

�
5� 4s+ s2

�
� 2;8s 2 D:

S-a obţinut o ecuaţie funçtional¼a algebric¼a având ca necunoscut¼a funçtia imagine X (s); se
rezolv¼a.

X (s) =

�
2
1

s2
+ 3

1

s

�
+
�
7� 4s+ s2

�
�2 + 5s� 4s2 + s3 =

2 + 3s+ 7s2 � 4s3 + s4

s2 (s� 1)2 (s� 2)
:

�se determin¼a originalul x (t) corespunz¼ator funçtiei imagine X (s) g¼asite.
modul 1: Se descompune X în fraçtii simple (din tabel) )
X(s) = �41

s
� 1

s2
+ 5

1

s� 2 � 9
1

(s� 1)2
tabel)
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X(s) = �4Lf� (t)g (s)� Lft � � (t)g (s) + 5L
�
e2t � � (t)

	
(s)� 9L

�
tet � � (t)

	
(s)

T1;lin
= L

�
�4 � � (t)� t � � (t) + 5e2t � � (t)� 9tet � � (t)

	
(s)

) x (t) =
�
�4� t++5e2t � 9tet

�
� � (t) sau x (t) = �4� t+ 5e2t � 9tet; t � 0:

e) Fie
�
(�EN ) x00 � 5x0 + 6x = et� (t) ;
CI : x (0) = �1; x0 (0) = 1;

Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = �5,
a2 = 6; neomogen¼a cu termenul liber f : R! R; f (t) = et� (t).
Metoda clasic¼a. Pentru t � 0, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se
poate determina x (t; c1; c2), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EN ) ca anterior, etapele 1; 2; 3. Apoi
se impune asupra soluţiei generale CI şi se determin¼a acea soluţie particular¼a a (�EN ) ce veri�c¼a
(CI) : Alt¼a metod¼a de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace. Se observ¼a c¼a ecuaţia (�EN ) este o ecua̧tie diferenţial¼a de ordin
2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi, neomogen¼a cu termenul liber f : R ! R; f (t) = et� (t), care
este funçtie original. Se dau CI în t0 = 0: Se caut¼a direct x (t) =? unica soluţie a problemei Cauchy
(�EN ) + CI: Atunci x 2 O şi se noteaz¼a

X (s) = Lfx (t)g (s) :
�se aplic¼a ecuaţiei (�EN ) transformata Laplace)
Lfx00 (t)� 5x0 (t) + 6x (t)g (s) = L

�
et � � (t)

	
(s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))
Lfx00 (t)g (s)� 5Lfx0 (t)g (s) + 6Lfx (t)g (s) = L

�
et � � (t)

	
(s) :

Din tabel ) L
�
et � � (t)

	
(s) =

1

s� 1 :
Se utilizeaz¼aTeorema 6 (de derivare a originalului))
6 � jL fx (t)g (s) = X (s)

�5 � jL fx0 (t)g (s) = sX (s)� (x (0+))
1 � jL fx00 (t)g (s) = s2X (s)� (sx (0+) + x0 (0+))
+j 1

s� 1 =
�
6� 5s+ s2

�
X (s)� (�5 + s)x (0+)| {z }

�1

� x0 (0+)| {z }
1

;8s 2 D:

Se aplic¼a CI )
1

s� 1 =
�
6� 5s+ s2

�
X (s)� 5 + s� 1;8s 2 D:

S-a obţinut o ecuaţie funçtional¼a algebric¼a având ca necunoscut¼a funçtia imagine X (s); se
rezolv¼a.

X (s) =

�
1

s� 1

�
+ (6� s)

6� 5s+ s2 =
1 + 6s� 6� s2 + s
(s� 1) (s� 2) (s� 3) =

�s2 + 7s� 5
(s� 1) (s� 2) (s� 3) :

�se determin¼a originalul x (t) corespunz¼ator funçtiei imagine X (s) g¼asite.
modul 1: Se descompune X în fraçtii simple (din tabel) )
X(s) =

1

2

1

s� 1 � 5
1

s� 2 +
7

2

1

s� 3 :
tabel) X(s) =

1

2
L
�
et � � (t)

	
(s)� 5L

�
e2t � � (t)

	
(s) +

7

2
L
�
e3t � � (t)

	
(s) =

T1;lin
= L

�
1

2
et � � (t)� 5e2t � � (t) + 7

2
e3t � � (t)

�
(s)

) x (t) =

�
1

2
et � 5e2t + 7

2
e3t
�
� � (t) sau x (t) = 1

2
et � 5e2t + 7

2
e3t; t � 0:
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h)

(
x00 (t) + x (t) =

1

cos t
� (t) ; t 6= (2k + 1) �

2
; k 2 Z

CI : x (0) = 0; x0 (0) = 2;
Ecuaţia (�EN ) este o ecuaţie diferenţial¼a de ordin 2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi a1 = 0,

a2 = 1; neomogen¼a cu termenul liber f : I! R; f (t) =
1

cos t
� (t). I este un interval din [0;+1[ ce

nu conţine (2k + 1)
�

2
; k 2 Z:

Metoda clasic¼a. Pentru t 2 I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se
poate determina x (t; c1; c2), soluţia general¼a pentru ecuaţia (�EN ) ca anterior, etapele 1; 2; 3. Apoi
se impune asupra soluţiei generale CI şi se determin¼a acea soluţie particular¼a a (�EN ) ce veri�c¼a
(CI) : Alt¼a metod¼a de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace. Se observ¼a c¼a ecuaţia (�EN ) este o ecua̧tie diferenţial¼a de ordin

2; liniar¼a, cu coe�cienţii constanţi, neomogen¼a cu termenul liber f : I ! R; f (t) =
1

cos t
� (t), care

este funçtie original (veri�c¼a (i), (ii), (iii)). Se dau CI în t0 = 0: Se caut¼a direct x (t) =? unica
soluţie a problemei Cauchy (�EN ) + CI: Atunci x 2 O şi se noteaz¼a

X (s) = Lfx (t)g (s) :
�se aplic¼a ecuaţiei (�EN ) transformata Laplace)

Lfx00 (t) + x (t)g (s) = L
�

1

cos t
� � (t)

�
(s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))

Lfx00 (t)g (s) + Lfx (t)g (s) = L
�

1

cos t
� � (t)

�
(s) :

Se utilizeaz¼aTeorema 6 (de derivare a originalului))
1 � jL fx (t)g (s) = X (s)
0 � jL fx0 (t)g (s) = sX (s)� (x (0+))
1 � jL fx00 (t)g (s) = s2X (s)� (sx (0+) + x0 (0+))

+j L
�

1

cos t
� � (t)

�
(s) =

�
1 + s2

�
X (s)� sx (0+)| {z }

0

� x0 (0+)| {z }
2

;8s 2 D:����������
1 �2 3 7 1
0 2 4 8 �11
2 0 3 2 6
�1 1 1 1 1
2 0 2 4 3

����������
Se aplic¼a CI )
L
�

1

cos t
� � (t)

�
(s) =

�
1 + s2

�
X (s)� 2;8s 2 D:

S-a obţinut o ecuaţie funçtional¼a algebric¼a având ca necunoscut¼a funçtia imagine X (s); se
rezolv¼a.

X (s) = 2
1

s2 + 1
+

1

s2 + 1
L
�

1

cos t
� � (t)

�
(s) :

L
�

1

cos t
� � (t)

�
(s) este di�cil de exprimat cu funçtii elementare.

�se determin¼a originalul x (t) corespunz¼ator funçtiei imagine X (s) g¼asite.
modul 1� 2: Se descompune F în fraçtii simple şi se foloseşte şi Teorema 10; Borel)
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X (s) = 2
1

s2 + 1| {z }
X1(s)

+
1

s2 + 1
L
�

1

cos t
� � (t)

�
(s)| {z }

X2(s)

X2 (s) =
1

s2 + 1
L
�

1

cos t
� � (t)

�
(s) = Lfsin t � � (t)g (s)L

�
1

cos t
� � (t)

�
(s) =

T10; Borel
= L

�Z t

0

1

cos �
� sin (t� �) d�

�
(s) = L

�Z t

0

sin t cos � � sin � cos t
cos �

d�

�
(s)

= L
�Z t

0

�
sin t� cos t sin �

cos �

�
d�

�
(s) = L

�
[(sin t) � + (cos t) ln jcos � j]j�=t�=0

	
(s)

= Lf(sin t) t+ (cos t) ln jcos tjg (s) : Atunci
X (s) = 2Lf(sin t) � � (t)g (s) + Lf[(sin t) t+ (cos t) ln jcos tj] � � (t)g (s)

T1;lin
= Lf(2 sin t+ t sin t+ (cos t) ln jcos tj) � � (t)g (s)

) f (t) = (2 sin t+ t sin t+ (cos t) ln jcos tj) �� (t) sau f (t) = 2 sin t+ t sin t+(cos t) ln jcos tj ; t �
0:

Exerci̧tiul 15. Utilizând transformata Laplace s¼a se rezolve urm¼atoarele probleme Cauchy cu
sisteme diferenţiale:

a)

8>><>>:
8<:
x0 = y + z
y0 = z + x
z0 = x+ y

CI : x (0) = �1; y (0) = 1; z (0) = 0;

b)

8<:
�
x0 + x� 3y = 0
y0 � x� y = et

CI : x (0) = 0; y (0) = 0;

c)

8<:
�
x0 � 2x� 4y = (cos t) � � (t)
y0 + x+ 2y = (sin t) � � (t)

CI : x (0) = 0; y (0) = 0;
d)

8<:
�
x0 = x� 2y + � (t)
y0 = �3x

CI : x (0) = 0; y (0) = 1;

e)

8<:
�
x0 = �2x� y + (sin t) � � (t)
y0 = 4x+ 2y + (cos t) � � (t)

CI : x (0) = 0; y (0) = 1;
f)

8<:
�
x0 = y � 5 (cos t) � � (t)
y0 = 2x+ y + (sin 2t) � � (t)

CI : x (0) = 0; y (0) = �1;

g)

8<:
�
x0 = y +

�
2et
�
� � (t)

y0 = x +
�
t2
�
� � (t)

CI : x (0) = �1; y (0) = 2;
h)

8<:
�
x0 = y +

�
2et
�
� � (t)

y0 = x +
�
t2
�
� � (t)

CI : x (0) = 4; y (0) = �2;

i)

8<:
�
x0 = 2x� y +

�
2tet

�
� � (t)

y0 = x +
�
2et
�
� � (t)

CI : x (0) = 4; y (0) = �6;
j)

8<:
�
x0 = 3x+ 2y +

�
4e5t

�
� � (t)

y0 = x+ 2y
CI : x (0) = �1; y (0) = 2;

k)

8<:
�
x0 = x+ 2y +

�
16tet

�
� � (t)

y0 = 2x� 2y +
�
2t2et

�
� � (t)

CI : x (0) = 1; y (0) = �1;
l)

8<:
�
x0 = x� y + (2 sin t) � � (t)
y0 = 4x+ y + (�3t cos t) � � (t)

CI : x (0) = 2; y (0) = 0;

m)

8<:
�
x0 = x� y + (2 sin t) � � (t)
y0 = 4x+ y + (�3t cos t) � � (t)

CI : x (0) = 2; y (0) = 4;
n)

8<:
�
x0 = x+ 2y +

�
16tet

�
� � (t)

y0 = 2x� 2y +
�
2t2et

�
� � (t)

CI : x (0) = 0; y (0) = 2;

o)

8<:
�
x00 + x0 + x+ y00 + 2y0 + y = 1
x00 + 2x0 + 2y0 + 2y = 2t

CI : x (0) = 0; x0 (0) = 2; y (0) = 1; y0 (0) = �2;
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p)

8>>>><>>>>:

8<:
x00 � x+ y + z = 0
x+ y00 � y + z = 0
x+ y + z00 � z = 0

CI : x (0) = 1; y (0) = 0; z (0) = 0
x0 (0) = 0; y0 (0) = 0; z0 (0) = 0;

q)

8<:
�
x0 � y0 � 2x+ 2y = (sin t) � � (t)
x00 + 2y0 + x = 0

CI : x (0) = x0 (0) = y (0) = 0;

r)

8<:
�
x0 � x+ 2y = 0
x00 + 2y0 = (2t� cos 2t)� (t)

CI : x (0) = 0; x0 (0) = 2; y (0) = �1;
s)

8>>>><>>>>:

8<:
x00 = 3y � 3x+ 3z
y00 = x� y
z00 = �z

CI : x (0) = 0; y (0) = 0; z (0) = 1
x0 (0) = 0; y0 (0) = �1; z0 (0) = 0;

Rezolvare. a) A se vedea Curs; b) A se vedea Curs.

c) Se scrie

8<: (�SN )
�
x0 (t) = 2x (t) + 4y (t) + (cos t) � � (t)
y0 (t) = �x (t)� 2y (t) + (sin t) � � (t)

CI : x (0) = 0; y (0) = 0;
Sistemul (�SN ) este un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordin 1; liniar, cu coe�cienţii constanţi daţi

de matricea A =
�

2 4
�1 �2

�
; neomogen cu termenul liber b (t) =

�
cos t
sin t

�
;8t � 0.

Metoda clasic¼a. Pentru t � 0, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se

poate determina
�
x (t; c1; c2)
y (t; c1; c2)

�
, soluţia general¼a pentru sistemul (�SN ) ca anterior. Apoi se im-

pune asupra soluţiei generale CI şi se determin¼a acea soluţie particular¼a a (�SN ) ce veri�c¼a (CI) :
Alt¼a metod¼a de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace. Se observ¼a c¼a sistemul (�SN ) este un sistem de ecua̧tii difer-
enţiale de ordin 1; liniar, cu coe�cienţii constanţi, neomogen. Se dau CI în t0 = 0: Se caut¼a direct�
x (t)
y (t)

�
=? unica soluţie a problemei Cauchy (�SN ) + CI: Atunci x; y 2 O şi se noteaz¼a

X (s) = Lfx (t)g (s) :
Y (s) = Lfy (t)g (s) :

�se aplic¼a �ec¼arei ecuaţii a sistemului (�SN ) transformata Laplace)�
Lfx0 (t)g (s) = Lf2x (t) + 4y (t) + (cos t) � � (t)g (s)
Lfy0 (t)g (s) = Lf�x (t)� 2y (t) + (sin t) � � (t)g (s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))�
Lfx0 (t)g (s) = 2Lfx (t)g (s) + 4Lfy (t)g (s) + Lf(cos t) � � (t)g (s)
Lfy0 (t)g (s) = �Lfx (t)g (s)� 2Lfy (t)g (s) + Lf(sin t) � � (t)g (s)

Se utilizeaz¼a Teorema 6 (de derivare a originalului): Se aplic¼a CI, tabelul)8>>><>>>:
sX (s)� x (0+)| {z }

0

= 2X (s) + 4Y (s) +
s

s2 + 1

sY (s)� y (0+)| {z }
0

= �X (s)� 2Y (s) + 1

s2 + 18<: (s� 2)X (s)� 4Y (s) = s

s2 + 1

X (s) + (s+ 2)Y (s) =
1

s2 + 1
S-a obţinut un sistem funçtional algebric având ca necunoscute funçtiile imagine X (s) ; Y (s);

se rezolv¼a (rezolvare de tip Cramer, deoarece problema Cauchy are soluţie unic¼a). Se calculeaz¼a

�(s) =

���� s� 2 �4
1 s+ 2

���� = s2 6= 0;8s 2 D.
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�1 (s) =

������
s

s2 + 1
�4

1

s2 + 1
s+ 2

������ = s2 + 2s+ 4

s2 + 1
;8s 2 D.

�2 (s) =

������
s� 2 s

s2 + 1

1
1

s2 + 1

������ = �2 1

s2 + 1
;8s 2 D.

Atunci

8>><>>:
X (s) =

�1 (s)

� (s)
=
s2 + 2s+ 4

s2 (s2 + 1)

Y (s) =
�2 (s)

� (s)
= �2 1

s2 (s2 + 1)
�se determin¼a originalele x (t) ; y (t) corespunz¼atoare funçtiilor imagine X (s) ; Y (s) g¼asite.
Se descompun funçtiile imagine X (s) ; Y (s) în fraçtii simple8><>:
X (s) = 2

1

s
+ 4

1

s2
� 2 s

s2 + 1
� 3 1

s2 + 1

Y (s) = �2 1
s2
+ 2

1

s2 + 1
Din tabel)�
x (t) = (2 + 4t� 2 cos t� 3 sin t) � � (t)
y (t) = (�2t+ 2 sin t) � � (t) sau

�
x (t) = 2 + 4t� 2 cos t� 3 sin t
y (t) = �2t+ 2 sin t ;8t � 0:

d)

8<: (�SN )
�
x0 = x� 2y + � (t)
y0 = �3x

CI : x (0) = 0; y (0) = 1;
Sistemul (�SN ) este un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordin 1; liniar, cu coe�cienţii constanţi daţi

de matricea A =
�

1 �2
�3 0

�
; neomogen cu termenul liber B (t) =

�
1
0

�
;8t � 0.

Metoda clasic¼a. Pentru t � 0, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se

poate determina
�
x (t; c1; c2)
y (t; c1; c2)

�
, soluţia general¼a pentru sistemul (�SN ) ca anterior. Apoi se im-

pune asupra soluţiei generale CI şi se determin¼a acea soluţie particular¼a a (�SN ) ce veri�c¼a (CI) :
Alt¼a metod¼a de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace. Se observ¼a c¼a sistemul (�SN ) este un sistem de ecua̧tii difer-
enţiale de ordin 1; liniar, cu coe�cienţii constanţi, neomogen. Se dau CI în t0 = 0: Se caut¼a direct�
x (t)
y (t)

�
=? unica soluţie a problemei Cauchy (�SN ) + CI: Atunci x; y 2 O şi se noteaz¼a

X (s) = Lfx (t)g (s) :
Y (s) = Lfy (t)g (s) :

�se aplic¼a �ec¼arei ecuaţii a sistemului (�SN ) transformata Laplace)�
Lfx0 (t)g (s) = Lfx (t)� 2y (t) + � (t)g (s)
Lfy0 (t)g (s) = Lf�3x (t)g (s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))�
Lfx0 (t)g (s) = 2Lfx (t)g (s)� 2Lfy (t)g (s) + Lf� (t)g (s)
Lfy0 (t)g (s) = �3Lfx (t)g (s)

Se utilizeaz¼a Teorema 6 (de derivare a originalului): Se aplic¼a CI, tabelul)8>>><>>>:
sX (s)� x (0+)| {z }

0

= X (s)� 2Y (s) + 1
s

sY (s)� y (0+)| {z }
1

= �3X (s)
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(
(s� 1)X (s) + 2Y (s) = 1

s
3X (s) + sY (s) = 1

Se calculeaz¼a

�(s) =

���� s� 1 2
3 s

���� = s2 � s� 6 = (s� 3) (s+ 2) 6= 0;8s 2 D.
�1 (s) =

�����
1

s
2

1 s

����� = �1;8s 2 D.
�2 (s) =

����� s� 1
1

s
3 1

����� = s� 1� 3s = s2 � s� 3
s

;8s 2 D.

S-a obţinut un sistem funçtional algebric având ca necunoscute funçtiile imagine X (s) ; Y (s);
se rezolv¼a.

Atunci

8>><>>:
X (s) =

�1 (s)

� (s)
=

�1
(s� 3) (s+ 2)

Y (s) =
�2 (s)

� (s)
=

s2 � s� 3
s (s� 3) (s+ 2)

�se determin¼a originalele x (t) ; y (t) corespunz¼atoare funçtiilor imagine X (s) ; Y (s) g¼asite.
Se descompun funçtiile imagine X (s) ; Y (s) în fraçtii simple8><>:
X (s) =

1

5 (s+ 2)
� 1

5 (s� 3)
Y (s) =

1

2s
+

3

10 (s+ 2)
+

1

5 (s� 3)
Din tabel)8>><>>:
x (t) =

�
1

5
e�2t � 1

5
e3t
�
� � (t)

y (t) =

�
1

2
+
3

10
e�2t +

1

5
e3t
�
� � (t)

sau

8><>:
x (t) =

1

5
e�2t � 1

5
e3t

y (t) =
1

2
+
3

10
e�2t +

1

5
e3t

;8t � 0:

e) Se scrie

8<: (�SN )
�
x0 (t) = �2x (t)� y (t) + (sin t) � � (t)
y0 (t) = 4x (t) + 2y (t) + (cos t) � � (t)

CI : x (0) = 0; y (0) = 1;
Sistemul (�SN ) este un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordin 1; liniar, cu coe�cienţii constanţi daţi

de matricea A =
�
�2 �1
4 2

�
; neomogen cu termenul liber b (t) =

�
sin t
cos t

�
;8t � 0.

Metoda clasic¼a. Pentru t � 0, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se

poate determina
�
x (t; c1; c2)
y (t; c1; c2)

�
, soluţia general¼a pentru sistemul (�SN ) ca anterior. Apoi se im-

pune asupra soluţiei generale CI şi se determin¼a acea soluţie particular¼a a (�SN ) ce veri�c¼a (CI) :
Alt¼a metod¼a de rezolvare este
Metoda transformatei Laplace. Se observ¼a c¼a sistemul (�SN ) este un sistem de ecua̧tii difer-
enţiale de ordin 1; liniar, cu coe�cienţii constanţi, neomogen. Se dau CI în t0 = 0: Se caut¼a direct�
x (t)
y (t)

�
=? unica soluţie a problemei Cauchy (�SN ) + CI: Atunci x; y 2 O şi se noteaz¼a

X (s) = Lfx (t)g (s) :
Y (s) = Lfy (t)g (s) :

�se aplic¼a �ec¼arei ecuaţii a sistemului (�SN ) transformata Laplace)�
Lfx0 (t)g (s) = Lf�2x (t)� y (t) + (sin t) � � (t)g (s)
Lfy0 (t)g (s) = Lf4x (t) + 2y (t) + (cos t) � � (t)g (s)
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�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))�
Lfx0 (t)g (s) = �2Lfx (t)g (s)� Lfy (t)g (s) + Lf(sin t) � � (t)g (s)
Lfy0 (t)g (s) = 4Lfx (t)g (s) + 2Lfy (t)g (s) + Lf(cos t) � � (t)g (s)

Se utilizeaz¼a Teorema 6 (de derivare a originalului): Se aplic¼a CI, tabelul)8>>><>>>:
sX (s)� x (0+)| {z }

0

= �2X (s)� Y (s) + 1

s2 + 1

sY (s)� y (0+)| {z }
1

= 4X (s) + 2Y (s) +
s

s2 + 18<: (s+ 2)X (s) + Y (s) =
1

s2 + 1
�4X (s) + (s� 2)Y (s) = s

s2 + 1
+ 1

S-a obţinut un sistem funçtional algebric având ca necunoscute funçtiile imagineX (s) ; Y (s) ; Z (s);
se rezolv¼a (rezolvare de tip Cramer, deoarece problema Cauchy are soluţie unic¼a). Se calculeaz¼a:

�(s) =

���� s+ 2 1
�4 s� 2

���� = s2 6= 0;8s 2 D.
�1 (s) =

������
1

s2 + 1
1

s

s2 + 1
+ 1 s� 2

������ = �s
2 + 3

s2 + 1
;8s 2 D.

�2 (s) =

������ s+ 2
1

s2 + 1
�4 s

s2 + 1
+ 1

������ = s3 + 3s2 + 3s+ 6

s2 + 1
;8s 2 D.

Atunci

8>><>>:
X (s) =

�1 (s)

� (s)
= � s2 + 3

s2 (s2 + 1)

Y (s) =
�2 (s)

� (s)
=
s3 + 3s2 + 3s+ 6

s2 (s2 + 1)
�se determin¼a originalele x (t) ; y (t) corespunz¼atoare funçtiilor imagine X (s) ; Y (s) g¼asite.
Se descompun funçtiile imagine X (s) ; Y (s) în fraçtii simple din tabel:8><>:
X (s) = �3 1

s2
+ 2

1

s2 + 1

Y (s) = 3
1

s
+ 6

1

s2
� 2 s

s2 + 1
� 3 1

s2 + 1
Din tabel)�
x (t) = (�3t+ 2 sin t) � � (t)
y (t) = (3 + 6t� 2 cos t� 3 sin t) � � (t) sau

�
x (t) = �3t+ 2 sin t
y (t) = (3 + 6t� 2 cos t� 3 sin t) ;8t � 0:

o)

8<: (�SN )
�
x00 + x0 + x+ y00 + 2y0 + y = 1
x00 + 2x0 + 2y0 + 2y = 2t

CI : x (0) = 0; x0 (0) = 2; y (0) = 1; y0 (0) = �2;
Metoda transformatei Laplace. Observ¼am c¼a sistemul (�SN ) este un sistem de ecuaţii difer-
enţiale de ordin 2; liniar, cu coe�cienţii constanţi, neomogen. Se dau CI în t0 = 0: Se caut¼a direct�
x (t)
y (t)

�
=? unica soluţie a problemei Cauchy (�SN ) + CI: Atunci x; y 2 O şi se noteaz¼a

X (s) = Lfx (t)g (s) :
Y (s) = Lfy (t)g (s) :

�se aplic¼a �ec¼arei ecuaţii a sistemului (�SN ) transformata Laplace)�
Lfx00 (t) + x0 (t) + x (t) + y00 (t) + 2y0 (t) + y (t)g (s) = Lf1 � � (t)g (s)
Lfx00 (t) + 2x0 (t) + 2y0 (t) + 2y (t)g (s) = Lf2t � � (t)g (s)
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�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))8>><>>:
Lfx00 (t)g (s) + Lfx0 (t)g (s) + Lfx (t)g (s) + Lfy00 (t)g (s)+

+2Lfy0 (t)g (s) + Lfy (t)g (s) = Lf1 � � (t)g (s)
Lfx00 (t)g (s) + 2Lfx0 (t)g (s) + 2Lfy0 (t)g (s) + 2Lfy (t)g (s) =

= Lf2t � � (t)g (s)
Se utilizeaz¼a Teorema 6 (de derivare a originalului): Se aplic¼a CI; tabelul)8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0@s2X (s)�
0@sx (0+)| {z }

0

+ x0 (0+)| {z }
2

1A1A+
0@sX (s)� x (0+)| {z }

0

1A+X (s)+
+

0@s2Y (s)�
0@sy (0+)| {z }

1

+ y0 (0+)| {z }
�2

1A1A+ 2
0@sY (s)� y (0+)| {z }

1

1A+ Y (s) = 1

s0@s2X (s)�
0@sx (0+)| {z }

0

+ x0 (0+)| {z }
2

1A1A+ 2
0@sX (s)� x (0+)| {z }

0

1A+
+2

0@sY (s)� y (0+)| {z }
1

1A+ 2Y (s) = 2 1
s28><>:

�
s2 + s+ 1

�
X (s) +

�
s2 + 2s+ 1

�
Y (s) =

1

s
+ 2 + s�

s2 + 2s
�
X (s) + (2s+ 2)Y (s) = 2

1

s2
+ 4

S-a obţinut un sistem funçtional algebric având ca necunoscute funçtiile imagine X (s) ; Y (s);
se rezolv¼a (rezolvare de tip Cramer, deoarece problema Cauchy are soluţie unic¼a). Se calculeaz¼a:

�(s) =

���� s2 + s+ 1 s2 + 2s+ 1
s2 + 2s 2s+ 2

���� = 2 + 2s� s2 � 2s3 � s4 =
= �

�
s2 � 1

� �
s2 + 2s+ 2

�
6= 0;8s 2 D.

�1 (s) =

�������
1

s
+ 2 + s s2 + 2s+ 1

2
1

s2
+ 4 2s+ 2

������� =
1

s2
�
�2� 2s� 2s3 � 2s4

�
=

=
�2
s2
(s+ 1)2

�
s2 � s+ 1

�
;8s 2 D.

�2 (s) =

�������
s2 + s+ 1

1

s
+ 2 + s

s2 + 2s 2
1

s2
+ 4

������� =
1

s2
�
2 + 2s+ 4s2 � s3 � s5

�
;8s 2 D:

Atunci

8>>>>><>>>>>:
X (s) =

�1 (s)

� (s)
=

�2
s2
(s+ 1)2

�
s2 � s+ 1

�
� (s2 � 1) (s2 + 2s+ 2)

Y (s) =
�2 (s)

� (s)
=

1

s2
�
2 + 2s+ 4s2 � s3 � s5

�
� (s2 � 1) (s2 + 2s+ 2)

�se determin¼a originalele x (t) ; y (t) corespunz¼atoare funçtiilor imagine X (s) ; Y (s) g¼asite.
Se descompun funçtiile imagine X (s) ; Y (s) în fraçtii simple din tabel8><>:
X (s) = �4

5

1

s� 1 �
1

s2
+
1

5

�4s+ 3
s2 + 2s+ 2

Y (s) = �3
5

1

s� 1 +
1

s2
+ 3

1

s+ 1
+
1

5

�7s� 11
s2 + 2s+ 2

Din tabel)
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s+ 1

(s+ 1)2 + 12
= L

��
e�t cos t

�
� � (t)

	
(s) şi

1

(s+ 1)2 + 12
= L

��
e�t sin t

�
� � (t)

	
(s)8>><>>:

x (t) =

�
�4
5
et � t2 � 4

5
e�t cos t+

7

5
e�t sin t

�
� � (t)

y (t) =

�
�3
5
et + t2 + 3e�t � 7

5
e�t cos t� 4

5
e�t sin t

�
� � (t)

sau

8><>:
x (t) = �4

5
et � t2 � 4

5
e�t cos t+

7

5
e�t sin t

y (t) = �3
5
et + t2 + 3e�t � 7

5
e�t cos t� 4

5
e�t sin t

;8t � 0:

p) Fie

8>>>><>>>>:
(�SO)

8<:
x00 � x+ y + z = 0
x+ y00 � y + z = 0
x+ y + z00 � z = 0

CI : x (0) = 1; y (0) = 0; z (0) = 0
x0 (0) = 0; y0 (0) = 0; z0 (0) = 0;

Metoda transformatei Laplace. Sistemul (�SO) este un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordin

2; liniar, cu coe�cienţii constanţi; omogen. Se dau CI în t0 = 0: Se caut¼a direct

0@ x (t)
y (t)
z (t)

1A =?

unica soluţie a problemei Cauchy (�SO) + CI: Atunci x; y; z 2 O şi se noteaz¼a
X (s) = Lfx (t)g (s) :
Y (s) = Lfy (t)g (s) :
Z (s) = Lfz (t)g (s) :

�se aplic¼a �ec¼arei ecuaţii a sistemului (�SO) transformata Laplace)8<:
Lfx00 (t)� x (t) + y (t) + z (t)g (s) = Lf0g (s)
Lfx (t) + y00 (t)� y (t) + z (t)g (s) = Lf0g (s)
Lfx (t) + y (t) + z00 (t)� z (t)g (s) = Lf0g (s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))8<:
Lfx00 (t)g (s)� Lfx (t)g (s) + Lfy (t)g (s) + Lfz (t)g (s) = 0
Lfx (t)g (s) + Lfy00 (t)g (s)� Lfy (t)g (s) + Lfz (t)g (s) = 0
Lfx (t)g (s) + Lfy (t)g (s) + Lfz00 (t)g (s)� Lfz (t)g (s) = 0

Se utilizeaz¼a Teorema 6 (de derivare a originalului): Se aplic¼a CI )8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

s2X (s)�

0@sx (0+)| {z }
1

+ x0 (0+)| {z }
0

1A�X (s) + Y (s) + Z (s) = 0
X (s) + s2Y (s)�

0@sy (0+)| {z }
0

+ y0 (0+)| {z }
0

1A� Y (s) + Z (s) = 0
X (s) + Y (s) + s2Z (s)�

0@sz (0+)| {z }
0

+ z0 (0+)| {z }
0

1A� Z (s) = 0
modul 1:

8<:
�
s2 � 1

�
X (s) + Y (s) + Z (s) = s

X (s) +
�
s2 � 1

�
Y (s) + Z (s) = 0

X (s) + Y (s) +
�
s2 � 1

�
Z (s) = 0

S-a obţinut un sistem funçtional algebric având ca necunoscute funçtiile imagineX (s) ; Y (s) ; Z (s);
se rezolv¼a (rezolvare de tip Cramer, deoarece problema Cauchy are soluţie unic¼a). Se calculeaz¼a:
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�(s) =

������
s2 � 1 1 1
1 s2 � 1 1
1 1 s2 � 1

������ = s6 � 3s4 + 4 = s4 �s2 + 1�� 4 �s4 � 1� =
=
�
s2 + 1

� �
s2 � 2

�2 6= 0;8s 2 D.
�1 (s) =

������
s 1 1
0 s2 � 1 1
0 1 s2 � 1

������ = s5 � 2s3 = s3 �s2 � 2� ;8s 2 D.
�2 (s) =

������
s2 � 1 s 1
1 0 1
1 0 s2 � 1

������ = 2s� s3 = �s �s2 � 2� ;8s 2 D.
�3 (s) =

������
s2 � 1 1 s
1 s2 � 1 0
1 1 0

������ = 2s� s3 = �s �s2 � 2� ;8s 2 D.

Atunci

8>>>>>><>>>>>>:

X (s) =
�1 (s)

� (s)
=

s3

(s2 + 1) (s2 � 2)2

Y (s) =
�2 (s)

� (s)
=

�s
(s2 + 1) (s2 � 2)

Z (s) =
�3 (s)

� (s)
=

�s
(s2 + 1) (s2 � 2)

modul 2:(numai pentru acest exerci̧tiu)

8<:
�
s2 � 1

�
X (s) + Y (s) + Z (s) = s

X (s) +
�
s2 � 1

�
Y (s) + Z (s) = 0

X (s) + Y (s) +
�
s2 � 1

�
Z (s) = 0

Se noteaz¼a cu S (s) = X (s) + Y (s) + Z (s) ;8s 2 D. Atunci, adunând ecuaţiile sistemului
anterior)�

s2 + 1
�
� S (s) = s;8s 2 D ) S (s) =

s

s2 + 1
;8s 2 D: Atunci8>>><>>>:

�
s2 � 2

�
X (s) = s� s

s2 + 1�
s2 � 2

�
Y (s) = 0� s

s2 + 1�
s2 � 2

�
Z (s) = 0� s

s2 + 1

)

8>>>><>>>>:
X (s) =

s

s2 � 2 �
s

s2 � 2 �
1

s2 + 1

Y (s) = � s

s2 � 2 �
1

s2 + 1

Z (s) = � s

s2 � 2 �
1

s2 + 1

;8s 2 D:

�se determin¼a originalele x (t) ; y (t) ; z (t) corespunz¼atoare funçtiilor imagine X (s) ; Y (s) ; Z (s)
g¼asite.

Se determin¼a întâi originalul f (t) corespunz¼ator imaginii

F (s) =
s

s2 � 2 �
1

s2 + 1
:

modul 1:1: Se descompune F în fraçtii simple )
F (s) =

1

3

s

s2 � 2 �
1

3

s

s2 + 1
tabel) F (s) =

1

3
L
�
ch
�p
2t
�
� � (t)

	
(s)� 1

3
Lf(cos t) � � (t)g (s)

T1;lin
= L

�
1

3
ch
�p
2t
�
� � (t)� 1

3
(cos t) � � (t)

�
(s)

) f (t) =

�
1

3
ch
�p
2t
�
� 1
3
(cos t)

�
� � (t) sau f (t) = 1

3
ch
�p
2t
�
� 1
3
(cos t) ; t � 0:

modul 1:2: Se foloseşte T10; Borel-este mai greoi. Atunci)
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8>>>><>>>>:
x (t) = ch

�p
2t
�
� � (t)� 1

3
ch
�p
2t
�
� � (t) + 1

3
(cos t) � � (t)

y (t) = �1
3
ch
�p
2t
�
� � (t) + 1

3
(cos t) � � (t)

z (t) = �1
3
ch
�p
2t
�
� � (t) + 1

3
(cos t) � � (t)

sau

8>>>><>>>>:
x (t) = �2

3
ch
�p
2t
�
+
1

3
cos t

y (t) = �1
3
ch
�p
2t
�
+
1

3
cos t

z (t) = �1
3
ch
�p
2t
�
+
1

3
cos t

;8t � 0:

7:2:2: Rezolvarea de ecua̧tii şi sisteme de ecua̧tii diferenţiale liniare având
coe�cienţi variabili, omogene sau neomogene cand se dau condi̧tii ini̧tiale în t0 = 0-...

7:2:3: Rezolvarea de ecua̧tii integrale şi integro-diferenţiale

Regul¼a. În anumite ipoteze asupra ecuaţiilor din titlu, acestea admit o soluţie unic¼a, ce poate �
presupus¼a drept funçtie original. Atunci

�se aplic¼a ecuaţiei transformata Laplace;
�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate); Teorema 10( Borel); Teorema 6(de derivare a originalului),

CI-pentru ecuaţii integro-diferenţiale� şi tabelul; se obţine o ecuaţie funçtional¼a, având ca necunos-
cut¼a o funçtie imagine; se rezolv¼a;

�se determin¼a originalul corespunz¼ator imaginii g¼asite.
Observa̧tie. Utilizând metoda legat¼a de transformata Laplace se obţine pentru ecuaţiile din titlu
soluţiile de�nite doar pe [0;+1[ :

Exerci̧tiul 16. S¼a se rezolve urm¼atoarele ecuaţii integrale :

a)
Z t

0
cos (t� �)x (�) d� = sh t; t � 0;

b)
Z t

0
ch (t� �)x (�) d� = tn; t � 0, unde n 2 N�;

c)
Z t

0
(sin (t� �))x (�) d� = sin2 t;8t � 0:

Rezolvare. a) A se vedea Curs.
b) Fie

(�I)
Z t

0
ch (t� �)x (�) d� = tn; t � 0, unde n 2 N�

Ecuaţia (�I) este o ecuaţie integral¼a, deoarece funçtia necunoscut¼a x (t) apare sub operatorul de
integrare. Se caut¼a x (t) =?; t � 0 soluţia ecuaţiei (�I) :
Metoda transformatei Laplace. Se presupune x 2 O şi se noteaz¼a X (s) = Lfx (t)g (s) :

�se aplic¼a ecuaţiei (�I) transformata Laplace)

L
�Z t

0
x (�) ch (t� �) d�

�
(s) = Lftn � � (t)g (s)

�Din tabel ) Lftn � � (t)g (s) = n!

sn+1
:
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Se utilizeaz¼a Teorema 10; Borel:ef (t) = x (t) ; t � 0) eF (s) = X (s) :eg (t) = ch t; t � 0 tabel) eG(s) = s

s2 � 1 :
Atunci

X (s) � s

s2 � 1 =
n!

sn+1
) X (s) =

n!
�
s2 � 1

�
sn+2

:

�se determin¼a originalul x (t) corespunz¼ator funçtiei imagine X (s) g¼asite. Se descompune X în
fraçtii simple (din tabel) )

X(s) = n
(n� 1)!
sn

� 1

n+ 1

(n+ 1)!

sn+2

tabel) X(s) = nL
�
tn�1 � � (t)

	
(s)� 1

n+ 1
L
�
tn+1 � � (t)

	
(s)

T1;lin
= L

�
ntn�1 � � (t)� 1

n+ 1
tn+1 � � (t)

�
(s)

) x (t) =

�
ntn�1 � 1

n+ 1
tn+1

�
� � (t) sau x (t) = ntn�1 � 1

n+ 1
tn+1; t � 0:

c) Fie

(�I)
Z t

0
(sin (t� �))x (�) d� = sin2 t;8t � 0.

Ecuaţia (�I) este o ecuaţie integral¼a, deoarece funçtia necunoscut¼a x (t) apare sub operatorul de
integrare. Se caut¼a x (t) =?; t � 0 soluţia ecuaţiei (�I) :
Metoda transformatei Laplace. Se presupune x 2 O şi se noteaz¼a X (s) = Lfx (t)g (s) :

�se aplic¼a ecuaţiei (�I) transformata Laplace)

L
�Z t

0
(sin (t� �))x (�) d�

�
(s) = L

�
1� cos 2t

2
� � (t)

�
(s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))

L
�Z t

0
(sin (t� �))x (�) d�

�
(s) =

1

2
Lf� (t)g (s)� 1

2
Lfcos 2t � � (t)g (s) :

Din tabel ) Lf� (t)g (s) = 1

s
;Lfcos 2t � � (t)g (s) = s

s2 + 22
Se utilizeaz¼a Teorema 10; Borel:ef (t) = x (t) ; t � 0) eF (s) = X (s) :eg (t) = sin t; t � 0 tabel) eG(s) = 1

s2 + 12
Atunci
1

s2 + 12
�X (s) = 1

2

�
1

s
� s

s2 + 22

�
) X (s) =

2
�
s2 + 1

�
s (s2 + 4)

=
1

2

1

s
+
3

2

s

s2 + 4
:

:
�se determin¼a originalul x (t) corespunz¼ator funçtiei imagine X (s) g¼asite
tabel) X(s) = L

��
1

2
+
3

2
cos 2t

�
� � (t)

�
(s)) x (t) =

1

2
+
3

2
cos 2t; t � 0:

Exerci̧tiul 17. S¼a se rezolve urm¼atoarele ecuaţii integrale :

a) x (t) + 2!
Z t

0
cos! (t� �)x (�) d� = b sin!t; 8t � 0; unde b; ! 2 R;

b) x (t)�
Z t

0
e�(t��)x (�) d� = cos 3t;8t � 0;

R¼aspuns. x (t) = cos 3t+
1

3
sin 3t;8t � 0:
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c) x (t) + 6
Z t

0
(ch 4 (t� �))x (�) d� = e�4t;8t � 0;

R¼aspuns. x (t) =
6

5
e�8t � 1

5
e2t;8t � 0:

d) x (t) = t�
Z t

0
(t� �)x (�) d� ;8t � 0:

Rezolvare. a) A se vedea Curs.
d) Fie

(�I)x (t) = t�
Z t

0
(t� �)x (�) d� ;8t � 0.

Ecuaţia (�I) este o ecuaţie integral¼a, deoarece funçtia necunoscut¼a x (t) apare sub operatorul de
integrare. Se caut¼a x (t) =?; t � 0 soluţia ecuaţiei (�I) :
Metoda transformatei Laplace. Se presupune x 2 O şi se noteaz¼a X (s) = Lfx (t)g (s) :

�se aplic¼a ecuaţiei (�I) transformata Laplace)

Lfx (t)g (s) = L
�
t�
Z t

0
(t� �)x (�) d�

�
(s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))

Lfx (t)g (s) = Lft � � (t)g (s)� L
�Z t

0
(t� �)x (�) d�

�
(s) :

Din tabel ) Lft � � (t)g (s) = 1

s2
:

Se utilizeaz¼a Teorema 10; Borel:ef (t) = x (t) ; t � 0) eF (s) = X (s) :eg (t) = t; t � 0 tabel) eG(s) = 1

s2
Atunci
X (s) =

1

s2
� 1

s2
X (s)) X (s) =

1

s2 + 12
:

�se determin¼a originalul x (t) corespunz¼ator funçtiei imagine X (s) g¼asite
tabel) X(s) = Lfsin t � � (t)g (s)) x (t) = sin t; t � 0:

Exerci̧tiul 18. S¼a se rezolve urm¼atoarele ecuaţii integrale :

a) x (t)�
Z t

0
x (t� �)x (�) d� = et � tet;8t � 0;

Rezolvare. a) Fie

(�I)x (t)�
Z t

0
x (t� �)x (�) d� = et � tet;8t � 0

Ecuaţia (�I) este o ecuaţie integral¼a, deoarece funçtia necunoscut¼a x (t) apare sub operatorul de
integrare. Se caut¼a x (t) =?; t � 0 soluţia ecuaţiei (�I) :
Metoda transformatei Laplace. Se presupune x 2 O şi se noteaz¼a X (s) = Lfx (t)g (s) :

�se aplic¼a ecuaţiei (�I) transformata Laplace)

L
�
x (t)�

Z t

0
x (t� �)x (�) d�

�
(s) = L

��
et � tet

�
� � (t)

	
(s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))

Lfx (t)g (s)� L
�Z t

0
x (�)x (t� �) d�

�
(s) = L

��
et
�
� � (t)

	
(s)� L

�
tet � � (t)

	
(s) :

Din tabel ) L
�
et � � (t)

	
(s) =

1

s� 1;L
�
tet � � (t)

	
(s) =

1

(s� 1)2
:
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Se utilizeaz¼a Teorema 10; Borel:ef (t) = x (t) ; t � 0) eF (s) = X (s) :eg (t) = x (t) ; t � 0 tabel) eG(s) = X (s)
Atunci
X (s)�X (s) �X (s) = 1

s� 1 �
1

(s� 1)2
) X2 (s)�X (s) + s� 2

(s� 1)2
= 0:

�(s) = 1� 4 s� 2
(s� 1)2

=
(s� 3)2

(s� 1)2

X1 (s) =
1� s� 3

s� 1
2

=
1

s� 1 şi X2 (s) =
1 +

s� 3
s� 1
2

=
s� 2
s� 1 = 1�

1

s� 1 :
�se determin¼a originalele x (t) corespunz¼atoare funçtiilor imagine X (s) g¼asite
tabel)

�
x1 (t) = e

t; t � 0
x2 (t) = � (t)� et; t � 0:

Exerci̧tiul 19. S¼a se rezolve urm¼atoarele probleme Cauchy ataşate unor ecuaţii integro-diferenţiale:

a)

8<: R � i (t) + L � i0 (t) + 1

C

Z t

0
i (�) d� = u (t) ;8t � 0

CI : i (0) = 0;
în ipotezele unui circuit RLC din Curs.

b)

8<: x (t) + x0 (t)� 2
Z t

0
x (�) sin (t� �) d� = cos t+ ch t;8t � 0

CI : x (0) = 1;

c)

8<: x0 (t) =

Z t

0
x (�) cos (t� �) d�;8t � 0

CI : x (0) = 1;
Rezolvare. a) A se vedea Curs.

b) Fie

8<: (�ID)x (t) + x0 (t)� 2
Z t

0
x (�) sin (t� �) d� = cos t+ ch t;8t � 0

CI : x (0) = 1;
Ecuaţia (�ID) este o ecuaţie integro-diferenţial¼a, deoarece funçtia necunoscut¼a x (t) apare şi sub
operatorul de integrare şi sub operatorul de derivare. Se caut¼a x (t) =?; t � 0 soluţia problemei
(�ID) + CI:
Metoda transformatei Laplace. Se presupune x 2 O şi se noteaz¼a X (s) = Lfx (t)g (s) :

�se aplic¼a ecuaţiei (�ID) transformata Laplace)

L
�
x (t) + x0 (t)� 2

Z t

0
x (�) sin (t� �) d�

�
(s) = Lf(cos t+ ch t) � � (t)g (s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))

Lfx (t)g (s)+Lfx0 (t)g (s)�2L
�Z t

0
x (�) sin (t� �) d�

�
(s) = Lf(cos t) � � (t)g (s)+Lf(ch t) � � (t)g (s) :

Din tabel ) Lf(cos t) � � (t)g (s) = s

s2 + 1
;Lf(ch t) � � (t)g (s) = s

s2 � 1 :
Se utilizeaz¼a Teorema 10; Borel:ef (t) = x (t) ; t � 0) eF (s) = X (s) :eg (t) = sin t; t � 0 tabel) eG(s) = 1

s2 + 1
:

Se utilizeaz¼aTeorema 6 (de derivare a originalului))
Lfx0 (t)g (s) = sX (s)� x (0+)| {z }

1
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Atunci
X (s) + sX (s)� 1� 2X (s) 1

s2 + 1
=

s

s2 + 1
+

s

s2 � 1 )�
1 + s� 2

s2 + 1

�
X (s) =

s

s2 + 1
+

s

s2 � 1 + 1) X (s) =
s

s2 � 1 :

�se determin¼a originalul x (t) corespunz¼ator funçtiei imagine X (s) g¼asite)
) x (t) = (ch t) � � (t) sau x (t) = ch t; t � 0:

c) Fie

8<: (�ID)x0 (t)�
Z t

0
x (�) cos (t� �) d� = 0;8t � 0

CI : x (0) = 1;
Ecuaţia (�ID) este o ecuaţie integro-diferenţial¼a, deoarece funçtia necunoscut¼a x (t) apare şi sub
operatorul de integrare şi sub operatorul de derivare. Se caut¼a x (t) =?; t � 0 soluţia problemei
(�ID) + CI:
Metoda transformatei Laplace. Se presupune x 2 O şi se noteaz¼a X (s) = Lfx (t)g (s) :

�se aplic¼a ecuaţiei (�ID) transformata Laplace)

L
�
x0 (t)�

Z t

0
x (�) cos (t� �) d�

�
(s) = Lf0g (s)

�se utilizeaz¼a Teorema 1(de liniaritate))

Lfx0 (t)g (s)� L
�Z t

0
x (�) cos (t� �) d�

�
(s) = 0:

Se utilizeaz¼a Teorema 10; Borel:ef (t) = x (t) ; t � 0) eF (s) = X (s) :eg (t) = cos t; t � 0 tabel) eG(s) = s

s2 + 1
:

Se utilizeaz¼aTeorema 6 (de derivare a originalului))
Lfx0 (t)g (s) = sX (s)� x (0+)| {z }

1

:

Atunci

sX (s)� 1�X (s) s

s2 + 1
= 0)

�
s� s

s2 + 1

�
X (s) = 1)

X (s) =
s2 + 1

s3
=
1

s
+
1

s3
:

�se determin¼a originalul x (t) corespunz¼ator funçtiei imagine X (s) g¼asite)
) x (t) =

�
1 + 1

2 t
2
�
� � (t) sau x (t) = 1 + 1

2 t
2; t � 0:

7:2:4: Calculul unor integrale improprii (cu parametri sau f¼ar¼a) cu operatorul
Laplace-...

7:2:5: Calculul unor sume de serii cu operatorul Laplace-...


