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SEMINAR NR. 13, REZOLV¼ARI
EDCO, AIA

Serii Fourier. Dezvoltarea în serie Fourier a unei funçtii reale cu valori reale

Preliminarii pentru noţiunea de serie Fourier ataşat¼a unui semnal - vezi Curs.
De�ni̧tia 2: Fie f : R! R periodic¼a, cu T > 0 perioada principal¼a, a.î. f 2 R ([�; �+ T ]) ;8� 2 R
şi pentru care se cunoaşte legea de asociere pe [�; �+ T ] ; adic¼a

f (t) = :::;8t 2 [�; �+ T ]
Se numeşte serie Fourier sau serie trigonometric¼a ataşat¼a lui f pe [�; �+ T ] (pe R) seria

a0
2
+

1P
n=1

(an cos (n!t) + bn sin (n!t)) ;8t 2 [�; �+ T ] ; chiar t 2 R; (1)

unde num¼arul ! =
2�

T
se numeşte pulsaţie iar numerele8>>>>>><>>>>>>:

a0 =
2

T

Z �+T

�
f (t) dt;

an =
2

T

Z �+T

�
f (t) cos (n!t) dt;8n 2 N�;

bn =
2

T

Z �+T

�
f (t) sin (n!t) dt;8n 2 N�;

se numesc coe�cienţii Fourier ai funçtiei f:

Fn (t) =
a0
2
+

nP
k=1

(ak cos (k!t) + bk sin (k!t)) ;8t 2 [�; �+ T ] ; chiar t 2 R;8n 2 N�

se numesc polinoame Fourier sau polinoame trigonometrice.
Observa̧tia 1: Dac¼a, în de�ni̧tia anterioar¼a, � = �l; T = 2l > 0 şi f 2 R ([�l; l]) ; atunci seria
Fourier sau seria trigonometric¼a ataşat¼a lui f pe [�l; l] (pe R) devine

a0
2
+

1P
n=1

�
an cos

n�t

l
+ bn sin

n�t

l

�
;8t 2 [�l; l] ; chiar t 2 R; (2)

unde num¼arul ! =
�

l
este pulsaţia iar numerele8>>>>>>><>>>>>>>:

a0 =
1

l

Z l

�l
f (t) dt;

an =
1

l

Z l

�l
f (t) cos

n�t

l
dt;8n 2 N�;

bn =
1

l

Z l

�l
f (t) sin

n�t

l
dt;8n 2 N�;

sunt coe�cienţii Fourier ai funçtiei f:
Observa̧tia 2: Se impun urm¼atoarele întreb¼ari:

�Seria Fourier (1) este punctual, uniform convergent¼a? Pe ce interval?
�Pe intervalul de convergenţ¼a suma seriei s (t) coincide cu f (t)?

De�ni̧tia 3: Se spune c¼a funçtia f : [a; b]! R satisface condiţia Dirichlet pe [a; b] dac¼a
(i) f este m¼arginit¼a pe [a; b] şi are un num¼ar �nit de puncte de discontinuitate de prima spȩt¼a

pe [a; b] (în punctele de discontinuitate are limite laterale diferite, dar �nite);
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(ii) intervalul [a; b] poate �descompus într-un num¼ar �nit de intervale pe care f este monoton¼a.
Teorema 1: (Dirichlet) Fie f : R ! R o funçtie periodic¼a, cu perioada principal¼a T > 0;
ce satisface condi̧tia Dirichlet pe [�; �+ T ] ; � 2 R: Atunci seria Fourier (1) ataşat¼a lui f este
punctual convergent¼a pe [�; �+ T ] (chiar pe R) şi suma ei este

s (t) =

8<: f (t) ; dac¼a t e punct de continuitate pentru f
f (t� 0) + f (t+ 0)

2
; dac¼a t e punct de discontinuitate pentru f:

:

Observa̧tia 3: Se reaminteşte c¼a:

�dac¼a f este impar¼a şi integrabil¼a Riemann pe intervalul simetric [�l; l])
Z l

�l
f (t) dt = 0;

�dac¼a f este par¼a şi integrabil¼a Riemann pe intervalul simetric [�l; l])
Z l

�l
f (t) dt = 2

Z l

0
f (t) dt:

Consecinţa 1: (dezvoltarea unei funcţii în serie Fourier pe interval simetric) Dac¼a f : [�l; l]! R
este o funçtie neted¼a pe poŗtiuni, atunci seria Fourier ataşat¼a lui f

a0
2
+

1P
n=1

�
an cos

n�t

l
+ bn sin

n�t

l

�
;8t 2 [�l; l] ; (3)

unde

8>>>>>>><>>>>>>>:

a0 =
1

l

Z l

�l
f (t) dt;

an =
1

l

Z l

�l
f (t) cos

n�t

l
dt;8n 2 N�;

bn =
1

l

Z l

�l
f (t) sin

n�t

l
dt;8n 2 N�;

este convergent¼a în 8t 2 [�l; l] (chiar pe R) şi suma ei este

s (t) =

8><>:
f (t� 0) + f (t+ 0)

2
; dac¼a t 2 ]�l; l[

f (�l � 0) + f (�l + 0)
2

; dac¼a t = �l sau t = l
:

Mai mult, dac¼a f este par¼a pe [�l; l] (adic¼a f (�t) = f (t) ;8t 2 [�l; l]); atunci8>>>><>>>>:
a0 =

2

l

Z l

0
f (t) dt

an =
2

l

Z l

0
f (t) cos

n�t

l
dt;8n 2 N�

bn = 0;8n 2 N�;
iar dac¼a f este impar¼a pe [�l; l] (adic¼a f (�t) = �f (t) ;8t 2 [�l; l]); atunci8>><>>:

a0 = 0
an = 0;8n 2 N�

bn =
2

l

Z l

0
f (t) sin

n�t

l
dt;8n 2 N�:

Consecinţa 2: (dezvoltarea unei funcţii în serie de cosinusuri) Dac¼a f : [0; l] ! R este o funçtie
neted¼a pe poŗtiuni, atunci seria de cosinusuri ataşat¼a lui f

a0
2
+

1P
n=1

an cos
n�t

l
;8t 2 [0; l] ; (4)
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unde

8>><>>:
a0 =

2

l

Z l

0
f (t) dt

an =
2

l

Z l

0
f (t) cos

n�t

l
dt;8n 2 N�;

este convergent¼a în 8t 2 [0; l] şi suma ei este

s (t) =

8><>:
f (t� 0) + f (t+ 0)

2
; dac¼a t 2 ]0; l[

f (0 + 0) ; dac¼a t = 0
f (l � 0) ; dac¼a t = l:

:

(prin extindere, seria obţinut¼a ar corespunde pentru prelungirea lui f prin paritate la [�l; l] ; apoi
prin periodicitate la R; de menţionat c¼a

fp : ]�l; l]! R; fp (t) =
�
f (�t) ; dac¼a t 2 ]�l; 0[
f (t) ; dac¼a t 2 [0; l]

este funçtia par¼a pe intervalul simetric ]�l; l[ ; utilizat¼a ulterior pentru prelungirea prin periodicitate):
Consecinţa 3: (dezvoltarea unei funcţii în serie de sinusuri) Dac¼a f : [0; l] ! R este o funçtie
neted¼a pe poŗtiuni, atunci seria de sinusuri ataşat¼a lui f

1P
n=1

bn sin
n�t

l
;8t 2 [0; l] ; (5)

unde
�
bn =

2

l

Z l

0
f (t) sin

n�t

l
dt;8n 2 N�;

este convergent¼a în 8t 2 [0; l] şi suma ei este

s (t) =

8<: f (t� 0) + f (t+ 0)
2

; dac¼a t 2 ]0; l[
0; dac¼a t = 0 sau t = l

:

(prin extindere, seria obţinut¼a ar corespunde pentru prelungirea lui f prin imparitate la [�l; l] ;
apoi prin periodicitate la R; de menţionat c¼a

fi : ]�l; l]! R; fi (t) =
�
�f (�t) ; dac¼a t 2 ]�l; 0[
f (t) ; dac¼a t 2 [0; l]

este funçtia impar¼a pe intervalul simetric ]�l; l[ ; utilizat¼a ulterior pentru prelungirea prin periodicitate):

Exerci̧tiul 1. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile teoremei lui Dirichlet şi,
dac¼a da, s¼a dezvolte în serie Fourier funçtiile prelungite prin periodicitate:

a) f : [��; �]! R; f (t) =
�
t; dac¼a � � < t < �
0; dac¼a t = �� şi t = � ;

b) f : [�l; l]! R; f (t) =
�
t; dac¼a � l < t < l
0; dac¼a t = �l şi t = l ; l > 0;

c) f : [��; �]! R; f (t) = jtj ; d) f : [�l; l]! R; f (t) = t2; l > 0;
e) f : [��; �]! R; f (t) = arcsin (sin t) ;

a) f : [��; �]! R; f (t) =
�
t; dac¼a � � < t < �
0; dac¼a t = �� şi t = � ;

Rezolvare: a) A se vedea Curs.

b) f : [�l; l]! R; f (t) =
�
t; dac¼a � l < t < l
0; dac¼a t = �l şi t = l ; l > 0:

Rezolvare: Se reprezint¼a gra�c f pe [�l;l] ; apoi se prelungeşte prin periodicitate la f : R! R.
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Din gra�c se observ¼a c¼a f este impar¼a pe [�l;l] (pe [�l; l] ; Gf este simetric faţ¼a de O).
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei Fourier (trigonometric¼a) :

[�; �+ T ] = [�l; l] )

8><>:
T = 2l -perioada
� = �l
! = 2�

2l ) ! = �
l pulsaţia

Se determin¼a coe�cienţii Fourier:

a0 =
1

l

Z l

�l
f (t) dt ) a0 =

1

l

Z l

�l
t|{z}

impar¼a

dt
impar¼a pe [�l;l]

= 0.

an =
1

l

Z l

�l
f (t) cos

�
n�t

l

�
dt;8n 2 N� ) an =

1

l

Z l

�l
t|{z}

impar¼a

� cos
�
n�t

l

�
| {z }

par¼a

dt
impar¼a pe [�l;l]

= 0;8n 2 N�:

bn =
1

l

Z l

�l
f (t) sin

�
n�t

l

�
dt;8n 2 N� ) bn =

1

l

Z l

�l
t|{z}

impar¼a

�sin
�
n�t

l

�
| {z }

impar¼a

dt
par¼a pe [�l;l]

=
2

l

Z l

0
t�sin

�
n�t

l

�
dt =

=
2

l

Z l

0
t �

0BB@cos
�
n�t

l

�
�n�
l

1CCA
0

dt =
2

l

0BBB@ t �
cos

�
n�t

l

�
�n�
l

��������
t=l

t=0

�
Z l

0
1 �
cos

�
n�t

l

�
�n�
l

dt

1CCCA =

=
2

l

0BBB@
0B@l � cos (n�)�n�

l

� 0 � cos 0�n�
l

1CA+ l

n�

sin

�
n�t

l

�
n�
l

��������
t=l

t=0

1CCCA =

=
2

l

�
l2

�n� � cos (n�) +
l

n�

sin (n�)� sin (0)
n�
l

�
=
2

l

�
l2

�n� � (�1)
n +

l

n�

0� 0
n�
l

�
=
2l

n�
(�1)n+1 ;

8n 2 N�:

S-a folosit
cos (n�) = (�1)n ;8n 2 N�:
sin (n�) = 0;8n 2 N�:

Atunci seria Fourier ataşat¼a lui f este
0

2
+

1P
n=1

�
0 � cos

�
n�t

l

�
+
2l

n�
(�1)n+1 � sin

�
n�t

l

��
;8t 2 [�l; l] ; chiar t 2 R, adic¼a

1P
n=1

2l

n�
(�1)n+1 � sin

�
n�t

l

�
;8t 2 [�l; l] ; chiar t 2 R: (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a şi pe ce muļtime suma seriei (�1) coincide cu f:
Din gra�c se observ¼a c¼a f veri�c¼a ipotezele Teoremei Dirichlet) suma seriei (�1) este
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s (t) =

8<:
f (t) ; dac¼a t 2

S
k2Z

]�l + 2kl; l + 2kl[
0 + 0

2
; dac¼a t = �l + 2kl sau t = l + 2kl; k 2 Z

:

Deoarece pe ]�l; l[ se observ¼a c¼a f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar

t =
2l

�

1P
n=1

(�1)n+1

n
� sin

�
n�t

l

�
;8t 2 ]�l; l[ : (�2)

etapa 3: A se observa posibile particulariz¼ari, precum t = l
2� 2 ]�l; l[ în curs.

Comentariu: A se observa reprezent¼arile gra�ce ale "polinoamelor" Fourier, în curs, pentru l = �:
c) A se vedea Curs.
d) f : [�l; l]! R; f (t) = t2; l > 0;
Rezolvare: Se reprezint¼a gra�c f pe [�l; l] ; apoi se prelungeşte prin periodicitate la f : R! R.

Din gra�c se observ¼a c¼a f este par¼a pe [�l; l] (pe [�l; l] ; Gf este simetric faţ¼a de Oy).
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei Fourier (trigonometric¼a) :

[�; �+ T ] = [�l; l] )

8><>:
T = 2l -perioada
� = �l
! = 2�

2l ) ! = �
l pulsaţia

Se determin¼a coe�cienţii Fourier:

a0 =
1

l

Z l

�l
f (t) dt ) a0 =

1

l

Z l

�l
t2|{z}
par¼a

dt
par¼a pe [�l;l]

=
1

l
� 2
Z l

0
t2dt =

2

l

t3

3

����t=l
t=0

=
2l2

3
:

an =
1

l

Z l

�l
f (t) cos

�
n�t

l

�
dt;8n 2 N� ) an =

1

l

Z l

�l
t2|{z}
par¼a

� cos
�
n�t

l

�
| {z }

par¼a

dt
par¼a pe [�l;l]

=

=
1

l
� 2
Z l

0
t2 cos

�
n�t

l

�
dt =

2

l

Z l

0
t2 �

0BB@sin
�
n�t

l

�
n�

l

1CCA
0

dt =

=
2

l

0BBB@ t2 �
sin

�
n�t

l

�
n�

l

��������
t=l

t=0

�
Z l

0
2t �

sin

�
n�t

l

�
n�

l

dt

1CCCA =

=
2

l

0BBB@
0@l2 � sin (n�)n�

l

� 02 � sin (0)n�

l

1A� 2 � l
n�

Z l

0
t �

0BB@cos
�
n�t

l

�
�n�
l

1CCA
0

dt

1CCCA =
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=
�4
n�

0BBB@ t �
cos

�
n�t

l

�
�n�
l

��������
t=l

t=0

�
Z l

0
1 �
cos

�
n�t

l

�
�n�
l

dt

1CCCA =

=
�4
n�

0BBB@
0B@l � cos (n�)�n�

l

� 0cos (0)�n�
l

1CA� l

�n�

sin

�
n�t

l

�
n�
l

��������
t=l

t=0

1CCCA =

=
4l

n2�2

�
l � (�1)n � sin (n�)� sin 0n�

l

�
=

4l2

n2�2
(�1)n ;8n 2 N�:

bn =
1

l

Z l

�l
f (t) sin

�
n�t

l

�
dt;8n 2 N� ) bn =

1

l

Z l

�l
t2|{z}
par¼a

� sin
�
n�t

l

�
| {z }

impar¼a

dt
impar¼a pe [�l;l]

= 0;8n 2 N�:

Atunci seria Fourier ataşat¼a lui f este
l2

3
+

1P
n=1

�
4l2

n2�2
(�1)n � cos

�
n�t

l

�
+ 0 � sin

�
n�t

l

��
;8t 2 [�l; l] ; chiar t 2 R, adic¼a

l2

3
+

1P
n=1

4l2

n2�2
(�1)n cos

�
n�t

l

�
;8t 2 [�l; l] ; chiar t 2 R: (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a şi pe ce muļtime suma seriei (�1) coincide cu f:
Din gra�c se observ¼a c¼a f veri�c¼a ipotezele Teoremei Dirichlet: Cum f este continu¼a pe R

)suma seriei (�1) este
s (t) = f (t) ;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R:
Deoarece pe R se observ¼a c¼a f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar

t2 =
l2

3
+

1P
n=1

4l2

n2�2
(�1)n cos

�
n�t

l

�
;8t 2 R: (�2)

etapa 3: În particular, pentru l = �; din (�2) se obţine

t2 =
�2

3
+ 4

1P
n=1

(�1)n

n2
cos (nt) ;8t 2 R: (�3)

Pentru t = 0; din (�3) se obţine suma seriei armonice alternante generalizate cu e� = 2 :
02 =

�2

3
+ 4

1P
n=1

(�1)n

n2
cos (0), 4

1P
n=1

(�1)n

n2
cos (0) =

��2
3

,

�2

12
=

1P
n=1

(�1)n+1

n2
sau

�2

12
=
1

12
� 1

22
+
1

32
� 1

42
+ :::+

(�1)n+1

n2
+ :::

Pentru t = �; din (�3) se obţine suma seriei armonice generalizate cu e� = 2 :
�2 =

�2

3
+ 4

1P
n=1

(�1)n

n2
cos (n�), 4

1P
n=1

(�1)n

n2
(�1)n = 2�2

3
,

�2

6
=

1P
n=1

1

n2
sau

�2

6
=
1

12
+
1

22
+
1

32
+
1

42
+ :::+

1

n2
+ :::

Comentariu: Se reprezint¼a gra�c pe [�l; l], chiar pe R
f (t) = t2-albastru

F1 (t) =
�2

3
� 4
1
cos t-roşu

F2 (t) =
�2

3
� 4
1
cos t+

4

4
cos (2t)-galben
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F3 (t) =
�2

3
� 4
1
cos t+

4

4
cos (2t)� 4

9
cos (3t)-verde

F4 (t) =
�2

3
� 4
1
cos t+

4

4
cos (2t)� 4

9
cos (3t) +

4

16
cos (4t)-magenta

şi se observ¼a aproximarea din ce în ce mai bun¼a a funçtiei cu polinoame Fourier.

x

y

x

y

e) f : [��; �]! R; f (t) = arcsin (sin t) ;
Rezolvare: Se reprezint¼a gra�c f pe [��; �] ; apoi se prelungeşte prin periodicitate la f : R! R.

x

y

Din gra�c se observ¼a c¼a f este impar¼a pe [��; �] (pe [��; �] ; Gf este simetric faţ¼a de O).
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei Fourier (trigonometric¼a) :

[�; �+ T ] = [��; �] )

8<:
T = 2� -perioada
� = ��
! = 2�

2� ) ! = 1 pulsaţia
Se determin¼a coe�cienţii Fourier:

a0 =
1

�

Z �

��
f (t) dt ) a0 =

1

�

Z �

��
arcsin (sin t)| {z }

impar¼a

dt = 0:

an =
1

�

Z �

��
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

1

�

Z �

��
arcsin (sin t)| {z }

impar¼a

�cos (nt)| {z }
par¼a

dt
impar¼a pe [��;�]

= 0;8n 2 N�:

bn =
1

�

Z �

��
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

1

�

Z �

��
arcsin (sin t)| {z }

impar¼a

� sin (nt)| {z }
impar¼a

dt
par¼a pe [��;�]

=

=
2

�

Z �

0
arcsin (sin t) � sin (nt) dt = 2

�

Z �

0
arcsin (sin t) �

�
cos (nt)

�n

�0
dt =
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=
2

�

 
arcsin (sin t) � cos (nt)�n

����t=�
t=0

�
Z �

0

1p
1� sin2 t

cos t � cos (nt)�n dt

!
=

=
2

�

��
arcsin (sin�) � cos (n�)�n � arcsin (sin 0) � cos (0)�n

�
�
Z �

0

cos t

jcos tj �
cos (nt)

�n dt

�
=

=
2

n�

 Z �
2

0
cos (nt) dt�

Z �

�
2

cos (nt) dt

!
=

2

n�

 
sin (nt)

n

����t=�
2

t=0

� sin (nt)

n

����t=�
t=�

2

!
=

=
2

n�

 
sin
�
n�2
�

n
� sin (0)

n
� sin (n�)

n
+
sin
�
n�2
�

n

!
=

=
4

n2�
sin
�n�
2

�
;8n 2 N�:

Atunci seria Fourier ataşat¼a lui f este

0 +
1P
n=1

�
0 � cos (nt) + 4

n2�
sin
�n�
2

�
� sin (nt)

�
;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R, adic¼a

4

�

1P
n=1

1

n2
sin
�n�
2

�
� sin (nt) ;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R: (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a şi pe ce muļtime suma seriei (�1) coincide cu f:
Din gra�c se observ¼a c¼a f veri�c¼a ipotezele Teoremei Dirichlet (preciz¼am c¼a f este derivabil¼a

pe [��; �] n
���
2 ;

�
2

	
): Cum f este continu¼a pe R )suma seriei (�1) este

s (t) = f (t) ;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R:
Deoarece pe R se observ¼a c¼a f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar

arcsin (sin t) =
4

�

1P
n=1

1

n2
sin
�n�
2

�
� sin (nt) ;8t 2 [��; �] ;chiar t 2 R: (�2)

Se foloseşte sin
�n�
2

�
=

�
0; n = 2en; en 2 N�
(�1)en ; n = 2en+ 1; en 2 N )

arcsin (sin t) =
4

�

1P
en=0

1

(2en+ 1)2 (�1)en � sin ((2en+ 1) t) ;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R;
sau, renotând en cu n; se obţine

arcsin (sin t) =
4

�

1P
n=0

(�1)n

(2n+ 1)2
� sin ((2n+ 1) t) ;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R:

Comentariu: Se reprezint¼a gra�c pe [��; �], chiar pe R
f (t) = arcsin (sin t)-albastru

F1 (t) =
4

�
sin t-roşu

F2 (t) =
4

�
sin t+ 0-galben subţire

F3 (t) =
4

�
sin t+ 0 +

4

�
� �1
32
sin 3t-verde

F4 (t) =
4

�
sin t+ 0 +

4

�
� �1
32
sin 3t+ 0-magenta subţire

şi se observ¼a aproximarea din ce în ce mai bun¼a a funçtiei cu "polinoame" Fourier.
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Exerci̧tiul 2. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile teoremei lui Dirichlet şi,
dac¼a da, s¼a dezvolte în serie Fourier funçtiile prelungite prin periodicitate :
a) f : ]��; �]! R; f (t) = � � t;

b) f : ]��; �]! R; f (t) =
�

1; dac¼a t 2 ]��; 0[
t+ 1; dac¼a t 2 [0; �] ;c) f : ]��; �]! R; f (t) =

�
0; dac¼a t 2 ]��; 0[
t; dac¼a t 2 [0; �] ;

d) f : ]��; �]! R; f (t) =
�
� � t; dac¼a t 2 ]��; 0[
�; dac¼a t 2 [0; �] ;e)f : ]�1; 1]! R; f (t) =

�
1; dac¼a t 2 ]�1; 0[
et; dac¼a t 2 [0; 1] :

Rezolvare: a) A se vedea Curs.

b) f : ]��; �]! R; f (t) =
�

1; dac¼a t 2 ]��; 0[
t+ 1; dac¼a t 2 [0; �] ;

Se reprezint¼a gra�c f pe ]��; �] ; apoi se prelungeşte prin periodicitate la f : R! R.

Din gra�c se observ¼a c¼a f NU este nici par¼a, nici impar¼a pe ]��; �[ :
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei Fourier (trigonometric¼a) :

[�; �+ T ] = [��; �] )

8<:
T = 2� -perioada
� = ��
! = 2�

2� ) ! = 1 pulsaţia
Se determin¼a coe�cienţii Fourier:

a0 =
1

�

Z �

��
f (t) dt ) a0 =

1

�

�Z 0

��
1dt+

Z �

0
(t+ 1) dt

�
=

=
1

�

�
(t)jt=0t=�� +

�
t2

2 + t
����t=�
t=0

�
=
1

�

�
� + �2

2 + �
�
= 2 + �

2 :

an =
1

�

Z �

��
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

1

�

�Z 0

��
1 cos (nt) dtdt+

Z �

0
(t+ 1) � cos (nt) dtdt

�
=

=
1

�

 
sin (nt)

n

����t=0
t=��

+

Z �

0
(t+ 1) �

�
sin (nt)

n

�0
dt

!
=
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=
1

�

 
sin (nt)

n

����t=0
t=��

+ (t+ 1) � sin (nt)
n

����t=�
t=0

�
Z �

0
1 � sin (nt)

n
dt

!
=

=
1

�

 
sin 0� sin (�n�)

n
+ (� + 1) � sin (n�)

n
� 1sin 0

n
� cos (nt)

n � (�n)

����t=�
t=0

!
=

=
1

�

�
0� cos (n�)

n � (�n) +
cos 0

n � (�n)

�
=
1

�

�
(�1)n � 1

n2

�
=
(�1)n � 1
n2�

;8n 2 N�

bn =
1

�

Z �

��
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

1

�

�Z 0

��
1 sin (nt) dtdt+

Z �

0
(t+ 1) � sin (nt) dtdt

�
=

=
1

�

 
cos (nt)

�n

����t=0
t=��

+

Z �

0
(t+ 1) �

�
cos (nt)

�n

�0
dt

!
=

=
1

�

 
cos (nt)

�n

����t=0
t=��

+ (t+ 1) � cos (nt)�n

����t=�
t=0

�
Z �

0
1 � cos (nt)�n dt

!
=

=
1

�

 
cos 0� cos (�n�)

�n + (� + 1) � cos (n�)�n � 1 � cos 0�n � sin (nt)

n � (�n)

����t=�
t=0

!
=

=
1

�

�
� � (�1)

n

�n � sin (n�)� sin 0
n � (�n)

�
=
(�1)n

�n ;8n 2 N�

Atunci seria Fourier ataşat¼a lui f este
1

2

�
2 + �

2

�
+

1P
n=1

 
(�1)n � 1
n2�

� cos (nt) + (�1)
n+1

n
� sin (nt)

!
;8t 2 ]��; �] ; chiar t 2 R (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a şi pe ce muļtime suma seriei (�1) coincide cu f:
Din gra�c se observ¼a c¼a f veri�c¼a ipotezele Teoremei Dirichlet) suma seriei (�1) este

s (t) =

8<:
f (t) ; dac¼a t 2

S
k2Z

]�� + 2k�; � + 2k�[
1 + � + 1

2
; dac¼a t = �� + 2k� sau t = � + 2k�; k 2 Z

:

Deoarece pe ]��; �[ se observ¼a c¼a f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar

f (t) = 1 + �
4 +

1P
n=1

 
(�1)n � 1
n2�

� cos (nt) + (�1)
n+1

n
� sin (nt)

!
;8t 2 ]��; �[ : (�2)

c) Fie f : ]��; �]! R; f (t) =
�
0; dac¼a t 2 ]��; 0[
t; dac¼a t 2 [0; �] ;

Se reprezint¼a gra�c f pe ]��; �] ; apoi se prelungeşte prin periodicitate la f : R! R.

Din gra�c se observ¼a c¼a f NU este nici par¼a, nici impar¼a pe ]��; �[ :
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei Fourier (trigonometric¼a) :
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[�; �+ T ] = [��; �] )

8<:
T = 2� -perioada
� = ��
! = 2�

2� ) ! = 1 pulsaţia
Se determin¼a coe�cienţii Fourier:

a0 =
1

�

Z �

��
f (t) dt ) a0 =

1

�

�Z 0

��
0dt+

Z �

0
tdt

�
=
1

�

�
0 + t2

2

���t=�
t=0

�
=
1

�

�
�2

2

�
= �

2 :

an =
1

�

Z �

��
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

1

�

�Z 0

��
0 cos (nt) dt+

Z �

0
t � cos (nt) dt

�
=

=
1

�

�
0 +

Z �

0
t �
�
sin (nt)

n

�0
dt

�
=
1

�

 
t � sin (nt)

n

����t=�
t=0

�
Z �

0
1 � sin (nt)

n
dt

!
=

=
1

�

 
� � sin (n�)

n
� 0� cos (nt)

n � (�n)

����t=�
t=0

!
=
1

�

�
0� cos (n�)

n � (�n) +
cos 0

n � (�n)

�
=

=
1

�

�
(�1)n � 1

n2

�
=
(�1)n � 1
n2�

;8n 2 N�

bn =
1

�

Z �

��
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

1

�

�Z 0

��
0 sin (nt) dt+

Z �

0
t � sin (nt) dt

�
=

=
1

�

�
0 +

Z �

0
t �
�
cos (nt)

�n

�0
dt

�
=
1

�

 
t � cos (nt)�n

����t=�
t=0

�
Z �

0
1 � cos (nt)�n dt

!
=

=
1

�

 
� � cos (n�)�n � 0 � cos 0�n � sin (nt)

n � (�n)

����t=�
t=0

!
=
1

�

�
� � (�1)

n

�n � sin (n�)� sin 0
n � (�n)

�
=
(�1)n

�n ;

8n 2 N�
Atunci seria Fourier ataşat¼a lui f este

�
4 +

1P
n=1

 
(�1)n � 1
n2�

� cos (nt) + (�1)
n+1

n
� sin (nt)

!
;8t 2 ]��; �] ; chiar t 2 R (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a şi pe ce muļtime suma seriei (�1) coincide cu f:
Din gra�c se observ¼a c¼a f veri�c¼a ipotezele Teoremei Dirichlet) suma seriei (�1) este

s (t) =

8<:
f (t) ; dac¼a t 2

S
k2Z

]�� + 2k�; � + 2k�[
0 + �

2
; dac¼a t = �� + 2k� sau t = � + 2k�; k 2 Z

:

Deoarece pe ]��; �[ se observ¼a c¼a f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar

f (t) = �
4 +

1P
n=1

 
(�1)n � 1
n2�

� cos (nt) + (�1)
n+1

n
� sin (nt)

!
;8t 2 ]��; �[ : (�2)

Exerci̧tiul 3. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile teoremei lui Dirichlet şi,
dac¼a da, s¼a dezvolte în serie Fourier funçtiile prelungite prin periodicitate :

a) f : [��; �]! R; f (t) =

8<:
�1; dac¼a � � < t < 0
0; dac¼a t = �� sau t = 0 sau t = �
1; dac¼a 0 < t < �

;

b) f : [��; �]! R; f (t) =

8<:
�a; dac¼a � � � t < ��

2
a; dac¼a ��

2 � t � �
2

�a; dac¼a �
2 < t � �

; unde a > 0;
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c) f : [��; �]! R; f (t) =

8<:
�2a
� (t+ �) ; dac¼a � � � t < ��

2
2a
� t; dac¼a ��

2 � t � �
2

2a
� (� � t) ; dac¼a �

2 < t � �
; unde a > 0;

În particular, f : [��; �]! R; f (t) =

8<:
�t� �; dac¼a � � � t < ��

2
t; dac¼a ��

2 � t � �
2

�t+ �; dac¼a �
2 < t � �

:

d) f : [��; �]! R; f (t) =

8>><>>:
1; dac¼a � � � t < �� + a
0; dac¼a � � + a � t < 0
1; dac¼a 0 � t < a
0; dac¼a a � t � �

; unde a 2 ]0; �[ ;

e) f : [��; �]! R; f(t) =
�
0; dac¼a � � � t < 0
1; dac¼a 0 � t � � ;

Analog f : [�1; 1]! R; f(t) =
�
0; dac¼a � 1 � t < 0
1; dac¼a 0 � t � 1 ;

(provine din � : R! R, �(t) =
�
0; dac¼a t < 0
1; dac¼a 0 � t , funcţia treapt¼a unitate a lui Heaviside).

f) f : [��; �]! R; f (t) = A � (�(t)� �(t� �)) + (�(t+ �)� �(t)) ; unde A > 0 şi

� : R! R, �(t) =
�
0; dac¼a t < 0
1; dac¼a 0 � t .

g) f : [��; �]! R; f (t) = jtj � (�(t+ �)� �(t� �)) ; unde � : R! R, �(t) =
�
0; dac¼a t < 0
1; dac¼a 0 � t .

h) d� : R! R; d�(t) =
�
1; dac¼a � � � t � �
0; în rest

;

(provine din semnalul rectangular dA : R ! R, fereastra dreptunghiular¼a centrat¼a în origine de
l¼aţime 2A;A > 0 sau poarta temporal¼a cu � = �):

i) f : [�l; l]! R, f (t) =
�
c1; dac¼a � l � t � 0
c2; dac¼a 0 < t � l , unde c1 2 R, c2 2 R;

j) f : [��; �]! R; f (t) = sin at, unde a 2 RnZ;k) f : [��; �]! R; f (t) = sh at, unde a 2 R;
l) f : [��; �]! R; f (t) = jcos tj.
Rezolvare:

a) f : [��; �]! R; f (t) =

8<:
�1; dac¼a � � < t < 0
0; dac¼a t = �� sau t = 0 sau t = �
1; dac¼a 0 < t < �

;

Se reprezint¼a gra�c f pe [��; �] ; apoi se prelungeşte prin periodicitate la f : R! R.

Din gra�c se observ¼a c¼a f este impar¼a pe [��; �] :
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei Fourier (trigonometric¼a) :
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[�; �+ T ] = [��; �] )

8<:
T = 2� -perioada
� = ��
! = 2�

2� ) ! = 1 pulsaţia
Se determin¼a coe�cienţii Fourier:

a0 =
1

�

Z �

��
f (t) dt ) a0 =

1

�

Z �

��
f (t)|{z}
impar¼a

dt = 0.

an =
1

�

Z �

��
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

1

�

Z �

��
f (t)|{z}
impar¼a

� cos (nt)| {z }
par¼a

dt
impar¼a pe [��;�]

= 0;8n 2 N�

bn =
1

�

Z �

��
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

1

�

Z �

��
f (t)|{z}
impar¼a

� sin (nt)| {z }
impar¼a

dt
par¼a pe [��;�]

=
2

�

Z �

0
1 � sin (nt) dt =

=
2

�

 
� cos (nt)

n

����t=�
t=0

!
=
�2
n�

(cos (n�)� cos 0) = �2
n�

((�1)n � 1) = 2

n�
(1� (�1)n) ;

8n 2 N�:
Atunci seria Fourier ataşat¼a lui f este
0

2
+

1P
n=1

�
0 � cos (nt) + 2

n�
(1� (�1)n) � sin (nt)

�
;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R, adic¼a

1P
n=1

2

n�
(1� (�1)n) � sin (nt) ;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R: (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a şi pe ce muļtime suma seriei (�1) coincide cu f:
Din gra�c se observ¼a c¼a f veri�c¼a ipotezele Teoremei Dirichlet) suma seriei (�1) este

s (t) =

(
f (t) ; dac¼a t 2

S
k2Z

]�� + 2k�; 0 + 2k�[ [
S
k2Z

]0 + 2k�; � + 2k�[

0; dac¼a t = �� + 2k� sau t = � + 2k� sau t = 0 + 2k�; k 2 Z
:

Deoarece pe ]��; �[ se observ¼a c¼a f are ca puncte de discontinuitate doar t = 0, suma seriei
este chiar

f (t) =
1P
n=1

2

n�
(1� (�1)n) � sin (nt) ;8t 2 ]��; �[ : (�2)

b) f : [��; �]! R; f (t) =

8<:
�a; dac¼a � � � t < ��

2
a; dac¼a ��

2 � t � �
2

�a; dac¼a �
2 < t � �

;

unde a > 0;
Se reprezint¼a gra�c f pe [��; �] ; apoi se prelungeşte prin periodicitate la f : R! R.

Din gra�c se observ¼a c¼a f este par¼a pe [��; �] :
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei Fourier (trigonometric¼a) :
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[�; �+ T ] = [��; �] )

8<:
T = 2� -perioada
� = ��
! = 2�

2� ) ! = 1 pulsaţia
Se determin¼a coe�cienţii Fourier:

a0 =
1

�

Z �

��
f (t) dt ) a0 =

1

�

Z �

��
f (t)|{z}
par¼a

dt =
1

�
� 2
 Z �

2

0
adt+

Z �

�
2

(�a) dt
!
=

=
2

�

�
atjt=

�
2

t=0 � atj
t=�
t=�

2

�
= 0:

an =
1

�

Z �

��
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

1

�

Z �

��
f (t)|{z}
par¼a

� cos (nt)| {z }
par¼a

dt
par¼a pe [��;�]

=

=
1

�
� 2
 Z �

2

0
a cos (nt) dt+

Z �

�
2

(�a) cos (nt) dt
!
=
2

�

 
a sin (nt)

n

����t=�
2

t=0

� a sin (nt)

n

����t=�
t=�

2

!
=

=
2a

n�

 
a sin

�
n�2
�
� a sin (n0)
n

�
a sin (n�)� a sin

�
n�2
�

n

!
=
4a

n�
sin
�n�
2

�
;8n 2 N�:

bn =
1

�

Z �

��
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

1

�

Z �

��
f (t)|{z}
par¼a

� sin (nt)| {z }
impar¼a

dt
impar¼a pe [��;�]

= 0;8n 2 N�:

Atunci seria Fourier ataşat¼a lui f este

0 +
1P
n=1

�
4a

n�
sin
�n�
2

�
� cos (nt) + 0 � sin (nt)

�
;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R, adic¼a

4a

�

1P
n=1

1

n
sin
�n�
2

�
� cos (nt) ;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R: (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a şi pe ce muļtime suma seriei (�1) coincide cu f:
Din gra�c se observ¼a c¼a f veri�c¼a ipotezele Teoremei Dirichlet:
Deoarece pe ]��; �[ se observ¼a c¼a f are ca puncte de discontinuitate t = ��

2 şi t = �
2 , seria

anterioar¼a are suma chiar

s (t) =

8>><>>:
�a; dac¼a � � < t < ��

2
a; dac¼a ��

2 < t < �
2

�a; dac¼a �
2 < t < �

0; dac¼a t = ��
2 sau t = �

2

(�2)

s (t) =
4a

�

1P
n=1

1

n
sin
�n�
2

�
� cos (nt) ;8t 2 ]��; �[ :

Deoarece sin
�n�
2

�
=

�
0; n = 2en; en 2 N�
(�1)en ; n = 2en+ 1; en 2 N renot¼am en cu n)

s (t) =
4a

�

1P
n=1

(�1)n

2n+ 1
� cos ((2n+ 1) t) ;8t 2 ]��; �[ :

c) f : [��; �]! R; f (t) =

8<:
�2a
� (t+ �) ; dac¼a � � � t < ��

2
2a
� t; dac¼a ��

2 � t � �
2

2a
� (� � t) ; dac¼a �

2 < t � �
;

Se reprezint¼a gra�c f pe [��; �] ; apoi se prelungeşte prin periodicitate la f : R! R.



Gabriela Grosu / EDCO 15

Din gra�c se observ¼a c¼a f este impar¼a pe [��; �] :
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei Fourier (trigonometric¼a) :

[�; �+ T ] = [��; �] )

8<:
T = 2� -perioada
� = ��
! = 2�

2� ) ! = 1 pulsaţia
Se determin¼a coe�cienţii Fourier:

a0 =
1

�

Z �

��
f (t) dt ) a0 =

1

�

Z �

��
f (t)|{z}
impar¼a

dt = 0.

an =
1

�

Z �

��
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

1

�

Z �

��
f (t)|{z}
impar¼a

� cos (nt)| {z }
par¼a

dt
impar¼a pe [��;�]

= 0;8n 2 N�

bn =
1

�

Z �

��
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

1

�

Z �

��
f (t)|{z}
impar¼a

� sin (nt)| {z }
impar¼a

dt
par¼a pe [��;�]

= :::

=
8a

n2�2
sin
�n�
2

�
;8n 2 N�:

Atunci seria Fourier ataşat¼a lui f este
0

2
+

1P
n=1

�
0 � cos (nt) + 8a

n2�2
sin
�n�
2

�
� sin (nt)

�
;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R, adic¼a

1P
n=1

8a

n2�2
sin
�n�
2

�
� sin (nt) ;8t 2 [��; �] ; chiar t 2 R: (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a suma seriei (�1) coincide cu f:
Din gra�c se observ¼a c¼a f veri�c¼a ipotezele Teoremei Dirichlet: Deoarece f nu are puncte de

discontinuitate pe R suma seriei (�1) este
s (t) = f (t) ;8t 2 R)
f (t) =

1P
n=1

8a

n2�2
sin
�n�
2

�
� sin (nt) ;8t 2 R:

Folosim sin
�n�
2

�
=

�
0; n = 2en; en 2 N�
(�1)en ; n = 2en+ 1; en 2 N renot¼am en cu n)

f (t) =
1P
n=1

8a (�1)n

(2n+ 1)2 �2
� sin (nt) ;8t 2 R: (�2)

Exerci̧tiul 4. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile Consecinţei 2 şi, dac¼a da,
s¼a dezvolte în serie de cosinusuri funçtiile:

a) f : [0; �]! R; f (t) =
�
1; dac¼a 0 � t � a
0; dac¼a a < t � � ; unde a 2 ]0; �[ ;

b) f : [0; �]! R; f (t) =
�
1� 1

2a t; dac¼a 0 � t � 2a
0; dac¼a 2a < t � � ; unde a 2

�
0; �2

�
;
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c) f : [0; �]! R; f (t) =

8>>>>><>>>>>:

�
2
p
3
; dac¼a 0 � t < �

3
�
4
p
3
; dac¼a t = �

3

0; dac¼a �
3 < t <

2�
3��

4
p
3
; dac¼a t = 2�

3
��
2
p
3
; dac¼a 2�

3 < t � �

;

d) f : [0; l]! R; f (t) = l � t; e) f : [0; �]! R; f (t) = et;
Rezolvare: a) A se vedea Curs.
b) Fie

f : [0; �]! R; f (t) =
�
1� 1

2a t; dac¼a 0 � t � 2a
0; dac¼a 2a < t � � ; unde a 2

�
0; �2

�
;

Se observ¼a c¼a f este neted¼a pe poŗtiuni pe [0; �] :
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei de cosinusuri. Se determin¼a coe�cienţii:

a0 =
2

�

Z �

0
f (t) dt ) a0 =

2

�

Z �

0
f (t) dt =

2

�

�Z 2a

0

�
1� 1

2a t
�
dt+

Z �

2a
0dt

�
=

=
2

�

��
t� 1

2a
t2

2

����t=2a
t=0

� cjt=�t=2a

�
=
2a

�
:

an =
2

�

Z �

0
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

2

�

Z �

��
f (t) � cos (nt) dt =

=
2

�

�Z 2a

0

�
1� 1

2a t
�
cos (nt) dt+

Z �

2a
0 cos (nt) dt

�
=
2

�

�Z 2a

0

�
1� 1

2a t
��sin (nt)

n

�0
dt� cjt=�t=2a

�
=

=
2

�

 �
1� 1

2a t
� sin (nt)

n

����t=2a
t=0

�
Z 2a

0

�
� 1
2a

� sin (nt)
n

dt

!
=

=
2

�

 
0 � sin (nt)

n
� 1 � sin (n0)

n
�
�
� 1
2a

� � cos (nt)
n2

����t=2a
t=0

!
=

=
2

�
� 12a

� cos (2na) + cos (n0)
n2

=
1

�an2
� (1� cos (2na)) ;8n 2 N�:

Atunci seria de cosinusuri ataşat¼a lui f este
a

�
+

1P
n=1

�
1� cos (2na)

�an2
� cos (nt)

�
;8t 2 [0; �] ; adic¼a

2a

�

 
1

2
+

1P
n=1

�
sin (na)

na

�2
� cos (nt)

!
;8t 2 [0; �] ; (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a suma seriei (�1) coincide cu f:
Conform Consecinţei 2 suma seriei (�1) este:
s (t) = f (t) (�2)

Seria (�1) poate � considerat¼a ca �ind, prin extindere, seria funçtiei prelungit¼a prin paritate la
[��; �], apoi prin periodicitate la R:

e) Fie
f : [0; �]! R; f (t) = et;

Se observ¼a c¼a f este neted¼a pe poŗtiuni pe [0; �] :
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei de cosinusuri. Se determin¼a coe�cienţii:

a0 =
2

�

Z �

0
f (t) dt ) a0 =

2

�

Z �

0
f (t) dt =

2

�

Z �

0
etdt =

2

�

h
et
��t=�
t=0

i
=
2

�

�
e� � e0

�
:
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an =
2

�

Z �

0
f (t) cos (nt) dt;8n 2 N� ) an =

2

�

Z �

��
f (t) � cos (nt) dt =

=
2

�

Z �

0
et cos (nt) dt =

2

�
� e

t cos (nt) + net sin (nt)

n2 + 1

����t=�
t=0

=

=
2

�

�
e� cos (n�) + ne� sin (n�)

n2 + 1
� e

0 cos 0 + ne0 sin 0

n2 + 1

�
=

=
2

�

�
e� � (�1)n + 0

n2 + 1
� 1 + 0

n2 + 1

�
=
2

�
� e
� � (�1)n � 1
n2 + 1

;8n 2 N�:
Atunci seria de cosinusuri ataşat¼a lui f este
1

�
(e� � 1) +

1P
n=1

�
2

�
� e
� � (�1)n � 1
n2 + 1

� cos (nt)
�
;8t 2 [0; �] (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a suma seriei (�1) coincide cu f:
Conform Consecinţei 2 suma seriei (�1) este:
s (t) = f (t) (�2)

Seria (�1) poate � considerat¼a ca �ind, prin extindere, seria funçtiei prelungit¼a prin paritate la
[��; �], apoi prin periodicitate la R:

Exerci̧tiul 5. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile Consecinţei 3 şi, dac¼a da,
s¼a dezvolte în serie de sinusuri funçtiile :

a) f : [0; �]! R; f (t) =
�
0; dac¼a 0 � t � a
1; dac¼a a < t � � ; unde a 2 ]0; �[ ;

b) f : [0; �]! R; f (t) =
�
t; dac¼a 0 � t � �

2
0; dac¼a �

2 < t � �
;c) f : [0; �]! R; f (t) =

8><>:
�t
2
p
3
; dac¼a 0 � t � �

3
�2

6
p
3
; dac¼a �

3 < t <
2�
3

�(��t)
2
p
3
; dac¼a 2�

3 � t � �
;

d) f : [0; l]! R; f (t) = l � t; e) f : [0; �]! R; f (t) = cos (at) ; unde a 2 R:
Rezolvare: a) A se vedea Curs.

b) Fie f : [0; �]! R; f (t) =
�
t; dac¼a 0 � t � �

2
0; dac¼a �

2 < t � �
:

Se observ¼a c¼a f este neted¼a pe poŗtiuni pe [0; �] :
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei de sinusuri. Se determin¼a coe�cienţii:

bn =
2

�

Z �

0
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

2

�

Z �

0
f (t) � sin (nt) dt =

=
2

�

Z �
2

0
t � sin (nt) dt = ::

Se calculeaz¼a:R
t � sin (nt) dt formal=

sin (nt)� nt cos (nt)
n2

.

Atunci,

bn =
2

�

sin (nt)� nt cos (nt)
n2

����t=�
2

t=0

=
2

�

�
sin n�2 �

n�
2 cos

n�
2

n2
� sin 0� n � 0 � cos 0

n2

�
=

=
2

�n2
�
sin n�2 �

n�
2 cos

n�
2

�
;8n 2 N�:

Atunci seria de sinusuri ataşat¼a lui f este
1P
n=1

�
2

�n2
�
sin n�2 �

n�
2 cos

n�
2

�
� sin (nt)

�
;8t 2 [0; �] ; (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a suma seriei (�1) coincide cu f:
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Conform Consecinţei 2 suma seriei (�1) este:

s (t) =

8<:
t; dac¼a 0 � t < �

2
�
4 ; dac¼a t = �

2
0; dac¼a �

2 < t � �
(�2)

Seria (�1) poate � considerat¼a ca �ind, prin extindere, seria funçtiei prelungit¼a prin imparitate la
[��; �], apoi prin periodicitate la R:

e) Fie
f : [0; �]! R; f (t) = cos (at) ; unde a 2 R;

Se observ¼a c¼a f este neted¼a pe [0; �] :
etapa 1: Se ataşeaz¼a lui f seria ei de sinusuri. Se determin¼a coe�cienţii:

bn =
2

�

Z �

0
f (t) sin (nt) dt;8n 2 N� ) bn =

2

�

Z �

0
f (t) � sin (nt) dt =

=
2

�

Z �

0
cos (at) � sin (nt) dt = ::

Se calculeaz¼a:R
cos (at) � sin (nt) dt formal=

(a� n) cos ((a+ n) t)� (a+ n) cos ((a� n) t)
2 (n2 � a2)

sauR
cos (at) � sin (nt) dt formal=

�n cos (at) cos (nt)� a sin (at) sin (nt)
n2 � a2 :

Pentru n = a)
R
cos (nt) � sin (nt) dt = 1� cos 2nt

4n
:

Pentru n = �a)
R
cos (�nt) � sin (nt) dt = 1� cos 2nt

4n
:

Atunci,
�dac¼a a 2 Z;

-pentru n 6= �a =)

bn =
2

�

�n cos (at) cos (nt)� a sin (at) sin (nt)
n2 � a2

����t=�
t=0

=

=
2

�

�
�n (�1)n+a � a � 0

n2 � a2 � �n � 1� a � 0
n2 � a2

�
=

=
2n

� (n2 � a2)
�
1� (�1)n+a

�
;8n 2 N� n f�ag :

-pentru n 6= �a =)

bn =
2

�

1� cos 2nt
4n

����t=�
t=0

= 0:

Atunci seria de sinusuri ataşat¼a lui f este
1P
n=1
n6=jaj

 
2n
�
1� (�1)n+a

�
� (n2 � a2) � sin (nt)

!
;8t 2 [0; �] ; (�1)

�dac¼a a 2 R n Z =)

bn =
2

�

�n cos (at) cos (nt)� a sin (at) sin (nt)
n2 � a2

����t=�
t=0

=

=
2

�

�
�n cos (a�) (�1)n � a sin (a�) � 0

n2 � a2 � �n cos (at) � 1� a � 0 � 0
n2 � a2

�
=

=
2n

� (n2 � a2) (1� (�1)
n cos (a�)) ;8n 2 N�:
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Atunci seria de sinusuri ataşat¼a lui f este
1P
n=1
n6=jaj

�
2n (1� (�1)n cos (a�))

� (n2 � a2) � sin (nt)
�
;8t 2 [0; �] ; (�1)

etapa 2: Se studiaz¼a dac¼a suma seriei (�1) coincide cu f:
Conform Consecinţei 2 suma seriei (�1) este, în ambele cazuri:

s (t) =

�
cos (at) ; dac¼a 0 < t < �
0; dac¼a t = 0 sau t = �

(�2)

Seria (�1) poate � considerat¼a ca �ind, prin extindere, seria funçtiei prelungit¼a prin imparitate la
[��; �], apoi prin periodicitate la R:

Exemplul 6. S¼a se studieze dac¼a urm¼atoarele funçtii satisfac condi̧tiile Consecinţelor 2 şi 3 şi,
dac¼a da, s¼a dezvolte în serie de cosinusuri, respectiv de sinusuri funçtiile:

a) f : [0; 2]! R; f (t) =
�

t; dac¼a 0 � t � 1
2� t; dac¼a 1 < t � 2 ;

b) f : [0; �]! R; f (t) =

8><>:
2

�
t; dac¼a 0 � t � �

2

2

�
(� � t) ; dac¼a �

2 < t � �
:

c) f : [0; �]! R; f (t) = 1:
Rezolvare. a) A se vedea curs.

b) Fie f : [0; �]! R; f (t) =

8><>:
2

�
t; dac¼a 0 � t � �

2

2

�
(� � t) ; dac¼a �

2 < t � �
:

Se observ¼a c¼a f este neted¼a pe poŗtiuni pe [0; �] ; cu

[0; l] = [0; �])
�
T = 2�-perioada
! = 2�

2� ) ! = 1 pulsaţia
Se continu¼a analog ca în curs.


