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SEMINAR NR. 13, REZOLVARI
EDCO, ATA

Serii Fourier. Dezvoltarea in serie Fourier a unei functii reale cu valori reale

Preliminarii pentru notiunea de serie Fourier atagatd unui semnal - vezi Curs.
Definitia 2. Fie f : R — R periodicd, cu T' > 0 perioada principald, ai. f € R ([o,a +T]),Va € R
si pentru care se cunoagte legea de asociere pe [a, a + T, adica
ft)=..,vte[a,a+T]
Se numegte serie Fourier sau serie trigonometrica atasatd lui f pe [a, @ + T (pe R) seria

6120 + Z (ap, cos (nwt) + by sin (nwt)) ||Vt € (o, + T, chiar t € R, (1)
n=1

27T
unde numarul w = — se numeste pulsatie iar numerele

S

/ ) cos (nwt) dt, ¥n € N¥;

by, = / f () sin (nwt) dt,¥n € N¥;
( T ),
se numesc coeficientit Fourier ai functiei f.

F,(t) = ?0 + kz—:l (ay, cos (kwt) + by sin (kwt)) ,Vt € [, + T, chiar t € R,Vn € N*

se numesc polinoame Fourier sau polinoame trigonometrice.
Observatia 1. Dacd, in definitia anterioard, a« = —I,T =2l > 0 si f € R([-1,1]), atunci seria
Fourier sau seria trigonometrica atagata lui f pe [—[,1] (pe R) devine

OO t
24 <an cos nl + by, sin n;r) ,Vt € [=1,1], chiar t € R, (2)
n=1

o U .
unde numarul w = N este pulsatia iar numerele

l
_}/lf(t)dt

1/ t
= l/ f(t) cos nTﬂdt,Vn € N*;
-1

1! t
= l/ f(t)sin %dt,Vn € N¥;
-l

sunt coeficientii Fourier ai functiei f.
Observatia 2. Se impun urmatoarele intrebéari:
eSeria Fourier (1) este punctual, uniform convergenta? Pe ce interval?
ePe intervalul de convergentd suma seriei s (¢) coincide cu f (t)?
Definitia 3. Se spune ca functia f : [a,b] — R satisface conditia Dirichlet pe [a,b] dacd
(1) f este marginita pe [a,b] si are un numar finit de puncte de discontinuitate de prima speta
pe [a,b] (in punctele de discontinuitate are limite laterale diferite, dar finite);




Gabriela Grosu / EDCO 2

(79) intervalul [a, b] poate fi descompus intr-un numdr finit de intervale pe care f este monotona.
Teorema 1. (Dirichlet) Fie f : R — R o functie periodicd, cu perioada principala 7' > 0,
ce satisface conditia Dirichlet pe [a, o+ 7], € R. Atunci seria Fourier (1) atasatd lui f este
punctual convergentd pe [, & + T (chiar pe R) si suma ei este

f@, dacd t e punct de continuitate pentru f

S(t)z f(t—0)+f(t+0)

Observatia 3. Se rean?integte ca:

, dacd t e punct de discontinuitate pentru f.

l
edacd f este impard si integrabild Riemann pe intervalul simetric [, 1] = / f(t)dt =0;
—1

! !
edacd f este para gi integrabild Riemann pe intervalul simetric [, ] = / f(t)dt=2 / f(t)dt.
-1 0

Consecinta 1. (dezvoltarea unei functii in serie Fourier pe interval simetric) Daca f : [-[,1]] — R
este o functie netedd pe portiuni, atunci seria Fourier atagata lui f
a S nmt nmt
?O—i- > <ancoszr+bnsin;r> WVt e [-1,1], (3)
n=1

1 l
aozl/_lf(t)dt;

1/ t
unde/ ¢ q, = l/ f(t)cos nTﬂdt,Vn € N*;
-

1 !
b, = z/ £t Sinndet,Vn € N*;
-1

este convergentd in V¢t € [—[,[] (chiar pe R) si suma ei este

f(tE=0)+f(t+0) daca t € |—1, 1
—_— 2 ’ ,
s(t) = fEH-0)+ f(£1+0) dacat= —lsaut =1
2 )

Mai mult, dacd f este para pe [—1,1] (adica f (—t) = f(t),Vt € [=1,]), atunci
9 [l
ag = / f(t)at
L Jo

2 [t t
ap = l/ f(t)cos %dt,Vn e N*
0

by = 0,¥n € N*,
iar daca f este impara pe [—1,1] (adicad f (—t) = —f (t),Vt € [-1,1]), atunci
ag =20
an = 0,Yn € N*

l
by = ?/ (t)sin ”det,vn e N*.
0

Consecinta 2. (dezvoltarea unei functii in serie de cosinusuri) Daca f : [0,1] — R este o functie
netedd pe portiuni, atunci seria de cosinusuri atasata lui f

e t
%4— ZancosnTﬂ,Vte[O,l}, (4)
n=1
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l
a():?/of(t)dt

unde 5" fl ot
an = l/ f(t)cos Tdt,Vn e N¥,
0

este convergentd in V¢ € [0,[] si suma ei este
fE—=0)+f(t+0)

, dacd t €]0,(]
s(t) = 2

- f(O0+0), dacd t =0

f(=0), daca t = I.
(prin extindere, seria obtinutd ar corespunde pentru prelungirea lui f prin paritate la [—[,1], apoi
prin periodicitate la R; de mentionat ca
f(—=t), dacate]|-10]
e R =
Ip =41 — :fp(t) { F(t), dacitelo,l]

este functia para pe intervalul simetric |—[, [[ , utilizata ulterior pentru prelungirea prin periodicitate).
Consecinta 3. (dezvoltarea unei functii in serie de sinusuri) Dacd f : [0,]] — R este o functie
netedd pe portiuni, atunci seria de sinusuri atagata lui f

S t
> busin %,w 10,1, (5)

l
unde {bn . ?/ F(t)sin ”T“dt,vn € N,
0

este convergentd in V¢ € [0,!] si suma ei este

s (t) = f(t—O)—;—f(t—i—O)’ daca t € ]0,1[

0, dacit=0saut=1

(prin extindere, seria obtinutad ar corespunde pentru prelungirea lui f prin imparitate la [—[, (],
apoi prin periodicitate la R; de mentionat ca
—f(=t), dacidte]-1,0]
)= R, f; () =
gl —rs={ 100 Gl

este functia impara pe intervalul simetric |-, [[ , utilizatd ulterior pentru prelungirea prin periodicitate).

Exercitiul 1. Si se studieze daca urmaétoarele functii satisfac conditiile teoremei lui Dirichlet si,
daca da, sa dezvolte in serie Fourier functiile prelungite prin periodicitate:
t, dacd —mw<t<m )
a)f'[_ﬂ’ﬂ_)R’f(t)_{O, dacat=—msgit=m "’
t, daca —Il<t<l )
c) frl-mal =R, f(t)=t;d) f:[-LU =R, f(t)=1%1>0;
Oe) f:[-m n] — R, f(t) = arcsin (sint) ;
t, dacd —m<t<m )
a)f'[_ﬂ’ﬂ_)R’f(t)_{O, dacit=-—-msit=m ’
Rezolvare: a) A se vedea Curs.
t, daca —l<t<l
b)f.[—l,l]—>R,f(1t)—{07 daci t — —1 it =1 , 1 >0.

Rezolvare: Se reprezintid grafic f pe [—[,l], apoi se prelungeste prin periodicitate la f : R — R.
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S S

Din grafic se observa ca f este imparad pe [—1,[] (pe [=[,{], Gy este simetric fata de O).

etapa 1. Se atageaza lui f seria ei Fourier (trigonometricd) :
T = 2l -perioada

’[a,a—i—T]:[—l,lHi a=—l

w= 22—7[ = |w = T | pulsatia

Se determina coeficientii Fourier:

1/t 1 [t
ao—l/f(t)dtéag—l/
-1

impara pe [—1,l]

dt 0.

t
~—~

impara

1 ! t 1 ! t impara -
an = / f(t)cos o dt,vn € N*|= a, = / t cos (ZT0) gy e U 0,Vn € N*.
L) l L)~ l

impard Ne— —_—

para
1 ! t 1 ! t ara pe [— 2 t t
by, = l/lf (t)sin <n;r> dt,vn e N* = b, = l/l. t V'sin <n?)dtp pe =4 l/o t-sin <n;r) dt =
impara \_\~ ,—/u
impara
o <n7rt) ! cos <n7rt> t=l cos <mrt>
! e = l e
:2/t. ANV P I _/1.5(1,5 _
Lo —nm I —nm 0 —nm
l l 0 l
sin nrt\ [
2 . cos (nm) 0 cos0 l l B
7 T —nm 7 —nmw ni BE -
l l -0
2( 12 L si — sin (0 2( 12 1 0-0 2l
== < - cos (nm) + 2 (n7r)m sin ( )> == ( (-1 ——= ) == (-,
I \—nm nm = I \—nm nmw S nmw
Vn € N*.
.| cos(nm)=(-1)",Yn € N*.
S-a folosit sin (nm) = 0,Vn € N*.
Atunci seria Fourier atagatd lui f este
& t 21 t
0 + > (0-cos (UL I (=1)"*! . sin nme ,Vt € [—1,1], chiar t € R, adicd
2 4 l nw [
> 21 t
S (=)™ sin <m> Wt € [—1,1], chiar t € R. (1)
N1 NT l

etapa 2. Se studiaza daca si pe ce multime suma seriei (*;) coincide cu f.
Din grafic se observa ca f verificd ipotezele Teoremei Dirichlet=- suma seriei (*;) este
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f(t), dacate | |-1+ 2kl 1+ 2kl
S(t): 040 keZ '
, dacdt=—l+2klsaut=1+2kl,keZ

Deoarece pe |—1, 1] se observa ca f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar
L 2l = (=)™t [t vt 1]
—anln-sm<l>, e-01. (x2)

etapa 3. A se observa posibile particularizari, precum t = % € |-1,1[ in curs.
Comentariu: A se observa reprezentarile grafice ale "polinoamelor" Fourier, in curs, pentru [ = 7.
c) A se vedea Curs.
d) f: -1, =R, f(t)=t%1>0;
Rezolvare: Se reprezintd grafic f pe [—[,1], apoi se prelungeste prin periodicitate la f : R — R.

Din grafic se observa ca f este para pe [—[,1] (pe [=1,], G este simetric fata de Oy).
etapa 1. Se atageaza lui f seria ei Fourier (trigonometrici) :

T = 2[ rperioada
oo+ T =[] a=-I
w = 22—7[ = |w = T | pulsatia

Se determind coeficientii Fourier:

1 ! 1 ! 2 parit pe [—1,1] 1 9

para

1 ! 1 ! ara pe [—
an:l/_lf(t)cos<r7t)dt,Vn€N*:>an:l/l 2 -cos<n?t>dtp be [0

=~
~| DN
~
w

para
sin (mrt) /
1 ! ¢ 2 [ e
:-2/t2cos nn dt:/tz' niwl dt =
l 0 l L Jo o
l
sin (mrt) - sin <n7rt>
2 l ! e
l l
t=0

2 o sin(nm) 5 sin(0) 1 COS( l >
=7 Z'E_O'nw —2~Eot-7dt

l { l
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cos (nﬂ't) t=l cos (mrt)
—4 T ! N
l -0 l
([t t=1
4 . cos (nm) 0<% (0) e B
T T —nm C —nm | _ar BE -
l ! =0
41 n sin(nm) —sin0 412 n .
= 33 (l (=D)" - s ) = 33 (—1)",V¥n € N*.
I
1 ! t impara pe
/ £t sm< >dt neN by =7 [ -sin<n7>dt pari pe -0 g vy e N,
-1
para
impara

Atun(n seria Fourier atasata lui f este

12 4% ¢ ¢
3t Z <n2 5 (—1)" - cos (T) +0 - sin <n;r>> ,Vt € [—1,1], chiar t € R, adic&

l2 < 412

3t Zee
etapa 2. Se studiaza daca si pe ce multime suma seriei (*;) coincide cu f.

Din grafic se observa ca f verificd ipotezele Teoremei Dirichlet. Cum f este continua pe R
=-suma seriei (x1) este

s(t) = f(t),¥Yt € [-m, 7], chiar t € R.

Deoarece pe R se observa cd f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar

(—1)" cos (n;rt) ,Vt € [—1,1], chiar t € R. (%1)

2 o 412 nwt
2 _
t° = § + ngl W (—1)n COS (l) ,Vt c R. (*2)
etapa 3. In particular, pentru | = 7, din (x2) se obtine
2 00 _1 n
2™ a2 EV s v er. (+3)
3 n=1 7’L2

Pentru ¢ = 0, din (*3) se obtine suma seriei armonice alternante generalizate cu & = 2 :

02=£+4Z( 2) cos(0)<:>4z( ) cos(O):i@
3 n=1 3
2 n+1 2 n+1
7r ( 1) T 1 1 1 1 (-1)
—Z sau E:F—Qﬁ‘k? 42+ +7n2 + ...
Pentru t = «, din (*3) se obtine suma seriei armonice generalizate cu a = 2 :
2 i +4 § (_1)n ( ) o4 i (_1)71 ( 1)71 272
T = — cos (nm -)"=—
3 n=1 n2 n=1 n2 3
™ X1 w2 1+1+1+1++1+
Al ~lgaul Y = — + — 4+ —
6 Zn2|PMe T 12 2 g

Comentariu: Se reprezinta grafic pe [—[,[], chiar pe R
f (t) = t*-albastru
2

Fi(t) = % — g cos t-rogu
24 4
Fy(t) = % —3 cost + 7 0% (2t)-galben
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2
T 4 4 4
Fi(t) = — — = z 2%) — = ;
3 () 31 cost + 1 608 (2t) g €08 (3t)-verde
4 4 4 4
Fy(t) = % 1 cost + T (2t) — g cos (3t) + T (4t)-magenta
si se observa aproximarea din ce in ce mai buna a functiei cu polinoame Fourier.

y

X

Oe) f:[-m n] — R, f(t) = arcsin (sint) ;
Rezolvare: Se reprezinta grafic f pe [—7, 7], apoi se prelungeste prin periodicitate la f : R — R.

Din grafic se observa ci f este impard pe [—m, 7| (pe [—m, 7], G este simetric fatd de O).

etapa 1. Se atageaza lui f seria ei Fourier (trigonometricd) :

perioada

’[a,a+T]=[—7r,7r]‘=> a=-m

w = 3—; = pulsatia

Se determind coeficientii Fourier:

1 /(7 1 [
ap=—[ f)dtl= ap= / arcsin (sint)dt = 0.
L T ) ~————
impara
1 ™ 1 7T i 5 —
anp = — [ f(t)cos(nt)dt,Vn € N* |= a, = / arcsin (sin t)-cos (nt)dt impars pe [~} 0,Vn € N*.
L — T e ! e
impara para
1 [™ ) . 1 [" . . pard pe [—m,m]
by =—[ f(t)sin(nt)dt,vn € N*|= b, = — [ arcsin (sint) - sin (nt)dt =
T _x T ) e — N —
impara impara

P : 2 (™ cos (nt) )’
= — [ arcsin(sint) -sin(nt)dt = — | arcsin (sint) - | —— | dt =
0 0

s ™ —n
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cos (nt

t
<arcsin (sint) - cost - 22 (n )dt) =
-n

1
t=0 /0 V1 —sin?t -n

—n —Nn

9 s - 9 . =
:</2(:os(mf)dt— cos(nt)dt)z(sm(nt)
nm \ Jo nm n

t=0 n
2 (sin (n%) _ sin(0)  sin (nm) N sin (né)) _

2 gin (nt)

t=

(VB

nm n n
4
= %Sin <%) ,Vn € N*

Atunci seria Fourier atagatd lui f este

x 4 nmw
. t ——sin ( — | - si t te|— hiar ¢ € R, adica
0+ 21(0 cos(n)+n2ws1n(2> Sln(n)),V € [—m, 7], chiar ¢t € R, adicd

— > —sin (%) -sin (nt) ,Vt € [—m, 7|, chiar ¢t € R.

etapa 2. Se studiaza daca si pe ce multime suma seriei (*;) coincide cu f.

i<Gmm@mm.m“mq—wmmmmywﬂm>—/Wm”-w“m)

o |cost| —n

)

) -

(*1)

Din graﬁc se observé cd f verificd ipotezele Teoremei Dirichlet (precizdm ca f este derivabild

—m, 7\ {ZF . Cum f este continud pe R =-suma seriei (*;) este
s(t):f()Vte[ 7,7, chiar t € R.
Deoarece pe R se observé ca f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar

arcsin (sint) = — Z — sin (n;) -sin (nt) ,Vt € [—m, 7| chiar t € R.
Tp=1M7

Se fol te | i (mr) 0, n=2n,n € N* N
e 1oloseste (sin{ — | = =
Be sy (—1)”, n=2+1,n€N

arcsin (sint) = — 2 S (=)™ -sin (2R + 1) t),Vt € [~7, 7], chiar ¢ € R,

(2n +1)?
sau, renotdnd n cu n, se obtine

n(sint) = 2 32 DY (@n+1)1) Ve € [om 7], chiar ¢ € R
arcsin (sint) = — ———— -sin((2n , —m, 7|, chiar .
T =0 (2n + 1)
Comentariu: Se reprezinta grafic pe [—m, 7], chiar pe R
f (t) = arcsin (sin t)-albastru

Pt

)=
4
F5 (t) = —sint + 0-galben subtire
T
Fy(t) =

4 4
Fy(t) = - sint + 0+ — 37 sin 3t + 0-magenta subtire

— sin t-rogu

—1 sin 3t-verde

4 4
—smt—i—0+— 32
T

si se observa aproximarea din ce in ce mai buna a functiei cu "polinoame" Fourier.
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N :;
N

d
(
/|
¢

Exercitiul 2. Si se studieze dacd urmatoarele functii satisfac conditiile teoremei lui Dirichlet si,
dacd da, s& dezvolte in serie Fourier functiile prelungite prin periodicitate :
a) f:]-mn] =R f(t) =7 -1
‘ B 1, dacite]-m0] ‘ [0, dacate]|-m 0]
b) fil=mm =R, f(t) = { 141, dacateo,n] O TmA R I(#)= { t, dacitel0,n]

m—t, dacdte|-m0] 1, dacdte]|-1,0[

d) f:]-m7n] =R, f(t)= { x  dacite ][(; ] e)f]-L1 =R, f(t) = { et, dacit e [0, 17]
Rezolvare: a) A se vedea Curs.

1, dacate]-m,0
b) fi]-mn] =R, f(t) = t+1 dacéte][() 7] | ;

Se reprezintd grafic f pe |—m, 7], apoi se prelungeste prin periodicitate la f : R — R.

Din grafic se observa cd f NU este nici para, nici impard pe |—m, 7[.
etapa 1. Se atageaza lui f seria ei Fourier (trigonometricd) :

perioada

’[a,a+T]:[—7T,7r]‘:> a=—

w=:i = 1 | pulsatia

Se determina coeficientii Fourler

1 ™
ao = — )t:ao—(/ 1dt+/ (t+1)dt
1 t2 1
Tr< =t “) > L

1 s
f(t cos (nt) dt,¥n € N* = a,, = — </ 1 cos (nt) dtdt+/ (t+1) -cos(nt)dtdt> =
i 0

<Sm o /O Tt 1) (Sinr(l”;% dt) =

):2+

o M‘ﬂ
l\?\:!

smH

amﬁ
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< sin (nt)

sin 0 — sin (—nm)

t=0

+ (t+1)-
t=—m

t

= B /”1 sin <nt)dt _
0
b rt1)- sin (nm) sin0  cos (nt)

s = (@iglg ) ﬁgi”ifv;)ew

n-(—n) n-(-—n) n2m

us 1 0 ™

/ f(t)sin (nt) dt,Yn € N* |= b, = - </ 1sin (nt) dtdt + / (t+ 1) - sin (nt) dtdt) =
0
=0 4 cos (nt))’
t:ﬂ+/0 (t+1) ( as t)
t=m s
[Ty eosnt) o)

t=0 /0 -n :

cos 0 — cos (—nm) b rt1)- cos (nm) 1. cos0  sin (nt)
—n —n -n  n-(—n)
(=" sin(nm) — smO) _ (—1) Vi e N

—n n-(—n)

ia Fourier atagata lui f este

(1 -1

n2

00—

Nl= = N

~cos (nt)

+ (t+1)

t=—1 —-n

t=m
t=0

-sin (nt) | ,Vt € |—m, 7|, chiar t € R (%1)

1
s
1
s
1
s
1
J— 7T .
s

N e i VN
8
| n
=N
N

Atunci se
1 o)
5 2+3)+ 2
n=1
etapa 2. Se studiaza daca gi pe ce multime suma seriei (*;) coincide cu f.
Din grafic se observa ca f verificd ipotezele Teoremei Dirichlet=- suma seriei (¥1) este
f@, dacd t € |J |—m + 2km, m + 2kn|

sO=9 14741 ree :
——, dacdat=-—-n+2knsaut=n+2km, ke

—

- cos (nt) + SV

2 J
Deoarece pe |—m, [ se observa cd f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar
X[ ED -1 (™t
f@)=1+%+ > | —F—cos(nt) + ———— -sin(nt) | ,Vt € |-m,7[. (2)
n=1 n2m n

. 0, dacate|—m0
o) Fie f:]-mr] — R 70 = { ¢ et S mOL

Se reprezintd grafic f pe |—m, x|, apoi se prelungeste prin periodicitate la f : R — R.

S/

Din grafic se observa cd f NU este nici pard, nici impara pe |—m, 7[.
etapa 1. Se atageaza lui f seria ei Fourier (trigonometrici) :
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perioada
’[a,a—i—T]z[—w,w]‘é 04——
o= 1| pulsatia

Se determina coeﬁcienyu Fourler

1 ™
ag=—[ f@)dt|= a0 = (/ Odt—i—/tdt) <0+t2t0> =1
T) . .

1 ™
an = — f()cos(nt)dtVneN*éan—</ 0 cos (nt) dt—i—/t cos (nt) d>

m m 0

|
3

:1<0+/0”t.<sm<m>>’dt>:1(t.smw)t‘”_/o” >:
T n T no |
(o) o )
BYCTENCE e

f (t)sin (nt) dt,¥n € N*

=
3
Il
N |
L3
=
3
Il
=N e
VR
(@)
<]
B
—
S
o
QL
~
+
C\ti
<]
B
S
Nt
QL
~

cos (nm) 0 cos0  sin(nt)

t:’f) _1 _(W_ (-1)" _ sin(nm) - sin0> _ )

-n n-(—n)

-n -n  n-(—n)
Vn € N*
Atunci seria Fourier atagata lui f este

it 21 ((—1)" 1 cos ey + 0

n2m n
etapa 2. Se studiaza daca si pe ce multime suma seriei (*;) coincide cu f.
Din grafic se observa ca f verificd ipotezele Teoremei Dirichlet=- suma seriei (k) este
ft), dacdite | |-m+2kn,m+ 2kn|

S(t): 0+ keZ )
dacdt = —m+2kwrsaut =m+ 2km, k € Z

- sin (nt)> ,Vt € |—m, 7], chiar t € R (%1)

)

Deoarece pe , 7| se observa cd f nu are puncte de discontinuitate, se scrie chiar

|-
[es) _ 1\ _ _1\ntl
)= Z:: <( 1) 1 - cos (nt) + 7( 1?1 - sin (nt)> WVt € |—m, 7. (%2)

7T

Exercitiul 3. Si se studieze daca urmaétoarele functii satisfac conditiile teoremei lui Dirichlet si,
daca da, sa dezvolte in serie Fourier functiile prelungite prin periodicitate :
—1, daca —7m<t<O0
a) f:[-m,7m =R, f(t) = 0, dacdt=-msaut=0saut=m ;
1, dacal0<t<m
—a, dacd —7m <t <
b) f:[-m 7] =R, f(t)= a, daca 5F <t<% ,undea > 0;
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—28(t+7), dacd —m <t < F
c) f:[-mm =R, f(t) = 20y, dacd =F <t < % , unde a > 0;
Z(r—¢), daciZI<t<m
—t—m, daca —7w<t<
In particular, f : [-m, 7] — R, f (t) = t, daca 5+ <t < 5
—t 4+, dacég<t§7T
1, daca —n7<t<—7m+a
0, daca —7+a<t<0
d D= R, f(t) = ’ =
) filmmm] =R F () 1, daca0<t<a
0, dacia<t<m

0, daca —7m <t<0
e)f:[—ﬂ',Tr]_)IRaf(t):{l daca 0<t<m ’

, unde a € )0, 7[;

<
U:R_)R’n(t):{ 1, dacd 0 <

0, dacat<0
@f-Fmﬂ%%Rf@%—W'm@+ﬂ—wﬁ—ﬂﬁﬂm®n-R—%&M®—{17dwéogt
1, dacda —n<t<nm
0, fin rest
(provine din semnalul rectangular d4 : R — R, fereastra dreptunghiulara centratd in origine de
latime 2A, A > 0 sau poarta temporald cu T = 7).
. c1, daca —1<t<0
DL =R (1) = { co, daca0<t<lI
J) f:[-m 7] =R, f(t) =sinat, unde a € R\Z;k) f:[—7, 7] = R, f(t) =shat, unde a € R;
1) f:[-m,7] =R, f(t) =|cost]|.

Rezolvare:

I

hmﬂRﬁR%@:{

,unde ¢; € R, c2 € R;

—1, daca —m<t<O0
a) f:[-m,7m =R, f(t) = 0, dacdt=-msaut=0saut=m ;
1, dacal0<t<m
Se reprezintd grafic f pe [—m, 7], apoi se prelungeste prin periodicitate la f : R — R.

Din grafic se observa ca f este impard pe [—m, 7] .
etapa 1. Se atageaza lui f seria ei Fourier (trigonometricd) :
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perioada

’[a,a+T]=[—7T,7r]‘=> a=-m

w = 3—; = pulsatia

Se determind coeficientii Fourier:

1 [T 1 [7
apg = — f(t)dt:>a0:— f(t)dt:().
0 - T ) g "~~~
impara
. 1 (/7 " . 1 [7 impara pe [—m,m] "
anp=— [ f(t)cos(nt)dt,Vn € N* |= a, = — f(t) - cos(nt)dt = 0,vn €N
L — T ) g N~ N —r
impara para
. 1 /" . " . 1 [7 . para pe_[—7r,7r] 2 [T . .
bp=—[ f(t)sin(nt)dt,vn e N*|= b, = — f(t) -sin(nt)dt = — [ 1-sin(nt)dt =
L T ) g~~~ S——— T™Jo
impara impara
2 [ —cos (nt)|"=" -2 -2 . 2 "
-2 = == - = S (=)= 1) = — (1— (-1
(== H) 2 (cos (nm) —cos0) = 2 ((~1)" ~1) = = (1= (~1)"),
Vn € N*.

Atunci seria Fourier atagata lui f este

0 X 2

3 + > (0 -cos (nt) + — (1 — (=1)") - sin (nt)> ,Vt € [—m, 7], chiar t € R, adica
n=1 nm

x 2

> — (1 —(-=1)") -sin(nt),Vt € [-m, 7], chiar ¢t € R. (%1)
n=1 M7

etapa 2. Se studiaza daca si pe ce multime suma seriei (*;) coincide cu f.

Din grafic se observa cd f verificd ipotezele Teoremei Dirichlet=- suma seriei (x;) este
f@t), dacate | |-m+ 2km,0+4 2kn[U U |0 + 2km, m + 2kn|
s(t) = keZ keZ

0, dacit=—nm+2knsaut=7n+2krsaut=0+2km,k €Z .
Deoarece pe |—m, [ se observa ca f are ca puncte de discontinuitate doar ¢ = 0, suma seriei
este chiar
x 2
f@)=> —@0-(-1)") -sin(nt),vt € |-, x|. (%2)
n=1NT
—a, daca — 7T <t< _7“
b) f:[-m7n] =R, f(t)= a, dacd F <t< 7% ,
—a, dacé%<t§7r
unde a > 0;
Se reprezintd grafic f pe [—m, 7], apoi se prelungeste prin periodicitate la f : R — R.

Din grafic se observa cd f este pard pe [—7, 7] .
etapa 1. Se atageaza lui f seria ei Fourier (trigonometrici) :
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perioada
’[a,a—i—T]z[—w,w]‘é a——
o= 1| pulsatia

Se determina coeﬁcienyu Fourler

agzi:f(t) L ap = © %f\(/ (/ adt+/ )

para

= 2 t:% t=m\ __
= - (at\tzo — at|t:%) = 0.
1 [7 L v )
ap = / f(t)cos(nt)dt,Vn € N* = a, = = [ f(t)-cos(nt)dt pari pe [~m.7]
L —— T )~ N——
pard pard
1 x . o = i () [T
— 2.9 /QQCOS(nt)dt—F/ (—a)cos(nt)dt | == M _M _
T 0 5 T n —0 " s
2 i 5) —asin (n0 i _ asi ™
_ 2a asin (n§) — asin (n ) asin (n7) asin (n%) _ 4a Sin( ) -
- ! n nm 2
I )
by = 2 [ (t)sin (nt) dt,¥n € N* 1= by = 2 [ £ () - sin (nt)de ™ 2 T 0 v e e
L — T ) i~ S——
para impars

Atunci seria Fourier atagatd lui f este

X (4
0+ > (njr sin (%) -cos (nt) + 0 - sin (nt)> ,Vt € [—m, 7], chiar t € R, adica

— > . sin (%) -cos (nt),Vt € [-m, x|, chiar t € R. (x1)

etapa 2. Se studiaza daca si pe ce multime suma seriei (*;) coincide cu f.
Din grafic se observa cd f verificd ipotezele Teoremei Dirichlet.
Deoarece pe |-, 7[ se observa ca f are ca puncte de discontinuitate t = =" si t = 7, seria
anterioara are suma chiar
—a, daca —mw <t<F
a, dacd 5 <t< 3

s(t) = . (2)

—a, daca 5 <t<m

0, dacat= Fsaut=5
da = 1
(0= £ Lan (%) oot el
Deoarece sin (mr)_ 0,  n=2m,nelN renotim 7 cu n
2/ L (-D)", n=2n+1neN
do & (<1
i 2 1)t),Vt e |- )
®) 7rn2:312n+1 cos ((2n +1)1),t € |-, |

—28(t+7), dacd —m <t < F
c) f:[-mm =R, f(t)= 2at daca 5F <t <3
2a (7r—t) dacd T <t<m
Se reprezintd grafic f pe [—, ] apoi se prelungeste prin periodicitate la f : R — R.

9
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Din grafic se observa ci f este impard pe [—m,7].
etapa 1. Se atageaza lui f seria ei Fourier (trigonometrici) :

perioada

’[a,a+T]:[—7T,7T]‘:> a=-7

w = g—; = pulsatia

Se determina coeficientii Fourier:

1 (7 1 /™
apg = — f(t)dt:>a0:— f(t)dt:().
T) _n T ) g~~~
impara

vy . o
impard pe [—m,m
=S\
T )~

impara para

1 [™ 1
an =— [ f(t)cos(nt)dt,Vn € N* = a, = — f(t) - cos(nt)dt
—r ——

1 (" 1 [
bp=—[ f(t)sin(nt)dt,vn e N*|= b, = — f(t) -sin(nt)dt
Ly — T ) g~~~ S——

impard  impara

pard pe [—7,7]

= %sin (E) ,Vn € N*,
T

Atunci seria Fourier atagatd lui f este

0 L 52 (0 cos (nt) + =2 i ("7 -sin(nr) ) ¥t € [~ 7], chiar £ € R, adics
— - COs(n ——=sSIn|{—— | -Ssin(n — T, T cnlar adlCa
2 = n2m2 9 3 3 ; 3

x 8
nz::l nT?rQ sin (%) -sin (nt),Vt € [—m, ], chiar t € R. (%1)

etapa 2. Se studiaza dacd suma seriei (1) coincide cu f.
Din grafic se observa ca f verifica ipotezele Teoremei Dirichlet. Deoarece f nu are puncte de

discontinuitate pe R suma seriei (1) este
s(t)y=f(),VteR =

x 8
ft) = nZ::l nT?r? sin (%) -sin (nt) ,Vt € R.
Folosim sin (T) — 0, _ n = Qﬁ’ n € N* rcnotégﬁ cun
2 (=), n=2n+1,n €N

x©  8a(-1)"
fe) = n2=:1 (2n + 1)? 72

Exercitiul 4. Sa se studieze daca urmaétoarele functii satisfac conditiile Consecintei 2 si, daca da,

sa dezvolte in serie de cosinusuri functiile:
1, daca0<t<a )
a)f.[0,7r]—>R,f(t)—{0’ dacia <t < , unde a € |0, 7[;

1—:¢, daci0<t<2a .
b)f:[077r]—>R,f(t):{ 02“ daci 20 < £ < 7 ,unde a € 0,5 [;

-sin (nt) ,Vt € R. (*2)
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72\7;5, daca 0 <t < %
T S 4 _ T
F, dacat—3
c) f:[0,1] =R, f(t)= 0, daci<t<?Z ;

ma 3 ~
d) f:[0,] >R, f(t) =l—t;e) f:[0,7] =R, f(t) =€
Rezolvare: a) A se vedea Curs.

b) Fie
1—L¢, daci0<t<2a
. — 2a 77 -7 = .
f.[O,ﬂ']—>R,f(t)—{ 0. dack 20 < £ < 7 ,undeaE[O,Q},

Se observa ca f este netedad pe portiuni pe [0, 7] .
etapa 1. Se atageazd lui f seria ei de cosinusuri. Se determind coeficientii:

agzi/oﬂf(t)dt:aozi/owf(t)dt:i(/02a(1—)dt+/2:0dt> =

_2 ( _Lﬁ)‘tﬂa_ct:ﬂ _2a
o 2a.2 /=0 t=2a ) o
2 ™
on =2 [0 cosut)dvn e N = 2 [ 1 (0) - cos(nt) dt =
m™Jo 7T
5 30 - 2 . A\
_< (1—21(Zt)008(nt)dt—|—/ 0 cos (nt) dt < (1—5t) <sm(n)> dt — cf= 2a>_
™ 0 2a m n
_2 (1—L¢) sin (nt) |=2* B /2“ (-1 sm
™ n =0 0
2 sin (nt) sin (n0) 1y —cos( =2a
== 0- Y " — (=3 n2 -
t=0
2 — cos (2na) + cos (n0) 1 .
_;ﬁ 5 Wanz-(l—cos(Qna)),VnEN .

Atunci seria de cosinusuri atagata lui f este

1-— 2
— + Z <w cos (nt)) ,Vt € [0, 7], adica
T

% (sin (na)\?>
27% (; + 3 (H) - cos (nt)) ,Vt € 0,7, (*1)

n=1 na
etapa 2. Se studiazd dacd suma seriei (¥1) coincide cu f.
Conform Consecintei 2 suma seriei (%) este:
s(t) = f () (*2)
Seria (%1) poate fi consideratd ca fiind, prin extindere, seria functiei prelungitd prin paritate la
[—m, 7], apoi prin periodicitate la R.

e) Fie
f:00,7] =R, f(t) =el
Se observa ca f este netedd pe portiuni pe [0, 7] .
etapa 1. Se atageaza lui f seria ei de cosinusuri. Se determiné coeficientii:

gﬂ _gﬂ _Ewt_z tt=ﬂ_g T _ 0
_TF/Q f(t)dtéag—ﬂ/o f(t)dt—ﬂ/oedt—w[e‘to]—ﬂ(e e?).
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2 (7 2 (7
an, = / f(t)cos (nt)dt,Vn e N*|= a, = = [ f(t)-cos(nt)dt =
m™Jo L —
~2 [ty = 2 oot o)
T Jo T n=+1 =0
_ 2 (€" cos (nm) + ne” sin (nm) e¥cos 0+ ne’sin0Y
R n?+1 n2+1 N
2 (e (—=1)" 1 2 e (-1)" -1
_ 2 (e (-D"+0 140 :—-L,VneN*.
T n2+1 n2+1 T n?+1
Atunci seria de cosinusuri atagata lui f este
Lo p+ 3 (200 osn) v e 0. ()
—(e™ — ————————cos(n s
T =\ n2+1 ’ ’ !

etapa 2. Se studiaza dacd suma seriei (¥1) coincide cu f.

Conform Consecintei 2 suma seriei (*1) este:

s(t) = £ (1) ()
Seria (1) poate fi consideratd ca fiind, prin extindere, seria functiei prelungitd prin paritate la
[—7, ], apoi prin periodicitate la R.

Exercitiul 5. Sa se studieze daca urmatoarele functii satisfac conditiile Consecintei 3 si, daca da,

sa dezvolte in serie de sinusuri functiile :

0, daca0<t<a

a)f:[O,7r]—>]R,f(t)—{ L dacia<t<m , unde a € |0, 7[;

t o
2”@, dacaOStS%
s g 2T
) f:0,71] =R f(t) =1 g5 dacd g <t<F g

w(m—t) g 21
53 dacd 3 St<m

t, dacéOStS%
0, dacd § <t<m

b)f:[0,7r]—>R,f(t):{

d) f:[0,]] >R, f(t)=1—t;e) f:[0,7] = R, f(t) =cos(at), unde a € R.
Rezolvare: a) A se vedea Curs.

t, daca 0<t<7Z

. . — ’ -7 = 2

b) Fie f: [0,7] = R, f(t) {07 daci T <t<n
Se observa ca f este netedad pe portiuni pe [0, 7] .

etapa 1. Se atageaza lui f seria ei de sinusuri. Se determind coeficientii:

2 (7 : . _ 27 sin _
bn:”/o f(t)sin (nt) dt,¥n € N :>bn_77/o f(t)-sin(nt)dt

2 [
:/ t-sin(nt)dt = ..
7 Jo

Se calculeaza: )
[t sin (nt) dt formal Sin (nt) — nt cos (nt) '

n2
Atunci,

b — 2 sin (nt) — nt cos (nt) =2 2 (sinfF — SFcosF sin0—n-0-cos0)
"o ) n?2 o T n?2 n?2 N

=— (sin% — %cos%) ,Vn € N*.
Atunci seria de sinusuri atagata lui f este
x 2
21 <7m2 (sin ZF — % cos ) - sin (nt)) ,Vt € [0, 7], (%1)
n—=

etapa 2. Se studiaza dacd suma seriei (1) coincide cu f.
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Conform Consecintei 2 suma seriei (x1) este:
t, daca 0 <t<7F
s(t)=4 %, dacat=75 (*2)
0, daca §<t<m
Seria (*1) poate fi consideratd ca fiind, prin extindere, seria functiei prelungitd prin imparitate la
[—m, 7], apoi prin periodicitate la R.

e) Fie
f:[0,7] = R, f(t) = cos(at), unde a € R;
Se observa ca f este netedd pe [0, 7] .
etapa 1. Se atageaza lui f seria ei de sinusuri. Se determind coeficientii:

2 7 N PP
bn:W/O £ (#)sin (nt) dt, ¥n € N =>bn—7r/0 £(£) - sin (nt) dt

= 2/ cos (at) - sin (nt) dt = ..
mJo
Se calculeaza:
[ cos (at) - sin (nt) dt formal (a—mn)cos((a+n)t) — (a+n)cos((a—n)t)

2(n? —a?)
sau ' '
[ cos (at) - sin (nt) dt formal —7 COS (at) cos (th) - ;zsm (at) sin (nt)
. 1 — cos2nt
Pentru n = a = [ cos(nt) - sin (nt) dt = ————
n
1- 2nt
Pentru n = —a = [ cos (—nt) - sin (nt) dt = $.
n
Atunci,
edaca a € Z,

-pentru n # +a =

. 2 —ncos(at)cos (nt) — asin (at) sin (nt) t:W_
n= n? — a? =0
_2(-n(-1)""-a-0 -n-1-a-0\ _
= 2 a2 n2 — a2 B
2n
= (1= (=1)""") ,Vn € N*\ {#a}.
P (1 (1)) e N ()
-pentru n # fa =
21— cos2nt |~
m 4dn =0

Atunci seria de sinusuri atagatd lui f este

< (2n(1—(-1)""") .
nzzjl ( 02— a?) -sin (nt) | ,Vt € [0, 7], (%1)
n#|al
edaci a € R\ Z =
b — 2 —ncos (at) cos (nt) — asin (at) sin (nt) t=n B
"o n2 — a? —
_ 2 (—ncos(ar)(=1)" —asin(ar)-0 —ncos(at)-1—a-0-0Y _
o n? — a? n? — a? B
2n

=) (1 —(—1)"cos(am)),Vn € N*.



Gabriela Grosu / EDCO 19

Atunci seria de sinusuri atagata lui f este

& (2 ) 0 e =

7 (n? — a?)

ol
etapa 2. Se studiaza dacd suma seriei (1) coincide cu f.
Conform Consecintei 2 suma seriei (*1) este, in ambele cazuri:
cos(at), daca0<t<m
s (t) = { 0, dacit=0saut=m (x2)
Seria (x1) poate fi considerata ca fiind, prin extindere, seria functiei prelungitd prin imparitate la
[—7, 7], apoi prin periodicitate la R.

Exemplul 6. Si se studieze dacd urmatoarele functii satisfac conditiile Consecintelor 2 si 3 si,

daca da, sd dezvolte in serie de cosinusuri, respectiv de sinusuri functiile:
t, daca 0 <t <1
702 -rf0={,", PelZis)

2
—t, daca 0 <t < 3

b) f:[0,7] =R, f(t)=4 o 7
—(m—t), daca § <t<m
T

¢) f:0.7] R, f(t) = L.

Rezolvare. a) A se vedea curs.

b) Fie f: [0,7] =R, f(t) =4 4
—(mr—t), daca 5 <t<m
T

Se observa cd f este netedd pe portiuni pe [0, 7], cu

_ T = 2m-perioada
[0,1] = [0,7] = { W= % = w = 1 pulsatia

Se continud analog ca in curs.



