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SEMINAR NR. 14, REZOLVARI
EDCO, ATA

9. TRANSFORMATA FOURIER

Definitia 1. a) O functie g : R — R (sau g : R — C) se numeste functie absolut integrabila pe R
sau functie din L' (R) dacd 3 [, g (t)| dt = fj;o lg ()| dt < 4o0.
Definitia 2. Fie g: R — R (sau g : R — C), g € L' (R). Functia

+oo
G:R—>C,G(w):/g(t)e_thdt:/ g (8) e-ivtat
R

— 0o
se numeste transformata Fourier a functiei g sau tmaginea functiei g prin transformata Fourier
(sau functie de densitate spectrala, spectru in frecventa, functie de distributie a frecventelor cu
notatia g (w)) Se noteazi
G (w)=F{g()} (w)|san |G (w) =G (w).]

Functiile

+00 +oo
Ge (w) = / g (t)cos (wt)dt = Re G (w) 51 Gs (w) = / g (t)sin (wt)dt = —Im G (w)

—0o0 —00

se numesc transformatele Fourier ale functiei g prin cos, respectiv prin sin.

Teorema 1. (teorema fundamentald a transformatei Fourier) Daci g € L! (R) atunci inte-
grala improprie pe interval nemarginit din Definitie, cu parametrul w € R, este absolut convergenta
si uniform convergentd pe R, adicd transformata Fourier GG este bine definitd. Mai mult, este con-

tinud si marginita pe R, cu | l|im G (w) =0.
w|—00

Operatorul F : L' (R) — C° (R; C) se numeste operatorul Fourier (transformarea Fourier).
Observatii. A se vedea Curs.

Exercitiul 1. Utilizand definitia, sa se determine transformata Fourier pentru

1, daca [t| <7
a)gT:R_)R’gT(t):{O dacd ItI>T

(semnalul rectangular, poarta temporala, fereastra dreptunghiulara)

,unde 7 > 0 este dat. A se vedea Curs.

sin (wT)

Se obtine G: R — C,G (w) = 27 -

, Cu reprezentarea
wT
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Deoarece semnalul rectangular g este un semnal real si par (grafic simetric fatad de axa verticala),
atunci spectrul G este real si par.

Comentariu: Se aratd in Curs ca

-daci g : R — R,g € L' (R) este un semnal real aleator, atunci partea reald a spectrului
Re G (w) si modulul spectrului A (w) = |G (w)| sunt functii pare, iar partea imaginara a spectrului
Im G (w) si faza spectrului @ (w) = arg G (w) sunt functii impare;

-dacd g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G (w) este real si par,
unde Re G (w) = G, (w)

-dacd g : R — R,g € L' (R) este un semnal real si impar, atunci spectrul G (w) este pur
imaginar si Im G (w) este impar, unde —Im G (w) = G5 (w).

b) g: R — R, g(t) = te Il;-tems.

1, dacdt e [0,2]
dacd t € |—00,0[U]2, 00|

|t|, daca |t| <1

d)g:R—-R,g(t) :{ eI, dacd |t| > 1
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Rezolvare. c) Fie
, dacd t € [0,2]

1
9:R=Rg(t)= { 0, daci t € ]—00,0[U]2,00]
eSe observi ca g € L (R), deoarece

+o0o 0 2 +o0o
/ yg(t)|dt—/ \0]dt+/ \1]dt+/ 0] dt = 2 < +oc.
—00 —00 0 2

eSe calculeaza
+oo . 0 . 2 . +oo ; t este variabild
G (w) = / g (t) ef-]""tdt = / OefJWtdt + / 167‘]wtdt + / Oeiju')tdt =
_ 0 2

0o — oo de integrare
—jwt t=2
=0+ —

efij_efij J
+0=——"——="(cos(—2w) +jsin(—2w) — 1) =
t=0 —Jw w

= % (sin (2w) — j (1 — cos (2w))) = %sin (2w) +j _71 (1 —cos (2w)).

Deci G:R — C,G (w) = lsin(2w)—|—j_—1(1—cos(2w)).
w w

1 . —1
Se scrie si cd F{g (t)} (w) = —sin (2w) +j — (1 — cos (2w)) .
w w
Mai mult, pentru aceasta transformatd, care are ca valoare o un numar complex, amplitudinea
in frecventa este

Aw) =16 ()] = \/ (25 <2w>)2 (T <2w>>>2 s

sin w

cu reprezentarea:

Se observa cd partea reald si modulul spectrului G sunt functii pare, iar partea imaginara si
faza spectrului sunt functii impare.

e, dacite]—o0,—1]
L B |t|, dacate[-1,1] )} —t, dacite[-1,0]
) Fleg.RHR,g(t)—{ eI daci t € ]—o0, —1[U]1,+o0[ t, dacdte]0,1]
e t, dacd t €]1,+o0]

eSe observi ca g € L (R), deoarece

400 -1 0 1 +o0
/ yg(t)|dt:/ \et}dt+/ —t|dt+/ tydt+/ le7t|dt = 2¢7! +1 < +o0.
—00 —0 —1 0 1
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eSe calculeazs

G (W) = / gt e it =

! t —iwt 0 —jwt ! ot too —t it t este variabila
= el e It + (—t)e Idt + [ te ¢t + e teT It =
1

— 0 -1 0 de integrare, derivare

-1 0 —jwt\ ' 1 —jwt\’ +o0 C s
= / e(lfj w)tdt—{—/ (—t) <6 : ) dt—l—/ ¢ <€ . ) dt+/ 6(717j w)tdt t este \grlablla
— 00 1 —Jw 0 —Jw 1 de integrare

t=-+4o00

. t=—1 . — . . — . .
(1—-jw)t —jwt [t=0 0 —jwt —jwt t=1 1 —jwt (—1-jw)t
e € (& € & (&
=1 +(—t) — —/ (—1) ——dt+t— —/ —dt+ T
—jw |, A e T R I P S L e e 2 A
e(l-jw)(=1) e—jw(=1) e jwt =0 —jwl
- 00—+ +15— —0-
1—-jw —Jw (—jw) (—jw) =y —Jw
e—jwt t=1 e(—1-jw)1
B TG T P T I
671+jw eflfjw ejw 6fjou1 1 efjw(fl)
= — - —— — t+—+ : — — : —
l-jw —l-jw —jw —jw (Sjw)(-jw) (Fjw)(-jw)
e iuwl 1
- — + ; : =
(—jw)(mjw)  (Fjw)(—jw) , ‘
e—1+Jw e—l—Jw elw e—Jw 2 elw e—Jw

— . —"_ . G N
1-jw  14jw jw jw W (jw)?  (jw)?
e e (1T +jw)+e 9 (1 —jw) 269 —eiv 2 2 elv femiv

1+ w? w 2] w2 w2 2
271 [el¥ e iv el —eIvw n 2 el —emiw 2 2 v 4 emiw
= —w - _ - - -
1+ w? 2 2j w 2j w2 w? 2
2¢ ! 2 2 2
:Lib‘)?(cosw—wsirllw)—kwsinw—uﬂ—i—oﬂcosw.
2e”

Deci G:R — C,G (w) =

2¢1
Flg®)} (w) = 112

. 2 .
112 (cosw — wsinw) + 2 (cosw 4+ wsinw — 2) sau

. 2 :
(cosw —wsinw) + 2 (cosw +wsinw — 2).

Deoarece g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G este real si par si

G.(w) =Re (G (w)).

De mentionat o teoreméa de la calculul de integrale reale cu reziduuri, de la Matematici Speciale,
rescrisa:

OT 1. (la MS) Fie T = / C)Ege_wtdt’ a = —w >0, unde
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P,Q eRJt],gradQ > grad P+ 1,Q (t) # 0,Vt € R. Atunci:

, P(z)
T=2m rez f (zx), unde f(2) =
i3 renf (o Q)

Exercitiul 2. Utilizand definitia sau T1, s& se determine transformata Fourier pentru
a) g:R—R,g(t)=e % unde a > 0 (semnalul simetric exponential cazitor, cu a = wy);
b) g:R—R,g(t) =e " unde a > 0 (semnalul Gaussian);

0, dacat<O0 ) _ 0, dacat<O0
C)gR_)Rag(t)_{ e—t’ dacétZO, 7d) gR_ﬁRag(t)_{ €—3t’ daCétZO,

. 0 daca t <0 .
si, in general, g : R — R g (t) = { e_‘;t dzg; ; i 0 unde a > 0 (interpretat ca produs intre

—jwz

e , lar zp sunt acei poli cu Im z; > 0.

exponentiald gi treapta unitate, semnalul exponential cazator, cu a = wy).
Oe) (la MS) Utilizand definitia sau T1, si se determine transformata Fourier prin cos pentru:
g-R_)Rag(t) (t2+1)2'
e, daciat <0,
Rezolvare. a) Fie g : R — R, g(t) = 1, dacat=0,
e dacdt > 0.

t—+00

eSe observa ci g € L' (R), deoarece
t=0 —at
e
_.I_

00 +o0 0 +o00 ... pat
[ lgtotde= [ et @ [ emeian [T gyt e w2
—c0 —c0 —oo 0 de integrare a |, o —a |4—g

6a~0 eat e—at e—a-O a>0 1 1 92
= (- lm & I - = ) 0—— ) =2 < 4o0.
() (i ) = (o) (0 ) =S

eSe calculeazs

o] ) +oo ) (©) 0 ) “+oo )
G(w) = / g(t)e I¥tdt = / e~ ltle—iwt gy = / e Demiwtgy +/ e~ demIwtdt =
—0o0 —00 —00 0
0 +o00 e pla—jw)t =0 (—a—jw)t =00
_ / ela=jw)t gt +/ el—a—jw)t gz t este \grlablla € J. n € J. _
o 0 de integrare (a —J w) (—CL -] w) .
t——o0 t=0
e (cos (wt) + jsin (wt)) =0 N e~ (cos (—wt) + jsin (—wt)) |7
(a—jw) o0 (—a—jw) t=0
(a—jw)0 at Sl —at _ f i [ (—a—jw)0
_ e e (cos (wt) 4.—Jsm (wt)) + fim € (cos (—wt) —{—JSIH( wt)) e o
(a —jw) t—-o0 (a —jw) | tetoo (—a—jw) (—a—jw)
B 1 _040— 1 _atjwta—jw  2a
C (a—jw) (—a—jw) (a—jw)(a+jw) a?+w?
2 2
Deci G: R — C, G (w) = a2+7“w2 sau | F {g (0} @) = F {7} (@) = fwg.
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Deoarece g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G este real si par si
G.(w) =Re (G (w)). .
b) Fieg: R —=R,g(t)=e %" a>0.

eSe studiaza daci g € L' (R), adici
[ee) —+o00
/ lg ()] dt = / e’ dt < 400, (C), deoarece

— 00 — 00

f0+°° e Pdt = @ (C) | (integrala Euler-Poisson-Laplace)

Mai mult, se face schimbarea de variabild de integrare (este integrald improprie convergentd,

folosind criterii).
at = s| diferentiem
adt = ds
capete pentru a > 0: { b= —o0= 8= —00
t— 400 =5 — 400

si se obtine

oo 1 [*ee 1
/ e~ dt = / e ds==-2. \g? = vr < +o00.
a a

oo a) oo
eSe calculeazs

+o00 ' +o0 ) +00 7(12(t2+2t-j—w+ Jw 2) 2 (w2
G(W)Z/ g(t) eMdt:/ ea2t2emdt:/ e st (a) oot (3a) g =
> 2 rioo 2 e
t este variabila e+a2-(%) /+oo€a2 <t+ga—“’2> dt (g)7

de integrare 0o

Se face formal schimbarea de variabild de integrare (este integrald improprie convergenti, ca
transformatd Fourier), in C, integrala complexd pe o dreapta paraleld cu axa orizontala fiind cu
aceeagi valoare ca integrala reala

t—i—% = u| diferentiem
dt = du
_ _ Jjw
capete: t— —0c0o=>u— oo+%%)2
= +o00o=u—+00+ 3573
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a® o —,

j 2 p+4oo . 2
2. (Jjw s —
G (( ;) = ea '<2Ja2) / e—aQu2 " integrala calculata 5 \/7(

—0o0

2

Deci G 1R = €,G () = V- o san| F{g ()} () = F {0} (w) = YT 7.

Deoarece g : R — R, g € L' (R) este un semnal real si par, atunci spectrul G este real si par si
G.(w) =Re (G (w)).
Comentariu: Spectrul unui semnal %aélssian este tot gaussian. De mentionat ca, pentru a =
%, semnalul g : R — R,g(t) = e 2" este un vector propriu pentru operatorul F, deoarece

FloW} @) = F{e 3} @)= var- e

. 0, dacat<O0
c)F1eg:R—>R,g(t):{ e, dacit>0

eSe observi ca g € L (R), deoarece

+o00 0 +o0 —t
/ g (t)] dt (9/ 0dt+/ e tdt =0+ 6—1
0 _

—o —00
eSe calculeazs

oo 0 +0o0 +o0 e
G (w) = / g (t) e—dwt gt (g) / 0dt + / e~te—iwtgr — + / e(—1=jw)t gy t este \grlabﬂa

t—-+o00 e~t o0
= lim ———=04+1=1< 4o0.
t—+oo —1  —1

t=0

- 0 0 de integrare
. t—+ —
_ el [T et feos (cwt) +jsin () [
(-1 —-jw) o (-1-jw) t=0
y et (cos (—wt) + jsin (—wt)) e(—1=jw)o 0 1 1 1-jw
= lim - - v - - -
t—+00 (-1 —jw) (—1—jw) (-l—jw) jw+1l 124w?
. —w
BETET AR RV
_ l1-jw l—jw
Deci G: R — C, G(w)zm sau | F{g (1)} (w) = 12 w2

Se observa cd partea reald si modulul spectrului G sunt functii pare, iar partea imaginara si
faza spectrului sunt functii impare.
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Comentariu: Se observi cd g (t) = e~! -7 (t) si ci este si original Laplace. Mai mult, se observa
si corespondenta dintre

Ll 0} () = — 5 Res > —151 Flg )} () =

. 0, dacit<O0
d) Fleg:RHRag(t):{ e 3t dacgt>0 -

Analog cu c), se obtine si cd

1
jw+1’

3—jw 3-jw
G:ReC,G(W)stau f{g(t)}(w):m--
Analog cu c), se obtine si ca
a—jw a—jw
G;RHC,G(W):msaH f{g(t)}(“’):m“

Se observa cd partea reald gi modulul spectrului sunt functii pare, iar partea imaginara si faza
spectrului sunt functii impare.
Oe) A se vedea Curs.

Teoremele de liniaritate, a spectrului semnalului conjugat, a spectrului semnalului
simetric, a scalarii variabilei timp, a intarzierii in timp, a intarzierii in frecventa -A se
vedea Curs.

Teoremele de continuitate a operatorului Fourier, a spectrului semnalului derivat, de
derivare a spectrului unui semnal, a spectrului semnalului integrat, de integrare a
spectrului unui semnal -A se vedea Curs.

Definitia 4. Fie g,h € L' (R). Se numeste produs de convolutie a functiilor din L' (R) g si h,
functia g« h: R — R (sau g * h : R — C), definita prin

+oo
<g*h><t>=/ g (r)h(t—7)dr

— 00

Teoremele spectrului de convolutie a doud semnale, a autocorelatiei unui semnal-A se
vedea Curs.

Exercitiul 3. Utilizdnd Teorema de derivare a spectrului, sa se determine F {— jt- e*‘"t‘} (w),
unde a > 0.
Rezolvare. Fie functia g : R — R, g (t) = e~ %, unde a > 0;

ein exercitiul 2 s-a ardtat ci g € L' (R). Analog se arati ci tg € L' (R),
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deoarece oo
+ + + R —at —at -
Clgldi= [ et = [ pemorgy et g (e -
o _ de integrare a CL2 =0

o) 0
. te—  g—at 1 a>0 1 2
Y IR POV I P

oin exercitiul 2 s-a ardtat ci
B 2a
Flo®} (@) = F{em} () = =
eConform Teoremei de derivare=

Fiitg}e) = F (=it e} @) = ZFo0be) = oo (o) = g

w dw \ a® + w? a2 + w?)

—4a - w
Flojteolll () = 24w
{ J (a2 + w?)?
Comentariu: De mentionat ca determinarea transformatei precedente se putea face si direct, cu

definitia.

OOQObservatia 7. Rezolvarea Exercitiului 2,b) se putea face folosind Teoremele de liniaritate si de

derivare.

Se observa ca functia g : R — R, g (t) =e
(%) g’ (t) +2a%t - g (t) = 0,Vt € R.
(deoarece —2a2t - e~ 4 242t - e79°** = 0,Vt € R.)

Deoarece g € L' (R) si tg € L (R) se poate aplica ecuatiei () transformata Fourier si se obtine
F{g' (t)+2a* - g(t)} (w) = F{0} (w),Yw € R.

Se aplica Teorema de liniaritate=
FLg (O} ) + 20 F{tg ()} () = F{0} (), Yo € R =

jw- F{g ()} )+ 202 - _1jd‘i}"{g ()} (@) = 0,¥w € R.

1242 . o . . . v
@™t g # 0, verifica ecuatia diferential

Se noteazd G (w) = F{g (¢)} (w) si G’ (w) = %}" {g (t)} (w) si se obtine ca:

1
jw-G(w)+2a2~_—jG’(w):O,VwER:>

! _ / _
G = 0 solutie singulars si Cé((:))) = %,w € R’ [()dw= [ Z((:})) dw = [ T;;dw
w2
Atunci toate solutiile sunt G (w) = ¢ e 4 |Vw € R.
+OO 3 X. C ;2

CumF(())_/ g(t)eﬂtoth:Q’)ﬁéoeJQ:ﬁﬁc:ﬁ.

— \1/" a a a

w2 w2

Deci F (w) = YT . 5 Ve € R sau | FLF (1)} (w) = Flewt} w) = VTG

a a
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Exercitiul 5. Utilizand Teorema spectrului produsului de convolutie, sa se determine F {g * h} (w),

unde
2

0, dacdt<O ) R LR K@) =et

g:R—MR,g(t):{ et daciat>0

Rezolvare. A se vedea Curs.

Teorema 15 (inversarea transformatei Fourier). Fie g € L' (R) ai. G € L' (R). Atunci are

loc formula de inversare a transformatei Fourier:
1 [T .
gt)=F G W)} ({t) = — G (w)-e%dw,Vt € R

21 J_ o

Comentariu. Daca F {g (t)} (w) = F {h(t)} (w), atunci

g(t)="h(t),apt teR.
FEgalitatea "aproape peste tot" inseamna cd are loc cu exceptia unei multimi de masura Lebesgue
nula.

Exercitiul 6. Si se rezolve ecuatia integrala

+o00o
(%) f(w)edw = e ¢t € R, unde a > 0 este dat.
o0

+oo
Rezolvare. Se inmulteste (*) cu 5= = 5= f(w)e™dw = %e_‘z't‘,t eR.
—o0 ——
g(t)
Atunci f = G va fi, din Teorema de inversare, transformata Fourier corespunzatoare pentru g.

eSe observi ca g € L (R), deoarece

+ 1 |t] g4 €% 2 1 2
— —a gk
/ g(t)]dt—/ s-e”Adt "= 27T.g<+oo.

oo -
eSe calculeaza
G( ) /OO (t) —jOJtdt /OO 1 —a|t| _jwtdtcx' ) 1 2a
w) = € = —e e 2 1 0
_Oog . 2 o o2 n 3
oSe observa ci G € L' (R), deoarece

[i6@ian= [ 7|5 2

w——400

1 1 w
— - 2a - — arctg — =
de integrare, (C) 27 a a

w este variabila
27 a? + w? -

“§°2<”—”>:2n<+oo.

w——00

2 2
A Pt
eConform Teoremei de inversare = f=aG.

1 2a
Deci f:R—-R, f(w)=— 5.
De mentionat o teorema de la calculul de integrale reale cu reziduuri, de la Matematici Speciale,
rescrisa:

OT 1’. (la MS) Fie Z = / Mem’dw, a =1 >0, unde
—00 @ (W)

P,Q e Rw],grad@ > grad P + 1,Q (w) # 0,Vw € R. Atunci:
n
P .
T=27j g rez f (zx), unde f(z) = ﬁeﬁz, iar zj sunt acei poli cu Im z;, > 0.

2 Q)

OExercitiul 7. (la MS) Fie G : R — C,G (w) = !

(14w?)?
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Sa se determine, dacd exista, g : R — R corespunzétoare, ca inversd prin transformata Fourier.

Rezolvare. Fie G: R — C,G (w) =

)2

(14 w?

eSe observi ci G € L' (R), deoarece

foore e
1

-

1
< Yw € R
Ata?? ~T+u2 ¢

/+oo L _dw=r—()

oo L4 w?

eSe observé, conform Teoremei de inversare, cé

1 +oo 1 .
g:]R—>]R,g(t):/ — e Wdw.

27 oo (1+w?)?

—T + 2w — Tw

4(w?+1)

Criteriul comparatiei 00 1
= R
—00 (1 +w )

2
+ B arctgw

)

dw — (C).

w—00

wW——00

Aici, in T1’, P (w) = 1;Q (w) = (1 +w2)2 sgrad@ > grad P+ 1,Q (w) # 0,Vw € R.

Fie f (z) = (14_22)2€jt2.

(1 + z2)2 =0 = z = +] sunt poli de ordin 2 pentru f, cu Im (+})

Se calculeaza, pentru ¢ > 0,

1 1
g(t) = gfg —2mjrez f (j)

2 conform

9

0+j e pol de ordin 2

1 1 1 N\ 2D,
= —21j—— lim ((z —j)? —5 - 26Jt3>

21 7 (2= 1) 250+ (z=)"(z+1)
et jt(z+))* — e 2(2 +])

=04 (z+J)*
et (jE(+])) —2)

et (=2t —2)

j lim

> 0.

=] lim

z—0+j

At (it (z+) = 2)

z—0+j
et (t+1)

Conform Observatiei 9.1.5, pentru ¢ < 0,
t
Observatia 9.1.5 t<0Q € * (—t + 1)
t 2y _pts0 e ATty
g( ) G pari si reald g( ) 4

A 1 [t 1

In plus, ¢ (0) = / D

g( ) 21t o (1+w2)2

bo(=t+1

L—i_)’ t < 0

Deci g (t) = , t=0

G+® ) 25 (9)

1
dw = 7.

,t < 0.

(z+j)°
,t > 0.

(

el tz

(z+])

2

_m

/)
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OExercitiul 8. (Ia MS) Si se rezolve ecuatia integrald

+o0 . jw

/ gt)e ¥t = ——=, weR.
—00 (1 —+ w2)

Rezolvare. A se vedea Curs.

OExercitiul 9. (Ia MS) Si se rezolve ecuatia integrald

+00
(*)/ g(t)e ivtdt = T a;;(wQ n bz),w € R, unde @ > 0 si b > 0 sunt date.

+o0 . y
Caz particular: (x / g(t)e IYidt = -
W, 00 P )2 )
Rezolvare. Se determina g =7 functia necunoscuta.
w —w
Senoteaza G: R — C,G = =]
enoteazi G: R = €, G (W) = 5y (270 I (P ) @2+ P
a =", respectiva#ba—ImG

,y € R-tema.

, cu reprezentare pentru

eSe observi ci G € L' (R), deoarece, prin calcul direct (sau cu un crit. de comp.)

J e @l = /;OO 'j AT

dacd a =b,a>0,b>0:

w este variabild oo w
= 5y o W =7
de integrare, (C) Jo (w +a ) (w +b )

w——+00

+oo 11
:2/ v gdw =2 ———
0 (w2+a2) —2w*+a
daca a # b,a > 0,b>0:

1 oo 2w 2w 1 t——+o00
. az/o (w2 +a2 w2 +62> o = b2 — a2 (In (w?+a?) —In (& +0%))[ o~ =

1 w? +a?\ | 1 a®
TR a2 <1nw2+b2>t0 B _b2—a21nb7<+w'
eSe observa, conform Teoremei de liniaritate si Teoremei 4, ca
Foo w . 1
R—C,g(t) = Jtwdy = —1.
9:R=Cg®) j-27r/_oo ((.u2+c12)(w2+l)2)6 “ j2m
Aici P (w) = w;Q (w) = (w2 + a2) (w2 + b2) ;grad @ > grad P+ 1,Q (w) # 0,Vw € R.
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: z
Fe f() = gy
(22 +a2) (22 + b2) =0= 2z ==aj,z = +£bj sunt poli
de ordin 2 pentru f, cu Im (+aj) > 0, dacd a = b,a > 0,b > 0.
de ordin 1 pentru f, cu Im (4+aj) > 0,Im (+bj) > 0 dacd a # b,a > 0,b > 0.

Atunci, conform Teoremei de liniaritate si Teoremei 4 de inversare,

1 T1 1 27_” ez f (CLJ) 0+4aj e pol_de ordin 2
J j2m conform 2

1 ~ ) (2-1)
= —27] lim z—aJ =5 .ertz> =
J27T (2—1 Z—>0+CLJ Z_aJ) (Z+aJ)

5 (( zel t? > 5§ (e + 262 - jt) (2 + aj)® — 2el* - 2 (2 + aj)
= lim — = lim =
(

jtz

ecaz a =b,a > 0,b>0: g(t

z—0+aj 2+ aj)? z—0+aj (2 +aj)*
y A (14 zjt) (z+aj) —22) . ((1+aj-jt)(aj+aj) —2aj)
- 1m = =
z—0+aj (z +aj)? (aj+aj)’
—at._tz‘ _at't
_e '(a)aJ:e 10,
2aj- (—4a?) 4a
Conform Observatiei 9.1.5, pentru t < 0,
at
rvatia 9.1. (=1
0 (0) Observatia 9.1.5 B (_t)téo_e ( ),t<0.
G impard gi pur imaginara 4
. j o[t w
In plus, g (0) = — dw = 0.
n plus 9( ) 27r~/—oo (w2+a2)(w2+a2) w
e . (—t)
———, t<0
4a
Deci g (t) = 0, t=0
efat .
, t>0
4a

ecaz a # b,a > 0,b > 0:
Se calculeaza, pentru t>0,

! L aj j sunt poli ordin
g(t) = T2 ——2r ] (rez f (aj) +rez f (b)) 0+a),0+b] sunt poli de ordin 1
I 27 ) 2m conform 2°
1 Zejtz Zejtz
= —2rj( lm (z—aj e
j-2m ) (Z‘—}()I—lgaj (z —aj) (z—aj) (z + aj) (22 + b?) +ZJ£bj (z—bj) G
= a’.] ejtllj + .] eth.] _
(a+aj) (@i +02)  (bi+0]) (03 +a)
e — —ta - —tb -+t _ta B b t '
2(—a2+b2)€ +2(*b2+a2)6 2(b2fa2) (6 e )’ >0

Decig:R— C,g(t) = (e — 7).

2 (b2 — a?)

>:
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Conform Observatiei 9.1.5, pentru t < 0,
rvatia 9.1. 1
g (t) Obser 3,:§la 9.1.5 . (—t) téO _ (eat . ebt) < 0.

G impard si pur imaginard 2 (b2 — CL2)

. jo[t w
In plus, g (0) = 27r/_oo (W2 + a?) (W2 + b2)dW =0
1 at bt
. t
2(b2—a2)(6 e), <0
Deci g (t) = 0, t=0

e~ — e_bt) , t>0

Exercitiul 10. Sa se rezolve ecuatia integrala

2msint, dacd 0 <t <27
“+o00

a) (x) G (y)éWdy = f (t),t € R, unde f (t) = %, dacat =0,t =27 .

- 0, in rest

+oo .

b) (*) G (y)éWdy = 't € R-tems

—0o0
Rezolvare. a) Se determind g =7 functia necunoscuta.

+o0o ) 1
Se inmulteste () cu 5 => 5= G (y)eWdy = %f (t),teR
- ——

g(t)
Atunci G va fi, din Teorema de inversare, transformata Fourier corespunzitoare pentru % f=g.

sint, dacd 0 <t <27
. 1
Fieg:R—R,g(t) = f(t) = % daci t =0,t =27
0,

in rest

eSe observi ca g € L (R), deoarece

T 27 R,

/R lg (t)| dt =0+ /0 sin tdt + / (—sint)dt + 0 t(e:ctfn:::j:a (—cost)|'=p + (cost)|\=2" =4 <
. ,

+00.
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eSe calculeazs

2m 2 L
G(y) = /h (t) e ¥t = 0 + / (sint) - e~ I¥tdt + 0 = (sint) - e~ I¥tdt b este variabild
R 0 0 de integrare
B 2m iyt d it o 2T it
=/, e -%(—cost)dt:e '(—cost)| e —jy) - (—cost)dt =
) ] 2w 0
= e 32" . (—cos2rm) —e Y0 . (—cos0) —jy e IVt . costdt =
. 2 ) d 0
—eJy27r.(—1)—1-(—1)—jy/ eIV — (sint) dt =

27
=1—e V2™ _jy (e‘jyt - (sint) Z?)W - / e V. (—jy) - (sint) dt) =
0

27
=1—e V2™ —jy (O —-0— (—jy)/ eIVt sintdt) =
. 0
=1—e I¥2T 4 y2G (y) =
(#) G (y) — 2G( ) =1—eJv2m
*) 1 — e iv2m
Pentru y 7é +1 :> G (y) 1—7y2
Pentru y = +1 (g) 0=1—e JE2T adevirat.
eSe poate ariita ci G € L' (R).

eConform Teoremei de inversare 2"
1 —eiy2m
T
un numar complex, dacd y =1
un numar complex, daca y = —1

daca y # +1
G:R—C,G(y) =



