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SEMINAR NR. 1, REZOLVARI
EDCO, ATA

ECUATII DIFERENTIALE
ECUATII DIFERENTIALE: introducere, definitii, exemple, istoric, modele
matematice

Definitia 1. Se numeste ecuatie diferentiald scalard o relatie de dependentd functionald intre
variabilele independente, functia necunoscutd cu valori reale si derivatele sale ordinare (partiale)
pand la un anumit ordin. Daca functia necunoscutd depinde de o singura variabild independenta,
dependenta functionala se numeste ecuatie diferentiald ordinara, iar daca functia necunoscuta de-
pinde de mai multe variabile independente, dependenta functionald se numeste ecuatie cu derivate
partiale. Ordinul maxim de derivare al functiei necunoscute care este efectiv implicat in ecuatie se
numeste ordinul ecuatiei diferentiale.

Pentru definitiile notiunilor de solutie, solutie generala (integrala gemerald), curbe integrale,
problema Cauchy, a se vedea Curs.
Exercitiul 1. Sa se arate cd, pentru fiecare ¢ € R, functia

z:R— R,z (t) =ct+V1+ c? este solutie a ecuatiei diferentiale ordinare

x (t) —ta’ (t) = \/1+ (2 ()%t € R.
Rezolvare. A se vedea Curs.

1. ECUATII DIFERENTIALE REZOLVABILE PRIN CUADRATURI
1.1. Exemple

Exercitiul 2. Si se rezolve ecuatia diferentiald
o' (t) =220 ¢t e R.
Rezolvare. A se vedea Curs.

Exercitiul 3. Se da ecuatia diferentiala
o (t)=xz(t),teR.
a) Sa se determine solutiile ecuatiei;
b) Sa se reprezinte grafic solutiile;
c) Sa se adauge o conditie care sa asigure existenta,/ unicitatea solutiei.
Rezolvare. A se vedea Curs.

Observatia 2. Domeniul de definitie a unei solutii, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere). La Exercitiul 3,
toate solutiile date de (#x*) au acelagi domeniu, I, = R.

Conventie. a) Pentru « : I — R derivabild pe I se reaminteste notatia

d
x’(t):d—f(t),we]l.

Avand in vedere relatia ce da diferentiala pentru functia x,
da (1) = ' (t) dt, ¥t € T,
se face conventia ca, acolo unde este util in calcul, si se foloseasca
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dz dzx (t)
A
b) In ecuatiile diferentiale pentru care solutia se cautd sub forma z (¢), sau t (), sau o relatie de
dependenta algebrico-functionald intre ¢ si « (fara operatorii de derivare sau integrare), in expresia
ecuatiei poate aparea

x in loc de z (1),

dz in loc de dx (t),

dr | dx
e loc de I (t) sau

,Vt e 1.

z (t)
dt

sau ' (t).

OExercitiul 4. S se reprezinte grafic solutiile (curbele integrale) ecuatiei diferentiale ordinare

de x4+t dx |zt de  x—t
o T 4elb) — = tele) — = tel
R TR PP V@t T T P
d t
Rezolvare. a) Fie (x) & i,t el
dt |z +1

Pentru ¢ € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (). Din Conventie:
(*):>$,(t):{ 1 dacaz(t)+t>0 {x(t):t—i—cl, dacit+c1+t>0,¢c; €R
-1 dacdz(t)+t<0 z(t)=—t+co, dacd —t+ca+1t<0,c2 €R.
se obtin doud familii de solutii pentru ecuatia (), si anume,
epentru fiecare ¢; € R,z : IL — R,z (t) =t + ¢,
epentru fiecare cz € R ey < 0,7 : 12 — R, x (t) = —t + ca.
De precizat ci, pentru prima familie de solutii, domeniul de definitie a solutiei, I!, depinde de
constanta ¢ (pentru fiecare ¢; se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si 0 anumita
lege de asociere). Pentru fiecare ¢; € R,
IL={teRjt+c;+t >0} = ] —761’ +00 {—interval. De exemplu,
epentru ¢y = —1, z: ]%,—l—oo[ —Ryz(t)=t—-1,
epentru ¢; =0, x : 0, +00] — R,z (t) = ¢,
epentrucy =1, z : ]—%,—i—oo[ —-Ryz(t)=t+1.
Pentru a doua familie de solutii toate solutiile au acelasi domeniu
I2 = R. De exemplu,
epentruco = -1,z : R >R,z (t) = —t — 1.
Se obtine urmdatoarea reprezentare grafica a curbelor integrale pentru

c1=0,c1=1,c1 =—-1,c0 =—1,c5 = —2,c0 = —3.
X
t
d t
b) Fie (*)dit” - ’it’,teﬂ.

Pentru ¢ € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd z (t) =7, z
functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia ().
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Din Conventie:
, _{ 1, dacaxz(t)-t>0 {x(t):t—i-cl, dacid (t+c¢1)t>0,c1 €R
(%) =2’ (t) = 9 .
—1, dacax(t)-t<O. x(t)=—t+co, dacad (—t+c2)t<0,c2 €R.
se obtin doud familii de solutii pentru ecuatia (), si anume,
epentru fiecare ¢; € R,z : IL — R,z (t) =t + ¢,
epentru fiecare co € R,z : 12 — R,z () = —t + ca.
De precizat ci, pentru prima familie de solutii, domeniul de definitie a solutiei, I!, depinde de
constanta ¢ (pentru fiecare ¢; se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumita
lege de asociere). De exemplu,
epentru ¢; = —1, z : ]—00,0[ U |1, +o0] = R,z (t) =t — 1,
epentru ¢; =0, = : |—00,0[U]0, +oo[ — R,z (t) =,
epentru ¢; = 1, z : |—o0,—1[U]0,+o0] = R,z (t) =t + 1,
Si pentru a doua familie de solutii, domeniul de definitie a solutiei, 12, depinde de constanta co
(pentru fiecare ¢y se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie i o anumita lege de
asociere). De exemplu,
epentru ¢ = —1, z : |—o00, —1[{U]0,400] = R,z (t) = —t — 1,
epentru cg = 0, z : |—00,0[U]0, +oo] — R,z (t) = —t,
epentru ca =1, x : |—00,0[U]1, 400 = R,z (t) = -t + 1.
De fapt, solutiile sunt definite pe un interval inclus in I..
Se obtine urmatoarea reprezentare graficd a curbelor integrale pentru

ci=0,ci1=1,c1=—1,c=0,c0 =1,c0 = —1.
X
t
dx T —t
Fi — = tel
¢) Fie (+) = =t €

Pentru ¢ € I, C I, variabila independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x (t) =7, z
functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia (). Din Conventie:
(*):>x’(t):{ 1, dacdz(t)—t>0 {ZL’(t):t—l—Cl, dacat+c; —t>0,c0 €R
—1, dacdx(t)—t<O. z(t)=—t+cp, dacd —t+co—t<0,c2€R.
se obtin doua familii de solutii pentru ecuatia (), si anume,
epentru fiecare ¢; ER, ¢1 >0, 2 : L = R,z (t) =t + ¢y,
epentru fiecare co € R, z : 12 — R,z (t) = —t + ca.
De precizat ci, pentru a prima familie de solutii toate solutiile au acelasi domeniu I, = R. Pentru a
doua familie de solutii, domeniul de definitie a solutiei, 2, depinde de constanta co (pentru fiecare
¢o se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie gi o anumita lege de asociere). De exemplu,
epentru co = —1, x : ]—%,—i—oo[ - Rz (t)=-t—1,
epentru co = 0, x : 0, 00| — R,z (t) = —t,
epentru co =1, z : ]%,+oo[—>R,x(t) =—t+1
Se obtine urmatoarea reprezentare grafica a curbelor integrale pentru.
Ccl1 = 1,01 = 2,01 = 3,02 = 0,62 = 1,62 =—1.
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1.2. Ecuatii diferentiale cu variabile separabile

Forma generala a unei ecuatii diferentiale cu variabile separabile:

7 (t) = f () g (x (1)) ] san (1)
dx ,
=1y (1)

unde f:ICR— R, g:J CR — R sunt doud functii continue cu g(z) # 0, Vz € J.
Rezolvare. Pentrut € I, C I, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
x = z (t) functie necunoscuts de clasi C!, solutie pentru ecuatiile (1) sau (1').
mod detaliat., (U;cilizémd ipotezele, ‘)
x (T z (t
7@ @) f(t),VtE]Ix:/g(m(t))dt /f(t)dt,Vte]Lr:
z(t)=G ([ f{t)dt+c) Vtel,,cel. CR.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiilor (1) sau (1’) sub forma explicitd. Domeniul
de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit
domeniu de definitie gi o anumita lege de asociere).
mod prescurtat. Subintelegdnd argumentele,

N o=
1) > = f Qe s = [—do= [Fiveel, »

z(t)=G ([ f(t)dt+c),Vt €T, cel. CR.

(1) =

Exercitiul 5. Sa se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale cu variabile

separabile:
a)tr' (t) =23 (t) +x(t),t €I; b) tdx (t) — x (t) dt = 2% (t) dt, t €T

c) vl—i—ﬁ%(t) —sinz (t) =0,t €I; d) 2/ (t)tgt —z (t) =0,t € [;
e) 2 (z(t)+1)dt+ (3 —1)(z(t) —1)dx(t) =0,t €;

14z —a?
2 _ 3 . — .
f) 322 (t)a' () =t (x3(t) — 1), t € [; g) o’ =4/ T ,tel;

3z 4 2 2+4
h) s :U’:L,te]l;i)ac(t)x’(t):—Ztsecm(t),te]l;
t+1 V2 +2t+ 13
t) — si t)—1
j) x,(t):cosx() sinz (¢) ,t €l k) o’ 4+ cos(t +2z) =cos (t —2x),t €

cost —sint — 1
1) 2/ -cos®t-cosz = —tgt-sin’z,t €I

m) z’ (t2+1) =222t € I; n) xdt + costInzdr = 0,t € I

o) o' (*+1) =wt(z+1),t€l; p) tadt+ (t+1)dx =0,t € T;
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q) Vi+1l=tz-a';telr) (*—1)a' +22®> =0t €
s) o' —tz? =2tx,t €l t) 2/ =10t t e L.
Rezolvare. a) A se vedea Curs.
b) Fie (¥)tdx (t) — x (t) dt = 2% (t) dt,t € L.
Pentru ¢ € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia ().
eSe observa ci
z:R—-R,z(t) =0,
x:R — R,z (t) = —1 sunt solutii singulare pentru ecuatia ().
eSe cautd gi alte solutii decat cele singulare.
mod detaliat. Folosmd Conventla se obtine

DR RO ,,Vteﬂxa.i. (t#0siaz(t)#0,z(t)#-1)| [(-)dt =
' (t)

+x2()
/a: +$2 /dtVtG]I al (t£0siz(t)#0,z(t) #—-1)=>
/( (t) >dt:/tdt,Vt€I[x al (t£0siz(t)#0,z(t) #—1) =

x( t)+1

|z (t) —ln|$()+1| Injt|+InkVtel, al. (t#0siz(t)#0,z(t)#—-1)sik>0=
t)
+
x

=klt|,Vtel, al (t#0siz(t)#0,2(t)# —-1)sik>0=

@)
() + 1]
*)

) T 1 x(t)+1

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicitd. Solutia generald a
ecuatiei (%) este datd, sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R*, de

t
.%'H$—>R7$(t):%,vt€1[$,
—C

unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta c. Pentru fiecare ¢ € R*,

=ct,Vt el al (t#0six(t) #0,2(t) #—1)siceR"

t
I, CAteR1—ct£0,t#08 —— 40— # 15,
1—ct 1—ct
mod prescurtat. Folosind Conventia, se obtine
dx 1 N .
(x) = P :¥dt,Vt€]Im al (t#0siz(t)#0,z(t) #-1)| [prg =
1
/xixe :/tdt,VtEHI al (t#0siz(t)#0,z(t) #—1)=
1 1 1
- — = |- I, a.i. i ,
/<x x+1>d$ /tdt,VtE al (t#0siz(t)#0,z(t) #—-1) =

Injz| —Injlz+ 1] =Int|+Ink Vel ai (t#0six(t) #0,z(t)#—-1)sik>0=

|x|i’1| —klt| Vel al (t£0sia(t)£0,z(t)# 1) sik>0=
(**)xx 0 =ct,Vtel, al (t#0six(t)#0,2(t)# —1) ¢l c € R*.

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicita.




Gabriela Grosu / EDCO 6

c) Fie (x) v1+ tQ% (t) —sinz (t) =0,t € L.
Pentru ¢ € I, C I, variabila independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia ().
eSe observi cé, pentru fiecare [ € Z,
x: R — R,z (t) = lr sunt solutii singulare pentru ecuatia (*).
eSe cautd gi alte solutii decat cele singulare.
mod detaliat. Folosind Conventia, se obtine

(1) = Sifl’fgt) - ﬂ% Vel ai () ¢ {imle 2| [ ()dt =

[ e

dt,Vt €I, al. z(t) ¢ {lm;l € Z} =

In ¢ ()' 1n<t+\/1+t2)+lnk,w€]1xa.i.m(t)gé{lw;lEZ} sik>0=
‘tgx;t)‘ k:(t+\/ t2> Viel, al. z(t) ¢ {im;l€Z}sik>0=
(**)tgx;t):c(t—i-\/l—i-t?),VtE]Ir ad. x(t) ¢ {lm;l € Z} si c € R*.

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicitd. Solutia generald a
ecuatiei (%) este datd, sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R*, de

x: 1, —» R,z (t) = 2arctg (c (t—|— V1 +t2>) WVt e l,,
unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta c. Pentru fiecare ¢ € R*,
I, C {t € R;sin (2arctg (c (t VI t2>)) ”] 0} .

mod prescurtat Folosind Conventia, se obtine

(+) = (() 1

= NVt el ad x(t) ¢ {lm;l € Z}
/df” - L _gtViel, ad a(t) ¢ {imleZ} =

Jevs =

sinz (t) 1+ ¢2
sinx V142

tgg‘ :ln<t+\/1+t2>+lnk,Vte]Iw ad o(t) ¢ {ImleZ) sik>0=
‘tgg‘ :k‘(t+\/1+t2>,we]lx ad (t) ¢ (ImleZ)sik>0=

In

(**)tgg:c(t+\/1+t2>,Vt€]Ix al z(t) ¢ {lmleZ}siceR"

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (%) sub forma implicita.
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d) Fie (x) 2/ (t)tgt —z (t) = 0,t € L.
Pentru ¢ € I, C I, variabila independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia ().
eSe observa ca
x: R — R,z (t) = 0 este solutie singulard pentru ecuatia ().
eSe cautd gi alte solutii decat cea singulara.

Z/((f))zl\ﬁeﬂ ai (t¢ {51} sia(t)#0)|[()dt=

( dt /dtVte]I ad (t¢ {Z;leZsiz(t)#0) =

x

In|z(t)] = —In|sint| + Ink,Vt € [, a.i. te}é{ leZ},x(t)#0)sikeRy =
|

k
|:c(t):m,we]lxa.i.(t¢{ leZ)siz(t)#0)sikeRy =

(**)m(t):%,weﬂxa.i. (t¢{ZleZ}siz(t)£0)siceR.
sin
Solutia generald a ecuatiei () este data, sub forméa explicitd, pentru fiecare ¢ € R*, de
z: L, = Rz(t) = _L,Vt e,
sint

(%) =

unde domeniul de definitie a solutiei, I;,este un interval care nu contine nici un ¢t = %r, leZ.

A
W

e) Fie (x t)+1)dt+ (83 —1) (z(t) —1)dz (t) =0,t € L
Pentru ¢ 6 ]I Q ]I variabila 1ndependentfi din domeniul de definitie al solutiei, se cautd = = z (t)
functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia ().
eSe observa ci
x:R — R,z (t) = —1 este solutie singulard pentru ecuatia ().
eSe cautd gi alte solutii decat cea singulara. Folosind Conventia, se obtine

z(t)— 12 —t2
(*)j( (ic)(t)l—zl(t):t ! Vtelyal (t#1siz(t)#-1)|[()dt=

x — 1 42
/( (tx)(t)l_zl (t)dt:/t?,fldt,weﬂx ad (t£1lsia(t)#—1) =
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/(x’(t)—m>dt:/t; dt,Vtel, ai (t#1siz(t)#—1) =

z(t) =2z (t)+1|=—3In|t? - 1’ +Ink,Vtel, al (t#1,z2(t)#-1)sik e Rl =
z(t)
e

@ +17 -1
x(t)
() e c
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei () sub form& implicitd. Local, s-ar putea

(@) +1)> -1
explicita x : [, — R unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare
¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de asociere).

Vel al (t#1sia(t)#-1)sikeR] =

Vel al (t#1six(t)#—1)sice Ry,

f) Fie (x) 322 (t) 2’ (t) = ¢ (2* (t) — 1) ,t € L.
Pentru ¢ € I, C I, variabila independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia ().
eSe observa ca
x:R — R,z (t) =1 este solutie singulard pentru ecuatia ().
eSe cautd Sl alte solutii decat cea singulara.

) = 8 /(f) tVtel, ad x(t) A1) [()dt =

(
/39:2& /tdtVteH al z(t)#1=
(t

In |z )—1‘ —|—lnk:Vt€]I al z(l)#1sikeR] =
2

‘a:?’(t —1|—ke2 VtEH al xz(t)#1sikeR] =

(xx) x3()—1—ce2 Vitel, ai x(t) #1siceR"
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicitd. Solutia generald a
ecuatiei (%) este datd, sub forma explicita, pentru fiecare ¢ € R*, de

2

z:l, > Rz(t)= \3/ ceT + 1,vt € 1,

unde domeniul de definitie a solutiei, I;, depinde de constanta c. Pentru fiecare ¢ € R*,

3 +2
ng{tGR; ce2—|-1751}.



Gabriela Grosu / EDCO 9

1+ —2?
Fi =/ ———,tel
g) Fie (+) @ T +t+e2
Pentru t € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd = = x (t)

functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia ().
eSe observa ci
1+ f

z:R—-Rz(t) = 5
z:R—->Rz(t) = sunt solutii singulare pentru ecuatia (x).
eSe cautd gi alte solutii decat cele singulare. Folosind Conventiile 1 si 2 se obtine
@ (t) 1
(%) =

V1t (t)—a2(t) RV ET =
pentru V¢ € I, a.l. J:()gé{lf } 1—|—£L‘() 22(t) > 0si .| [()dt =
' (t)
/\/ (:Jc -5 /\/t—l- )
)

x (T
(xx) arcsin (\f ln‘t—l— —i—\/l—l—t—l—tQ‘—l—c

pentru V¢ € I, al. z(t) ¢ {H‘[ 1= \f} si ¢ € R. Ultima relatie reprezinta solutia generala a

ecuatiei (%) sub forma implicitd. Local, s-ar putea explicita = : [, — R,unde domeniul de definitie
a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de
definitie si o anumitd lege de asociere).

dt =

X..

Z .
T t
3z 42 214
h) Fie (x) T2 v tel;

t+1 ViIZ 12t + 13

Pentru t € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd = = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x). se cautd solutii pentru ecuatia (x). Folosind
Conventiile 1 gi 2 se obtine
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3z (t) +2)a' (t) t+1
2 44 ‘m’

/(395 (O +2)a' (1), _ t+1
x? (1) +4 m

/ <§252((t2>ﬁ(? +2 232/ §ti 4> dt = / (22t +13)7 (2t +2)dt =

3
(**)iln‘x +4‘—|—arctgL) V2 +2t+ 13+ ¢,

pentru V¢ € I, ai. t# —1sicé€ ]R Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (%) sub
forma implicitd. Local, s-ar putea explicita « : I, — R,unde domeniul de definitie a solutiei, I,
depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o
anumita lege de asociere).

Vtel, al t# —1| [(-)dt =

—~
*
SN—

/ﬂ

/

7 N
i) Fie

(%) x(t) 2’ (t) = —2tsecx (t),t € L.
Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x).

= wz—%,wéﬂm al (t#£0siz(t)£0)|[()dt=

/x(t)x/(t)dt:/(—%)dt,VtGHm al (t#0siz(t)#0) =

secx (¢
Jz () (C(()s)x( ) (t)dt = [ (—2t)dtdt,Vt € I, ad. (t#0siz(t)#0) =
x(t)sinz (t) +cosx (t) = —t2+c,Vt €l al (t#0siz(t) #0)siceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicitd. Local, s-ar putea
explicita x : [, — R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare
¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie i 0 anumita lege de asociere).

—
*
~

X
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Oj) Fie
, cosz (t) —sinzx (t) — 1

() &' (t) = cost —sint — 1 iel
Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia ().

Se rezolva intai ecuatia trigonometrica

cost —sint — 1 =0,
adicd se determind punctele din plan situate pe cercul trigonometric, M (cost,sint). Se noteaza
u = cost si v =sint. A rezolva ecuatia trigonometrica anterioara revine la a rezolva sistemul

u—v—1=0
u? + 02 =1.
Se obtine (u,v) = (1,0) sau (u,v) = (0,—1), adica (cost,sint) = (1,0) sau (cost,sint) = (0, —1).
Atunci t € {0+ 2nl;l € Z} U {3F + 2mrm;m € Z}.
eSe observi cd, pentru fiecare n € Z, x : I C R — R,z (t) = 27mn,
si pentru fiecare p € Z, 2 : I C R — R,z (t) = 37“ + 27p, sunt solutii singulare pentru ecuatia ().
I C R este un interval ce nu contine {0+ 27l;l € Z} U {37” +27m;m € Z}.
eSe cautd gi alte solutii decat cea singulara.
2’ (¢) 1
(*) = . = . :
cosz (t) —sinz (t) —1  cost —sint — 1

pentru V¢ € I, ai (¢t ¢ {0+2nl;l€Z} U {3 +2rm;m € Z} si () ¢ {0+2n;l€Z} U
{37+ 2emym e Z}) .| [ () dt =

/
/ () dt:/ L dt.
coszx (t) —sinz (t) — 1 cost —sint — 1

Se noteaza .
7= - dy.
cosy —siny — 1
Facénd substitutia tg § = 2z pe intervalul corespunzator, se obtine

R iy
: z=— [ —<dz
122 22 1 1+ 22 z2(z+1)

1422 1422

IT=Inltg4d+1]—In|tg¥|+cyel, ceR
Atunci (x) =
t

ctgx;) + 1‘ =In

pentruVt € I ad. (¢ & {2nl;1 € ZYU{3F + 2rm;m € Z} six (t) ¢ {2nl;1 € ZYU{2F + 2mrm;m € Z})

In

t
Ctg2+1‘ —{—lnk,

sikeRy =

ctgmét)-i-l' =k ctg;—kl‘,
pentruvt € I, ad. (¢t ¢ {2nl;1 € ZYU{3F +2mmym € Z} iz (t) ¢ {271 € ZYU{ 3T + 2mrm;m € Z})
sikeR, =

t t
(k) ctgmé)—kl :c<ctg2+1> ,
pentru V¢ € I, ai (¢t ¢ {0+2nl;l€Z} U {3 +2rm;m e Z} si x(t) ¢ {0+2n;l€Z} U
{37” 4+ 2mm;m € Z}) si ¢ € R*. Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub forma
implicitd. Se poate afirma gi cd solutia generald a ecuatiei (x) este datd sub form& explicita, pentru
fiecare ¢ € R*, de familia de functii

t
xz: I, —» R,z (t) = 2arcctg <—1+c<ctg2 +1>> Vit € 1,
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unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).

(Ok) Fie
(x) @’ 4 cos(t + 2x) = cos(t — 2z),t €1
Pentru ¢t € I, C D, variabild independenta din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x = x (t)
functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia (). Se obtine ca
(%) & o’/ = 2sintsin 2x.
eSe observa ca, pentru fiecare [ € Z,
z:R— R,z (t) =2 este solutie singulard pentru ecuatia ().
eSe cauta gi alte solutii decat cea singulara. Folosind Conventiile 1 si 2, se obtine

CL"(t) s A .
(%) = m =sint,Vt € [, al. x (t) ¢ {%,l € Z} [()dt=

/Smdt = 4/ sintdt =

Inftg (z(t))| = —4cost +Ink,Vt €I, ai x(t) ¢ {Z;1€Z} sik e Ry =

tg (z ()| = ke st vt e, ad x(t) ¢ {1 €Z} sik e Ry =

(x%) tg (z () = ce 4t vt € I, ad. z(t) ¢ {Z;1 € Z} sl c € R*.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (%) sub forma implicitd. Se poate afirma gi ca
solutia generald a ecuatiei (x) este datd sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R*, de familia de
functii

z:l, > Rz(t)= %arcsin (ce*4°°St) ,Vt e 1,
unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).

“
<
<
y

Exercitiul 5. r) Un rezervor contine la un moment dat 100! solutie de sare, sarea dizolvata fiind
10kg. In rezervor intrd in fiecare minut 5/ de api si, in acelasi timp cu apa care intri, ies cu aceeasi
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vitezd bl de solutie. Presupunand cad omogenizarea se produce instantaneu, aflati cata sare se va
afla in rezervor peste o ora.

Exercitiul 5. s) Spatiul unui local de 200m? contine 0.15% COs si este ventilat cu un debit de
20m3 de aer pe minut , continand 0,04% COs,. Peste cat timp dioxidul de carbon se diminueazi
de 3 ori?

1.3. Ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii cu variabile separabile; ecuatii
diferentiale omogene si reductibile la ecuatii diferentiale omogene

1.3.1. Forma generala:

' (t) = f(at +bx (t) + c) ‘ sau (2)
dx ,
azf(at+ba:+c) (2)

unde f: T C R — R este functie continua, a,b,c € R, cu a+bf(z) #0, Vz € L.
Rezolvare. Pentru ¢ € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cauta
x (t) =7, z functie necunoscutd, solutie pentru ecuatiile (2) sau (2'). Se face schimbarea de functie
necunoscuta

{ y (t) = at +bx (t) + ¢, Vt € | 4 () 3)

Yy (t)=a+bx (t).

Se inlocuiegte z gi 2’ din (3) in (2) sau (2’), se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta
y (t), se rezolva gi se revine la substitutie. Domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta
¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de
asociere).

Exercitiul 6.Facand o schimbare de functie convenabild, si se rezolve urméatoarele ecuatii difer-
entiale ordinare

a)2' (t)=cos(t—z(t)—1),telb)a’(t)=(t+2z@)> tel

c) 2/ =@8t+2c+1)2,tel;d) o' =sin(t—z),tel;e)a’ =cos(z—1t),tel;

f) 2'ctgt+x=2,tclsiz(0)=1;g) ta' +x =22t clsixz(l)=0.5;

h) (t+22)2' =1,t€lsiz(0)=—1;i) t?2’ —cos2z =1,t €l si lim x(t) = Im.

t——+4o00
Rezolvare. a) A se vedea Curs.

b) Se determind solutia generala a ecuatiei

(x) 2’ (t)=(t+z@)%tel
Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x (t) =7,
x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x).

Se face schimbarea de functie necunoscuta

{zﬂﬂ=t+$@%W61A$C)

y(t)=1+2"(t).

Se inlocuieste = gi 2’ in (*), se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta y (¢):

y'(t/)—lzy2(t),Vt€]Ix:> /

yi(?:l,Vte}Im f(-)dté/y(t)dt—/dté

1+92(t) 1+y2(t)

arctgy (t) =t+c,Vt € I, si c € R.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta y (t) sub
form& implicitd. Se revine la substitutie si se obtine




Gabriela Grosu / EDCO 14

(xx) arctg (t + 2 (t)) =t +c,Vt €I, si c € R.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x), in necunoscuta z (t), sub forma implicita.
Solutia generald a ecuatiei (x) este datd, sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R, de urméatoarea
familie de functii

z:l, - Rz(t)=—-t+tg(t+c),
unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere) (se impune cos (¢t + ¢) # 0).

LS
i

c) Se determind solutia generald a ecuatiei

(x) ' = (8t +2z+1)%tel
Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cautd x (t) =7,
x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x).

Se face schimbarea de functie necunoscuta

{ y(t)=8t+2z(t)+1,Vt €L, % ()

Y (t) =84 22/ (1).

Se inlocuieste = gi 2’ in (*), se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta y (¢):

VO =8 _ oy viel oy () =8+ 22 (1)

eSe observa cd nu are solutii singulare.
eSe cauta gi altfel solutii decat cele singulare.

y' (1) —2.vtel, f(.)dt:}/él_'_y/y(ﬁ)(t)dt:/2dt:>

4+y2 ()
t
;arctgyg) =2t+c,Vtel, siceR.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta y (t) sub

forma implicitd. Revenim la substitutie si se obtine
8t + 2z (t) + 1
2

(#*) % arctg =2t+cVtel, siceR.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (%), in necunoscuta z (t), sub forma implic-
ita.Solutia generald a ecuatiei () este datéa, sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R, de

r:l, > Roa(t) =1 (-8 —1+2tg (4t +2¢c)),Vt € L,
unde domeniul de definitie a solutiei, I;, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie gi o anumita lege de asociere).



Gabriela Grosu / EDCO 15

d) Se determind solutia generald a ecuatiei

(x) 2’ =sin(t —z),t € L.
Pentru t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie al solutiei, se cauta z (t) =7,
x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x).

Se face schimbarea de functie necunoscuta

{ y(t) =t—=z(t),Vt € Lo| & ()

y(t)=1—2'(t).

Se inlocuieste x si 2’ in (%), se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta y (t):

1 -9/ (t) =siny(t),Vt € L,.
eSe observa cé, pentru fiecare [ € Z,

y:R—R,y(t) =3 + 2nl,
este solutie pentru ecuatia cu variabile separabile in necunoscuta y (¢), numitd solutii singulara.
Corespunzator, pentru fiecare [ € Z,

z:R—-Rz(t)=t— (3 +2rl),
este solutie pentru ecuatia (x), numita solutii singulars.
eSe cautd gi alte solutii decat cele singulare.

/
y' (t) N 3
7:1,%6]1 A. T +2nl;l e Z ) dt =
l—i-Siny() wad y(t) ¢ {F +2m s
[tk / d.
1+ sin y
Se noteazd I = | ————dy. Facand substitutia tg ¥ = z pe intervalul corespunzitor, se obtine

1—|—smy

1 2 2 2
7= . dz= [ ——F———dz=[ ——dz=
/1+ Ty 14227 f1+z2+227z f(z+1)22
Zz—2(z+1) 'yeczel, ceRr
Atunci, ecuatia devine:

-1
t
—2<tgyé)+1) =t+eVtel, ai y(t {37T+27TZZEZ}SIC€R
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta y (¢) sub
form& implicitd. Se revine la substitutie si se obtine

-1
t—x(t
(**)—2<tg§()+1 =t+c,

pentru V¢ € I, ai. z(t) ¢ {t— (37” +27l);1 € Z} si ¢ € R. Ultima relatie reprezinté solutia
generald a ecuatiei (%), in necunoscuta z (¢), sub forma implicitd.Solutia generald a ecuatiei (*) este
datd, sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R, de
—2
x: 1, - R z(t) =t+ 2arctg <t+c - 1) Vit €1,

unde domeniul de definitie a solutiei, I;, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
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cu un anumit domeniu de definitie gi 0 anumita lege de asociere) (se impune ¢+ 2 arctg (;—20 — 1> ¢

{t— (3F +2rl) ;1€ Z}).

1.3.2. Ecuatii diferentiale omogene
Forma generala:

v =1 (1) s (1)

t

dz x ,
i) )
unde f: I C R — R este functie continua cu f(z) # z, Vz € L.
Rezolvare. Pentru t € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cauta
x (t) =?, x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatiile (4) sau (4’). Se face schimbarea de functie
z(t)

necunoscutd u (t) = ==, adicd

{ z(t) =tu(t),Vt € I| 4 () 5)
' (t) = lu () + tu’ ().

Se inlocuieste z si 2’ din (5) in (4) sau (4’), se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta
u (t), se rezolva gi se revine la substitutie. Domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta
¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de
asociere).

Exercitiul 7. Sd se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii diferentiale omogene
z(t)
a) to/ () = (t) —te it €L; b) 2622/ (t) = 2 + 22 () ,t € T;
t t
c) (t — x (t) cos mi)> dt + t cos mal:c (t)=0,tel;

t
x (t)

d) tsinTx’(t) +t zx(t)sinxit),t €l;e) te! —x= arcit:gf’t el
Rezolvare. a) A se vedea Curs.
b) Se determind solutia generald a ecuatiei
(¥) 2t%2’ (t) =2 + 2% (t),t € L
Pentru ¢ € I, C D, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta x (t) =7,
functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia ().

' 1,1 (=) ? N
(*)ﬁx(t)—Q—i—Q(t) Vit el ad t#0.

Este o ecuatie diferentiald omogena cu f (z) = %—i—%zz. Se Se face schimbarea de functie necunoscuta
u(t) = @, adica
{ z(t) =tu(t),Vt € L] 4 ()
' (t) =u(t) +tu ().
Se inlocuieste x si 2’ gi se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta u (),
u(t)+tu (t) =3+ 3u(t),Vt €L, ad. t #£0.
eSe observa ca
u:R—Ru(t) =1,
este solutie singulard pentru ecuatia cu variabile separabile in necunoscuta u (t). Corespunzitor,
z:R—-Rzx(t) =t,
este solutie singulard pentru ecuatia ().
eSe cauta si alte solutii decat cele singulare.
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u' (t) 1 / / 11
— 7 —lovtelal (t£0siu(®)#£1D)|[()dt= = [Lqt =
(u(t)—1)2 2% x (75 9 ()7é 27
—(u) -1 =1t +e Vel ad (t£0siu(t)#1) s1c€]R
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta u (t) sub
form& implicitd. Se revine la substitutie si se obtine

-1
(%) —<:Eit)—1> :%1n]t|+c,Vt€}Ix al (t#0siz(t)#t)siceR.

Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicitd. Solutia generald a
ecuatiei (%) este data, sub forma explicita, pentru fiecare ¢ € R, de

1
Inft) +c
unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie gi o anumita lege de asociere) (se impune % Injt|+c#0sit#0

: 1
it (1= pids) #0)-

X

z:l, = Rz(t)=t|1- ,Vt € 1,

c¢) Se determind solutia generald a ecuatiei
t t
(%) (t — x cos xi)> dt + t cos xi)dac(t) =0,tel

Pentru t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cauta x (t) =7, =
functie necunoscuti, solutie pentru ecuatia ().

Folosind Conventia, se observa ca (x) =
1 — 20 g 20)

m’(t):—#,weﬂx a.d. (t # 0 si cos =7 #0)
CcOS <
Este o ecuatie diferentiald omogena cu f (z) = —%. Se face schimbarea de functie necunoscuta

u(t) = (t) , adicd
{ x(t) —tu( ), Vel 4 ()
' (t) =wu(t) +tu (t).

Se inlocuieste x si 2’ si se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta u (t),

u(t) +tu (t) = — 1= Z(E?ucz):)u ®) ,Vt €1, ad. (t+#0sicos ™2 ) 0) =

cosu (t)u (t) = _Tl,Vt €l al (t#0si cos@ #0) | [(-)dt =
[cosu(t)u' (t)dt = [ Fdt =

sinu (t) = —In|t| + ¢, Vt € I ad. (t#0si COS# #0)siceR
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta u (t) sub
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forma implicitd. Se revine la substitutie si se obtine

x (t)

(xx) sinT =—Inl|t|+ ¢, Vt €l ai. (t#0si cos@ #0)siceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei () sub form& implicitd. Solutia generald a
ecuatiei (%) este datd, sub forma explicitd, pentru fiecare ¢ € R, de

z:I, - Rz (t) =tarcsin(—In|t| + ¢),Vt € L,
unde domeniul de definitie a solutiei, I;, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie

cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere) (se impune —In [t| + ¢ € [—1,1] si
t # 0 si cosarcsin (— In [t| + ¢) # 0).

N

d) Se determind solutia generald a ecuatiei

(%) tsin wit)x’ (t) +t=uxz(t)sin mit),t el

Pentru t € I, C D, variabild independentad din domeniul de definitie a solutiei, se cauta x (t) =7, =
functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia ().
*1+@Sin@ . ()
WVt €1,y ad. (t#0sisin =~ #0).
sin # !
Este o ecuatie diferentiald omogena cu f (z) =
u(t) = th), adica
{ x(t) =tu(t),Vt € L[ & ()
' (t) =u(t) + tu ().
Se inlocuieste x si 2’ gi se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta u (),
w(t) +tad () = — :"i‘n(g (S;“‘ ) Vel at. (¢ 0 g sinu(t) £0) =
sinu (t)u (t) = 32, Vt €1, ad. (¢ #0si sinu(t) #0)| [()dt =
[sinu () (¢)dt = [ Ldt =
—cosu(t)=—Int| +e,Vt €l ad. (t#0sgisinu(t) #0)siceR
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta u (t) sub
form& implicitd. Se revine la substitutie si se obtine
(%) —cos# =—Inlt|+e¢Vtel, al (t#0si sin@ #0)siceR.
Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei (x) sub forma implicitd. Solutia generald a
ecuatiei () este data, sub form& explicitd, pentru fiecare ¢ € R, de
x: 1, = R z(t) =tarccos (In|t| — ¢),Vt € I,
unde domeniul de definitie a solutiei, I;, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie gi o anumita lege de asociere) (se impune In [t| —c € [-1,1] si
t # 0 si sinarccos (In [t| — ¢) # 0).

(%) = 2’ (t) =

—1+zsinz

. Se face schimbarea de functie necunoscuta




Gabriela Grosu / EDCO 19

V-

—I~—

e) Se determind solutia generald a ecuatiei

tel

(%) ta! — o = ,
arctg 7

Pentru ¢ € I, C D, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta x (t) =7, z

functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia ().

(x) =2/ (t) = xit) B 1 » ,Vt €1, ad. (t#0 gi arctg @ #0).
arctg ——

Este o ecuatie diferentiald omogena cu f (z) = z—
u(t) = @, adica

z(t) =tu(t),Vt € I| & ()

' (t) =u(t) +tu ().
Se inlocuieste x si 2’ gi se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta u (),

u(t) +tu (t) =u(t) — NVt el, ad (t#0si arctg@ #0) =

1
arctg z °

Se face schimbarea de functie necunoscuta

arctg u (t)
arctgu (t)u' (t) = 2, Vt € I, ad. (¢ #0si arctg@ # 0)‘ [()dt =
[arctgu (t)u (t)dt = [ ZEdt =
u(t)arctgu (t) — $In |1+ u?(t)| = —In|t| +c,
pentru Vt € I, al. (¢t # 0 si arctg @ # 0) si ¢ € R. Ultima relatie reprezintd solutia generald a
ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta u (¢) sub forma implicitd. Se revine la substitutie si

se obtine
2
1+ <a: it))

x (t
() 7(5> arctg
pentru V¢ € I, a.i. (¢t # 0 i arctg @ # 0) si ¢ € R. Ultima relatie reprezintd solutia generald a
ecuatiei (%) sub forma implicitd. Local, s-ar putea explicita = : [, — R,unde domeniul de definitie
a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de

— —1In
2

z(t)
t

=—In|t| +¢,

definitie si o anumita lege de asociere) (se impune t # 0 si arctg @ #0).
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