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SEMINAR NR. 1, REZOLV¼ARI
EDCO, AIA

ECUAŢII DIFERENŢIALE
ECUAŢII DIFERENŢIALE: introducere, de�ni̧tii, exemple, istoric, modele

matematice

De�ni̧tia 1. Se numeşte ecuaţie diferenţial¼a scalar¼a o relaţie de dependenţ¼a funçtional¼a între
variabilele independente, funçtia necunoscut¼a cu valori reale şi derivatele sale ordinare (paŗtiale)
pân¼a la un anumit ordin. Dac¼a funçtia necunoscut¼a depinde de o singur¼a variabil¼a independent¼a,
dependenţa funçtional¼a se numeşte ecuaţie diferenţial¼a ordinar¼a, iar dac¼a funçtia necunoscut¼a de-
pinde de mai multe variabile independente, dependenţa funçtional¼a se numeşte ecuaţie cu derivate
parţiale. Ordinul maxim de derivare al funçtiei necunoscute care este efectiv implicat în ecuaţie se
numeşte ordinul ecuaţiei diferenţiale.

Pentru de�ni̧tiile noţiunilor de soluţie, soluţie general¼a (integral¼a general¼a), curbe integrale,
problem¼a Cauchy, a se vedea Curs.
Exerci̧tiul 1. S¼a se arate c¼a, pentru �ecare c 2 R, funçtia

x : R! R; x (t) = ct+
p
1 + c2 este soluţie a ecuaţiei diferenţiale ordinare

x (t)� tx0 (t) =
q
1 + (x0 (t))2; t 2 R:

Rezolvare. A se vedea Curs.

1: ECUAŢII DIFERENŢIALE REZOLVABILE PRIN CUADRATURI
1:1: Exemple

Exerci̧tiul 2. S¼a se rezolve ecuaţia diferenţial¼a
x0 (t) = t2020; t 2 R:

Rezolvare. A se vedea Curs.

Exerci̧tiul 3: Se d¼a ecuaţia diferenţial¼a
x0 (t) = x (t) ; t 2 R:

a) S¼a se determine soluţiile ecuaţiei;
b) S¼a se reprezinte gra�c soluţiile;
c) S¼a se adauge o condi̧tie care s¼a asigure existenţa/ unicitatea soluţiei.
Rezolvare. A se vedea Curs.

Observa̧tia 2: Domeniul de de�ni̧tie a unei soluţii, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se
obţine o soluţie cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere). La Exerci̧tiul 3;
toate soluţiile date de (��) au acelaşi domeniu, Ix = R.
Convenţie. a) Pentru x : I! R derivabil¼a pe I se reaminteşte notaţia

x0 (t) =
dx

dt
(t) ;8t 2 I:

Având în vedere relaţia ce d¼a diferenţiala pentru funçtia x,
dx (t) = x0 (t) dt;8t 2 I;

se face convenţia ca, acolo unde este util în calcul, s¼a se foloseasc¼a
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dx

dt
(t) =

dx (t)

dt
;8t 2 I:

b) În ecuaţiile diferenţiale pentru care soluţia se caut¼a sub forma x (t), sau t (x), sau o relaţie de
dependenţa algebrico-funçtional¼a între t şi x (f¼ar¼a operatorii de derivare sau integrare), în expresia
ecuaţiei poate ap¼area

x în loc de x (t),
dx în loc de dx (t),
dx

dt
în loc de

dx

dt
(t) sau

dx (t)

dt
sau x0 (t) :

Exerci̧tiul 4: S¼a se reprezinte gra�c soluţiile (curbele integrale) ecuaţiei diferenţiale ordinare

a)
dx

dt
=
x+ t

jx+ tj ; t 2 I;b)
dx

dt
=
jxtj
xt
; t 2 I;c) dx

dt
=
x� t
jx� tj ; t 2 I:

Rezolvare. a) Fie (�) dx
dt
=
x+ t

jx+ tj ; t 2 I:

Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�). Din Convenţie:

(�)) x0 (t) =

�
1 dac¼a x (t) + t > 0
�1 dac¼a x (t) + t < 0

)
�
x (t) = t+ c1; dac¼a t+ c1 + t > 0; c1 2 R
x (t) = �t+ c2; dac¼a � t+ c2 + t < 0; c2 2 R:

se obţin dou¼a familii de soluţii pentru ecuaţia (�), şi anume,
�pentru �ecare c1 2 R; x : I1x ! R; x (t) = t+ c1;
�pentru �ecare c2 2 R; c2 < 0; x : I2x ! R; x (t) = �t+ c2:

De precizat c¼a, pentru prima familie de soluţii, domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, I1x, depinde de
constanta c1 (pentru �ecare c1 se obţine o soluţie cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a
lege de asociere). Pentru �ecare c1 2 R;

I1x = ft 2 R; t+ c1 + t > 0g =
�
�c1
2
;+1

�
-interval. De exemplu,

�pentru c1 = �1, x :
�
1
2 ;+1

�
! R; x (t) = t� 1;

�pentru c1 = 0, x : ]0;+1[! R; x (t) = t;
�pentru c1 = 1, x :

�
�1
2 ;+1

�
! R; x (t) = t+ 1:

Pentru a doua familie de soluţii toate soluţiile au acelaşi domeniu
I2x = R. De exemplu,

�pentru c2 = �1, x : R! R; x (t) = �t� 1:
Se obţine urm¼atoarea reprezentare gra�c¼a a curbelor integrale pentru

c1 = 0; c1 = 1; c1 = �1; c2 = �1; c2 = �2; c2 = �3:

t

x

b) Fie (�) dx
dt
=
jxtj
xt
; t 2 I:

Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x (t) =?, x
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).
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Din Convenţie:

(�)) x0 (t) =

�
1; dac¼a x (t) � t > 0
�1; dac¼a x (t) � t < 0: )

�
x (t) = t+ c1; dac¼a (t+ c1) t > 0; c1 2 R
x (t) = �t+ c2; dac¼a (�t+ c2) t < 0; c2 2 R:

se obţin dou¼a familii de soluţii pentru ecuaţia (�), şi anume,
�pentru �ecare c1 2 R; x : I1x ! R; x (t) = t+ c1;
�pentru �ecare c2 2 R; x : I2x ! R; x (t) = �t+ c2:

De precizat c¼a, pentru prima familie de soluţii, domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, I1x, depinde de
constanta c1 (pentru �ecare c1 se obţine o soluţie cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a
lege de asociere). De exemplu,

�pentru c1 = �1, x : ]�1; 0[ [ ]1;+1[! R; x (t) = t� 1;
�pentru c1 = 0, x : ]�1; 0[ [ ]0;+1[! R; x (t) = t;
�pentru c1 = 1, x : ]�1;�1[ [ ]0;+1[! R; x (t) = t+ 1;

Şi pentru a doua familie de soluţii, domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, I2x, depinde de constanta c2
(pentru �ecare c2 se obţine o soluţie cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de
asociere). De exemplu,

�pentru c2 = �1, x : ]�1;�1[ [ ]0;+1[! R; x (t) = �t� 1;
�pentru c2 = 0, x : ]�1; 0[ [ ]0;+1[! R; x (t) = �t;
�pentru c2 = 1, x : ]�1; 0[ [ ]1;+1[! R; x (t) = �t+ 1:

De fapt, soluţiile sunt de�nite pe un interval inclus în Ix:
Se obţine urm¼atoarea reprezentare gra�c¼a a curbelor integrale pentru

c1 = 0; c1 = 1; c1 = �1; c2 = 0; c2 = 1; c2 = �1:

t

x

c) Fie (�) dx
dt
=
x� t
jx� tj ; t 2 I.

Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x (t) =?, x
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecuaţia (�). Din Convenţie:

(�)) x0 (t) =

�
1; dac¼a x (t)� t > 0
�1; dac¼a x (t)� t < 0: )

�
x (t) = t+ c1; dac¼a t+ c1 � t > 0; c1 2 R
x (t) = �t+ c2; dac¼a � t+ c2 � t < 0; c2 2 R:

se obţin doua familii de soluţii pentru ecuaţia (�), şi anume,
�pentru �ecare c1 2 R, c1 > 0, x : I1x ! R; x (t) = t+ c1;
�pentru �ecare c2 2 R, x : I2x ! R; x (t) = �t+ c2:
De precizat c¼a, pentru a prima familie de soluţii toate soluţiile au acelaşi domeniu I1x = R. Pentru a
doua familie de soluţii, domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, I2x, depinde de constanta c2 (pentru �ecare
c2 se obţine o soluţie cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere). De exemplu,

�pentru c2 = �1, x :
�
�1
2 ;+1

�
! R; x (t) = �t� 1;

�pentru c2 = 0, x : ]0;+1[! R; x (t) = �t;
�pentru c2 = 1, x :

�
1
2 ;+1

�
! R; x (t) = �t+ 1:

Se obţine urm¼atoarea reprezentare gra�c¼a a curbelor integrale pentru.
c1 = 1; c1 = 2; c1 = 3; c2 = 0; c2 = 1; c2 = �1:
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t

x

1:2: Ecua̧tii diferenţiale cu variabile separabile

Forma general¼a a unei ecua̧tii diferenţiale cu variabile separabile:
x0 (t) = f (t) g (x (t)) sau (1)

dx

dt
= f (t) g (x) (10)

unde f : I � R! R, g : J � R! R sunt dou¼a funçtii continue cu g(z) 6= 0, 8z 2 J.
Rezolvare. Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a
x = x (t) funçtie necunoscut¼a de clas¼a C1, soluţie pentru ecuaţiile (1) sau (10).
mod detaliat. Utilizând ipotezele,

(1)) x0 (t)

g (x (t))
= f (t) ;8t 2 Ix )

Z
x0 (t)

g (x (t))
dt =

Z
f (t) dt;8t 2 Ix )

x (t) = G�1
�R
f (t) dt+ c

�
;8t 2 Ix; c 2 Ic � R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiilor (1) sau (10) sub form¼a explicit¼a. Domeniul
de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie cu un anumit
domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere).
mod prescurtat. Subînţelegând argumentele,

(10)) dx

g (x)
= f (t) dt;8t 2 Ix

���� REV S ) Z
1

g (x)
dx =

Z
f (t) dt;8t 2 Ix )

x (t) = G�1
�R
f (t) dt+ c

�
;8t 2 Ix; c 2 Ic � R:

Exerci̧tiul 5. S¼a se determine soluţiile generale ale urm¼atoarelor ecuaţii diferenţiale cu variabile
separabile:
a) tx0 (t) = x3 (t) + x (t) ; t 2 I; b) tdx (t)� x (t) dt = x2 (t) dt; t 2 I;
c)
p
1 + t2

dx

dt
(t)� sinx (t) = 0; t 2 I; d) x0 (t) tg t� x (t) = 0; t 2 I;

e) t2 (x (t) + 1) dt+
�
t3 � 1

�
(x (t)� 1) dx (t) = 0; t 2 I;

f) 3x2 (t)x0 (t) = t
�
x3 (t)� 1

�
; t 2 I; g) x0 =

r
1 + x� x2
1 + t+ t2

; t 2 I;

h)
3x+ 2

t+ 1
x0 =

x2 + 4p
t2 + 2t+ 13

; t 2 I; i) x (t)x0 (t) = �2t secx (t) ; t 2 I;

j) x0 (t) =
cosx (t)� sinx (t)� 1

cos t� sin t� 1 ; t 2 I; k) x0 + cos (t+ 2x) = cos (t� 2x) ; t 2 I;
l) x0 � cos2 t � cosx = � tg t � sin2 x; t 2 I;
m) x0

�
t2 + 1

�
= x2t2; t 2 I; n) xdt+ cos t lnxdx = 0; t 2 I;

o) x0
�
t2 + 1

�
= xt (x+ 1) ; t 2 I; p) txdt+ (t+ 1) dx = 0; t 2 I;
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q)
p
x2 + 1 = tx � x0; t 2 I; r)

�
t2 � 1

�
x0 + 2tx2 = 0; t 2 I;

s) x0 � tx2 = 2tx; t 2 I; t) x0 = 10x+t; t 2 I.
Rezolvare. a) A se vedea Curs.
b) Fie (�) tdx (t)� x (t) dt = x2 (t) dt; t 2 I:
Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).
�Se observ¼a c¼a

x : R! R; x (t) = 0;
x : R! R; x (t) = �1 sunt soluţii singulare pentru ecuaţia (�).

�Se caut¼a şi alte soluţii decât cele singulare.
mod detaliat. Folosind Convenţia; se obţine

(�)) x0 (t)

x (t) + x2 (t)
=
1

t
;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1)

���� R (�) dt)Z
x0 (t)

x (t) + x2 (t)
dt =

Z
1

t
dt;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1))Z �

x0 (t)

x (t)
� x0 (t)

x (t) + 1

�
dt =

Z
1

t
dt;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1))

ln jx (t)j � ln jx (t) + 1j = ln jtj+ ln k;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1) şi k > 0)
jx (t)j

jx (t) + 1j = k jtj ;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1) şi k > 0)

(��) x (t)

x (t) + 1
= ct;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1) şi c 2 R�:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a. Soluţia general¼a a
ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R�, de

x : Ix ! R; x (t) =
ct

1� ct ;8t 2 Ix;
unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c. Pentru �ecare c 2 R�,

Ix �
�
t 2 R; 1� ct 6= 0; t 6= 0 şi ct

1� ct 6= 0;
ct

1� ct 6= �1
�
:

mod prescurtat. Folosind Convenţia; se obţine

(�)) dx

x+ x2
=
1

t
dt;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1)

���� REV S )Z
dx

x+ x2
=

Z
1

t
dt;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1))Z �

1

x
� 1

x+ 1

�
dx =

Z
1

t
dt;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1))

ln jxj � ln jx+ 1j = ln jtj+ ln k;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1) şi k > 0)
jxj

jx+ 1j = k jtj ;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1) şi k > 0)

(��) x

x+ 1
= ct;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0; x (t) 6= �1) şi c 2 R�:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a.
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t

x

c) Fie (�)
p
1 + t2

dx

dt
(t)� sinx (t) = 0; t 2 I:

Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).
�Se observ¼a c¼a, pentru �ecare l 2 Z,

x : R! R; x (t) = l� sunt soluţii singulare pentru ecuaţia (�).
�Se caut¼a şi alte soluţii decât cele singulare.
mod detaliat. Folosind Convenţia; se obţine

(�)) x0 (t)

sinx (t)
=

1p
1 + t2

;8t 2 Ix a.î. x (t) =2 fl�; l 2 Zg
���� R (�) dt)Z

x0 (t)

sinx (t)
dt =

Z
1p
1 + t2

dt;8t 2 Ix a.î. x (t) =2 fl�; l 2 Zg )

ln

����tg x (t)2
���� = ln�t+p1 + t2�+ ln k;8t 2 Ix a.î. x (t) =2 fl�; l 2 Zg şi k > 0)����tg x (t)2

���� = k �t+p1 + t2� ;8t 2 Ix a.î. x (t) =2 fl�; l 2 Zg şi k > 0)
(��) tg x (t)

2
= c

�
t+

p
1 + t2

�
;8t 2 Ix a.î. x (t) =2 fl�; l 2 Zg şi c 2 R�:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a. Soluţia general¼a a
ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R�, de

x : Ix ! R; x (t) = 2 arctg
�
c
�
t+

p
1 + t2

��
;8t 2 Ix;

unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c. Pentru �ecare c 2 R�,
Ix �

n
t 2 R; sin

�
2 arctg

�
c
�
t+

p
1 + t2

���
6= 0
o
:

mod prescurtat. Folosind Convenţia; se obţine

(�)) x0 (t)

sinx (t)
=

1p
1 + t2

;8t 2 Ix a.î. x (t) =2 fl�; l 2 Zg
���� REV S )Z

dx

sinx
=

Z
1p
1 + t2

dt;8t 2 Ix a.î. x (t) =2 fl�; l 2 Zg )

ln
���tg x

2

��� = ln�t+p1 + t2�+ ln k;8t 2 Ix a.î. x (t) =2 fl�; l 2 Zg şi k > 0)���tg x
2

��� = k �t+p1 + t2� ;8t 2 Ix a.î. x (t) =2 fl�; l 2 Zg şi k > 0)
(��) tg x

2
= c

�
t+

p
1 + t2

�
;8t 2 Ix a.î. x (t) =2 fl�; l 2 Zg şi c 2 R�:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a.
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t

x

d) Fie (�) x0 (t) tg t� x (t) = 0; t 2 I:
Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).
�Se observ¼a c¼a

x : R! R; x (t) = 0 este soluţie singular¼a pentru ecuaţia (�).
�Se caut¼a şi alte soluţii decât cea singular¼a.

(�)) x0 (t)

x (t)
=

1

tg t
;8t 2 Ix a.î. (t =2

�
l�
2 ; l 2 Z

	
şi x (t) 6= 0)

���� R (�) dt)Z
x0 (t)

x (t)
dt =

Z
1

tg t
dt;8t 2 Ix a.î. (t =2

�
l�
2 ; l 2 Z

	
şi x (t) 6= 0))

ln jx (t)j = � ln jsin tj+ ln k;8t 2 Ix a.î. (t =2
�
l�
2 ; l 2 Z

	
, x (t) 6= 0) şi k 2 R�+ )

jx (t)j = k

jsin tj ;8t 2 Ix a.î. (t =2
�
l�
2 ; l 2 Z

	
şi x (t) 6= 0) şi k 2 R�+ )

(��) x (t) = c

sin t
;8t 2 Ix a.î. (t =2

�
l�
2 ; l 2 Z

	
şi x (t) 6= 0) şi c 2 R�:

Soluţia general¼a a ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R�, de
x : Ix ! R; x (t) =

c

sin t
;8t 2 Ix,

unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix,este un interval care nu conţine nici un t = l�
2 , l 2 Z.

t

x

e) Fie (�) t2 (x (t) + 1) dt+
�
t3 � 1

�
(x (t)� 1) dx (t) = 0; t 2 I:

Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecuaţia (�).
�Se observ¼a c¼a

x : R! R; x (t) = �1 este soluţie singular¼a pentru ecuaţia (�).
�Se caut¼a şi alte soluţii decât cea singular¼a. Folosind Convenţia; se obţine

(�)) (x (t)� 1)x0 (t)
x (t) + 1

=
�t2
t3 � 1 ;8t 2 Ix a.î. (t 6= 1 şi x (t) 6= �1)

���� R (�) dt)Z
(x (t)� 1)x0 (t)

x (t) + 1
dt =

Z �t2
t3 � 1dt;8t 2 Ix a.î. (t 6= 1 şi x (t) 6= �1))
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Z �
x0 (t)� 2x0 (t)

x (t) + 1

�
dt =

Z �t2
t3 � 1dt;8t 2 Ix a.î. (t 6= 1 şi x (t) 6= �1))

x (t)� 2 ln jx (t) + 1j = �1
3 ln

��t3 � 1��+ ln k;8t 2 Ix a.î. (t 6= 1; x (t) 6= �1) şi k 2 R�+ )
ex(t)

jx (t) + 1j2
=

k
3
p
jt3 � 1j

;8t 2 Ix a.î. (t 6= 1 şi x (t) 6= �1) şi k 2 R�+ )

(��) ex(t)

(x (t) + 1)2
=

c
3
p
jt3 � 1j

;8t 2 Ix a.î. (t 6= 1 şi x (t) 6= �1) şi c 2 R�+:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a. Local, s-ar putea
explicita x : Ix ! R;unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare
c se obţine o soluţie cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere).

t

x

f) Fie (�) 3x2 (t)x0 (t) = t
�
x3 (t)� 1

�
; t 2 I:

Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).
�Se observ¼a c¼a

x : R! R; x (t) = 1 este soluţie singular¼a pentru ecuaţia (�).
�Se caut¼a şi alte soluţii decât cea singular¼a.

(�)) 3x2 (t)x0 (t)

x3 (t)� 1 = t;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 1
���� R (�) dt)Z

3x2 (t)x0 (t)

x3 (t)� 1 dt =

Z
tdt;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 1)

ln
��x3 (t)� 1�� = t2

2 + ln k;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 1 şi k 2 R
�
+ )��x3 (t)� 1�� = ke t22 ;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 1 şi k 2 R�+ )

(��) x3 (t)� 1 = ce t
2

2 ;8t 2 Ix a.î. x (t) 6= 1 şi c 2 R�:
Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a. Soluţia general¼a a
ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R�, de

x : Ix ! R; x (t) =
3

q
ce

t2

2 + 1;8t 2 Ix,
unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c: Pentru �ecare c 2 R�,

Ix �
�
t 2 R;

3

q
ce

t2

2 + 1 6= 1
�
.
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t

x

g) Fie (�) x0 =
r
1 + x� x2
1 + t+ t2

; t 2 I:
Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).
�Se observ¼a c¼a

x : R! R; x (t) =
1 +

p
5

2
;

x : R! R; x (t) =
1�

p
5

2
sunt soluţii singulare pentru ecuaţia (�).

�Se caut¼a şi alte soluţii decât cele singulare. Folosind Convenţiile 1 şi 2 se obţine
(�)) x0 (t)p

1 + x (t)� x2 (t)
=

1p
1 + t+ t2

;

pentru 8t 2 Ix a.î. x (t) =2
n
1+
p
5

2 ; 1�
p
5

2

o
; 1 + x (t)� x2 (t) > 0 şi :j

R
(�) dt)Z

x0 (t)r�p
5
2

�2
�
�
x (t)� 1

2

�2dt =
Z

1r�
t+ 1

2

�2 � �p32 �2dt)
(��) arcsin 2x (t)� 1p

5
= ln

���t+ 1
2 +

p
1 + t+ t2

���+ c;
pentru 8t 2 Ix a.î. x (t) =2

n
1+
p
5

2 ; 1�
p
5

2

o
şi c 2 R. Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a

ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a. Local, s-ar putea explicita x : Ix ! R;unde domeniul de de�ni̧tie
a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie cu un anumit domeniu de
de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere).

t

x

h) Fie (�) 3x+ 2
t+ 1

x0 =
x2 + 4p

t2 + 2t+ 13
; t 2 I;

Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecuaţia (�). se caut¼a soluţii pentru ecua̧tia (�). Folosind
Convenţiile 1 şi 2 se obţine
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(�)) (3x (t) + 2)x0 (t)

x2 (t) + 4
=

t+ 1p
t2 + 2t+ 13

;8t 2 Ix a.î. t 6= �1
���� R (�) dt)Z

(3x (t) + 2)x0 (t)

x2 (t) + 4
dt =

Z
t+ 1p

t2 + 2t+ 13
dt)Z �

3

2

2x (t)x0 (t)

x2 (t) + 4
+ 2

x0 (t)

x2 (t) + 4

�
dt =

Z
1
2

�
t2 + 2t+ 13

��1
2 (2t+ 2) dt)

(��) 3
2
ln
��x2 (t) + 4��+ arctg x (t)

2
=
p
t2 + 2t+ 13 + c;

pentru 8t 2 Ix a.î. t 6= �1 şi c 2 R. Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub
form¼a implicit¼a. Local, s-ar putea explicita x : Ix ! R;unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix,
depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o
anumit¼a lege de asociere).

t

x

i) Fie
(�) x (t)x0 (t) = �2t secx (t) ; t 2 I:

Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).

(�)) x (t)x0 (t)

secx (t)
= �2t;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0)

���� R (�) dt)Z
x (t)x0 (t)

secx (t)
dt =

Z
(�2t) dt;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0))R

x (t) (cosx (t))x0 (t) dt =
R
(�2t) dtdt;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0))

x (t) sinx (t) + cosx (t) = �t2 + c;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= 0) şi c 2 R:
Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a. Local, s-ar putea
explicita x : Ix ! R;unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare
c se obţine o soluţie cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere).

t

x
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j) Fie

(�) x0 (t) = cosx (t)� sinx (t)� 1
cos t� sin t� 1 ; t 2 I

Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).

Se rezolv¼a întâi ecuaţia trigonometric¼a
cos t� sin t� 1 = 0;

adic¼a se determin¼a punctele din plan situate pe cercul trigonometric, M (cos t; sin t). Se noteaz¼a
u = cos t şi v = sin t. A rezolva ecuaţia trigonometric¼a anterioar¼a revine la a rezolva sistemul�

u� v � 1 = 0
u2 + v2 = 1:

Se obţine (u; v) = (1; 0) sau (u; v) = (0;�1), adic¼a (cos t; sin t) = (1; 0) sau (cos t; sin t) = (0;�1).
Atunci t 2 f0 + 2�l; l 2 Zg [

�
3�
2 + 2�m;m 2 Z

	
.

�Se observ¼a c¼a, pentru �ecare n 2 Z, x : I � R! R; x (t) = 2�n;
şi pentru �ecare p 2 Z, x : I � R! R; x (t) = 3�

2 + 2�p; sunt soluţii singulare pentru ecuaţia (�).
I � R este un interval ce nu conţine f0 + 2�l; l 2 Zg [

�
3�
2 + 2�m;m 2 Z

	
.

�Se caut¼a şi alte soluţii decât cea singular¼a.
(�)) x0 (t)

cosx (t)� sinx (t)� 1 =
1

cos t� sin t� 1 ;

pentru 8t 2 Ix a.î. (t =2 f0 + 2�l; l 2 Zg [
�
3�
2 + 2�m;m 2 Z

	
şi x (t) =2 f0 + 2�l; l 2 Zg [�

3�
2 + 2�m;m 2 Z

	
) :j
R
(�) dt)Z

x0 (t)

cosx (t)� sinx (t)� 1dt =
Z

1

cos t� sin t� 1dt:
Se noteaz¼a

I =
Z

1

cos y � sin y � 1dy:
F¼acând substituţia tg y2 = z pe intervalul corespunz¼ator, se obţineZ

1
1�z2
1+z2

� 2z
1+z2

� 1
� 2

1 + z2
dz = �

Z
1

z (z + 1)
dz )

I = ln
��tg y2 + 1��� ln ��tg y2 ��+ c; y 2 J, c 2 R.

Atunci (�))

ln

����ctg x (t)2 + 1

���� = ln ����ctg t2 + 1
����+ ln k;

pentru 8t 2 Ix a.î. (t =2 f2�l; l 2 Zg[
�
3�
2 + 2�m;m 2 Z

	
şi x (t) =2 f2�l; l 2 Zg[

�
3�
2 + 2�m;m 2 Z

	
)

şi k 2 R�+ )����ctg x (t)2 + 1

���� = k ����ctg t2 + 1
���� ;

pentru8t 2 Ix a.î. (t =2 f2�l; l 2 Zg[
�
3�
2 + 2�m;m 2 Z

	
şi x (t) =2 f2�l; l 2 Zg[

�
3�
2 + 2�m;m 2 Z

	
)

şi k 2 R�+ )

(��) ctg x (t)
2

+ 1 = c

�
ctg

t

2
+ 1

�
;

pentru 8t 2 Ix a.î. (t =2 f0 + 2�l; l 2 Zg [
�
3�
2 + 2�m;m 2 Z

	
şi x (t) =2 f0 + 2�l; l 2 Zg [�

3�
2 + 2�m;m 2 Z

	
) şi c 2 R�. Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a

implicit¼a. Se poate a�rma şi c¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) este dat¼a sub form¼a explicit¼a, pentru
�ecare c 2 R�, de familia de funçtii

x : Ix ! R; x (t) = 2 arcctg
�
�1 + c

�
ctg

t

2
+ 1

��
;8t 2 Ix,
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unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie
cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere).

t

x

k) Fie
(�) x0 + cos(t+ 2x) = cos(t� 2x); t 2 I

Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x = x (t)
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�). Se obţine c¼a

(�), x0 = 2 sin t sin 2x:
�Se observ¼a c¼a, pentru �ecare l 2 Z,

x : R! R; x (t) = �l
2 este soluţie singular¼a pentru ecuaţia (�).

�Se caut¼a şi alte soluţii decât cea singular¼a. Folosind Convenţiile 1 şi 2, se obţine
(�)) x0 (t)

2 sin (2x (t))
= sin t;8t 2 Ix a.î. x (t) =2

�
�l
2 ; l 2 Z

	���� R (�) dt)Z
2x0 (t)

sin (2x (t))
dt = 4

Z
sin tdt)

ln jtg (x (t))j = �4 cos t+ ln k;8t 2 Ix a.î. x (t) =2
�
�l
2 ; l 2 Z

	
şi k 2 R�+ )

jtg (x (t))j = ke�4 cos t;8t 2 Ix a.î. x (t) =2
�
�l
2 ; l 2 Z

	
şi k 2 R�+ )

(��) tg (x (t)) = ce�4 cos t;8t 2 Ix a.î. x (t) =2
�
�l
2 ; l 2 Z

	
şi c 2 R�:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a. Se poate a�rma şi c¼a
soluţia general¼a a ecuaţiei (�) este dat¼a sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R�, de familia de
funçtii

x : Ix ! R; x (t) = 1
2 arcsin

�
ce�4 cos t

�
;8t 2 Ix,

unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie
cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere).

t

x

Exerci̧tiul 5. r) Un rezervor conţine la un moment dat 100l soluţie de sare, sarea dizolvat¼a �ind
10kg: În rezervor intr¼a în �ecare minut 5l de ap¼a şi, în acelaşi timp cu apa care intr¼a, ies cu aceeaşi
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vitez¼a 5l de soluţie. Presupunând c¼a omogenizarea se produce instantaneu, a�aţi cât¼a sare se va
a�a în rezervor peste o or¼a.

Exerci̧tiul 5. s) Spaţiul unui local de 200m3 conţine 0:15% CO2 şi este ventilat cu un debit de
20m3 de aer pe minut , conţinând 0; 04% CO2. Peste cât timp dioxidul de carbon se diminueaz¼a
de 3 ori?

1:3: Ecua̧tii diferenţiale reductibile la ecua̧tii cu variabile separabile; ecua̧tii
diferenţiale omogene şi reductibile la ecua̧tii diferenţiale omogene

1:3:1: Forma general¼a:
x0 (t) = f (at+ bx (t) + c) sau (2)

dx

dt
= f (at+ bx+ c) (20)

unde f : I � R! R este funçtie continu¼a, a; b; c 2 R; cu a+ bf(z) 6= 0, 8z 2 I.
Rezolvare. Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a
x (t) =?, x funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecuaţiile (2) sau (20). Se face schimbarea de funçtie
necunoscut¼a�

y (t) = at+ bx (t) + c;8t 2 Ixj ddt (�)
y0 (t) = a+ bx0 (t) :

(3)

Se înlocuieşte x şi x0 din (3) în (2) sau (20), se obţine o ecuaţie cu variabile separabile în necunoscuta
y (t), se rezolv¼a şi se revine la substituţie. Domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta
c (pentru �ecare c se obţine o soluţie cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de
asociere).

Exerci̧tiul 6:F¼acând o schimbare de funçtie convenabil¼a, s¼a se rezolve urm¼atoarele ecua̧tii difer-
enţiale ordinare
a) x0 (t) = cos (t� x (t)� 1) ; t 2 I; b) x0 (t) = (t+ x (t))2 ; t 2 I;
c) x0 = (8t+ 2x+ 1)2 ; t 2 I; d) x0 = sin (t� x) ; t 2 I; e) x0 = cos (x� t) ; t 2 I;
f) x0 ctg t+ x = 2; t 2 I şi x (0) = 1; g) tx0 + x = x2; t 2 I şi x (1) = 0:5;
h) (t+ 2x)x0 = 1; t 2 I şi x (0) = �1; i) t2x0 � cos 2x = 1; t 2 I şi lim

t!+1
x (t) = 9

4�:

Rezolvare. a) A se vedea Curs.
b) Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei

(�) x0 (t) = (t+ x (t))2; t 2 I
Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x (t) =?,
x funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).

Se face schimbarea de funçtie necunoscut¼a�
y (t) = t+ x (t) ;8t 2 Ixj ddt (�)
y0 (t) = 1 + x0 (t) :

Se înlocuieşte x şi x0 în (�), se obţine o ecuaţie cu variabile separabile în necunoscuta y (t):
y0 (t)� 1 = y2 (t) ;8t 2 Ix )
y0 (t)

1 + y2 (t)
= 1;8t 2 Ix

���� R (�) dt) Z
y0 (t)

1 + y2 (t)
dt =

Z
dt)

arctg y (t) = t+ c;8t 2 Ix şi c 2 R:
Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei cu variabile separabile în necunoscuta y (t) sub
form¼a implicit¼a. Se revine la substituţie şi se obţine
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(��) arctg (t+ x (t)) = t+ c;8t 2 Ix şi c 2 R:
Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�), în necunoscuta x (t), sub form¼a implicit¼a.
Soluţia general¼a a ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R, de urm¼atoarea
familie de funçtii

x : Ix ! R; x (t) = �t+ tg (t+ c),
unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie
cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere) (se impune cos (t+ c) 6= 0).

t

x

c) Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei
(�) x0 = (8t+ 2x+ 1)2; t 2 I

Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x (t) =?,
x funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).

Se face schimbarea de funçtie necunoscut¼a�
y (t) = 8t+ 2x (t) + 1;8t 2 Ixj ddt (�)
y0 (t) = 8 + 2x0 (t) :

Se înlocuieşte x şi x0 în (�), se obţine o ecuaţie cu variabile separabile în necunoscuta y (t):
y0 (t)� 8

2
= y2 (t) ;8t 2 Ix , y0 (t) = 8 + 2y2 (t)

�Se observ¼a c¼a nu are soluţii singulare.
�Se caut¼a şi altfel soluţii decât cele singulare.

y0 (t)

4 + y2 (t)
= 2;8t 2 Ix

���� R (�) dt) Z
y0 (t)

4 + y2 (t)
dt =

Z
2dt)

1
2 arctg

y (t)

2
= 2t+ c;8t 2 Ix şi c 2 R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei cu variabile separabile în necunoscuta y (t) sub
form¼a implicit¼a. Revenim la substituţie şi se obţine

(��) 12 arctg
8t+ 2x (t) + 1

2
= 2t+ c;8t 2 Ix şi c 2 R:

Ultima rela̧tie reprezint¼a soluţia general¼a a ecua̧tiei (�), în necunoscuta x (t), sub form¼a implic-
it¼a.Soluţia general¼a a ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R, de

x : Ix ! R; x (t) = 1
2 (�8t� 1 + 2 tg (4t+ 2c)) ;8t 2 Ix,

unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie
cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere).
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t

x

d) Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei
(�) x0 = sin(t� x); t 2 I.

Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie al soluţiei, se caut¼a x (t) =?,
x funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).

Se face schimbarea de funçtie necunoscut¼a�
y (t) = t� x (t) ;8t 2 Ixj ddt (�)
y0 (t) = 1� x0 (t) :

Se înlocuieşte x şi x0 în (�), se obţine o ecuaţie cu variabile separabile în necunoscuta y (t):
1� y0 (t) = sin y (t) ;8t 2 Ix:

�Se observ¼a c¼a, pentru �ecare l 2 Z,
y : R! R; y (t) = 3�

2 + 2�l;
este soluţie pentru ecuaţia cu variabile separabile în necunoscuta y (t), numit¼a soluţii singular¼a.
Corespunz¼ator, pentru �ecare l 2 Z,

x : R! R; x (t) = t�
�
3�
2 + 2�l

�
;

este soluţie pentru ecuaţia (�), numit¼a soluţii singular¼a.
�Se caut¼a şi alte soluţii decât cele singulare.

y0 (t)

1 + sin y (t)
= 1;8t 2 Ix a.î. y (t) =2

�
3�
2 + 2�l; l 2 Z

	���� R (�) dt)Z
y0 (t)

1 + sin y (t)
dt =

Z
dt:

Se noteaz¼a I =
Z

1

1 + sin y
dy: F¼acând substituţia tg y2 = z pe intervalul corespunz¼ator, se obţine

I =
Z

1

1 + 2z
1+z2

� 2

1 + z2
dz =

R 2

1 + z2 + 2z
dz =

R 2

(z + 1)2
dz )

I = �2 (z + 1)�1 + c; z 2 J, c 2 R.
Atunci, ecuaţia devine:

�2
�
tg
y (t)

2
+ 1

��1
= t+ c;8t 2 Ix a.î. y (t) =2

�
3�
2 + 2�l; l 2 Z

	
şi c 2 R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei cu variabile separabile în necunoscuta y (t) sub
form¼a implicit¼a. Se revine la substituţie şi se obţine

(��) �2
�
tg
t� x (t)
2

+ 1

��1
= t+ c;

pentru 8t 2 Ix a.î. x (t) =2
�
t�
�
3�
2 + 2�l

�
; l 2 Z

	
şi c 2 R. Ultima relaţie reprezint¼a soluţia

general¼a a ecuaţiei (�), în necunoscuta x (t), sub form¼a implicit¼a.Soluţia general¼a a ecuaţiei (�) este
dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R, de

x : Ix ! R; x (t) = t+ 2arctg
�
�2
t+ c

� 1
�
;8t 2 Ix,

unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie
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cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere) (se impune t+2arctg
�
�2
t+c � 1

�
=2�

t�
�
3�
2 + 2�l

�
; l 2 Z

	
).

1:3:2: Ecua̧tii diferenţiale omogene
Forma general¼a:

x0 (t) = f

�
x (t)

t

�
sau (4)

dx

dt
= f

�x
t

�
(40)

unde f : I � R! R este funçtie continu¼a cu f(z) 6= z, 8z 2 I.
Rezolvare. Pentru t 2 Ix � I, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a
x (t) =?, x funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecuaţiile (4) sau (40). Se face schimbarea de funçtie
necunoscut¼a u (t) = x(t)

t , adic¼a�
x (t) = tu (t) ;8t 2 Ixj ddt (�)
x0 (t) = 1u (t) + tu0 (t) :

(5)

Se înlocuieşte x şi x0 din (5) în (4) sau (40), se obţine o ecua̧tie cu variabile separabile în necunoscuta
u (t), se rezolv¼a şi se revine la substituţie. Domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta
c (pentru �ecare c se obţine o soluţie cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de
asociere).

Exerci̧tiul 7. S¼a se determine soluţiile generale ale urm¼atoarelor ecuaţii diferenţiale omogene
a) tx0 (t) = x (t)� te

x(t)
t ; t 2 I; b) 2t2x0 (t) = t2 + x2 (t) ; t 2 I;

c)
�
t� x (t) cos x (t)

t

�
dt+ t cos

x (t)

t
dx (t) = 0; t 2 I;

d) t sin
x (t)

t
x0 (t) + t = x (t) sin

x (t)

t
; t 2 I; e) tx0 � x = t

arctg xt
; t 2 I.

Rezolvare. a) A se vedea Curs.
b) Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei

(�) 2t2x0 (t) = t2 + x2 (t) ; t 2 I:
Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t) =?, x
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecuaţia (�).

(�)) x0 (t) = 1
2 +

1
2

�
x (t)

t

�2
;8t 2 Ix a.î. t 6= 0.

Este o ecuaţie diferenţial¼a omogen¼a cu f (z) = 1
2+

1
2z
2. Se Se face schimbarea de funçtie necunoscut¼a

u (t) = x(t)
t , adic¼a�

x (t) = tu (t) ;8t 2 Ixj ddt (�)
x0 (t) = u (t) + tu0 (t) :

Se înlocuieşte x şi x0 şi se obţine o ecuaţie cu variabile separabile în necunoscuta u (t),
u (t) + tu0 (t) = 1

2 +
1
2u
2 (t) ;8t 2 Ix a.î. t 6= 0.

�Se observ¼a c¼a
u : R! R; u (t) = 1;

este soluţie singular¼a pentru ecuaţia cu variabile separabile în necunoscuta u (t). Corespunz¼ator,
x : R! R; x (t) = t;

este soluţie singular¼a pentru ecuaţia (�).
�Se caut¼a şi alte soluţii decât cele singulare.
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u0 (t)

(u (t)� 1)2
= 1

2

1

t
;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi u (t) 6= 1)

���� R (�) dt) Z
u0 (t)

(u (t)� 1)2
dt =

Z
1
2

1

t
dt)

� (u (t)� 1)�1 = 1
2 ln jtj+ c;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi u (t) 6= 1) şi c 2 R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei cu variabile separabile în necunoscuta u (t) sub
form¼a implicit¼a. Se revine la substituţie şi se obţine

(��) �
�
x (t)

t
� 1
��1

= 1
2 ln jtj+ c;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi x (t) 6= t) şi c 2 R:

Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a. Soluţia general¼a a
ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R, de

x : Ix ! R; x (t) = t

 
1� 1

1
2 ln jtj+ c

!
;8t 2 Ix,

unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie
cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere) (se impune 12 ln jtj+ c 6= 0 şi t 6= 0
şi t
�
1� 1

1
2
lnjtj+c

�
6= t).

t

x

c) Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei

(�)
�
t� x cos x (t)

t

�
dt+ t cos

x (t)

t
dx (t) = 0; t 2 I:

Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t) =?, x
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).

Folosind Convenţia, se observ¼a c¼a (�))

x0 (t) = �
1� x(t)

t cos x(t)t

cos x(t)t

;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi cos x(t)t 6= 0).

Este o ecuaţie diferenţial¼a omogen¼a cu f (z) = �1�z cos z
cos z . Se face schimbarea de funçtie necunoscut¼a

u (t) = x(t)
t , adic¼a�

x (t) = tu (t) ;8t 2 Ixj ddt (�)
x0 (t) = u (t) + tu0 (t) :

Se înlocuieşte x şi x0 şi se obţine o ecuaţie cu variabile separabile în necunoscuta u (t),

u (t) + tu0 (t) = �1� u (t) cosu (t)
cosu (t)

;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi cos x(t)t 6= 0) )

cosu (t)u0 (t) =
�1
t
;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi cos x(t)t 6= 0)

���� R (�) dt)R
cosu (t)u0 (t) dt =

R �1
t dt)

sinu (t) = � ln jtj+ c;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi cos x(t)t 6= 0) şi c 2 R:
Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei cu variabile separabile în necunoscuta u (t) sub
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form¼a implicit¼a. Se revine la substituţie şi se obţine

(��) sin x (t)
t

= � ln jtj+ c;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi cos x(t)t 6= 0) şi c 2 R:
Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a. Soluţia general¼a a
ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R, de

x : Ix ! R; x (t) = t arcsin (� ln jtj+ c) ;8t 2 Ix,
unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie
cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere) (se impune � ln jtj+ c 2 [�1; 1] şi
t 6= 0 şi cos arcsin (� ln jtj+ c) 6= 0).

t

x

d) Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei

(�) t sin x (t)
t
x0 (t) + t = x (t) sin

x (t)

t
; t 2 I:

Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t) =?, x
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).

(�)) x0 (t) =
�1 + x(t)

t sin x(t)t

sin x(t)t

;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi sin x(t)t 6= 0).

Este o ecuaţie diferenţial¼a omogen¼a cu f (z) = �1+z sin z
sin z . Se face schimbarea de funçtie necunoscut¼a

u (t) = x(t)
t , adic¼a�

x (t) = tu (t) ;8t 2 Ixj ddt (�)
x0 (t) = u (t) + tu0 (t) :

Se înlocuieşte x şi x0 şi se obţine o ecuaţie cu variabile separabile în necunoscuta u (t),

u (t) + tu0 (t) =
�1 + u (t) sinu (t)

sinu (t)
;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi sinu (t) 6= 0))

sinu (t)u0 (t) = �1
t ;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi sinu (t) 6= 0)

�� R (�) dt)R
sinu (t)u0 (t) dt =

R �1
t dt)

� cosu (t) = � ln jtj+ c;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi sinu (t) 6= 0) şi c 2 R:
Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei cu variabile separabile în necunoscuta u (t) sub
form¼a implicit¼a. Se revine la substituţie şi se obţine

(��) � cos x(t)t = � ln jtj+ c;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi sin x(t)t 6= 0) şi c 2 R:
Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a. Soluţia general¼a a
ecuaţiei (�) este dat¼a, sub form¼a explicit¼a, pentru �ecare c 2 R, de

x : Ix ! R; x (t) = t arccos (ln jtj � c) ;8t 2 Ix,
unde domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie
cu un anumit domeniu de de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere) (se impune ln jtj � c 2 [�1; 1] şi
t 6= 0 şi sin arccos (ln jtj � c) 6= 0).
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t

x

e) Se determin¼a soluţia general¼a a ecuaţiei

(�) tx0 � x = t

arctg xt
; t 2 I

Pentru t 2 Ix � D, variabil¼a independent¼a din domeniul de de�ni̧tie a soluţiei, se caut¼a x (t) =?, x
funçtie necunoscut¼a, soluţie pentru ecua̧tia (�).

(�)) x0 (t) =
x (t)

t
� 1

arctg x(t)t

;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi arctg x(t)t 6= 0).

Este o ecuaţie diferenţial¼a omogen¼a cu f (z) = z� 1
arctg z . Se face schimbarea de funçtie necunoscut¼a

u (t) = x(t)
t , adic¼a�

x (t) = tu (t) ;8t 2 Ixj ddt (�)
x0 (t) = u (t) + tu0 (t) :

Se înlocuieşte x şi x0 şi se obţine o ecuaţie cu variabile separabile în necunoscuta u (t),

u (t) + tu0 (t) = u (t)� 1

arctg u (t)
;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi arctg x(t)t 6= 0))

arctg u (t)u0 (t) = �1
t ;8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi arctg

x(t)
t 6= 0)

��� R (�) dt)R
arctg u (t)u0 (t) dt =

R �1
t dt)

u (t) arctg u (t)� 1
2 ln

��1 + u2 (t)�� = � ln jtj+ c;
pentru 8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi arctg x(t)t 6= 0) şi c 2 R. Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a
ecuaţiei cu variabile separabile în necunoscuta u (t) sub form¼a implicit¼a. Se revine la substituţie şi
se obţine

(��) x (t)
t
arctg

x (t)

t
� 1
2
ln

�����1 +
�
x (t)

t

�2����� = � ln jtj+ c;
pentru 8t 2 Ix a.î. (t 6= 0 şi arctg x(t)t 6= 0) şi c 2 R. Ultima relaţie reprezint¼a soluţia general¼a a
ecuaţiei (�) sub form¼a implicit¼a. Local, s-ar putea explicita x : Ix ! R;unde domeniul de de�ni̧tie
a soluţiei, Ix, depinde de constanta c (pentru �ecare c se obţine o soluţie cu un anumit domeniu de
de�ni̧tie şi o anumit¼a lege de asociere) (se impune t 6= 0 şi arctg x(t)t 6= 0).
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