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SEMINAR NR. 2, REZOLVARI
EDCO, ATA

1.3.3. Ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii diferentiale omogene sau direct la
ecuatii cu variabile separabile
Forma generala:
() = f <a1t + bz (t) + cl>
agt + box (t) + co
dr ait+bix+c1
dt <a2t+ box +c2)
unde f:TC R — R este functie, a;,b;,¢; € R, a? + b2 + ¢ # 0, i € {1,2}.
Rezolvare: Pentrut € I, C I, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, Se cauta
x (t) =?, x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatiile (6) sau (6'). Se atageaza ecuatiilor (6) sau
(6) sistemul algebric
{ a1t + byx 4+ c1 =0 -ecuatia unei drepte in tOx
ast + box 4+ cg = 0 -ecuatia unei drepte in tOx
Se disting urmatoarele cazuri:
Cazul 0. Daca sistemul (7) are (c1,c2) = (0,0) si este compatibil unic determinat cu solutia
(to, o) = (0,0) (drepte ce se intersecteaza in O) atunci ecuatia (6) devine, pt ¢t # 0,
ay + by 20
dW)=fl——5
(o)
adicd o ecuatie omogena (4).
Cazul 1. Dacé sistemul (7) are (c1,c2) # (0,0) si este compatibil unic determinat cu solutia
(to, o) # (0,0) (drepte ce se intersecteazd in My # O) atunci se face substitutia
s =t — tp-schimbare de variabila
y = x — xo-schimbare de functie necunoscuté
si ecuatia (6) devine, pt s # 0,
’ a1-+b1 y(:)
y'(s)=f <a2+62y(:)>
adicd o ecuatie omogena (4). Se rezolva si se revine la substitutie.
Cazul 2. Daca sistemul (7) este compatibil nedeterminat (drepte confundate), atunci existd A # 0
astfel incat (a1, b1, c1) = A (az, be, c2) si ecuatia (6) sau (6') se reduce la
' (t) = f(N),Vt € I, cu agt + box + c2 # 0.
adicd o ecuatie cu variabile separabile (1).
Cazul 3. Daca sistemul (7) este un sistem incompatibil (drepte paralele) atunci exista A # 0 astfel
incat (a1,b1) = A(ag,be) si (a1, by, 01) # X (ag,ba, c2). Se face schimbarea de functie necunoscuta
{ g (5) = axt + by (1), vt € L] £ () { Y (1) = ast + boi (1), V1 € L] 4 ()
, sau , ,
y(t)—a1+b1x() Y (t) = ag + b2’ (1) .
Se inlocuiegte x gi 2’/ in (6) sau (6’), se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta y (t),
se rezolva si se revine la substitutie.
Domeniul de definitie a solutiei, I;, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie
cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).

sau (6)

(6")

(7)

(8)

Exercitiul 8. S& se determine solutiile generale ale urméatoarelor ecuatii diferentiale
dx —2t+ 4z (t) — 6 x(t)+3t—2
— (t) = tel;b) ' (t) = tel;
sy e U R U A Py e e DI
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dx t+3x—1

E——ﬁ,teﬂ,d) (t+2zx(t)dt+ z(t)dz (t) =0,t €T,
e) 2t+2z(t)+1)dt+ (t+2z(t) —1)dz(t) =0,t €;
£) (t—2x(t)—1)dt+ (3t — 62 (t) +2)dx (t) =0,t € [;
g) (t+x(t)+2)dt+ (2t +2x(t)—1)dx(t) =0,t €.
Rezolvare: a) Se determind solutia generald a ecuatiei

dz —2t +4x (t) — 6

() dt (1) = t+x(t)—3 iel
Pentru ¢ € I, C I, variabila independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (t) =7, =
functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia ().

o .. . . —2t4+4rx—-6=0
Se atageazd ecuatiei () sistemul algebric { ftz—3=0,
cu solutia (to, zo) = (1,2) # (0,0).
Se face substitutia
s =t — 1-schimbare de variabila ds =dt
{ y = x — 2-schimbare de functie necunoscuta { dy = dz

d
si ecuatia (%) devine, tinand cont de Conventie si de d—j d—y,
s
—2s +4y (s) A
Y (s) = Ty(s)’vs elyai (y(s) #—s),
adica o ecuatie omogena
y' (s) = 7() VselJ, al (s#0,y(s) # —s)
1+%
Se face schimbarea de functie necunoscuta u (s) = @, adica

Y (s) =u(s)+su(s).

Se inlocuieste y si y' si se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta wu (s),
—2+4
u(s)+su'(s) = 7U(S),Vs €J, ai (s#0,u(s) #—1).

1+u(s)
eSe observa ca
u:JCR—->Ru(s)=1siu:JCR—Ru(s) =2,
sunt solutii pentru ecuatia cu variabile separabile in necunoscuta u (s), numite solutii singulare. J
este un interval ce nu contine s = 0. Corespunzator,
y:JCR—-=Ry(s)=ssiy:JCR—R,y(s) =2s,
sunt solutii pentru ecuatia omogend in necunoscuta y (s), numite solutii singulare. Mai mult
z:ICR=Rz(t)=t+1lsiz: ICR—-Rz(t) =2t
sunt solutii pentru ecuatia (*), in necunoscuta x (t), numite solutii singulare. I este un interval ce
nu contine ¢ = 1.
eSe cautd si alte solutii decat cele singulare.

1L +u(s) | ) .
w2 (s) —3u(s)+2" (5) = —Vselual (s#0siu(s) ¢ {-1,1,2}) | [()ds =

/ <u_(281;/£8)1 * u?)(z;<i)2> ds = /_slds,vs €l,ai (s#0siu(s) ¢{-1,1,2}) =

{ y(s) =su(s),Vte ]Ix]d%()

—2Infu(s) — 1| + 3Inju(s) —2| = —Inls| + Ink,Vs € J, al. (s # 0,u(s) ¢ {—1,1,2}) si
keRy =
u(s) —2* _ &

——s =, Vsel,al (s#0,u(s) ¢ {-1,1,2}) si k € RY.
u(s) —1° sl
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Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta u (s) sub
forma implicitd. Se revine la substitutie si se obtine

@_1‘2 H
S

y(s) 2’3
s k
=—,VselJyal (s#0siy(s) ¢ {—s,s52s})si ke RL.

Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei omogene in necunoscuta y (s) sub forma im-

plici

td. Se revine iar la substitutie si obtinem
z(t)—2 3
_ 2‘ o

t—1

5 = Vtelyal (t#1gia(t) ¢ {—t+3,t+1,2t})sikeR:.
z(t)-2 _ 4 |t — 1]

t—1

Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei () sub form& implicitd. Local, s-ar putea

expl
c se

icita z : I, — R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).

b) Se determind solutia generald a ecuatiei

O % = i er @ — 12

d fta(t) —2
Ty St tel

Pentru t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cauta x (t) =7, z
functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia ().

Se atageaza ecuatiei (x) sistemul algebric {

t+x(t)—2=0
18t + 6z (t) — 12 = 0,

care este compatibil nedeterminat. Ecuatia (*) devine
d 1
d—f () = 2.Vt € L ai. 18t + 62 (1) = 12 £ 0,

cu solutia

x(t) = %t+c,Vt el al 3t+z(t)—2#0,
Adica, pentru fiecare ¢ € R, solutia este data de
z: L, = Rz(t) = ét+c,Vt el, ai. 3t+ét+c—2 # —0,
unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta c. Pentru fiecare ¢ € R,

I[x:{teR;lgH—c—Z;é—O}.

6
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c) Se determind solutia generald a ecuatiei
, 3t+3z(t)—1

(x) 2’ (t) = o) —1 ,t el
Pentru t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cauta x (t) =7, =
functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia ().
3t+3x—1=0
t+x—-1=0,
care este incompatibil. Se face schimbarea de functie necunoscuta

{ y(t)=t+a(t),Vtel| L ()

y'(t) =1+2a'(t).

Se inlocuieste x si 2’ gi se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta u (),

Se atageazd ecuatiei (x) sistemul algebric {

/ _ 3y(t)_1 A
/ . Y t N

eSe observa ca
y2]I_>R7y(t) =0,
este solutie pentru ecuatia cu variabile separabile in necunoscuta y (¢), numitd solutie singulara.
Corespunzator,
z:ICR— R,z (t) = —t,
este solutie pentru ecuatia (*) in necunoscuta x (), numitd solutie singulara.
eSe cauta gi alte solutii decat cele singulare.
y(;)(t)ly’ (t)=-2,Vtel, al (y(t) —1#0siy(t)#0) | [()dt=

/y(t)_ly’(t)dt: / — 2dt =
y (1)

y(t)—Inly(t)|=—-2t+cViel, al (y(t)—1#0siy(t) #0)siceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta y (¢) sub
forma implicitd. Se revine la substitutie si se obtine

t+x(t)—Injt+z(t)=-2t+c,Vtel, ai (t+a(t)—1#0,t+x(t)#0)siceR.
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei (%) sub form& implicitd. Local, s-ar putea
explicita x : I, — R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare
¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de asociere).
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d) Se determind solutia generald a ecuatiei

(%) (t+2z(t))dt + z (t)dx (t) = 0,t € L.
Pentru t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cauta x (t) =7, =
functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia ().

1+ 220 y
~ g vteLaid (t#05i 20 2 ).

t

Este o ecuatie diferentiald omogena cu f (z) =
u(t) = @, adica

{ z(t) =tu(t),Vt € L] & ()

() =u(t) +tu (t).

Se inlocuiegte x si 2’ gi se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta u (),

w(t) +tu (1) = — 70 W€ T, ad (t#£0siu(t) #0) =
eSe observi cd

u:ICR—-Ru(t)=-1,
este solutie pentru ecuatia cu variabile separabile in necunoscuta u (t), numita solutie singulara. I
este un interval ce nu contine ¢t = 0. Corespunzator,

z:ICR— Rz (t) = —t,
este solutie pentru ecuatia (x), numita solutie singulara.
eSe cautd gi alte solutii decat cele singulare.

(u(tu)(—tl—)l)QUI (t) = Tl,Vt el al (t#0siu(t)# 0)‘ [(¢)dt =

! 1 / (-1
/<u(t)+1 B (u(t)+1)2>u (t)dt—/tdtj
Inu(t)+1]— (wt)+ 1) =—Inft| +,Vt €T, ad (t#0siu(t)#0)siceR.

Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta u (t) sub
form& implicitda. Se revine la substitu}:ie si se obtine
z(t) —<$(t)+1> =—In|t| +e¢,

t t
pentru V¢t € I, a.d. (¢t # 0 si @ # 0) si ¢ € R. Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei
(%) sub forma implicitd. Local, s-ar putea explicita  : I, — R,unde domeniul de definitie a solutiei,
I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie

(x) =2’ (t) =

—%. Se face schimbarea de functie necunoscuta

() In +1

si 0 anumité lege de asociere).
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e) Se determind solutia generald a ecuatiei

(¥) 2t +2x(t)+1)dt+ (t+2x(t) —1)dx(t) =0,t €1
Pentru ¢t € I, C D, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cauta x (t) =7, z
functie necunoscuté, solutie pentru ecuatia ().

(%) = 2/ (t) = —w,w €T, af t+22(t) — 1 £0,
2+2c(t)+1=0
t+2z(t)—1=0,
cu solutia (to, z0) = (—2,3) # (0,0). Se face substitutia

s =t — (—2) -schimbare de variabild

{ y=x— %—schimbare de functie necunoscuta

si ecuatia (x) devine

Se atageazd ecuatiei (x) sistemul algebric {

254+ 2y (s R
Y (s) = _S—I—Zyy(i))’vs € Jyad s+2y(s)#0,
adicd o ecuatie omogena
2 4 2ul)
Y (s)=———,VseJyal (s#0sis+2y(s) #0)
1+ 2y(85)
Se face schimbarea de functie necunoscuta u (s) = @, adica

y(s) =su(s),Vt el d% ()
Y (s) =wu(s)+su(s).
Se inlocuieste y si ¥’ si se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta w (s),
242
u(s)+su' (s) = —Ij:QZEg,Vs elyal (s#0siu(s) #35) =
1+ 2u(s)

902 (s)+3u(s)+2ul(3> = %,Vseq]]y ad (s#0siu(s)# 3) ‘f(‘)ds:

1 4u(s) +3 1 1 , _ (-1 o
/ §2u2(s)+3u(s)+2_§(u(s>+%)2 7)2 u(s)ds_/ s ds =

$In[2u? (s) + 3u(s) + 2| — 1 — arctg “

pentru Vs € J, ai. (s # 0 si u(s) # %)@1 c € R. Ultima relatie reprezinta solutia generald a
ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta u (s) sub forma implicitd. Se revine la substitutie si
se obtine
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2 y(s)
4== 43
In 2<y(88)) +3ygs)+2 —%arctgsT:—anlsH‘%’

pentru Vs € J, a.i. (s # 0si @ #* %)@1 c € R. Ultima relatie reprezinta solutia generald a ecuatiei
omogene in necunoscuta y (s) sub forma implicitd. Se revine iar la substitutie si se obtine

2 z(t)—32
z(t) =3 z(t) -3 At t+3
nf2| —+—2) +37—"—2 42| - Larctg—=_—— = —2In|t+2| + 2
( t+2 ) t+2 Vi T g | | ’
pentru Vs € J, a.d. (s # 0sit+2x(t) —1# 0)si c € R. Ultima relatie reprezinta solutia generald a
ecuatiei (%) sub forma implicitd. Local, s-ar putea explicita z : I, — R ,unde domeniul de definitie
a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de
definitie si o anumitd lege de asociere).

\

f) Se determina solutia generald a ecuatiei

(%) (t—2z(t)—1)dt+ (3t — 6z (t) +2)dx (t) =0,t € L.
Pentru ¢ € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cauta x (t) =7, z
functie necunoscuta, solutie pentru ecuatia ().

t—2x(t) —1
. .. . . t—2x—1=0
Se atageazd ecuatiei () sistemul algebric { 3t — 6z +2 =0,

care este incompatibil. Se face schimbarea de functie necunoscuta

{ y(t)=t—2z(t),Vte L] L ()

Yy (t)=1-22"(1).
Se inlocuieste x si 2’ gi se obtine o ecuatie cu variabile separabile in necunoscuta y (t),
/

! g ® _ —3yy(2) +12,Vt el ai (3y(t)+2#0)=

By (t)+2)y' (t) = =5y (t),Vt € I, ad. (3t —6x(t) +2#0).
eSe observa ca

y:I-Ry(t) =0,
este solutie pentru ecuatia cu variabile separabile in necunoscuta y (¢), numitd solutie singulara.
Corespunzator,

t
z:I->Rz(t)= X
este solutie pentru ecuatia (*) in necunoscuta x (t), numitd solutie singulara.

eSe cautd si alte solutii decat cele singulare.

Wy,(t) =5Vt el, al By(t)+2#0s5iy(t)#0) | [()dt=
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?’y%”y/ (t)dt = / 5t =

By(t)+2In|y(t)|=-bt+c, Vil ad By(t)+2#0siy(t) #0)siceR
Ultima relatie reprezintad solutia generald a ecuatiei cu variabile separabile in necunoscuta y (¢) sub
form& implicitd. Se revine la substitutie si se obtine

3(t—2x(t)) +2In|t — 2z (t)| = =5t + ¢,
pentru Vt € I, ad. (3(t —2x (t))+2 #0sit—2x(t) #0) si ¢c € R. Ultima relatie reprezinta solutia
generald a ecuatiei (%) sub forma implicitd. Local, s-ar putea explicita z : I, — R,unde domeniul
de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit
domeniu de definitie gi o anumita lege de asociere).

g) Analog cu f).

1.4. Ecuatii diferentiale cu diferentiala exacta si reductibile la ecuatii cu diferentiala
exacta

1.4.1. Ecuatii cu diferentiala exacta
Forma generala a unei ecuatii cu diferentiala exacta:

o Pl

"= "G h ) )

P(t,z)dt+Q (t,xz)dz =0, (11
w(t,z)

unde P, @ : D C R?2— R sunt dou# functii de clasa C! pe D astfel incat si existe o functie F : D C
R2— R, de clasa C? pe D, cu w = dF, adici

12y 2 (40) = P(12) ¥ (t,2) € D,

(12.2) B (t,z) =Q(t,x),V(t,z) € D.
(ecuatia diferentiald (11') este cu diferentiald exactd dacd forma diferentiala
w(t,x) =P (t,x)dt + Q (t,x) dr este exacta)
Rezolvare: Se cautd x (t) =7, sau ¢ (x) =7, sau o relatie de dependenta algebrico-functionald intre
t si  (fird operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru ecuatiile (11) sau (11’). Inlocuind
(12.1) si (12.2) in (11), se obtine

F F
%—t(t,m)dt—{—%(t,az)d:ﬂ:0,V(t,x) €D=dF (t,x) =0,V (t,x) e D=
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(F(t.z)=cY(tz) eDcel. CR.| (13)
Ultima relatie reprezintd solutia generald a ecuatiilor (11) sau (11’) sub form& implicitd. Domeniul
de definitie a solutiei, D, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit
domeniu de definitie i o anumita lege de dependenta intre ¢ si x). Local, s-ar putea explicita
z : I— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si 0 anumita lege de asociere).

Teoremi: In ipotezele anterioare, daci D este domeniu simplu conex si w este form# inchisi, adicd
g—i (t,z) = % (t,z),V(t,z) € D. (14)
atunci ecuatia diferentiald (11’) este cu diferentiald exactd pe D.

Exercitiul 9. Sa se determine solutiile generale ale urméatoarelor ecuatii diferentiale cu diferentiala
exacta 0 (1)
2tx (t) — 227 (T
/
t) =—
a) @' (1) 12 — 6ta? (2)
b) (sinz + (1 —x)cost)dt + ((1 +t) cosx — sint) dx = 0,t € I

C)<t+1+1>dt—|—< x(t) i 1 _x2t(t)>dx(t)—0,t€]l§

,t el

Zra2(t) ¢ x(t) 2+ a2(t) x(t)

d) 8tx (t) — 522 (t) + 2t (2t — 5z (t)) 2’ (¢t) = 0,t € T
e) 3t (t+ 2% (t)) dt + 2z (¢) (3t* + 227 (t)) da (t) = 0,t € [;
f) (tcosx — xsinz)dx + sinzdt = 0,¢ € I
g) (t+sinz)dt+ (tcosz +sinx)dr = 0,t € [;
h) (t + et sinx) dt + (et cosx + sinx) de=0,t €l
i) (t* +sinz)dt+ (1 +tcosz)dz =0,t €T
j) zeldt + (z +¢e')de =0,t € L.
Rezolvare: a) A se vedea Curs.
b) (sinz + (1 — x)cost)dt + ((1 +t) cosx —sint)dz = 0,t € L.
Rezolvare: Se determina solutia generalad a ecuatiei

() (sinz + (1 —x)cost)dt + ((1 +t)cosz —sint)dz = 0,t € L.
Pentru ¢ € I, C I, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (t) =7,
x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x). De fapt, se cautd z (t) =7, sau t (z) =7, sau o
relatie de dependenta algebrica intre ¢ si x (fard operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru
ecuatia ().

Se noteazd cu ) un domeniu simplu conex, D C R? si

P:D—R,P(tz)=sinz+ (1 —x)cost

{ Q:D—-R,Q(tz)=(1+1t)cosz —sint.

Etapa 1: Se studiazi dacd ecuatia (%) este cu diferentiald exacta.

P
8—(1&,:1:) = cosz — cost,V (t,z) € D

5

Bt (t,z) = cosx — cost,V (t,z) € D.

. OP 0Q
Atunci D (t,z) — Bt

este ales domeniu simplu conex=- ecuatia (x) este cu diferentiald exacta.
Etapa 2: Se determini acea functie (exista conform Etapei 1) F : D C R?>— R, de clasa C? pe D,
din a carei diferentiald sd provina ecuatia, adica

(t,z) =0,V (t,z) € D = ecuatia () poate fi cu diferentiald exactd. Cum D
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(12.1) oF (t,z) =sinz + (1 — x) cost,V (t,x) € D,

s

(12.2) o (t,x) = (1 +t)cosxz —sint,V (¢, z) € D.

Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta F' (t,x). Se rezolva.
modul 12.1. (12.1)] [ (-)dt =

oF

N (t,z)dt bestg var. / (sinx + (1 —z)cost)dt + ¢ (z),Y(t,z) € D=

0 de integrare

(01) F (t,x) =tsinz + (1 —x)sint + ¢ (z),V (t,z) € D,
unde ¢ (x) este o functie necunoscutd, constantd in raport cu variabila de integrare ¢. Se determinad
¢ folosind si (12.2). Se deriveaza ultima relatie in raport cu z =

ste var. . d
B (t, ) ;e;t:‘de tcosx —sint + ﬁ (x),V(t,z) € D.
€ derivare
Se inlocuieste (12.2) =
dy

(1—i—t)cosx—sint:tcosx—sint—i—d—(x),V(t,ac) eD=
T

d
d—(p () =cosz = p(xr) =sinz +c1,c1 € R.
x
Se inlocuieste in expresia lui F, (o1) =
F(t,x) =tsinz+ (1 —z)sint +sinx +¢1,V (t,z) € D, si ¢; € R.
modul 12.2. (12.2)] [ (-) dz =

F X este var. .
gx(t,x)d:cd . tt: ((1+t)cosx —sint)dz + v (t),V(t,z) € D=
e integrare

(09) F (t,x) = (14 t)sinz —xzsint + 1 (t),V (t,x) € D,
unde 9 (t) este o functie necunoscutd, constantd in raport cu variabila de integrare x. Se determinad
1 folosind si (12.1). Se deriveaza ultima relatie in raport cu t =

t este var. . d"éb
- = — t+—(t),V( D.
ot ( ,.%‘) de derivare S = weost A+ dt ( )7 ( ,IE) <
Se inlocuieste (12.1) =
d
sinx + (1 — z)cost =sinx — xcost + d—qf (t),V(t,z) e D=
d
d—lf (t) =cost = 1 (t) =sint + ca,c0 € R.

Se inlocuieste in expresia lui F, (og) =

F(t,x) = (1+t)sinx —zsint +sint 4+ co,V(t,z) € Dgico € R
Etapa 3: Cu F' determinata la Etapa 2, solutia generald a ecuatiei (x) este data sub forma implicita
de

F (t,x) = c3,c3 € R,
adicd, notand ¢ = c3 — ¢1 sau ¢ = c3 — cg, de

(#%) (1 4+t)sinx + (1 —z)sint = ¢,V (t,x) € Dadi giceR.
Local, s-ar putea explicita x : I,— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta
¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de
asociere).
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t 11 x (t) 1 ¢ _
) <z‘,2+x?(t)+t+$(t)> dH( i) o) _332(1‘))dm(t)_o’m]I

Rezolvare: Se determina solutia generald a ecuatiei (x) .Pentru t € I, C I, variabild independenta
din domeniul de definitie a solutiei, se cauta x (t) =7, = functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia
(*). De fapt, se cauta x (t) =7, sau t (x) =7, sau o relatie de dependenta algebrica intre ¢ si z (fara
operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru ecuatia (*).

Folosind Conventiile 1 si 2, se observa ca (x) =

<t(7§2+:c2)é +1+1> dt + (x(t2+m2)5 L1 2) dz =0,

t x T T
pentru V¢ € T ai. t2 4+ 22 #A0sit # 0six # 0. Se noteazd cu D un domeniu simplu conex,
D c {(t,z) € R%(t,z) #(0,0) sit #0sixz#0} si
P:D—R,P(tx) :t(t2+:c2)’% +%+%

11 t
QD—>R,Q(t,$):x(t2+x2) 2+§_?

Etapa 1: Se studiaza dacé ecuatia (%) este cu diferentiald exacta.

or (t,z) =t(—3) (£ —1—5102)7g 20 —x 2,V (t,z) €D

5% :

—(tx)=x(—3) (P +2?) 22t —a2V(t,z) € D.

ot
Atunci (ZP (t,x) — 88? (t,z) =0,V (t,z) € D = ecuatia () poate fi cu diferentiald exactd. Cum D
x

este ales domeniu simplu conex=- ecuatia (x) este cu diferentiala exacta.
Etapa 2: Se determini acea functie (exista conform Etapei 1) F : D C R?>— R, de clasa C? pe D,
din a carei diferentiala sa provina ecuatia, adica

F 111
(12.1) (Z?ﬁ (t,z) =t (t* + 2?) : 4 o+ E,V(t,:c) e D,
1 1 t
_ 2 2 2 -
(12.2) o (t,x) =z (*+2?) 2+ - xz,V(t, z) € D.

Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta F' (t,x). Se rezolva.
modul 12.1. (12.1)] [ (-) dt =

g(t,x)dt:/(t(ﬂJra:?)‘;+1+}6) dt =

1
(o1) F (t,z) = (*+2?)2 + Inft| + a7t + o (z),V(t,z) €D,
unde ¢ (x) este o functie necunoscutd, constanta in raport cu variabila de integrare ¢. Se determinad
¢ folosind si (12.2). Se deriveaza ultima relatie in raport cu z =
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F _1
i(t,x):x(tQ—kmz) 2—tx_2—|—d—(p
T

dx
Se inlocuieste (12.2) =
-1 1 t
22y 22
:2( + 2?) T z (8% + 2?)
P
7z (@)
Se inlocuieste in expresia lui F, (o1) =
1
F(tz)=(*+z )7 +Inft|+ 2~ +In|z| +c,V(t,x) €D, sic €R.
modul 12.2. (12.2)| [ (-) dz =

r -1 1 t
/8 twdx-/(x(t2+x2) é—i_w_x)dx:}

(o) F (t,x) = (t2+x) +1In|z| +tz~t + 4 (t),Y(t,x) €D,
unde 1 (t) este o functie necunoscutd, constanta in raport cu variabila de integrare ¢. Se determind
1 folosind si (12.1). Se deriveaza ultima relatie in raport cu ¢ =

—f(t,x):t(tQ—Fx) +af1+@<) v (t,z) €D

dt
Se inlocuieste (12.1) =

(x),V(t,z) € D.

1 d
2 —m*2+£(:ﬁ),vu,x) ceD=

1
:Ejgp(;ﬂ):h’l|l‘|+cl,01€R.

1
) b= e e 0 (e e Do
d 1
dif() Z:>¢(t)=1n!t!+62,02€]1£.
Se inlocuieste in expresia lui F, (og) =

F(t,z) = (¢ +x2)% +Injz|+trt+Inft|+co,V(t,z) EDsgicy €R
Etapa 3: Cu F' determinata la Etapa 2, solutia generald a ecuatiei () este data sub forma implicita
de

F (t,x) =c3,c3 €R,
adica, notadnd ¢ = c3 — ¢ sau ¢ = ¢c3 — ¢3, de

(#x) (82 + x2)% +In|t| +In|z| +ta~t =,V (t,x) € D ad siceR.
Local, s-ar putea explicita x : I, — R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta
¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumitd lege de
asociere).

d), e), f), g), h), i), j) -analog cu c).

Observatie: La Etapa 2 se apeleaza la modul 1 sau modul 2 in functie de simplitatea determinéarii
integralelor ce apar in calcul. Exista ecuatii cu diferentiald exactd pentru care in Etapa 2, la unul
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din moduri, sau chiar la ambele, apar integrale nedefinite care existd, dar nu sunt exprimabile
cu functii elementare. Se evitd o astfel de "rezolvare" a ecuatiei. Dacd necunoscuta apare sub
operatorul de integrare, nu s-a rezolvat ecuatia, ci s-a transformat intr-o ecuatie integrald. Dacd in
rezolvare se folosesc integrale definite si dacd apare de calculat o integrala definita fara parametru,
de exemplu fol et dt, atunci se apeleza la metode numerice, implementabile pe calculator.

O1.4.2. Ecuatii cu factor integrant
Forma generald a unei ecuatii cu factor integrant: Este tot (11) sau (11’) unde P,@ : D C
R?— R sunt dous functii de clasa C* pe ) astfel incat ecuatiile (11) sau (11’) nu sunt cu diferentiala
exactd (nu se verifica (14)), dar existd o functie p : Dy € D — R, numita factor integrant, astfel
incat

u sa fie de clasa C! pe Dy,

p(t,z) #0,V(t,x) € Dy si

(11") - p (t, x) sa fie ecuatie cu diferentiald exactd pe Dj.
Rezolvare: Se cautd z (t) =7, sau ¢ (x) =7, sau o relatie de dependenta algebrica intre ¢ i x (fird
operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru ecuatiile (11) sau (11).
a) Daci

Q(t,z) #0,V(t,x) € Dy si

1 oP 0Q B
Qo) (8:75 (t,x) - e (t,x)) = f (), (15)
atunci se cautd p = p (t) factor integrant a.i.
pt)
b) Daca
P(t,z) #0,V(t,x) € Dy si
-1 oP oQ B
Pt) (&U (t2) =5 (taﬂﬁ)) =g (=), (17)
atunci se cautd p = p (x) factor integrant a.i.
i)
) (@) (18)

c) Existd situatii in care nu are loc nici a), nici b). In acest caz se poate ciuta un factor integrant
u (t, x), de o anumita forma, apriori precizatd, impunand ca (11')-p (¢, z) sa fie ecuatie cu diferentiald
exacta pe ;.

Se rezolva ecuatia cu diferentiala exacta (11') - (¢, ), se obtine

F(t,z)=cV(t,x) € D1,cel. CR, (19)
solutie generald a ecuatiei (11’) - p (¢, z), precum si a ecuatiilor (11) sau (11’), sub forma implicita,
pe D; € D. Domeniul de definitie a solutiei, D1, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se obtine o
solutie cu un anumit domeniu de definitie gi 0 anumita lege de dependent& intre ¢ si ). Local, s-ar
putea explicita x : I,— R,junde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru
fiecare ¢ se obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie i o anumita lege de asociere).

OExercitiul 10. S5 se determine solutiile generale ale urmétoarelor ecuatii diferentiale reductibile
la ecuatii cu diferentiald exacta, prin metoda factorului integrant:

a) (t3 sinx — 23:) dt + (t4cosx + t) dr=0,tel;

b) (3t + x) dt +t (1 + 2%z + 22%) dw = 0,¢ € I;

c) 2tax’ — (t+2?) =0,t €1
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d) (1—t?z(t))dt+¢*(z(t) —t)dx (t) =0,t €I ;
e) (t2+x2+2t) dt +2xdx =0,t €1 ;
f) (tazQ —:U3) dt + (1 —tm2) dr=0,tel;
g) xdt — (t+x2)da::0,t€]l ;
h) 2txdt + (32 — 4 3) de =0,t € L.
Rezolvare: a) Se determind solutia generald a ecuatiei

(*) (t3sinz — 2z) dt + (t*cosz +t) dz = 0,t € L.
Pentru t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd z (t) =7,
x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x). De fapt, se cautd z (t) =7, sau ¢ (z) =7, sau o
relatie de dependentd algebrica intre ¢ si x (fard operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru
ecuatia (k).

Se noteazd ) domeniu simplu conex, D C R? si

P:D—R,P(t,z)=t]sinz — 2z

{ Q:D—R,Q(tz) =t cosz +t.

Etapa 1: Se studiazd dacd ecuatia () este cu diferentiald exactd. Se verificd conditia (14).

gp (t,z) =t3cosx — 2,V (t,z) € D
6? (t,z) = 4t3cosx + 1,V (¢, z) € D.
Argg oQ
il _ % — —3(43
5 (t,x) ot (t,z) 3(tcosz+1),Y(t,z) €D,

adicd nu se verifica (14), adicd ecuatia (*) nu este cu diferentiala exacta.
Etapa 1;: Se determind un factor integrant p (¢,x), daca se gdseste sub una din formele de la
Rezolvare a) sau b).

Fie Dy un domeniu simplu conex, Iy C {(t,m) e R%ttcosx +t # 0} C D. Cum

= (G0 - Faw) =2

Q(t )
depinde doar de t, nu si de x, se cauta pu = p (t) factor integrant a.i.
W 3 A
=2 Vtel, ai t£0|[()dt=
pt) R EAY

Infp(t) =-3nt|+Ink vVtel, al t#0si ke R} =
w(t) = t%,VtG]Ix al t#0siceR".

Se alege un factor integrant, se alege c =1 =
1 (t) = tig,w €T, ai t£0.

Se inmultegte ecuatia (%) cu p (t) = L=

t3

(%1) (sinx - 2£> dt + (tcosx—i— o) dx =0, (t,x) € Dy.

Din algoritmul de determinare a lui p (t), ecuatia (1) este cu diferentiala exacta, adica
P :D; - R, P (t,z) =sinz — 2%
Q1:D - R,Q(t,z) = tcosa:+tl2
verifica (14).
Etapa 21: Se determini acea functie (existd conform Etapei 1;) Fy : D; € R2— R, de clasa C? pe
Dy, din a cérei diferentiald sa provind ecuatia (1), adica
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8F1 . X
(12.1) — (t,x) =sinx — 2t—3,V(t, z) € Dy,

5

1
(12.2) e (t,x) =tcosx + t—Q,V(t,x) € D;.

Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta Fj (t,x). Se rezolva.
modul 12.1. (12.1)] [ (-)dt =

OF
a—tl (t,z)dt = / (sinx = 2%) dt =
Fy(t,z) =tsinz + 2t~ 2 + ¢, (z),V (t,z) € Dy,
unde ¢; () este o functie necunoscutd, constantd in raport cu variabila de integrare ¢. Se determind
¢, folosind si (12.2). Se deriveaza ultima relatie in raport cu x =
d
Lt x) =tcosz+t 2+ % (),Y(t,z) € Dy.
x
Se inlocuieste (12.2) =
1 d
tcosz + 2= tcosw +t72 + % (x),V(t,z) € D; =
x
d
ﬂ(a:) =0= ¢, (z) =c1,c1 €R.
x
Se inlocuiegte in expresia lui F} =
Fy(t,z) =tsinz + 2t~ 2 + ¢,V (t,z) € Dy sic; € R.
modul 12.2. 122\f )dz =

/8F1 :/<tcosx+t12>dx:>

Fi(t,z) =tsinz + 13:—1—1/11() V(t,z) € Dy,

unde 9, (t) este o funct;le necunoscuta, constanta in raport cu variabila de integrare x. Se determina
1 folosind gi (12.1). Se deriveaza ultima relatie in raport cu t =

—1(t,x) sinx — 2t 3z + ;il (t),V(t,x) € Dy.
Se inlocuieste (12.1) =
sinx—Zt%:sina:—Qt 33:—1—%( t),Y(t,z) € Dy =

d
My =0sut=a ok
Se inlocuieste in expresia lui F} =
1

Fy (t,x) =tsinz —|— ST +co,V(t,r) € Dysicy €R.
Etapa 31: Cu Fy determlnata la Etapa 21, se obtine ci solutia generala a ecuatiei (x1) este data
sub forma implicitd de

Fy (t,z) = c3,c3 €R,
adicd, notand ¢ = c3 — ¢1 sau ¢ = cg3 — cg, de

1

(% )tsmm—i—t r=cV(tz)e D sicekR
Ultima relatie d& si solutia ecuatiei (*) sub form& implicitd pe )y C . Local, s-ar putea explicita
z : I— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).
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=

7

=

b) Se determind solutia generald a ecuatiei
() (3t +x) dt +t (1 + 2tz + 22%) dz = 0,t € L.
Pentru t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd z (t) =7,
x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x). De fapt, se cautd z (t) =7, sau ¢ (z) =7, sau o
relatie de dependenta algebrica intre ¢ si x (fard operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru
ecuatia (k).
Se noteazd ) domeniu simplu conex, D C R? si
P:D—R,P(tz)=32+x
{ Q:D—R,Q(txz)=t(1+2t%x 4 22%).
Etapa 1: Se studiazad daci ecuatia () este cu diferentiald exactd. Se verificd conditia (14).
or (t,z) =1,V (t,z) € D

S

—= (t,z) = 1+ 62t + 222,V (t,x) € D.

ot
Atunci
oQ 2
~ 5 (t,z) = =2z (3t + z) ,V (t,z) € D,

oP
O (t, )
x

adica nu se verifica (14), adicd ecuatia (*) nu este cu diferentiald exacta.
Etapa 19: Se determind un factor integrant p (¢,x), daca se gdseste sub una din formele de la
Rezolvare a) sau b).

Fie I; un domeniu simplu conex, I C {(t,x) € R?%;¢ (1 + 2t%z + 2:1:2) #* 0} C D. Cum

1 oP o) —2z (3% +

R 7R *(t,x)*ﬁ(t,x) = d “)

Q(t,z) \ Oz ot t(1+ 222 + 222)
nu depinde doar de ¢, ci i de z = nu se poate utiliza a).

Fie Dy un domeniu simplu conex, Dy C {(t,x) ER%L 32+ o # O} C D. Cum
-1 oP Q

— (2 - — (2 =2
P(t,z) <8$ (tz) = ’x)) B
depinde doar de z, nu si de t = se cautd p = p () factor integrant a.i.
!/
W () '
=2z, Ve e JCR| [ (-)dz =

h(w) J

In|u(z)|=2*+Ink,Ve e JCRsi ke RY =

1(z) = ce” Ve € JC Rsic € R*.
Se alege un factor integrant, se alege c =1 =

p(z) =e" Yz e JCR.
Se inmultegte ecuatia (%) cu p(z) = e’ =
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(%) €% (32 + ) dt + et (1+ 2%z + 22?) da = 0, (¢, z) € Do.
Din algoritmul de determinare a lui p (z), ecuatia (x2) este cu diferentiald exacta, adica
P :Dy =R P(tz) = e’ (3t2 + .CC)
Q2 : Dy — R, Qo (t,2) = et (1 + 262z + 222)
verifica (4).
Etapa 22: Se determind acea functie (existd conform Etapei 13) Fy : Dy C R?— R, de clasa C? pe
Do, din a cérei diferentiald sa provina ecuatia (x3), adicd

(12.1) za;l (t,z) = e*’ (3t + ),V (t,z) € Dy,
(12.2) a—ml (t,x) = et (14 2t%x 4 222) ,V (¢, z) € Do.

Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta F» (t,x). Se rezolva.
modul 12.1. (12.1)| [ (1) dt =
F:
a—; (t,z)dt = /eﬂf2 (32 + ) dt =
F(t,z) = e’ (t3 + xt) + 9 (x),V (t,x) € Do,
unde ¢, () este o functie necunoscutd, constantd in raport cu variabila de integrare ¢. Se determinad
@, folosind si (12.2). Se deriveaza ultima relatie in raport cu x =

F. d
872 (t,z) = e 22 (83 + at) + et 4 % (x),V(t,z) € Da.
x x
Se inlocuieste (12.2) =
d
et (1+ 2t%x 4 22?) = e 2 (¢ + xt) + et + % (z),V(t,r) € Dy =
x

d
ﬂ(x):0:>g02(a:):cl,cleR.

Se inlocuieste in expresia lui £y =

Fy(t,z) = e (8 +xt) + 1,V (t,z) € Dy si ¢ € R.
modul 12.2. (12.2)] [ (-) dz =

8822 (t,z)dx = /eth (1 + 2%z + 22?) do =

Se observd ca acest mod de determinare a lui F» nu se poate aplica deoarece [ e’ dz nu poate fi
exprimata cu functii elementare.
Etapa 39: Cu F» determinatd la Etapa 29, se obtine cd solutia generald a ecuatiei (x2) este datd
sub forma implicita de

Fy (t,x) = c3,c3 € R,
adica, notdnd ¢ = c3 — ¢q, de

(#%) € (3 +at) =c,V(t,z) € DysiceR.
Ultima relatie d& si solutia ecuatiei (*) sub form& implicitd pe Dy C . Local, s-ar putea explicita
z : I— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie i o anumita lege de asociere).
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c) Se determina solutia generald a ecuatiei

(*) 2tza’ — (t+2%) =0=0,t € L.
Pentru t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd z (t) =7,
x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x). De fapt, Se cautd x (t) =7, sau t (z) =7, sau o
relatie de dependenta algebrica intre ¢ si x (fard operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru
ecuatia (k).

Folosind Conventiile 1 si 2 din Seminarul 1, se observa ca (%) =

—(t + 2?)dt + 2txdr = 0.
Se noteazd ) domeniu simplu conex, I C R? si

P:D—R,P(t,z)=—(t+2?)

{ Q:D—-R,Q(t,x)=2tx.

Etapa 1: Se studiazd daca ecuatia () este cu diferentiald exactd. Se verificd conditia (s4).

EP (t,x) = —2z,Y(t,x) € D
e (t,z) =22,V (t,x) € D.
Atunci

oP oQ B
. (t,x) — B (t,z) = —4z,VY(t,x) € D,

adicd nu se verifica (14), adicd ecuatia (*) nu este cu diferentiala exacta.
Etapa 11: Se determind un factor integrant u (¢,x), dacd se giseste sub una din formele de la

Rezolvare a) sau b).
Fie Dy un domeniu simplu conex, Iy C {(t,x) € R?; 2tz +# 0} c D. Cum

1 oP oQ 2
g (3 60 - 5 60) =

depinde doar de t, nu si de z, se cauta pu = p (t) factor integrant a.i.

’:((tt)) = —%,Vt el ai t£0|[()dt=
Infp(t)) =—-2Int|+Inkvtel, al t#0si ke R} =
w(t) = t%,Vt €l al t#0siceR"
Se alege un factor integrant, se alege c =1 =
plt) = 5 V€L ad 1t £0.
Se inmultegte ecuatia (%) cu p (t) = t% =
(*1) _(t;x%

dt + 2%@ = 0,(t,z) € Dy.
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Din algoritmul de determinare a lui p(¢), ecuatia (*;) este cu diferentiala exactd, adicd
1 22
P1 : ]D)l —>R,P1 (t,.%') = —— — ?
Ql : ]D)l - R?Ql (t,$) = 2;
verifica (14).
Etapa 21: Se determini acea functie (existd conform Etapei 1;) Fy : D; € R2— R, de clasa C? pe
Dy, din a cérei diferentiald si provind ecuatia (), adicd

(12.1) on (t,z) = —% — —,V(t,z) € Dy,

5 "

(12.2) = (t,2) = 2%V(t,m) € Dy.
x

Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta Fy (¢,x). Se rezolva.
modul 12.1. (12.1)| [ (1) dt =

8F1 1 372

2 (t,x)dt= | (= - dt =

a (b2) / ( t 1 )

Fi(t,z) = —Int| + 2% 1 + ¢ (z),V (t,2) € Dy,

unde ¢, (z) este o functie necunoscutd, constantd in raport cu variabila de integrare t. Se determinad
¢, folosind si (12.2). Se deriveaza ultima relatie in raport cu x =

oh (t,z) = 2wt~ + % (x),Y(t,z) € Dy.
Se inlocuieste (12.2) = !

of — out~1 4 ey (x),V(t,z) € Dy =

t dx T

) =02 g @) =crer e B
Se inlocuiegte in expresia lui F} =

Fi(t,x) = —In|t| + 2%t 1+ ¢,V (t,z) € Dy sic; €R.
modul 2. (12.2)| [ (-)dz =

%Fl (t,x)dx = / (2£> dx =

Fi(t,z) =t 12?2 + 4 (t),Y (¢, z) € Dy,
unde v, (t) este o functie necunoscutd, constantd in raport cu variabila de integrare z. Se determind
1, folosind si (12.1). Se deriveaza ultima relatie in raport cu t =

Tl(t’ T)=—t 222+ —+ ¢1 (t),¥ (t,z) € Dy.
Se inlocuieste (2.1) =

1 2
— = O Ve ed s
d
Trty= t s ()=l tere ek

Se inlocuieste in expresia lui F} =

Fi(t,z) =t 122 —In|t| + 2,V (t,2) € Dy sicp €R.
Etapa 31: Cu F; determinatd la Etapa 21, se obtine c& solutia generald a ecuatiei (1) este datd
sub forma implicitd de

Fy (t,z) = c3,c3 €R,
adicd, notand ¢ = c3 — ¢1 sau ¢ = c3 — c9, de

()) —In|t| + 2%t =,V (t,x) € Dy sicER.
Ultima relatie da si solutia ecuatiei (%) sub forma implicitd pe D; C . Local, s-ar putea explicita
z : I,— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se



Gabriela Grosu / EDCO 20

obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).

d) Indicatie:

opP oQ B ) 1

Dz (t,z) — E(tax) = 2x+2t°,V(t,x) e D= p(t) = 2
e) Indicatie:

oP oQ B -,

o (t,x) — E(t,x) =22,V (t,x) € D= u(t) =€

f) Se determing solutia generald a ecuatiei
(*) (tz? —2®) dt + (1 — ta?) dz = 0,t € L.
Pentru ¢ € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (t) =7,
x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x). De fapt, se cautd z (t) =7, sau t (z) =7, sau o
relatie de dependenta algebrica intre ¢ gi - (fird operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru
ecuatia ().
Se noteazd ) domeniu simplu conex, D C R? si
P:D—R,P(tz)=tz? 23
{ Q:D—R,Q(tz)=1—tz?
Etapa 1: Se studiazd dacé ecuatia (%) este cu diferentiald exactd. Se verifica conditia (14).
oP
5%

—Z (t,z) = —22,V (t,x) € D.

ot
9Q

t,x) =2tx — 3z°,V(t,x) €
2 322,V D

Atun(lg

— (t,x) — Bt (t,z) = 2tx — 222,V (t,2) € D,

7

adicd nu se verifica (14), adica ecuatia (*) nu este cu diferentiala exacta.
Etapa 1s: Se determind un factor integrant u (¢,x), dacd se gaseste sub una din formele de la
Rezolvare a) sau b).

Fie Dy un domeniu simplu conex, Iy C {(t,:c) e R% 1 —ta? #£ 0} C D. Cum

1 opP 5, 2tx — 22°

= () - —Q(t,a:) _ T ar

Q(t,z) \ Oz ot 1—tx?
nu depinde doar de ¢, ci i de © = nu se poate utiliza a).

Fie Dy un domeniu simplu conex, Dy C {(t,x) € R%;3t2 4+ # O} C D. Cum

1 (0P aQ 2
P(i,2) (8:13 t2) =5 (t’x)) T

depinde doar de x, nu si de ¢t = Se cautd p = p (x) factor integrant a.i.
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W) -2
In|p(z) = —2In|z|+nk, Ve JCRsikeR, =

u(w):%,VmngRgiceR*.
X
Se alege un factor integrant, se alege c =1 =
1
w(x) = ?,Vm cJCR.
Se inmulteste ecuatia (%) cu p(x) = l,% =
(x2) (t —x)dt + (gc—l2 —t)dx =0, (t,x) € Do.
Din algoritmul de determinare a lui p (z), ecuatia (x2) este cu diferentiald exactd, adica
P2 : H))Q —>R,P2(t,a:) =t—x
1
Q2:Dy — R, Q2 (t,z) = Pl
verifica (14).
Etapa 25: Se determind acea functie (existd conform Etapei 13) Fy : Dy C R?— R, de clasa C? pe
Do, din a cérei diferentiald sa provina ecuatia (x3), adicd

(12.1) 26;2 (t,x) =t —az,V(t,x) € Do,
(12.2) 52 (t,0) = % — Y (t,7) € Dy,

Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta F» (¢, x). Se rezolva.
modul 12.1. (12.1)| [ (-) dt =
OF; t?

875(t,x)dt:/(t—:z:)alt:>}7’2 (t,z) = 5—xt+g02(x),V(t,x) € Dy,

unde @, (z) este o functie necunoscutd, constantd in raport cu variabila de integrare t. Se determinad
@, folosind si (12.2). Se deriveaza ultima relatie in raport cu x =

Fy _ dpy
E(t,x) =—t+ . (x),¥ (t,z) € Da.

Se inlocuieste (12.2) =
dpsy dipy L

1
ﬁ—t:—t+%($),\7(t,$)6@2?7(33):7

I il (z) = -z +c1,00 €R.

x
Se inlocuieste in expresia lui Fy =
2

Fy(t,z) = % —at—x e, V(t,z) € Dy sic €R.
modul 12.2. (12.2)] [ (-) dz =
% (t,z)dx = / <xl2 —t> dr = Fy (t,z) = —o~1 —tx + 1y (t),V (¢, z) € Dy,
unde 1), (t) este o functie necunoscutd, constanta in raport cu variabila de integrare . Se determin
1y folosind i (12.1). Se deriveazd ultima relatie in raport cu t =

OF, B dyy
Se inlocuieste (12.1) =

d
t—x:—x—l—%(t),V(t,x)e]D)l:>

Se inlocuiegte in expresia lui Fy =
¢ :
F(t,r)= -z ' —to + ) +c2,V(t,z) € Dy sicop eR
Etapa 39: Cu F» determinata la Etapa 22, obtinem ca solutia generala a ecuatiei (x3) este data sub
forma implicita de
Fy(t,z) = c3,c3 €R,

dipy t2
=t = = _— 4+ R.
dt (t)=t= 19,y (t) B C2,C2 €
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adica, notadnd ¢ = c3 — ¢ sau ¢ = ¢c3 — ¢3, de
2

t
(xx) ) —at—zl=cV(tz)€DysiceR.
Ultima relatie d& si solutia ecuatiei (*) sub form& implicitd pe Dy C . Local, s-ar putea explicita
z : I— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).

_9Q
ot

(t,2) = 2,¥ (t,2) € D = p(z) = —.

opP
g) Indicatie: — (t,x) 22

ox

_9Q

P
h) Indicatie: op (t,x) ot

5 (t,x) =4tV (t,x) e D= ..

OExercitiul 11. Si se determine cate un factor integrant de forma indicati pentru ecuatiile
diferentiale de mai jos si apoi sa se rezolve aceste ecuatii
a)t(l—az(t)dt+ (2 +z(t))de(t) =0,p=plt*+2?) ;
Rezolvare: a) Se determina solutia generald a ecuatiei

(#)t(L—z@)dt+ (+z(t))de(t) =0t €L
Pentru ¢ € I, C D, variabild independenta din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (t) =7,
x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x). De fapt, se cautd z (t) =7, sau ¢ (x) =7, sau o
relatie de dependenta algebrica intre ¢ gi = (fard operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru
ecuatia (k).

Folosind Conventiile 1 si 2 din Seminarul 1, se observa ca (x) =

t(l—z)dt+ (£* + ) dz =0.
Se noteazd ) domeniu simplu conex, D C R? si

P:D—R,P(tz)=1t(1—2x)

{ Q:D—R,Q(tz)=1t>+u.

Etapa 1: Se studiaza daca ecuatia () este cu diferentiald exactd. Se verifica conditia (14).

P
i(t,x) =—t,V(t,z) e D

B (t,z) =2t,¥(t,x) € D.
Atunci
g—i (t, ) (t,z) = =3tV (t,z) € D,
adica nu se verifica (14), adicd ecuatia (*) nu este cu diferentiald exacta.
Etapa 13: Se determind un factor integrant u (¢, ), de forma impusa apriori p = p (t2 + 932). Se
considera D3 un domeniu simplu conex, D3 C I gi se definegte
v:D3 — R, v(tz) =12+ 22

_ R
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Se determina un factor integrant p (v (¢,x)), astfel incat ecuatia

(x3) t (L — ) p (v (t,2)) dt + (2 + ) p (v (¢, @) dz =0, (¢,2) € Dy,
sa fie cu diferentialéd exactd. Se noteaza

{ P3:D3 —» R, Ps(t,z) = (t—tx) pu(v(tx))

Q3:D3 =R, Q3(t,z) = (> +x) - p(v(t,2)).
Se impune ca Ps si Q3 sa verifice conditia (14),

8P3 6@3
Cum&ix (t,x) — Ty (t,x) =0,V (t,z) € Ds.
Zg’ (- t)-u<v<t,x>>+<t—m>-gb< (t.2 %* ¥(t.z) € Dy
Y (ta) = (20) - p(o(ta) + (B +2) - 2D () 5 (82),V (t2) € Dy,
. a— (t,x) = 2z,V (t,z) € D3
si 5
o (t,x) = 2t,V (t,x) € Dg,
se obtine

(=3) - (v (£, 2)) + (~28) (2 + 22) - % (0 (t2) = 0,¥ (L, 2) € Dy =

d
3 (v (t,)) + 2 (12 + 22) - d—“ (v(t,z)) =0,¥ (t,z) € D3 ad t £0 =
v
d
3u (v) + QUd—'u (v) =0,Yv €.
v
Ultima ecuatie este cu variabile separabile in necunoscuta p (v). Se cautd p(v) factor integrant,

diferit de solutia singulara nuld pentru ecuatia anterioara.

#U) w(v) =— VvEJual (v#£0sip(w)#0)|[()dv=
Joton= [t
In |p (v)]——fln\v\—&—lnk Voel,al (v#0sip(v)#0)sikeR =

w(v) =cv ~2, Vv eJyal (v>0sip()#0)siceR
Se alege un fagtor integrant, se alege ¢ = 1 =
pw)=v2,VoelJ,ai v>0.
_3
Se inmultesgte ecuatia (x) cu u (tQ + 332) = (t2 + xz) 2 pe domeniul simplu conex D3 definit astfel
incat t £0sit? + 22 #0=
3 _3
(k) t(1—a) (B +a?) 2dt+ (> + ) (* +2?) 2 de =0,V (¢, z) € Ds.
Din algoritmul de determinare a lui w (t2 + ZL'2), ecuatia (k3) este cu diferentiald exactd, adica
_3
P3:D3 =R, Py(t,z) =t(1—x)(t? +2%) 2
3
Qs : Dy — R,Qs(t,z) = (2 + ) (1* +2?) 2
verifica (14).
Etapa 23: Se determini acea functie (existd conform Etapei 13) F3 : D3 C R2— R, de clasa C? pe
D3, din a cirei diferentiald si provind ecuatia (x3), adicd

OF: _3
(12.1) 3‘3; (t,z) =t (1 —x) (> +22) 2,V (tz) € Dy,
(12.2) (TB (t,z) = (B +x) (B +2%) 2,V (t,z) € Ds.
x
Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta F3 (t,x). Se rezolva.
modul 1. (2.1)] [ (-)dt =

w

w
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% (t,z) dt = /t(l —a) (2 +2%) 2t = Fy (o) = — (1-2) (12 +2%) gy (2) V(1) €

]ID37
unde @5 () este o functie necunoscutd, constanta in raport cu variabila de integrare ¢. Se determind
4 folosind si (12.2). Se deriveaza ultima relatie in raport cu x =
OF: _1 _3 d
)= (R +a2) T+ (1—a) (B +a?) 22+ % (x),V (t,z) € Ds.
x x
Se inlocuieste (21.2) =

(o) (2 +a?)F = (@) E ) (2 4a) Fa s B ) Ve ey =

%(:Jc) =0=p3(z)=c1,c1 €R.
Se inlocuieste in expresia lui F3 :>1

Fs(t,z)=—(1—2) (*+a%) % +c1,V(t,z) € D3sic €R
modul 2. (21.2) [ (-)dz =

J % (t,x)de = [ (£ +az) (B + 1‘2)_% dz.
Se observa ca acest mod de determinare a lui F3 este mai greu de aplicat din cauza dificultatii
determinadrii integralei din membrul drept al egalitatii anterioare.
Etapa 33: Cu F3 determinata la Etapa 23, obtinem ca solutia generala a ecuatiei (x3) este data sub
forma implicita de

F5(t,x) = c3,c3 € R,
adica, notadnd ¢ = c3 — ¢q, de

(#x3) (z —1) (% + 9:2)7% =cV(t,z) € D3siceR.
Ultima relatie da si solutia ecuatiei (%) sub forma implicitd pe D3 C . Local, s-ar putea explicita
z : I,— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).

X

Observatie . La exercitiul precedent se putea studia gi existenta unui factor integrant de forma
p (t) sau p ().

Fie Dy un domeniu simplu conex, Iy C {(t,m) eR%t2 4o # O} Cc D. Cum

1 oP 0 -3t

e et )

Q(t,z) \ Oz ot 2+
nu depinde doar de ¢, ci i de = nu se poate gisi un factor integrant de forma p (t).

Fie Dy un domeniu simplu conex, Dy C {(t,z) € R%t(1 —xz) #0} C D. Cum

_1 [op 20 3
P(t,x) (&U (t’x)_&f(t’ﬁ)) T 1-z
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depinde doar de z, nu si de t = se cautd p = p () factor integrant a.i.
!/
() 3 A ‘
=——VeeJCRal z#1|[(:)dr =
n) 1-a O
Injp(z)=-3n1l —z[+nkVecJCRsikecR, =

—x
Se alege un factor integrant, se alege c =1 =
1
r)=——,VzeJCRai x#1.
p () 127 7
Se inmulteste ecuatia (x) cu u ()
t t?+x
*2 dt +
(2) (1—x)? (1—=z
Din algoritmul de determinare a lui p (z), ecuatia (x2) este cu diferentiald exacta, adica

P2 : ]D)Q —>R,P1 (t,i[)) =

_ 1
S

zdr =0,V (t,7) € Da.

(12—33)2
t° +
Q25D2_>R7Q1(tvx):(1_‘:)3

verifica (14).
Se determin# acea functie (existd conform afirmatiilor anterioare) F : Dy C R2— R, de clasa
C? pe Dy, din a cirei diferential si provind ecuatia (*3), adics

0F, t
12.1 = — D
( ) ot (t,.’l?) (1 _ x)Q,V(t,fB) < g,
8F2 t2 +x

(12.2) 52 (t,2) = T

Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta F» (¢, x). Se rezolva.

OF; / t 2
121)] [(Ydt= | =2 (t,2)dt= | ———dt = F(t,2) = ———— + ¢, () ,V (,2) € Do,
(12.0)| i ()= [ gt By ) = 5 e ()Y (60
unde ¢, () este o functie necunoscutd, constanta in raport cu variabila de integrare ¢. Se determina

y folosind si (12.2). Se deriveaza ultima relatie in raport cu x =

8F2 t2 d@z
— (¢ = —+ - V(¢ Ds.
or (,.Qf) (1—5[3)3+ dr (.%'), (,.QT)G 2
Se inlocuieste (12.2) =
2+ t2 dy, dps x
= —(z),V(t,z) e Dy = —= () = ——= Ndr =
= i A @YD e B = @ = g [ O
1
<p2(x):m —&-% 5+, Ve:ilgicn €R

-1 T@-1
Se inlocuieste in exgresia lui Fp =
t 1 22 —1
U iy R
Cu F» astfel determinatd, se obtine ca solutia generald a ecuatiei (x2) este datd sub forma
implicita de
Fg(t,.%') =cs3,c3 €R,
adica, notdnd ¢ = c3 — ¢, de
(sk2) t2 L 2z -1
Yo —a)? 2@ —1)?
Ultima relatie d& si solutia ecuatiei (*) sub form& implicitd pe Dy C . Local, s-ar putea explicita

5 +c1,V(t, ) € Dasic €R

=c,V(t,xz) € DysiceR.
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z : I,— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si o anumita lege de asociere).
Se poate ardta ca solutiile date de (xx2) si de (xx3) coincid pe Dy N Ds.

b) Se determind solutia generald a ecuatiei

(¥) (#* = 1)+ 2Pz +ta* — 1) 2’ =0,t € L.
Pentru ¢t € I, C D, variabild independentd din domeniul de definitie a solutiei, se cautd x (t) =7,
x functie necunoscutd, solutie pentru ecuatia (x). De fapt, se cautd z (t) =7, sau ¢ (x) =7, sau o
relatie de dependenta algebrica intre ¢ gi = (fird operatorii de derivare sau integrare), solutie pentru
ecuatia (k).

Folosind Conventiile 1 si 2 din Seminarul 1, se observa cd (%) =

(ac3 — 1) dt + (2t2x +tz? — 1) dx = 0.
Se noteazd I) domeniu simplu conex, D C R? si

P:D—RP(tr)=a3—1
{ Q:D—R,Q(tz) =2t +tz? — 1.

Etapa 1: Se studiaza daca ecuatia () este cu diferentiald exactd. Se verifica conditia (14).

gp (t,2) = 302, ¥ (t,7) € D
(9% (t,x) = 4tz + 22,V (t,x) € D.
Atunci

P oQ B 9
%(t,m) - 6—(t,x) = —4dtx + 22°,VY (t,x) € D,

adicd nu se verifica (14), adica ecuatia (x) nu este cu diferentiala exacta.
Etapa 13: Se determind un factor integrant pu (¢, z), de forma impusa apriori p = p (t + «). Consid-
erdm D3 un domeniu simplu conex, D3 C D si definim

v:D3 - R, v(t,z)=t+z.
Se determind un factor integrant p (v (¢,z)), astfel incat ecuatia

(x3) (2 = 1) p(v(t, @) dt + (2t%z 4+ ta® — 1) p (v (¢,2)) dz = 0, (t,z) € Ds,
sd fie cu diferentiald exactd. Se noteaza

P3:D3 — R, Ps(t,x)= (22— 1) pu(v(tx))

{ Qs : D3 — R,Qs(t,z) = (2t%z + ta* — 1) - p (v (¢, ).

Impunem ca Ps si Q3 sd verifice conditia (4),

. % (t,z) — % (t,z) =0,V (t,z) € D3,
um
0 ov
gPS (t,z) = (32?) - p (v (t,z)) + (2® - 1) - % (v (t,x)) - e (t,z),V(t,z) € D3
;% (t,z) = (4tz + 2?) - p (v (¢, 2)) + (2622 + ta® — 1) - Z—'Z (v(t,z)) - % (t,x),V(t,z) € Ds,
‘ gz(t,x) =1,Y(t,z) € D3
§ 87: (t>$) 1,V(t,.’L‘) S ]]])3;
se obtine
(—4tx +22?) - p (v (t,2)) + (23 — 262z — ta?) - 3—5 (v(t,x)) =0,Y(t,x) € D3 =
2u (v (t,z)) + (t+ z) - %(v(t,m)) =0,V(t,z) € Dy al z—2t#0=
2u (v) + vd—u (v) =0,Yv e ].

dv
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Ultima ecuatie este cu variabile separabile in necunoscuta p (v). Se cautd u(v) factor integrant,
diferit de solutia singulara nula pentru ecuatia anterioara.

M(v)'“l (v) = —%,Vv el al (v#0sip() #0)| [()dv=

1 / 2
ww)dv= | ——-dv=
/ i (v) ) v
In|p ()] =—-2Infv|+Ink,Yvel,al (v#0sip()#0)sikeRi =
w(v) = U%,Vfu el,al (v#0sip(w)#0)siceR"
Se alege un factor integrant, se alege c =1 =
1
w(v) = U—2,VU el,ai v#0.
Se inmulteste ecuatia (x) cu p(t+z) =
r—2t#0git+z#0=
(3) 3 —1 ‘4 262 + ta? —
Y+ x)? (t +z)°
Din algoritmul de determinare a lui w (t2 + $2), ecuatia (*3) este cu diferentiald exactd, adica

_1

e Pe domeniul simplu conex D3 definit astfel incat

1
dx =0, (t,x) € D3,V (¢, z) € Ds.

=1
P3:]D)3—>R,P3<t,£[}): 2
(o7
2t°x +txe — 1
Q3: D3 —R,Q3(t,7r)= ——5—
(t+ z)

verifica (14).
Etapa 23: Se determini acea functie (existd conform Etapei 13) F3 : D3 € R2— R, de clasa C? pe
D3, din a cérei diferentiald si provind ecuatia (x3), adicd

(12.1) Zé;?’ (t,2) = (& — 1) (¢ + )2,V (t,2) € Dy,
(12.2) (T; (t,z) = (2% + ta® — 1) (t +2) "2, ¥ (t,z) € Dy.

Sistemul anterior este un sistem de ecuatii cu derivate partiale in necunoscuta F3 (t,x). Se rezolva.
modul 1. (12.1)] [ (-)dt =
OF: _ _
/(%3 (t,x)dt = / (23— 1) (t+2)2dt = Fy(t,a) = — (2® = 1) (t+2) " + 93 (z),V (t,2) €
]ID37
unde @5 () este o functie necunoscutd, constanta in raport cu variabila de integrare ¢. Se determina

4 folosind si (12.2). Se deriveaza ultima relatie in raport cu x =
0F3 3z (t+az)— (23— 1)  dop,
— (¢ =— — V(¢ Ds.
5z b (t+ ) T @V(Ee) e Ds
Se inlocuieste (12.2) =
200 +ta® —1 _ 3a?(t+ax)— (27— 1) L des
(t+=)° (t+a)? da
de
3 (2)

(z),Y(t,z) € D3 =

=21 = s (x) =22 +c1,c1 €ER.
Se inlocuieste in expresia lui F3 =

F(t,z)=— (23— 1) (t+a) "+ 22+ e,V (t,x) € Dy sic €R
modul 2. (12.2)| [ (-)dz =

8812)’ (t,z)dx = / (2622 + ta? — 1) (t + )" da.

Se observa ca acest mod de determinare a lui F3 este mai greu de aplicat din cauza dificultatii
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determinadrii integralei din membrul drept al egalitatii anterioare.
Etapa 33: Cu F3 determinata la Etapa 23, obtinem ca solutia generala a ecuatiei (x3) este data sub
forma implicita de

Fy (t, l‘) = co9,c0 € R,
adica, notadnd ¢ = co — ¢, de

(#x3) — (2% = 1) (t+2) ' +22 =,V (t,z) € Dy sic e R.
Ultima relatie da si solutia ecuatiei (%) sub forma implicitd pe D3 C . Local, s-ar putea explicita
z : I;— R,unde domeniul de definitie a solutiei, I, depinde de constanta ¢ (pentru fiecare ¢ se
obtine o solutie cu un anumit domeniu de definitie si 0 anumita lege de asociere).

X

Observatie . La exercitiul precedent se putea studia gi existenta unui factor integrant de forma
p (£) san i ().
Fie Dy un domeniu simplu conex, Iy C {(t,x) € R%;20%x + ta® — 1 # 0} C D. Cum
1 opP 0 —Atx + 222
- 7(@@_7@(@@ _ Al
Q(t,x) \ Oz ot 2% 4+ ta? — 1
nu depinde doar de ¢, ci i de = nu se poate gisi un factor integrant de forma p (t).
Fie Dy un domeniu simplu conex, Dy C {(t,2) € R* 2% — 10} C D. Cum
-1 oP (t,2) oQ (t,2) — (—4t:c+2x2)
- (2= DL ) ) =
P(t,x) \ 0z ’ 23 —1

x —
ot
nu depinde doar de z, ci si de t = nu se poate gasi un factor integrant de forma p (z).

OExercitiul 12. S# se demonstreze ci orice ecuatie cu variabile separabile de forma
a(t)dt+b(z(t))de(t)=0,t el
unde a si b sunt functii continue, este o ecuatie cu diferentiald exactd si sa se rezolve.

OExercitiul 13. S# se demonstreze ci orice ecuatie diferentiali de ordinul intai cu variabile
separabile de forma
ay (t) by (x () dt 4+ ag (t) be (z (t)) dz (t) =0,t €1,

unde a1, ag, b1, by sunt functii continue, admite un factor integrant de forma

6 1) = ——
SNTIOTE
si sa se rezolve.



